
Munich Personal RePEc Archive

The Optimum Quantity of Money

Revisited: Distortionary Taxation in a

Search Model of Money

Ritter, Moritz

University of Toronto

27 February 2007

Online at https://mpra.ub.uni-muenchen.de/1973/

MPRA Paper No. 1973, posted 02 Mar 2007 UTC



��� �����	� 
	�����
 �� ����
 ����������

������������
 �������� �� � ������ ����� �� ����
∗

������ ������†

����	��
 �  !

��������

���� ����� ������������ � ������������
 ��� ���� ��� �������	�������� �� ����
 �����"��#

��� �������� ��� �����	� $	�����
 �� ����
% &� ������� �����
 ��
 ������� �� ���� � ��������

��� ���� ��� � �������� ������� �������� ����� �� ��� �	
��'� �	���	� ����� �� ���(������
 �����)

��� ��������� ���*�� �� ��������� ��� ��� ����������� ������� �����
 �������� � ����� ��� "��� �

����
 *��"�� ���� ����� ���� ���������� �
 ��� �������� �	��% �������
) �	� ��� +����) �����


������ ��� �*���'� ���*�����* ��������) ������* � ������� ���� ��� � ��������� ���� ��� ��������

�	��% ,���� ������� ����������) ���� �����	���� ������� ���� �� ����������� ������*%

∗- �� ����#�	� �� ���	
��* ��� ��� ��� �	����� ��� *	������% ���� ����� ��� ����+��� ���� �������� �
 ���

����	������ "��� &����� .���� ��� ��$	�� ���*% - ���� �������� ���	���� �������� ���� ������� ������������ �� ���

,��������
 �� �������% &�� ��������* ������ ��� ����������*� ��� �
 �"�%
†���������� �� .��������) ,��������
 �� �������) /0 ��% 1���*� ������) �	��� ! !) �������) �2) �3� 41!)

5�����% .����� �%������6	�������%��



7�
"����� ����
) ������) �������� �	��) ����� ���

8.9 5�����+������� .:�) .:4) ;�/

�	 
����
������

��� �������� �	�� ��� ���� ��� �� ��� #�
 ��������� �� �������
 �����
 ��� "���� �����������

�������
 ��������� ��� �������� ��������� �	����� ���� ��� ���� �������% ����� ����������� ������

���
 �� �����<�	��) �	�� �� ����
<��<���<	�����
<�	������ ��� ����<��<�������) �� ������	�� ����


���� ����� ������������% 5��������
) ��� �������	�������� �� ����
 �������	�� ���� ���� ��� ������

�� ����� ������	�� ��� ������� �� � ��������� �����<�= ���"��� ��� �	���� �� ������������ >���

��������� ���*��? ��� ��� $	�����
 �� *���� ������*�� �� ���� ����� >��� ��������� ���*��?) "����

��
 ������ ��� �������� �	�� � �	�������� �������
 �����
% ;�"����) ����� �������
 ������

������ ���� ��	� ��� �����
 �*����� +���� �����
) "���� ������� ��	�� ����������
 ����� ��� ���������

�� ��� �������� �	�� @ ��A����� ��
 ����� �� � �	�����	�� ��� +���� �����
%

���� ����� ������������ +���� �����
 �������������� �
 ������	���* � ����� ��� ���� ��� �������


������ �����������) ��� �������� ��� �����	� $	�����
 �� ����
% &� �	��) �� ���#� ��� �������	�<

������� �� ����
 �� ��� ����������� ����
 ��� �	���� +����� �������	��% ��� #�
 +����* �� ����

��������* ���� ��� �������� �	��) �%�% ������* � �������� ������� �������� ����) ��
 ���	�� �� "������

*���� @ ��A����� �� ��� � ���� �	�����	�� ��� ������� +���� �����
% -� ����) ��� �	����������
 �� ���

�������� �	�� ������� ���� �� �� *��������� �����	� �� ������B ��� ��������� ��
 ���� �� �������

�(�����
 �� ��� �	���� �� �������) � ����	�� ����������� �� ��� ����������� �������	��) "���� ����

�



��� ����� ��� ��������� ���*�� �� �����%

��� ����������� ����
 ��� �	���� +����� �������	�� ���*������ ���� C�����' >/D!4? �����$	�

�� ��� �������� �	��% C����� ��*	�� ���� � *���������) "���� ����� �� ������ �� ������������


�������� �� ����� �����	� ���	�� ���� ��� ����
 ������*�% ;�"����) �	���$	��� �������� ��� ���

�	������� ���� �	���������% ����� ��	���� ���	� �� ��� �����
 �������) �%�% ��� ������� �����


��� ���"��� � >�����? ��� ��� � ��� �� ����
 ������*�) ��� ���� �� �	����� ��� ���������
 �� ���

�������� �	��� � ����� ��� ��������� � ��� �� ����
 ������*� �� �� �����	���� �� ����� �����	�

>�%*% 7�����	*�) /DE:) 5������ ��� �����) /DD: ��� 5���� �� ��%) /DD:?% ���* >/DEE? ������������

���� ��� ���������
 �� � ���� ��A����� ��� ��	�����
 ������� �� ��� ���	������ ������� �� ���

	�����
 ��� �������*<���� �	�������% ;�"����) ��� ��������� �� ���� �������	�� �� ���� �� ������	���

����
 ����	*� �����<�	�� ������� �� �������* �� ���� ����������%

5��������
) ��� ����������� �� ��� �������	�������� �� ����
 �������	�� *���� ���� �� ��� �����<

����� �� ����
 �� � ����	� �� ������*� @ �*���� ��� ����
��	� ��� ��*�*� �� ������) ���������

������*�) "���� ��� ������ ���� �� �� ���� ���� ��� ���% �	� �� ��� ������� ��� ���� ���������� ��

������) �*���� ��$	��� ����
 ��� ����	������ �� � ����� ����� �� ����) "���� ���	��� �� � ��������

������	���
 ���� �� ������* ����
% &*���� ��������� ������ ���(������
 ��" ����
 �������� 	�����

��� ������� �������� ���� �� ���� >��������) /D:D?% -� ��� $	�����
 ������*�� �� ��� ���
 ���*��

���� ��*�� �� ���������) �����"��* ��� �������� �	�� �� ��� "������ ���������* �������
 �����


����	�� �� ���	��� ���� �*���� ��� �	��
 ����������� ��� ����� ����������%/

/F�������� ��� ��������	 >�  4? ������� � �������� ����	����� �� ��� �������� �	�� �� ������ ������ �� ����
%

4



����� ��) ��"����) � *��	� �� ������ �� �������	�������� �������	�� ���� ������ �	� ���� ���

���
 ��� ���������) �	� ���� ��� ��������� ���*�� ��� �� ���������% ���������) ��������* ���� ���

�������� �	�� ��
 �� "������ ��������* 	���� ������� ����������� �� ��� ���*� ��	������ �����"��#

>���) /DD!?) ��� �������� �	�� ���	��� ���� ��� ��������� ���*�� �� 	����������% 2�����������) ���

�	���� �� ������ ��*�� �� ���(����� ����	�� �*���� ��� ��� �	��
 ����������� ��� ��� �������������

����� ������ ��������� *�������B ��� ����) ��� �*���'� �	���	� ����� ��� �� �$	�� ��� �������	���� ��

��� �������� �� ��� �����) �%�% ��� ;����� �	�� >;�����) /DD ? ���� ����� �� �� �����+��% -� ���� ����)

����
 *��"�� ��
 �������� ��� �	���� �� ������� ��� �����$	����
 "������%�

F�������� �� ��% >�  :? �	����� ��	�
 ���� ���# ���"��� ����
 *��"�� ��� ��� ��������� ���*��

��� ���" ���� ��� �	
��'� ����� �	���	� ������� ����*���	� �� ��� �� ����������� �
 ��� ����


��������% ���� *���� ���� �� � ������<���� ���	��� �� ��� �	
��'� ���*���	� ���*�����* "��*�� ��

����� �������� �� ��� �������	���� �� ��� �������� �� ��� �����) �%�% �� ��� ;����� �	�� �� ��������)

��������* ���� ��� �������� �	�� "��� �� "������ ��������*% ;�"����) ����� ������ �� ��� ��	�


�����
 �����	����� ����� ���� �������
 ����% -� � ������ ������� ��� �	��<�	� ����� ��� ���������

���������) ��� �������� �	�� "�	�� ������ �� �������% -� ��� �������� �� ������������
 ��������)

��"����) ��� �	����� �� ���� �����) �� ��� ������� �������� �������	�� ��� ���	�������%

&� ���� ����� ���"�) ������	���* � ����� ��� ���� ��� ����
 ������ �����"��# >���� ���) /DD!?

� -� � ������ �� ������) ��� �	����� ������������ ��� ���	������ �� ��� ��������� ���*�� �=��� �� � �	���� ��

���������� �� ��� ����� ������ �����"��#� ��� >/DDE? ������	��� ����	� ���#�� ��������� ��� ��� >/DDD? ����	���

������� ���	�	������ ���� ��� �������
 ������ �����������% ;��� ��� 7	��� >�  3? ���" ���� ��� �	����������


�� ���� ���	�� �� ����� ������*%

0



����� �� ������� �� ���(�����
 �� ��� ��������� ���*��% & ����� ��� ������� � ��� �	���� ����

�	
��� ��� ������� ����� ��������* �� ����� ���*�����* "��*���% 5����$	����
) �� ��� ������ ��
� �

���*�� �������� �� ��� ���) �� "��� ���	�� ��� ������ �=��� ���� ���� ��� �	
�� "���% ���� ��������

�(�����
 �� ��� ������'� ������ ��������
 ������� ��� ������� �����) �%�% �� ��� ������'� ���*�����*

"��*�� �� ���*�� ���� ��� �������	���� �� ��� �������� �� ��� �����%

;�"����) �� �������
 �����
 ���
� ��� �������� �	��) ��� �"� �	���	� ������ ��� 	��=����� �


+���� �����
% &� ���* �� ��� ����
 ���������� �� ��� ������*) ��� �	
�� ������ �������
 ����� ���

�=�� ��� "��� ���
 ������� ��� �������� �� ��� �	���	� �$	�� �� ��� 2��� ���*�����* "��*��% ����

������ ��� �=���������� �� ��� ����� ��� @ �� ����� �� ������� ����* ��� ����� �� ��� ;����� �	��)

��� �	
��'� �	���	� ����� ����� �� �������� ��� �������	���� �� ��� �������� �� ��� �����% ��	�)

��������* ���� ��� �������� �	�� �� "������ ��������*% F
 ��#��* ��� ����
 ���������� ����) �

�������� ������� �������� ���� ����"� ��� �	
�� �� ������� � ���*�� �������� �� ��� ����� �	���	�% ����

����	�� �
��� �
��� �� ����	���� �� �������
 �����
 @ �������
 ��� +���� �����
 ��� ��� �	�����	���

�� ���� �����������%

���� #�
 +����* ������� ���� �� �� ����������� �� "���� �	
��� ��� ������� �� ��� ���*���) �	�

������ ��#� ������ �� *���� >����������� ������*?% G��� ����� ��#��*) ��A����� "��� ���	�� ��� �������

���	� �� ��� ���	�� �������� �
 �������) ��#��* �� ���� ���������� �� �� � ������ ��� ����� ���	���*

��� ������'� ������ �=���% &� ��� ���� ����) ��� �	
�� ��� �� ��������� �� +�� � ������* ������� ����

$	��#�
) ���	���* ��� �� ������ ����% ���� ���	��� ��� ���#�� ���*������ ��� ��������� �(�����
%

-�A����� �*��� ���������
 ����*�� ��� �	���	� ����� ���"��� �*����B +���� �����
 ������ ������� ���

���� @ �������� �����
 ������� � �	���� �� ���� �	
��� ��� �������) ��� ���	��� ����� ������ �=����%

3



�������
 �����
) �� ��� ����� ����) ���� ���	�� ��� �	
�� �� ������ ����) ����	�� �� ���	��� ���

�	�	�� ���	� �� ����
 ��� ��	� ������� � ����	�� �
��� �
���%

�	 �����������

�	�	 ��������
�

��� ����������� �����"� F�������� �� ��% >�  :?%4 ��� ������
 �� ��������� �� � ���*� �	����

�� ��	������� �� ���� ����	�� /B ���� ��	������ �� �� � ������� �
��) ������� h) "��� H > 3

��=����� �
��� �� ��� ������
% & ��	������ �� �
�� h ����	��� *��� h ��� ����	��� *��� (h+ 1)%

9�"�� ���� ������� ������ ��	������ ����� ���������) ��� ������� ������� ������ ��� ������������*

�**��*����% ;�	������� ��� ���� 	� �� �"� �
��� �� �*����� �	
��� ��� �������% ��� �������� ��

�	
��� �� n ∈ (0, 1)% -� ���� ������) �	
��� ��� ������� ����� � ������������� ���#�� �� ������ ��� �

������* �������%

&�� ������� �� ��� ��	������ ����� ��� 	�����
 *�������� �
 ��� ��	������'� ����	������% ��	�

����� ������ ��H������ �� �� �������� ��� ��	������'� 	�����
) *���� �� �����"�

>�%/? U =
∞�

t=0

βt
�
u′qbt − c(q

s
t )− nφ(σbt)− (1− n)φ(σst)

�
, β ∈ (0, 1).

;��� β �� ��� �����	�� ������) ��� c(q) ��� ���� �� ����	���* q �� 	�����
 �����% ��� ���� �	������

4���� �� � ������� �� ��� ���*� ��	������ �����"��# �
 ��� >/DD!?% ��� ����� �����"��# �������
 	��� �� ���

�������	�������� �� ����
 �������	�� �� ��� ��<������ 9G ����� >9�*�� ��� G��*��) �  3?% & ����� ����	����� ���	�

�������� ��=������� �� ������������ ��� �� ��	�� �� ������� 3%4%

:



c(q) �����+�� ��� 	�	�� ���������� c(0) = 0, c′(q) > 0, c′′(q) > 0 ��� c′(0) = 0. ��� ���	������ ��

�������� ���*���� 	�����
 �� ���� ��� ���������
%0 ��� �	���� �� �	
��� ��� ������� �� ��� ��	������

�� ������� �
 n ��� (1 − n) �����������
% ��� �	������ φ(σ) ���������� ��� ���	�����
 ����������

"��� � ������ ��������
 σ.3 ��� ���������
) ���	�� φ(σ) = φ0 (σ
α − 1) , "��� φ0 > 0 ��� α > 1%

-� ���� ������) �	
��� ��� ������� *� �� ��� ���#�� "���� ���
 ��*�*� �� ������ ���������

�������*% ����� ��	��� ����������� �� "���� �� �	��� �	� �
 ���	������ ��� ��� ������� �� �

������� �
�� �� ��	������ ��� ��������*	�������) � ����	� �� ������*� �� ������% -� ���� ������ t,

��� ����� ����# �� ����
 �� *���� �
MtH) "����Mt �� ��� �����*� ������* �� ����
 ��� ��	������%

&� ������� ���� �� 	�� ��� ����
) ��� ����
 �� ������� �
 ��� �	
���) ��� ���� �	
�� ������� mt/n

	���� �� ����
 "��� �������* ��� ���#��% 9�� ω ������ ��� ���	� �� ���� ������'� ����
 �� ���

��	������ ��� � ��� ���	� �� ���� ������'� ����
 �� ����� ��	�������% ������
) �� ��� ��*�����*

�� ���� ������) ��� *��������� *���� � �	��<�	� �������� Lt �� ���� ��	������) �� ���� ��� ����


����# *��"� �� � ���� �� γ%

�	�	 ������ ������

�����"��* ��� ����������� ����
 ��� �	���� +����� �������	��) ��� +���� �����
 �����	���� �� � �����

���% G������� � �	
�� ��� � ������ �����) ��� *��������� ������� � ��� �� ���� τ ; �%�% �� ���

0��� ���	������ �� �������� ���*���� 	�����
 ��� � ������* �� ��� ���� �� ����� ��#��*) �	� ���� ��� ����� ��� ����

���	��%

3��� ����������� I������ ��������
I ��� I������ �=���I ��� 	��� �
���
��	��
 ���	*��	� ���� �����%

!



�	
�� ��
� x, ��� ������ �������� �� ����� ��� ����� �� x/(1+ τ).: ��� ��� �����	� ������ �� ���	����

�� ��� �*���� �� ��� ��*�����* �� ��� ���� ������ �� � �	��<�	� �������� �� ��� ��	������% ����

*��������� �������� ��� �� ������


>�%�? Lt = (γ − 1)Mt +
Ψt−1
H

τx, γ ≥ β

"���� Ψ ������� ��� ����� �	���� �� �������% -� ���� �����������) ���� �������� ������ ��
 ����

�� ��*����� �� �� ������ ��� �� ��� ������%

&� 	�����
��* ���	������ �� ���� ��� *��������� �� ���� �� ������� ������� ��� ��� ���	��

�� ����
 ������*�� �����	*� ����� �� �� �	(����� ������ #�����* ��������*
 >"���� ��#�� ����


��������� �� � ����	� �� ������*�?% ���� ���	������ �� ��� �� ����������� �� �� ��
 ���� @ ���

���������* ��������*
 ��������
 �� ��������� ���� �����
 ���� ��� ������� ��� �
�� �� �����


���� ��#�� ����
 ����������� >7�������#���) /DDE?% -� ����) ����� �� ����� �� ����	������ �����

����� ���� ���� 	��� ��� ����	���� >�%*% ���� ����� �� .	���� ����	*��	� ��� ������ �*��?) "���

� *������ ����� ��� >I1������#���	��#����I? +��� ������	��� �� �����
 �� /!30) �� � ���� "���

������ #�����* "�� ������� �� ���
 ��� �� �������� �� ����
%

: -� ��� �� ���"� ���� �� ���� ������
 ���� ��� ������ �� �$	������� �� ��� �	
�� ��
��* x�� � τ� ��� ��� ������

��������* x.

E



�	�	 �������� ��������

-� ��� ������������� ���#��) �	
��� ��� ������� ���� �� ������) ��� ��� ����� �	���� �� �����

������� �� ���������� �
 � �������* �	������ Ψ(BΣb, SΣs)) "���� B ������� ��� ����� �	����

�� �	
��� ��� S ��� ����� �	���� �� ������� �� ��� ���#��B Σi �� ����� �����*� ������ ��������
% B

��� S ��� ���*���	��
 *���� �� B = HN ��� S = H(1 −N)% -� ��������) ��� ������ �����������

��� ��������
 ������ �
 ��� ��	�������% ��� �	������ Ψ(.) �����+�� �������� ���	�������) �	�� ��

����*�����
 �� ��*��� / ��� ��������
 �� ���� ��*	����� >�����"��* �%*% ��������� ��� C���������)

/DD0 ��� F�������� �� ��%) �  :?%

-� �� 	���	� �� ��+�� ��� ���#�� ����#���� >��� �	
���? �� ��� ����� �� �=������ ������� �� �	
���

>�%4? T ≡
SΣs
BΣb

=
(1−N)Σs
NΣb

������ ��� ���*���� �������	���� �� ������ ���� �� ��� �	���� �� ������� �� Ki(T )

Ki(T ) =
∂Ψ(BΣb, SΣs)

∂(iΣi)
, i = B,S

����) ��� ��� ��"���� ��� �	���� �� ������� �� Ψ(BΣb, SΣs) = Kb(T )BΣb +Ks(T )SΣs. ��+��

��� ����� �� �	
��'� �������	���� �� ��� ����� �	���� �� ������� �����������
 ��

>�%0? η(T ) =
Kb(T )BΣb
Ψ(BΣb, SΣs)

,

��� �����*�	��
 ��� ��� ������% ������
) �� "��� ����� ���������� �� ��+�� ��� �����*� �������* ����

D



��� ��� �	
�� ��� ������ ��

Ab(T ) =
Ψ(BΣb, SΣs)

BΣb
= Ψ(1, T )

As(T ) =
Ψ(BΣb, SΣs)

SΣs
=
Ψ(1, T )

T

�	�	 ���  ��������� ������� �� ��� !���������"�
 ���#��

��� ���*�����* ������� �� ��� #�
 ��������� ����	*� "���� +���� ��� �������
 �����
 ����*�

��� �*����' ������ �������	�� �� ��� ������������� ���#��) ��� �	
�� �� ����������
 �����������

�
 ��� ����
 ������*�% &� � ���	��) ��� ���*�����* �	����� "��� ������ �� ��� �	
��'� ����


���������� "������� �� �� ������*) �%�% �� ���� �����"��# ��� ���*�����* ������ �� �	
�� ��� ������

��� ����*���	�% ��������) �� ���"� ����") ���
 ������ �� ���� �������
 ��� +���� �����
% ����

������� ��� �����
 �� � ��	���� ����	�� �� ���� �����"��# ��� �� ������* �� ��� ������	� �������	�� ��

����
 ��� �	���� +�����%

&���� � �	
�� ��� � ������ ���� �� ��� ���#��) ���
 ���*��� ���� q) ��� $	�����
 �� *����)

��� x) ��� ���	�� �� ����
 �� �� ������*�� �� ��� �����% ��� ���*�����* ������� �� �������

�� � ��$	������ *��� "��� �� ���*���	� ���# �� ����#��"�% -� ���� ��	��) ��� �*��� ��������

� ���� (q, x) ��� ��� ���������� ������� �� ��H����% -� ��� �������� �� ��������) ��� ����� ��#��

����� ����������
 �� ��� �*���� 	��� �����B �� ���) ���� ∆ ������� ��� ��� ���������� ��


��#� � ��	�����=��% �	���* ���� I"�����* ����I) ��� *��� ��*�� ����# ��"�B ��� ����������
 ��

����#��"� ������� �� ��� ��H�����* �*���'� �
��% -� � ������ ��H���� ��� �	
��'� �=��) ��� ����������


/ 



�� ����#��"� �� θ∆B �� ��� �	
�� ��H���� ��� ������'� �������� ��� ����������
 �� (1 − θ)∆, "����

θ ∈ (0; 1). ���� ����� ���	��� �� ��� ����� ���� "��� ∆ ����������  ) ��� ����� �� �� +���<�����

�������*�%!

&��	�� ��� �*���� �����" � ���������
 ���*�����* ������*
) �%�% � �	
�� ��"�
� �������� (qb, xb)

��� � ������ ��"�
� �������� (qs, xs)% �����) �������� ��� �	
��'� �������� G��� ��#��* ���

��������) ��� �	
�� ����� �"� �����������B ��� �� ���������� �
 ��� �"� ����
 ������*�) ��� ���

��
 ��� ����� ��� ������ ���� �	���	� ���� ��� ����������� �	���	�% ,��� ��������*) ��� ������ �������

xb 	���� �� ����
 "��� � ������� ���	� �� �xb ��� ���	�� � ���	�����
 �� c(qb)% ;����) ��� �	���	�

���� ��������* ��
�
�xb − c(qb)

�
% -� �� ������� �� ��H���) �� "��� ��#� � ��	�����=�� (Qs,Xs) "���

����������
 (1 − θ∆) ���� *���� ��� � �	���	� �� [�Xs − c(Qs)]% ��) ��� �	
��'� �������� �	��

������


m

n
≥ xb>�%3?

�xb/(1 + τ)− c(qb) ≥ (1− θ∆) [�Xs/(1 + τ)− c(Qs)]>�%:?

��������
) ��� ������'� �������� (qs, xs) ����� �� ������


M

N
≥ xs>�%!?

u′qs −�xs ≥ (1− (1− θ)∆)
�
u′Qb −�Xb(1 + τ)

�
>�%E?

!��� � ���� ��<����� ����	����� �� ��$	������ ���*�����* *���� ��� �	���� >/DDD?

//



-� �$	������	�) >�%:? ��� >�%E? "��� �� �����+�� "��� �$	����
% �� ��� "�
) �	����� �� ���

�������
 ���� >�%:? ����� �� � ������ ���$	����
) ���� ��� �	
�� ��	�� �������� ��� 	�����
 �
 �����*

qb "����	� ���������* xs 	���� ��� ���������� �� �����+�� "��� �$	����
% 9�#�"���) ��� ������ ��	��

�������� qs ��� ����� ��� ���	�����
 �� ����	����� �� >�%E? "��� ��� �����+�� "��� �$	����
%

��� ���	���� �� ��� ���*�����* *��� �� �	�������� �� 9���� /%

$���� �	 �� � ������	
� ��

�
�	

� �
�� xi = Xi ��� qi = Qi� ���� ∆→ 0� xb = xs = x ���

qb = qs = q ��� ��� �
��	�� �
	��
� 
� �
��� ��

>�%D? Θ(q, τ)
�
u′q − c(q)

�
−Θ(q, τ)τc(q).

��� �����	�� �
	��
� 
� �
��� ��

>�%/ ? (1−Θ(q, τ))
�
u′q − c(q)

�
− (1−Θ(q, τ))

τ

(1 + τ)
u′q.

���	� Θ(q, τ) 
� ������ ��

>�%//? Θ(q, τ) =
θu′

θu′ + (1 + τ)(1− θ)c′(q)
.

������ ��� ������
�

&� ����� �����) ��� �	
��'� �	���	� ����� Θ(q, τ) �� ����*���	� �� � ���	�� �� ��� ����


����������B ���
 �� θ = 0 >� ��#�<�� �� �����<�� �=�� �
 ��� ������? �� �� θ = 1 >� ��#�<�� �� �����<��

/�



�=�� �
 ��� �	
��? ���� �� �������� "��� θ% ��� �	
��'� �	���	� ������� �������
 �� ��� ��� ����

��� ���������
 ����	*� ��� $	�����
 ������*�� �� ��� ���#��) �� ��� ���� �� ����
 *��"��% ����

�=��� �� +���� ��� �������
 �����
 �� �������� ��� ��� ���	���%

������ �����
 ��� ����� �=���� �� ��� �*����' �	���	�% ��� +��� �� ��� �=��� �� ����� �	���	�

[u′q − c(q)]) ��� ������ ��� ��� �	���� ������ �� �	
���) Θ(q, τ )τc(q), ��� �������) (1−Θ(q, τ)) τ
(1+τ)u

′q,

��� ��� ����� ��� �=��� �� ��� �	���	� ����� ��� �	
�� ��������) Θ(q, τ)% ��� +��� �"� �=���� ���	��

���� ��� �	
��'� ��� ������'� �	���	� ����	�� � ���������* ��� "��� ���	�� ����� �	���	� ��� ������

� ��� �	���� �� ���� �*����% ��� ���� �=��� *��� �� �������� ���������� ��� �	
��� ��� �������) ���

�� ����	���� �� ������ �� ������� 4%�%

�	 ��� �������� �%��������� &��� ������ ������

�	�	 ��� ��������
'� �������

-� ���� ������ ��� ��	������ ������� ��� �	
���' ��� �������' ���*�����* ���������) ����� ������

��������
 ��� ���� ������'� ����
 ����#) ��#��* ����� ��	�������' ������� �� *����% ��� �������

��� �� "������ �� � �
����� ���*������* �������

>4%/? v(m) = max
{qb,xb,qs,xsσb,σs,m��}





nσbAb(T )u(q
b)− (1− n)σsAs(T )c(q

s)

−nφ(σb)− (1− n)φ(σs) + βv(m+1)





/4



�	�H��� �� >�%3? < >�%E? ��� ��� ��" �� ������ ��� ����


m+1 = m+ (1− n)σsAs(T )
xs

(1 + τ)
− nσbAb(T )x

b + L.

��� +��� ����� ���������� ��� *���� �


u′ =
ω + λ

�
(1 + τ)c′(qb)>4%�?

c′(qs) =
ω − π(1 + τ)

�(1 + τ)
u′>4%4?

φ′(σb) = Ab(T )


u(qb)− ωxb

�
>4%0?

φ′(σs) = As(T )

�
ωxs

(1 + τ)
− c(qs)

�
>4%3?

ω−1
β

= ω + σbAb(T )λ>4%:?

"���� ω = βv+1(m+1)) ��� �����	���� �������� ���	� �� ����
 ���� ������% λ ��� π ��� ���

��*���*� �	��������� ���������� "��� ��� ����
 ����������� >�%3? ��� >�%!? �����������
%

.$	����� >4%�? ��������� ��� �����<�= � ��������* �	
�� �����B ��� �������
 ���� �� �� �����

���*���� 	��� �� ��� ����	������ *��� �� *���� �
 (1+τ )c′(qb)/�. ���� ���	�� �� ����
 �� ���	��

�� (ω + λ) �
 ��� �	
��) "���� ω �� ���� ������'� ���	� �� ����
 ��� λ ���������� ��� ��*���� ����

�� ����	��� ����������% ��	�) ��� ��*�� ���� ���� �� >4%�? ���������� ��� ���*���� ���� >�� 	�����


�����? �� �� ����� 	��� �� ��� ����	������ *��� ��� ��� �	
��% ��� ������� �������� �$	������ ����

���*���� ���� "��� ��� ���*���� 	�����
% ��������
) �$	����� >4%4? ��$	���� ���� ��� ���*���� *���

>�� 	�����
 �����? �� �$	�� �� ��� ���*���� ���� �� ����	���*%

/0



.$	������ >4%0? ��� >4%3? �������� ��� ������� ������� ��� ��� ������ �����������% ��� ��*�� ����

���� �� ���� �� ����� �$	������ �� ��� ���*���� *��� ���� ���������* ��� ������ ��������
% �� ��� ����)

���� ���� Ai(T ) �� ��� �����*� �������* ���� ��� I	��� �� ������ �=���I) "����
�
u(qb)− (1 + τ)ωxb

�

��� (ωxs − c(qs)) ��� ��� *���� ���� � ����� ����� ��� � �	
�� ��� � ������ �����������
% & ���*����

�������� �� ��� ������ ��������
 ��������� ��� ����������
 �� � ����� �
 Ai(T ), ��� ��������� ���

�������� 	�����
 �
 Ai(T )
�
u(qb)− (1 + τ)ωxb

�
. -� �$	������	�) ���� ���*���� *��� ����� �� �$	��

��� ���*���� ���� �� ��������*%

,���* ��� ���	�� �� 9���� /) >4%0? ��� >4%3? ��� �� ��"������ ��

φ′(σb) = Ab(T )Θ(q, τ) [u(q)− (1 + τ) c(q)]>4%!?

φ′(σs) = As(T )
(1−Θ(q, τ))

(1 + τ)
[u(q)− (1 + τ)c(q)]>4%E?

>4%:? �� ��� �������� ��������� ��� ����
%

�	�	�	 (��������� ��
 (�������� �������� �%���������

!�)������ �	 � ����
���	� ��� ������	
� ������	� ��

�
�	

� ����
��� �� � ���
���� �� 
��
 

�
�
�� ��
�������� ���
��� {dt}
∞
t=0 , ���	� d = (qb, xb, qs, xs,m+1, σb, σs), ����	 ��
�������� ���
���

{Dt}
∞
t=0 , ��� ��� ������ �	
��� (ω,�, λ,Λ, π,Π) . ��� ���
���� ���
���� ��� ������
�� 	��

	������

��	 ��� �!

"
# ���
���
��! dt ������ ��� ��
������� �	����� �
��� Dt�

"

# ������	�! dt = Dt�
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"


# ����
���	
��! dt = d�

"
�# 0 < ωt−1Mt <∞ ��� ωt−1Mt ��������$

5��������� >�? < >���? ��� ��������% ��� +��� ���� �� ��������� >��? ��$	���� ���� ����
 ��� �

�������� ��� +���� ���	�) "���� ωt−1/β �� ��� ������ t ���	� �� ��� 	��� �� ����
%E

��� ���������
 ��� �
������� �������
 �$	������	� ���������� (q, ωx, σb, σs) ��� �� ��������

���� >4%!?) >4%E?) >�%4? ��� ��� �����"��* �$	�������

u′

c′(qs)
=

�
1 +

1

σbAb(T )

�
γ

β
− 1

��
(1 + τ)>4%D?

u(q)− ωx = Θ(q, τ) [u(q)− (1 + τ) c(q)]>4%/ ?

.$	����� >4%D? ����� ���� ��������* >4%�? ��� >4%:? ��� �������* �����������
% .$	����� >4%/ ?

�����"� ���� 9���� /%

���� >4%D?) "� ��� ��� ���� �� ��� ������
 �����"� ��� �������� �	��) u′ = (1+ τ)c′(qs). -� ����

����) "� ��� ����� ��� ��� �$	������	� $	�����
 "����	� �����* �� ������
 ��� �������* �	������%

-� �� �����	� ���� ���
 �� τ = 0, ��� ��������� ���*�� "��� �� 	����������% -� τ 
= 0, ��� $	�����


q �������� ���� ��� ������ �����	� ���� �� γ = β%D ���� >4%D? �� ���� �����"� ���� ��������* ����

��� �������� �	�� "��� ���	�� �� �� ���(�����
 �� ��� ��������� ���*��% ���� �����"� �������
 ����

��� ���� ���� ��� �	
�� �� ����������� �
 ��� ���� ����
 ��������% G������� γ > β, ����� �� ��

E��� ��������� �� �� �$	������	� "�� ����������� �� F�������� �� ��% >�  :?B �� �� ��������
 ���� γ ≥ β ��� λ > �

�� ��� ���
 �� γ > β.

D��� ������� 0 ��� ��� ���������������� �� ��� ������ �����	�%

/:



������	���
 ���� �� ������* ����
 ��� ����� ��� �	
�� "��� ������ �� ���� ���(������
 ��" ����

����
 ������*�B q "��� ��	� ���� �� ���(������
 ��"%

�	�	 ���  ����'� (��*��� (���� +�������


������ ���� 9���� / ���� ��� �	
��'� �������� �� ��� �	���	� �� *���� �
 Θ(q, τ). ,���* ��� �����


����� ��������� >4%D?) Θ(q, τ) ��� �� ��"������ ��

>4%//? Θ(γ, τ , T ) =
θ

θ + (1−θ)�
1+ �

σbAb�T �



γ
β
−1

��
.

���� >4%//?) �� ��� �� ���� ���� ��� �	
��'� �	���	� ����� ���������
 ������� �� ��� ���� �� ����


*��"��% -� �������
 �����
 �����"� ��� �������� �	��, Θ(γ, τ , T ) ���	��� �� θ) ��� ���*���	�

���*�����* ���������% ���� ������� ���� ��� �	���	� ����� �� ����������� �� ��� +���� �����
 �� ���

�������� �	��B ��� �	
�� "��� ������� � +��� �������� �� ��� ����� �	���	� ��*������� �� τ .

��� �	
��'� �	���	� ����� ������� ����*���	� ���
 �� �������
 �����
 �������� ���� ��� �����<

��� �	��B ���� >4%//?) �� �����"� ���� Θ(γ, τ , T ) �� ���������* �� ��� ���� �� ����
 *��"��% .$	��<

������
) ��������* >4%4? ���"� ���� ��� ��*��� ��� ���� �� ����
 *��"��) ��� ��*���� ��� ����


���������� ��� ��� ���*�� ��� ��*���*� �	��������� λ/ω ��� π/ω% �	�����	���* >4%4? ���� Θ(q, τ)

���"� ���� ��� �	
��'� �	���	� ����� �� ���������* �� π/ω) �%�% ��� ��*��� ��� ���� �� ����
 *��"��)

��� ���*�� ��� �	
��'� �	���	� �����%

��� ���	����� ��� ���� ���	�� �����"� ���� ��� ������ ��*	����% ��� ����
 ���������� ������

�� � �������� 	���� ��	�� �� ��� �	
��'� �=�� ��� ������� ��*���� �� ��� ���� �� ����
 *��"��

/!



���������% ���� �������� ��� �	
��'� ������ ����� �� ��� ���*�����* *��� ��� ����"� ��� �� �������

� ���*�� �������� �� ��� ����� �	���	�) �������* ��� ����	�� �
��� �
��� �� �������
 �����
%

��� ����	�� �
��� �
��� �� �������
 �����
 �� ���� ��������� ��� ��� �=���������� �� +���� �����
%

&� ��� �������� �	��) +���� �����
 ���� ��� ���� �� ������ �� ��� �	���	� ������ Θ(γ = β, τ) = θ%

-�) ��"����) ��� ���� �� ����
 *��"�� ������� ��� ���� �� ���� ���������� (γ > β) , ��� ����� ���

"��� �	����� ������� ��� �	
��'� ���*�����* ��������% �� ��� ����) ���� ���� σbAb(T ) ��������� ��

τ ���������%/ ��� ���	����� �� ��� ���� �� ��� �������
 �����
� �� ��� �	
�� �� ����������� �


��� ����
 ������*�) ���������* ��� ��� ���� ��#�� ���� ���������� ���� ���� ������*) ����"��* ���

�	
�� �� ������� � ���*�� �������� �� ��� ����� �	���	�% ;�"����) ���� ������� ���
 "��#� �� ���

�	
��'� ����
 ���������� �� ������*) *����* � ������� ���� �� �������
 �����
% ���� ���# ���"���

+���� ��� �������
 �����
 �� � ����� ����	�� �� ��� ����� ��� �� ��	���� ��� ��� ������� �����
 ��

����	���� ����"%

�	 (����� ,*�����

2�" �������� ��� ������� �� � ���������� ������� "�� ���#� �� �������� ������ "������ @ ��� �����

����� �	���	� *�������� �
 ��� �������) ���� ��� ���� �� ��������* ���	���� �� ������ ����� �������%

/ ��� �	
��'� ������ ��������
 ����� ����	�� ��� ���	����� �� ����� �	���	� ��� ��� ��� �	���� �	�"��*� ��� ��������

�� ��� �	
��'� �	���	� �����% ��� ���	����� �� ��� �����*� �������* ����������
 ��� ��� �	
�� ���	��� ���� ���

���	����� �� ��� ���#�� ��*������ T %

/E



;����) ��� ������ "������ �	������ ��� �� "������ ��

>0%/? W = Ψ(NΣb, (1−N)Σs)
�
u′q − c(q)

�
−Nφ(Σb)− (1−N)φ(Σs)

��� ������� ������� ��� $	�����
 ����	��� �� ���� �����) q, ��� �*����' ������ �����������

>Σb,Σs). ��� +��� ����� ���������� ��� *���� �


u′ = c′(q)>0%�?

φ′(Σb) = Kb(T )
�
u′q − c(q)

�
= η(T )Ab(T )

�
u′q − c(q)

�
>0%4?

φ′(Σs) = Ks(T )
�
u′q − c(q)

�
= (1− η(T ))As(T )

�
u′q − c(q)

�
.>0%0?

��� ������ �����	� (q∗,Σ∗b ,Σ
∗
s) �� ������������� �
 >0%�? < >0%0? ��� >�%4?%

-� ��������* ��� ������ �����	� ������������� �
 >0%�? < >0%0? ��� ��� �������
 �$	������	�

������������� �����) ������� ��=������� ��� ��������� ��� $	�����
) ��� ��� ������ �����������) ��


��=��% ���� >0%�? ��� >4%D?) �� �����"� ���� �� ����� ��� ��� $	�����
 ������ �� �� �(�����) ��� ���

���� �	�� �� ���� ��� �������
 �����
 ����� �� �����" ��� �������� �	��%

��������) ��������* >4%!? �� >0%4? ��� >4%E? �� >0%0?) �� �����"� ���� �(�����
 �� ��� �	����

�� ������ ��$	���� Θ(q, τ) = η(T )� ��� �	
��'� �	���	� ����� ����� �� �$	�� ��� �������	���� �� ���

�������� �� ��� �����% ����� �� ��� �������� �	�� Θ(q, τ) ���	��� �� θ, ��� ;����� �	�� ����� ��� θ =

η(T ∗). ;�"����) ����� �� �� �������� ������ �� ������� ���� ���� ��$	������� �� �����+��) ����� ����

/D



��������� ���#� � �������
 �� ��� �������* �	������ �� ��� �	
��'� ���*�����* ��"��% -� θ < η(T ∗))

��� �	
��'� ���*�����* ����� �� ��� ����� ��� ��� ������ ��������
 ��� ��"%// -� ����� �� �������

�(�����
) σb ����� �� �������� �������� �� σs) �� T ����� �� ��������% 5��������
) �� θ > η(T ∗)) ���

�$	������	� ���#�� ����#���� �� ��� ��" ��� �� �������� �� T "��� ������� �(�����
%

-	 ��� .��/��� �0���� �/ ������ ��
 �������� ������

���� ��� ������	� ��������) �� �� ������� ���� ��� �������
 �$	������	� �� 	���#��
 �� ��������

"��� ��� +��� ���� �	����� �� ����� �� �� +���� �����
 ��� �������
 �����
 �����
 �����"� ���

�������� �	��% ���� ������� ��	���� ��" +���� ��� �������
 �����
 ��� ������� �(�����
 �� ����

����������� ��� ������������ ���� �������
) �	� ��� +����) �����
 ������ ��� �*����' ���*�����*

��������) ��������* � ��������� ���� ��� �������� �	�� ������� "������� ��� �	
��'� ���*�����*

"��*�� �� ����� �������� �� ��� �������	���� �� ��� �����% ���� ���	�� �� �	�������� �� ��� �����"��*

�����������%

���*������� �	 �� θ < η(T ∗)� τ∗ > 0 ��� γ∗ > 0� ��� ���
��� ���
�� ����� ��	 � ���
�
�� ����� ���

��� � ���
��
�� �	�� ��� %	
����� 	
��$

��� ����� �� ���� �	� �� ����� �����% �����) ������� 3%/ ������� ��� ������� ��� ���� �� ���

�������� �	��% ������� 3%� ���� ����������� ���� "����	� +���� �����
) �� �� ������� �� ������� ����

��� �������� �	�� �� θ < η(T ∗). 9����
) ������� 3%4 �������� ��� ������	� �"� ���	��� ��� ������

���� �� ������� �����
 ��� �������� �� 	���* ��� �"� �����	����� H�����
%

//�� ��� ����) ������� >4%!? �� >0%4? "��� τ � � ��� ���� ���� φ�σ� �� � ������ �	������%

� 



-	�	 ������ ������

-� ��� �	
��'� ���*�����* "��*�� �� ��� ��" �������� �� ��� �������	���� �� ��� ����� (θ < η(T ∗)) ,

��� �	
�� �� ��� �	(������
 ��"����� ��� ��� ������ �=��� ��� "��� ����� ������ �� ���(������
 ��"

������ �=���% ���� ������� ��� ���#�� ��*�� ��� ������� ��� ����# ��� �	
���) �%�% T �� ���(������


��*�% -� ����� �� ������� �(�����
) ��
 �����
 ����� �� �������� ��� ���#�� ��*������% �� ���

���� ��� ���#�� ��*������ ��������� �� ��� ��� ���� ���������) ������ >4%!? �
 >4%E? ��� ������ ���

�������� �	���

>3%/? T|γ=β =

��
(1−N)

N

�α−1�(1− θ)
θ

�
1

(1 + τ)

� �
α

���� >3%/?) �� �����"� ���� ��� ���#�� ��*������ �� ��� �������� �	�� �� ���������* �� ��� ��� �����

∂T
∂τ |γ=β

< 0.

&� ����	���� �����) ��� ����� ��� ��� ����� �=���� �� ��� �*����' �	���	�% ��� ����� ��� ���	���

���� �*����' �	���	��� ����	�� �� �������� ��� $	�����
 �� *���� ������*�� ��� ������ � ��� �	����

�� ����% ��� ����� �=���) � ����*� �� ��� �	���	� ����� ���"��� �	
�� ��� ������) �� ��� �������

����% &� ��� �������� �	��) ��� �	
��'� �	���	� ����� �� �$	�� �� θ) ��� �� ����������� �� ��� ���

���� τ % &� � ���	��) ���� ��� �	
��'� ��� ������'� ������ ��������
 ����% ;�"����) ��� ������'� ������

�=��� ����� ���������
 ���� ���� ��� �	
��'�% ���� �� ����	�� �� �������� �� ��� ��� ���	��� ���

������� ���	� �� ��� ���	�� �� ����
 ������*�� �� ��� �����) ωx/(1+τ)) ��#��* �� ���������
 ����

���������� �� �� � ������ ��� �����$	����
 ��"����* T %

2�") ��#��* ��� ���������� �� ��� "������ �	������ >0%/? "��� ������� �� ��� ��� ���� ��� ����	<

�/



����* �� ��� �������� �	�� *����

∂W

∂τ |γ=β
= Ψτ

�
c′
∂q

∂τ
+

�
θ
1

Σb

∂Σb
∂τ

c(q) +
(1− θ)

(1 + τ)

1

Σs

∂Σs
∂τ

u(q)

��

+Ψ(η(T )− θ)
Σs
Σb

∂


Σb
Σs

�

∂τ
(u− c)

= Ψ
1

T

∂T

∂τ


−(η(T )− θ)(u− c) + τ



α (c

′)�

c′′
+ θ

α−1c(q)


(1− η) + α (1+τ)c

u−(1+τ)c

�

+


1−θ
1+τ

�
1
α−1u(q)



−η + α (1+τ)c

u−(1+τ)c

�







>3%�?

����� ∂T
∂τ < 0, >3%�? ��������� ���� τ

∗ > 0 �� ��� ���
 �� θ < η(T )%

��� ������� ��� ���� �� ��� �������� �	��) τ∗) ������

>3%4? (η(T )− θ)(u− c) = τ



α (c

′)�

c′′
+ θ

α−1c(q)


(1− η) + α (1+τ)c

u−(1+τ)c

�

+


1−θ
1+τ

�
1

α−1u(q)


−η + α (1+τ)c

u−(1+τ)c

�


 .

-� θ < η(T ), ��� ���*���	� ���*�����* ����� �� ��� �	
�� �� ��� ����� ��� �� � ���	�� ��� ������

��������
 �� ��� ��" ��� ��� ������'� �=��� ��� ��*�% ;�"����) �������
 �� "��� ��
 ���� ���	�����)

��
��* � �	����
 ���� ��� ������� "������ �� ���� ����% &� ��*	�� �����) ��� �	
�� ��� ������

����� ��
 �	����
 �� ��� �	���� ����	*� ��� ���*�����* �������% -� ��� ������ ��� � ��*� ���*�����*

��"��) �� ��� ������� ���� �� ��� �	����
) �	����� ���������* ��� ���(������
 ��*� ������ �=��� ���

����� ���������* "������%

��



& �������� ��� ����) �� ��� ����� ����) ���	��� ��� ������'� ������ ��������
 �������� �� ��� �	
��'�)

��#��* ��� ���#�� ��*���� ��� �	
��� ��� ���������* �(�����
% F��� ��� �	
��'� ��� ������'� ������

�=���� ����) ������* ��� "��*� ���"��� ������ ���*���� ����+� ��� ������ ���*���� ���� �� ��������*

��� ��� ������ ��� "������* ��� "��*� ��� ��� �	
��% ��� �������� "������ �=��� �� � ���	�� �� ���

+��� �=��� ���������* ��� ������ ����	�� ��� ������'� ������ �=��� ����� ���������
 ����%

-	�	 �������� ������

�� ��� ��" T �������� �� �� �������� �� ��� ���� �� ����
 *��"��) ������� ��� �$	������	�

���������� >0%4? ��� >4%D? �� ������

>3%0?

�
γ

β
− 1

�α−1
=

�
u′

c′(q)(1 + τ)
− 1

�α−1 [Ab(T )]
α (u(q)− (1 + τ)c(q))

αφ0

�
1 + Tα(1 + τ)



N
1−N

�α−1�

&���� ������* ��� q = q(T ) �
 �������* >4%!? �
 >4%E? ��� �	�����	���* ���� >3%0?) ��� ���	����*

���������� *���� ∂T
∂γ < 0% ���� �� � ���	�� �� ��� ����	�� �
��� �
��� ��������� �����% ���� ��) ��

��� ���� �� ����
 *��"�� ������� ��� �������� �	��) ��� �	
�� ������� ����������� �
 ��� ����


������*�) "���� ����"� ��� �� �������
 ����� ��� �=�� �� ��� ������) ��	� ���������* ��� ����� �� ���

����� �	���	�% &� � ���	��) ��� �	
��'� ������ �=��� ��������� �������� �� ��� ������'� �=��� ��� ���

���#�� ��*������ T ���������%

�� ����
�� ��� "������ �=��� �� ���������* ��� ���� �� ����
 *��"�� ����� ��� ���� ���������� �


��� �������� �	��) ��#� ��� ���������� �� ��� "������ �	������ >0%/? "��� ������� �� γ ��� ����	���

�4



�� γ = β%

∂W

∂γ |γ=β

= Ψτ

�
c′
∂q

∂γ
+

�
θ
1

Σb

∂Σb
∂γ

c(q) +
(1− θ)

(1 + τ)

1

Σs

∂Σs
∂γ

u(q)

��

+Ψ(η(T )− θ)
Σs
Σb

∂


Σb
Σs

�

∂γ
(u− c)

= Ψ
1

T

∂T

∂γ


−(η(T )− θ)(u− c) + τ



α (c

′)�

c′′ +
θ
α−1c(q) ((1− η)− α (1− θ))

+


1−θ
1+τ

�
1
α−1u(q) (−η + αθ)







>3%3?

G��� τ = 0, ����� �� � �������� �=��� �� ���������* ��� ���� �� ����
 *��"�� �� ��� ��������

�	�� �� θ < η(T ). &� ��*	��) ��������* ���� ��� �������� �	�� ������ ��� �	
��'� ����� �� ��� �	���	�

�
 ��*������* ��� ����
 ����������) ��	���* ��� �� ����� � ��*��� ������ ��������
 ��� ���������*

������ "������% -�) ��"����) θ > η(T )) ��� �������� �	�� �� ����� ����������� �������% -� ���� ����)

��� ;����� �	�� ������� � ��*����� ������� �������� ���� "���� �� ��� � �������� �����
 ������%

��� "������ ����������� �� ��������* ���� ��� �������� �	�� ���	��� ���� ������* �= ���

�(�����
 �� ��� $	�����
 ������ �*����� ���	���* ��� ���(�����
 �� ��� ������ ��������
% ���� ��

� �
����� ������ ����J ������� �������� ���	�� @ ��� ������ ����� ���� �� ��� ��������� ���*�� ��

������� ���� ��� +��� ����� *��� �� ��� ��������� ���*��%

�0



-	�	 ,*����� ������ ��1

-� �� �������� ���� ���� +���� ��� �������
 �����
 �� ��������� "��� �� "������ ��������*) �� �����

�� θ < η(T ). ;�"����) ��� #�
 $	������ �������� �� ��� �������� �	�� ������� �� ��� �������� ��

+���� �����
) ��� ��" ���� ��� ������� �����
 ��� (γ∗, τ∗) ������� �� ��� ������� ���� �� ����


*��"�� �� �� ����������� "����	� � ����� ���K

�	�����	���* ��� �������� ���	���� ��� ��� ������� ��� >3%4? ���� ��� +��� ����� ��������� ��� ���

���� �� ����
 *��"�� >3%3? *����

Wγ(τ
∗, β) =

1

T

∂T

∂γ
τ∗




θ α
α−1c(q)



−(1− θ)− (1+τ∗)c

u−(1+τ∗)c

�

+


1−θ
1+τ∗

�
α
α−1u(q)



θ − (1+τ∗)u

u−(1+τ∗)c

�



> 0 �� θ < η

< 0 �� θ > η

.

G��� ������������
 ��������) ���������* ��� ���� �� ����
 *��"�� ����� ��� ���� �� ���� ����������

�� ����� "������ ��������* �� ��� �	
��'� ���*�����* ��"�� �� ��"�� ���� ��� �������	���� �� ��� �����

��������% ��	�) ��� ���������� ��� ��� �	����������
 �� ��� �������� �	�� ��� ��� ���� �� "����	�

+���� �����
%

�� 	��������� ���� ������� �����
) �� �� ��������� �� �������� ��� ����	�� �
��� �
��� ��

�������
 �����
 ��� ��" �� �=���� ��� �=���������� �� +���� �����
% &� ��� �������� �	��) +����

�����
 ���� ��� ���� �� ������ �� ��� ���*�����* "��*���� ��� �	
�� �������� � θ �������� �� ���

�	���	�) ����������� �� ��� ��� ����% -�) ��"����) ��� ���� �� ����
 *��"�� ������� ��� ���� ��

���� ����������) ��� ����� ��� "��� �	����� ������� ��� �	
��'� ���*�����* �������� ��� ��� �	
��'�

�	���	� ����� ��������� �� τ % ���� ������� �� +���� �����
 ���
 "��#� �� ��� �	
��'� ����
 ����������

�3



�� ������*) ������* � ������� ���� ��� �������
 �����
%/�

��*	�� /� ��� ������� ���� �� ����
 *��"�� γ∗

G���� ���� ����������� ��� #�
 ���	��) �� �� ����������* �� ��� ��" ��� ������� ���� �� ����


*��"�� ����*�� ����� ��� ������	����� �� � ����� ���% ,�����	�����
) �� �� ��������
 �� ������ ��

/���� ����� �����"��# �������
 	��� �� ��� �������	�������� �������	�� �� ��� ��<������ 9G ����� >9�*�� ���

G��*��) �  3?% & #�
 ��=������ ���� ��� ����� ����� �� ���� �	
��� ��� ����������� �
 ����� ����
 �������� ����

�� ��� �������� �	��% ���� �� ����	�� �� � ����<	� �������� �	
��� �� ��� ����
 �	(����� ���	��� �� ����
 ��

��� ������������� ���#�� ����	�� ���
 "��� ��� *�� �	��
 ����������� ��� ����� ���������� 	����� ���
 ���� ��� ���

���*�����* ��"��% 5����$	����
) ��� �	
��'� �	���	� ����� �� ����*���	� ���� �� ��� �������� �	��% �	���������)

����	�� ��� ��������� ���*�� �� ��������� �� ��� �������� �	��) ���� ����� ��� ��� �������
 �����
 ������ �������

"������ �
 ����������* �� ���(�����
 �� ��� ��������� ���*��%

�:



����	�������� ������� �� ���"�� ���� $	������% &� �� ������ �� ��� �������	��) � 5���<��	*���

�
�� �������* �	������ �� 	���) �%�% Ψ(BΣb, SΣs) = Ψ(BΣb)
η(SΣs)

1−η, "���� ������� Ab(T ) =

T 1−η ��� As(T ) = T
−η% &���) ��� �������	����� �� ��� �	
�� ��� ������ �� ��� ����� ��� ��������

��� ����������� �� T % ��� ���� �� ����	����� �� *���� �
 c(q) = 1
χq
χ) χ > 1%/4

-�����	���* +���� �����
 ���	��� ��� ������� ���� �� ����
 *��"�� 	�����*	�	��
% ��*	�� /

���"� ��� ������� ���� �� ����
 *��"�� �� � �	������ �� ��� �	
��'� �������	���� �� ��� ����� ���

��� ���*�����* "��*��% ��� ���� �� ����
 *��"�� �� ���������* �� (η − θ) ������ ����	*��	� ���

���*�B ���
 �� θ �� ���
 ����� ���� γ∗ �������� �� θ% ��� ������� ��� �	
��'� ���*���	� ���*�����*

��������� �������� �� ��� �������	���� �� ��� �����) ��� ���*�� ��� ���� �� ����
 *��"��%

.�������* >3%3?) �� �� �������� ���� ��� �������� "������ �=��� �� ����
 *��"�� �� ������* �� ���

��� ���� ���������% ������ �����
 ���	��� ��� ���*���� *��� �� ���������* ��� ���� �� ����
 *��"��)

�� �� ������ ��� ���� ��H������) "���� �� ��� ���� ���� ���������* ��� ����% G��� � �������� ���

����) ��������* ���� ��� �������� �	�� ���� ��� ���	�� �� � ������ �����) �	� ������ �� � +��� �����

���� ����	�� �� ��� ���������� �� ��� �	���� �� *����% -� ����) ����� �� � �������� ��� ���� #τ �	�� ����

�� τ∗ > #τ , ��� �������� �	�� �� �������% ;�"����) �� ���"� �����) τ∗ < #τ ��� � ��������� ����

��� �������� �	�� �� ����� "������ ��������*% 2�����������) ��� ��������� �� � �������� ��� ���� ��


������ ��������� �� ��� *��������� 	��� ����� ��� ���
 �� ������� �(�����
) �	� ���� �� ����� ���

�����	�%/0

/4��� ��� �	������� ��������) ��� u′ � �) "���� *���� q∗ � �% &�� +*	��� ��� ����� �� N � �.�, χ � � ��� α � �.
/0&�	��� ��� 5�	*� >�  :? ��	�
 ��� �����
 ������� �� � �������
 ������ ����������� ��� +�� ���� ��������*

���� ��� �������� �	�� �� �������%

�!



&� ��*	�� � ���"�) ��� ������� ��� ���� ������
� � ������� �������% -� �������
 �����
 �����"�

��� �������� �	��) ��� ������� ��� ���� �� ��*��� ���� "��� ������� �������
 �����
%

��*	�� �� ��� ������� ��� ���� τ∗

2	 3��*������� �������

G���� ��� ����
��� �� ������� 3 ������������ ���� �������
 �����
 ��� ���
 � ������� ���� �� ������<

��* �(�����
 ��� ������ �� �������� �
 ������������
 ��������) �� �� ��������� �� ���� ���� ����

�����	���� ������� ���� �� ��=����� ������* ����������% &� ���� ������� ������������) � ���������

���� ��� �������� �	�� �� ������� "��� ����������� ������*%/3

/3 -� �������
 ������ ������) � ������
 �� ������* ���������� ����� ���� ���*�����* ���� ���� 	���% ;��� ���

7	��� >�  3? ������	�� �����<������* "��� ������ ������ ���� ��� ���*� ��	������ �����"��#% ��������	 ���

�E



G��� ����� ��#��*) ��� ������ �������� �� �������� �� ����
 ���� � �����+� ���#�� ��� *��� h%

���� �� ��� ���#��) �	
��� ��� ������� ������� ��� ����� ��� ��� �	
�� ������� qb "���� ��� ������

�=��� qs% �� ��#� ��� �"� ������ ����������) ��� ��� ����
 �	������ �� ��� �������* �	������

��������� �������B �� ���� ����) ��� �	���� �� �	
��� �$	��� ��� �	���� �� ������� �� ��� ���#��%

��	�) ���� ���	� ��� ���� �� ����������� �� ��������� �������* "��� ��� �	
��� ��� ������� ��#��*

������ �� *����% ��) ��� ����������
 �� � �	
�� �������* ��� ���#�� �� ��� ���� �� ��� +����* �

������* ������� �� ��� ����������� "��� ��������� �������* ��� ���*�����*) Ab(T )σb; ��������
) ���

����������
 �� ������* ��� ��� ������ �� As(T )σs.

��� ��	������'� ������� �� ��" *���� �


>:%/? v(m) = max
{qb,qs,σb,σs,m��}





nσbAb(T )u(q
b)− (1− n)σsAs(T )c(q

s)

−nφ(σb)− (1− n)φ(σs) + βv(m+1)





�	�H��� ��

pqb ≤
m

n

G��*�� >�  3? ��	�
 ������� ��=����� ������* ���������� >���*�����*) ����������� �$	������	�) ����������� ������?

�� ��� 9G �����"��# >9�*�� ��� G��*��) �  3?% ���
 ���" ���� ����������� ������ ����� �� �� �(����� �������


�$	������	� @ +���� �����
 �� 	���������
 ��� ��������* ���� ��� �������� �	�� �� ��� "������ ��������*% ;�"����)

�� ��� ���� �� ����� ��#��*) ��� �������� �	�� ��
 ��� �� ������� �� ����� �����������%

�D



��� ��� ��" �� ������ ��� ����


m+1 = m+ (1− n)σsAs(T )
pqs

(1 + τ)
− nσbAb(T )pq

b +L.

-������* �����������
 ��� �
�����
) ��� �$	������	� ��������� �� *���� �


>:%�?
u′

c′(q)
=

�
1 +

1

σbAb(T )

�
γ

β
− 1

��
(1 + τ)%

"���� �� ��� ���� �� ��� ��� "��� ���*�����* �� >4%D?% ������* ��� ��� �	
��'� �	���	� *����

>:%4? (u(q)− ωpq) = u(q)− u′q +
1

σbAb(T )

�
γ

β
− 1

�
(1 + τ)c′(q).

.���	����* >:%4? �� ��� �������� �	�� ��� �������* ��� ;����� �	�� *����

>:%0?
(u(q)− u′q)

(u(q)− c(q)) |γ=β
= η.

���� ��������� �� *������ ���� ��� �� �� �����+��% G��� ������ 	�����
) �� �	��������� ���	��� ��

η = 0) "���� �� ��� ����������% ;�"����) �� �� �����	� ���� ���� ��������� ���� ��� �� �����+�� "���

� ������� 	�����
 �	������ ������%

-������* � ����� ��� �� ��� �������� �	�� ���	��� ���� ��� �	
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�xb/(1 + τ)− c(qb) = (1− θ∆) [�Xs/(1 + τ)− c(Qs)]

u′Qs − ωXs = (1− (1− θ)∆)
�
u′qb − ωxb

�

xb = Xs =
m

n

�������*��* *����

Qs = Qs(qb,∆) =
1

u′

�
ω
m

n
+ (1− (1− θ)∆)



u′qb − ωxb

��

∂

∂∆
Qs(qb,∆) = −

1− θ

u′

�
u′qb − ω

m

n

�

�� �$	������	� Qs(qb, 0) = qb) ��

�
m/n

1 + τ
− c(qb) = (1− θ∆)

�
�
m/n

1 + τ
− c



Qs(qb,∆)

��

�������*��* *����

θ�
m/n

1 + τ
=
1

∆

�
c(qb)− (1− θ∆)c



Qs(qb,∆)

��

��#� ����� ∆→ 0

θ�
m/n

1 + τ
= θc(qb)− c′

−(1− θ)

u′

�
u′qb − ω

m

n

�
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ω
m

n
=

(1 + τ)u′

θu′ + (1− θ)(1 + τ)c′
�
θc(q) + (1− θ)c′(q)q

�

��) ��� ������'� �	���	� �� *���� �


ωmn
1 + τ

− c =
(1− θ)c′

θu′ + (1− θ)(1 + τ)c′
�
u′q − (1 + τ)c(q)

�

��� ��� �	
��'� �	���	� �� *���� �


u′q − ω
m

n
=

θu′

θu′ + (1− θ)(1 + τ)c′
�
u′q − (1 + τ)c(q)

�
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