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Kivonat

Ahasznossagi fliggvénnyel vald reprezentaci6 ekvivalens megfogalmazasait tisztazzuk, elsésorban Bridges—
Mehta (1995) és Herden-Pallack (2002) alapjan. Hangsulyozni szeretnénk, hogy a reprezentdcios tétel az
Urisszon-lemma hatékorébe tartozik. A Gap-lemmat nem haszndljuk, annak stlyat az Urisszon—-Nachbin
gondolat veszi 4t. Ez azért fontos, mert ez utébbi gondolat a topolégia mara standard, és koran kialakult
eszkoztardba tartozik, amig a Gap-lemma més diszciplindban nem kap szerepet.

A motivaci6 a kovetkezd: A Debreu-féle open gap lemma alkalmazasa szerint tranzitiv, teljes, a topolégiaval
kompatibilis relacié esetén, ha létezik reprezentacio, akkor folytonos reprezentdcié6 is van. Eszerint Eilenberg
és Debreu elegend? feltételeiben (5.3) a topolégiai feltételeknek igazdndibdl a reprezentaci6 egzisztencidjanak
biztositdsdban van szerepiik, és a folytonossdg mar csak a gap lemmadban megfogalmazott tulajdonsdgon mu-
lik. A gap lemma a kérdéskortdl teljesen fiiggetlen, tisztan a valés szamok egy igen mélynek latsz6 és méshol
nem szerepl6 tehat misztikus tulajdonsagat allitja. Ez azt az érzetet kelti, hogy a probléma ilyetén targyalasa
nem kielégité abban az értelemben, hogy nincs bedgyazva az analizis és a topoldgia szokasos fogalom rendsz-
erébe.

A kérdés tehat az, hogy mi a topolégia igazi szerepe a reprezentalhatésiaggal kapcsolatban. Azért, hogy ez
minél szembeszokdbben kideriilhessen, el6szor a (nem feltétlen folytonos) reprezentdlhatésagra adunk sziik-
séges és elégséges feltételeket (3.12), majd evvel analog sziikséges és elegendo feltételt taldlunk a folytonos
reprezentdlhatdsdgra is (5.2). Ez ut6bbi dllitdsok kdvetkezményeként kdzos fogalmi rendszerbe helyezve egysz-
erre bizonyitjuk Eilenberg és Debreu j6l ismert tételeit (5.3), amelyek elegend¢ feltételeket fogalmaznak meg a
folytonos reprezentéciora.

Azt szeretném hangsulyozni, hogy a reprezentdcids tételt az Urisszon-lemma hold udvarédba tartozé al-
litdsok kozé kell sorolnunk! A gap lemmaét nem hasznaljuk és stilyat az Urisszon-Nacbin—féle standardizalo-
dott gondolat veszi at, amely szintén egy mély tulajdonsdgat haszndlja a valés szdmok struktirdjanak. A gap
lemmadra nyugodtan tekinthetiink Gigy, mint Debreu eredeti hibds bizonyitdsdnak megmentése érdekében tett
kétségteleniil jelentds, de pusztan technikai er6lkodésre, amelynek fennmaradasat csak az indokolja, hogy
valamiért nagyon nehezen taldltak rd az abban az id6ben mar standarnak szdmité Urisszon-féle gondolat alka-
Imazhatésédgara.

1. Bevezetés

El6szor is megmutatjuk, hogy konnyt elegendd feltételeket taldlni a reprezentdlhatésdgra. Nem lenne nehéz
megmutatni azt sem, hogy az (1.1 Lemma) feltételei teljesiilnek, ha R egy tranzitiv, teljes a topolégidval kom-
patibilis reldcid, a topolégia pedig M2 tulajdonsdgii. Hasonldan, ha R egy tranzitiv, teljes a topoldgidval kom-
patibilis relaci6, topoldgia szepardbilis és Osszefiiggd, akkor (1.2 Lemma) feltételei is fennallnak. Klasszikusan
ezek utdn azonnal alkalmazhatndnk az open gap lemmat, ami folytonos reprezentdciét biztositana, amivel
Eilenberg és Debreu tételeit igazolhatndnk is.

Ezt az utat azonban itt nem kovetjiik, hiszen kordbban is hangstlyoztuk sziikséges és elegendo feltételeket
keresiink.
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1.1. Jelolések

X jeloli az alaphalmazt és R € X x X relacié mellett legyen R, az als6— és R* a fels6nivéhalmaz, azaz R, =
{y€R:(x,y)€R}ésR*={y € R:(y,x) € R}. Jeldlje A(R)= RN (R~")* a reldcié aszimmetrikus részét és S(R) =
RN R a reldci6 szimmetrikus részét.
Azt mondjuk, hogy egy f : X — R fiiggvény R-monoton, haaz (x,y) € R= f(x)> f (y) . implikaci6 fennall.
Amennyiben az (x,y) € R <= f(x)> f (y) ekvivalencia is fennall, igy azt mondjuk, hogy f reprezentdlja
R-et. Vildgos, hogy az f : X — R fiiggvény pontosan akkor reprezentacié ha R-monoton és (x,y) € A(R) =

fx)>r).

1.2. Trividlis reprezentacié konstrukciék

A szakaszban leirt két hasznossagi fliggvény konstrukcié sokszor sziikséges és a masodik motivalja a késébbi

P

1.1.lemma. Legyen R C X x X egy tranzitiv és teljes reldcié, valamint rendelkezzen a B = {B, C X : k €N}
megszdmldlhato halmazrendszer a kovetkez6 tulajdonsdggal:

-(x,y)€A(R)=3B,€B, hogyy € B, CA(R),.

Ekkor az R reldcié reprezentdlhato.

Bizonyitas.
Adott x € X mellett legyen N (x)={n eN: B, CA(R),}, tovdbba

fa= Y. zi"

neN(x)

A tranzitivitds miatt, (x,y) € R esetén A(R), 2 A(R), , ezért N(x)2 N (y), ezért f(x)> f (v).

Ha viszont (x, y) € A(R), akkor a B halmazrendszerre tett feltétel miatt létezik B, € B eleme, amelyre y €
B, C A(R), . Eszerint n € N(x). Ha n € N (y) is fennallna, akkor y € B, € A(R)y is teljesiilne ellentmondva az
aszimmetrikus rész aszimmetridjaval, tehat azt kaptuk, hogy (x,y) € A(R) esetén f(x) > f (y) all fenn, ami épp
azt jelenti, hogy f reprezentdlja az R relaciot. a

1.2.lemma. Legyen R egy tranzitiv és teljes reldcio, valamint rendelkezzen a Z C X megszdmldlhato halmaz a
kévetkezo tulajdonsdggal:

(x,y)€AR)=>3z1,22€Z, hogy(x,21) ER, (21,22) €A(R), (22,¥) €R,

Ekkor az R reldci6 reprezentdlhato.

Bizonyitas.
Rogzitsiik a Z egy indexelését, és definidljuk az r : X x X — R fliggvényt, mint az A(R) halmaz karakterisztikus
fliggvényét. Legyen

00

f(x)izzi,,r(x,zn).

n=1
Meg fogjuk mutatni, hogy f reprezentdlja az R rendezést.
Legyen el6szor (x,y) € R. Ha egy adott n € N mellett (y,z,) € A(R), akkor R tranzitivitasa szerint (x,z,) € A(R)
is fenndll, amibél f (x) > f (y) mar kovetkezik is.
Nézziik azt az esetet, mikor (x,y) € A(R). A Z halmaz Jaffray-szeparébilitdsa miatt létezik z; € Z, amelyre
(x,zx) € A(R), de (zx,y) € R. Bz ut6bbi szerint (y,zx) ¢ A(R), tehat r(x,zx) =1 és r (y,zx) = 0. Igy f(x) >
f(¥). Az R teljessége miatt ez azt jelenti, hogy f(x) > f () egyenl6tlenség implikélja az (x,y) € R relaciot.

2. Jaffray, Debreu és Birkhoff szeparabilitasi koncepci6ja

A szakaszban 6vakodunk minden topolégiai fogalomtdl, és csak pusztdn a reprezentilhat6sdggal ekvivalens
stirtiségi koncepciokat vizsgaljuk.



2.1. definicié (jump). Azt mondjuk, hogy a H C X halmazjump, ha létezik olyan x,y € X melyekre:
-H=R,NRY;
- (x,y) €A(R);
-A(R),NA(R) =0.

Az x kozvetlen rakovetkezbje y—nak, vagy ami evvel ekvivalens y kozvetlen megel6z6je x—nek, ha az R, N
RY jump halmaz. Ekkor az (x,y) pdros egy reprezentacija az Ry N RY jump halmaznak és x valaminty a
végpontjai a széban forgo jumpnak.

Mivel a rel4ci6 antiszimmetridja nincs feltéve, ezért egy konkrét jump halmazt tébb (x,y) pér is reprezen-
talhat, valamint egy konkrét jump halmaznak nagyon sok végpontja lehet. Hogy jobban beleszokjunk a defini-
ci6kba nézziink egy példat.

2.2. megjegyzés. Tekintsiik az X =R\ {0} halmaz felett azt a kovetkezé reldciot:
R={(x,y)eXxX:xy>0vagyx>y}.

Vildgos, hogy R reflexiv, tranzitiv, sét teljes is. Nézziik milyen nivéhalmazai vannak a reldciénak és az aszim-
metrikus részének!

R*=X ,hax<Q0; AR =Ry ,hax<0;
R*=R, ,hax>0; . A(R) =0 ,hax>0;
Ro=X  hax>0; VAL Lip R hax>0;
R, =R_ ,hax<0; A(R), =0 , hax <0.

Keressiik a jump halmazokat!
Hay >0, akkor A(R) =0 miatt R, \RY nem lehet jump.
Ha x <0, akkor A(R), =0 miatt R, N RY nem lehet jump.
Hax > 0>y, akkor Ry N RY = X jump, hiszen (x,y) € A(R) ésA(R),NA(R)Y =R NR_=0.

Osszefoglalva: Egyetlen jump halmaz van az egész X, valamint minden negativ szdmnak rdkovetkezdje tet-
szoleges pozitiv szdm, és persze minden pozitiv szdmnak megel6zdje akdrmelyik negativ szdm. Az is ldthato,
hogy ennek a jumpnak minden x > 0>y, szdm a végpontja.

2.3. allitas. Tegyiik fel, hogy R reflexiv és tranzitiv reldcid, valamint az (x,y) és az (u,v) pdrok egy-egy jump
halmazt reprezentdlnak. Ekkor (x,u) € S(R) és (y,v) € S(R) egyiittes fenndlldsa a sziikséges és elegendd feltétele
annak, hogy az (x,y) és az(u,v) pdrok ugyanazt a jump halmazt reprezentdljdk.

Tetszoleges elem rdkovetkezdjével ekvivalens elem maga is rdkévetkezo. Feltéve, hogy R még teljes is egy elem
rdkdvetkezbinek halmaza éppen az S(R) egy ekvivalencia osztdlya.

Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy Ry NRY =R, NRY, ezért u,v € R, NRY, tehét (x,u) € R és (v,y) € R. Hasonl6an x,y € R, NRY,
ezért (u,x) € R és (y,v) € R. Ez azt jelenti, hogy amennyiben (x,y) és az (u, v) par ugyanazt a jump halmazt
reprzentélja, akkor (x,u) € S(R) és (y,v) € S(R) is fennéll. Forditva, ha az (x,y) és az (u, v) par jump halma-
zokat reprezentdl, és (x, u) € S(R) valamint (y, v) € S(R) is fennall, akkor a tranzitivitds miatt R, N RY = R, N RY.
Tegyiik most fel, hogy R teljes. Legyen x és z két rdkovetkezdje y—nak, azaz (x,y) és (z,y) is egy-egy jump
halmazt reprezentdlnak. De (x, z) € A(R) nem lehet, hiszen ekkor z € A(R), NR(R)’ lenne, és hasonléan (z,x) €
A(R) sem lehetséges. Igy R teljessége szerint (x,z) € S(R). EI
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2.4. definicié (Jaffray—, Debreu-, Birkhoff-siirti halmaz). Legyen R egy reflexiv, tranzitiv reldcié X felett és Z C
X egy részhalmaza X-nek. Azt mondjuk, hogy a Z halmaz
- Jaffray—értelemben stirl az R reldciora nézve, ha az aldbbi implikdcio fenndll:

(x,y)€A(R)=3z1,22€Z, hogy (x,z1)€R, (21,22) €A(R), (22,¥) €R,
- Debreu-értelemben stirti az R reldciéra nézve, ha az aldbbi implikdcio fenndll:

(x,y)€AR)=>3z<Z, hogy (x,z)ER, (z,y) €R,

- Birkhoff-értelemben stirti az R reldciora nézve, ha az aldbbi implikdcié fenndll:



SR, NZ = 0,S(R),nZ =0, (x,y) € ARR) = 3z € Z, hogy(x,z) € A(R); (z,y) € A(R).

Amennyiben van a térben Jaffray-, Debreu—, vagy Birkhoff-értelemben stirii megszdamldlhat6 részhalmaz,
gy a teret rendre Jaffray—, Debreu—, vagy Birkhoff-értelemben szeparabilisnak mondjuk az R reldciora nézve.

2.5. megjegyzés. Ldthato, hogy a fenti (2.2) pontbeli reldciénkra nézve a tér mind Jaffray-, mind Debreu—, mind
Birkhoff-értelemben szepardbilis.

Ugyanis a Z = {—1,1} halmaz Jaffray—értelemben siirii, hiszen (x,y) € A(R) esetén x > 0 >y, ezért (x,1) € R,
(1,—1) € A(R) valamint (—1,y) € R. Hasonléan, Z = {1} egy Debreu-stirii halmaz hiszen (x,y) € A(R) esetén
x>0>y, ezért(x,1) € R és (1,y) € R, s6t (1,y) € A(R). Végiil a Z = {1} Birkhoff-stirii részhalmaz is, hiszen
olyan (x,y) € A(R) pdr nincs melyre(x,1) € S(R) ne dlina fenn, ezért a fenti implikdcio feltétele sohasem teljesiil.

Amint a kovetkez6 lemma allitja, ha a relacié reprezentdlhatd, akkor csak megszamlalhat6an sok jump hal-
maz lehetséges. Ezért fontos olyan feltételeket taldlni, amelyek fenndlldsa megszamldlhatéra sztikiti a lehet-
séges jumpok szdmdat. Amennyiben topoldgia is lenne a téren, akkor ilyen feltételt ad még a (5.3) Eilenberg és
Debreu tétel is.

2.6. lemma (jump halmazok szdmossdaga legfeljebb megszamlalhatd). Tegyiik fel, hogy az R tranzitiv és teljes
reldciora az aldbbi két feltétel egyike teljesiil:
- Birkhoff-értelemben szepardbilis, vagy
- Létezik R—nek f : X — R reprezentdcidja.
Ekkor az X-beli jump halmazok szdmossdga legfeljebb megszdmldlhato.

Bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy Z egy Bikhoff-s{ir(i halmaz. Reprezentéljon az (x,y) pér egy jumpot. Ha S(R), NZ =0 és
S(R), NZ =0lenne, akkor a Birkhoff-stirliség miatt létezne z € Z, amelyre z € A(R),NA (RY teljesiilne, evvel el-
lentmondva annak, hogy R, NRY egy jump. Azt kaptuk tehat, hogy tetszéleges (x, y) altal reprezentalt jumphoz
létezik z € Z melyre az z € S(R), vagy z € S(R), fenndll. Rendeljiik hozzd minden jumphoz az egyik ilyen z € Z
pontot. Amennyiben ilyen médon egy z pont hdrom jump képe lenne, akkor lenne két olyan jump is, ame-
lyeknek z als6 vagy fels6 reprezentdnsa lenne. Nézziik mondjuk a felsd esetet: Ekkor (z,y1) és (z,)2) is jump
lenne, ami R teljessége és a (2.3) 4llitds miatt csak gy lehet, ha y; és y» is ekvivalensek, tehat (z,y1) és (z,2)
véglil azonos jump halmazt reprezentidlnak. Azt kaptuk tehdat, hogy a fenti hozzarendelésnél minden z € Z
elem legfeljebb két jumpnak lehet a képe, ezért a Z megszamlalhat6sagdbol a jumpok halmazdnak megszam-
lalhat6séga is kovetkezik.

Legyen most f egy reprezentdnsa a reldcionak. Vildgos, hogy amennyiben az (x,y) par az Ry N RY jump
halmazt reprezentalja, akkor (f (y), f (x)) € R a szdmegyenes egy nem iires, nyilt intervalluma, amely diszjunkt
az f értékkészletét6l. Ebbdl konnyen lathat6, hogy két kiilonboz6 jump halmaz képei egymastdl diszjunkt
intervallumok. Mivel diszjunkt, nem iires, nyilt intervallumok csak megszamlédlhat6an sokan vannak, ezért a
jumpok halmaza is legfeljebb megszdmlélhat6. a

2.7. allitas. Legyen R egy tranzitiv és reflexiv reldcié X felett. Egy Jaffray-stirii halmaz egyben Debreu—siirii is és
egy Debreu-stirii halmaz egyben Birkhoff-stirii is.

Legyen most Z' egy Birkhoff-stirii halmaz. Régzitsiink minden egyes jump halmaznak egy reprezentdcidjdt,
és dlljon a Z" halmaz az dsszes jump halmaz egy-egy reprezentdciéinak végpontjaibdl. Ekkor aZ' UZ" halmaz
egyben Jaffray-stirti is.

Bizonyitas.
Az els6 allitas kozvetleniil kovetkezik R tranzitivitdsabol, és a széban forgé stirtiségek definicidib6l. Csak a
masodik allitast kell igazolnunk. Legyen Z = Z’ U Z” a tételben konstrudlt halmaz. ElGszor azt a speciélis esetet
mutatjuk meg, hogy ha (z,y) € A(R), de z € Z, akkor létezik z’ € Z melyre (z,z’) € A(R) és (z’,y) € R is fennll.
Ugyanis, ha S(R), NZ # 0, akkor ez trivi. Ha S(R), NZ =0, akkor R, N RY nem lehet jump, hiszen ekkor (z,)
reprezentdlnd ezt a jumpot, ezért 1étezne z” € Z” leme, amelyre z” ekvivalens lenne y—nal. Tudjuk tehat, hogy
R, N RY nem jump, azaz létezik v € X, melyre (z,v) € A(R) és (v,y) € A(R). Ha S(R), N Z # 0, akkor nyilvdn
készen is vagyunk, ellenkezd esetben pedig S(R), NZ =0=S(R), NZ miatt alkalmazhat6 a Z’ halmaz Birkhoff-
stirisége a (v,y) € A(R) alternativékra. Létezik tehat z’ € Z’, amelyre (v,z’) € A(R) és (z/,y) € A(R).

Legyen most tetsz6leges (x,y) € A(R). Persze harom eset lehetséges:
a.) S(R), NZ #0. Ekkor a fent bizonyitott specialis eset szerint készen is vagyunk.



b.) S(R), NZ #0. Vilagos, hogy R~!-re a fentit ismételve megint készen vagyunk.
c)S(R),NZ=0=S (R),NZ. Ekkor alkalmazva az (x,y) € A(R) alternativdkra a Z’ halmaz Birkhoff-stirtiségének

P

igazolt specidlis esetet azt kapjuk, hogy van olyan z” € Z, melyre (z,2”) € A(R) és (z”,y) €R. a

2.8. kivetkezmény (siirtiségi koncepciék ekvivalencidja). Legyen R teljes, tranzitiv reldcio. Ekkor az aldbbi
feltevések egymdssal ekvivalensek:
(1) A tér Jaffray-értelemben szepardbilis az R reldciéra nézve.
(2) A tér Debreu—értelemben szepardbilis az R reldciéra nézve.
(3) A tér Birkhoff-értelemben szepardbilis az R reldciora nézve.

Ha a fenti feltételek egyike igy mindegyike teljesiil, akkor a tovdbbiakban azt mondjuk, hogy a tér szeparabilis
az R reldciora nézve.

Bizonyitas.

Lattuk, hogy (1) = (2) = (3) fenndll még a teljesség feltétele nélkiil is.

(3)= (1) Havan a térnek Z’ megszamlalhato Birkhoff-s{ir(i részhalmaza, akkor legyen Z = Z’UZ” mint az el6z6

(2.7) dllitasban. Lattuk — (2.6) —, hogy a térnek csak megszamladlhatéan sok jump halmaza lehet, ezért Z” is

legfeljebb megszamlalhato. Azt kaptuk tehét, hogy Z egy legfeljebb megszdmlélhat6, Jaffray-stirti halmaz, ami

igazolja a hdrom allitas ekvivalens voltat. a
Végiil megmutatjuk, hogy a fenti stirtiségi koncepciok feltételezése épp a hasznossagi fiiggvénnyel vald

reprezentécio feltételével ekvivalens. Ha a lexikografikus rendezésre gondolunk R2-en, akkor vildgos, hogy az

(x,1) és (x,0) pontok tetszéleges x € R mellett nem tires nyilt rendezésintervallumot hatdroznak meg, ezért a

lexikografikus rendezés nem lehet szepardbilis.

2.9. allitas (reprezentalhat6sag). Legyen R egy tranzitiv és teljes reldcié X—en. Az aldbbi feltevések ekvivalensek:
(1) A tér R—szepardbilis;
(2) Az R reldcio reprezentdlhat.

Bizonyitas.

(1)=(2) A 1.2 Lemma éppen azt allitja, hogy egy Jaffray—stir(i, megszamlalhat6é halmaz segitségével reprezen-
talhatjuk a relaciot.

(2)= (1) Legyen tetszéleges r, s € Q raciondlis szamok mellett

Ars={xeX:r> f(x)>s}

Amennyiben A, # 0, Ggy valasszunk minden egyes ilyen halmazbél egy a,s € A, elemet. Alljon a Z halmaz
a jumpok végpontjaibdl és az Osszes fenti a, s alaki pontbdl. Megmutatjuk, hogy Z egy Debreu-stirti halmaz.
Legyen (x,y) € A(R) rogzitve. Ha R, N RY egy jump, akkor nyilvdn készen is vagyunk, hiszen van egy x—el
ekvivalens pontja Z-nek. Ellenkezé esetben létezik v € X, amelyre (x,v) € A(R) és (v,y) € A(R) is fennall.
Persze 1étezik r, s € Q, amelyekre

f@)>r>f)>s>f(y).
Aztlatjuk, hogy A, #0, tekintsiik tehdt az a, s € A, s pontot Z-bdl, azaz

f@)>r>f(aws)>s>f(y).
Persze f reprezentélja R—et, ezért azt kaptuk, hogy taldltunk a,; € Z pontot, amelyre
(x,ars)€A(R) és (ars,y)€AR)

is fenndll. No, de Z szdmossdaga a (2.6) allitds szerint legfeljebb megszdmlalhat6. a

3. Tranzitiv és teljes relaci6 rendezés topologidja

A szakaszban tovabbra sem tessziik fel, hogy lenne a téren egy R-t6l fiiggetleniil elére megadott topoldgia, de
egy Ujabb stirtiség koncepcidt vezetiink be a reldcio éltal generalt topolégia segitségével.



3.1. definicié (rendezés topolégia). Rogzitett R C X x X reldcio mellett legyen tg az a legsziikebb olyan topolo-
gia, melyre valamennyi A(R)* alakii felsé és valamennyi A(R), alaku alsé nivéhalmaz nyilt X-ben. Ezt nevezziik
az R generdlta rendezés topolégidnak.

3.2. megjegyzés. Vildgos, hogy a fenti definiciéval tg voltaképpen szubbdzissal van megadva, tehdt tp egy szub-
bdzisa:
§={AR)" :xeX}U{A(R),:xeX}.
El6szor is tisztdznunk kell, hogy a rendezés topolégianak milyen kényelmesen hasznélhaté bazisait lehet
megadni. A kovetkezd 4llitds avval az R-beli allitdssal analég, amely szerint a nyilt intervallumok az euklideszi
topolégia bézisat alkotjak.

3.3. allitas (bazis). Tegyiik fel, hogy R tranzitiv és teljes. Ekkor tr egy bdzisa az aldbbi halmazrendszer

B={A(R),NA(RY : (x,y) €A(R)}U
U{A(R) :x e X}U{A(R), : x e X}U{X,0}.

Bizonyitas.
Egy a szubbéazisaval megadott topolégikus tér bazisa definici6 szerint a szubbézis véges metszet burka. Mivel
R tranzitiv, ezért (x,y) € R mellett A(R)* NA(R) = A(R)" valamint A(R), NA(R), = A(R), az A(R)oS(R) €
A(R) és S(R)o A(R) € A(R) kevert tranzitivitdsok szerint. Az R teljessége miatt tehat S véges metszet burkdban
csak {A(R) :x € X}; {A(R), : x € X}; illetve {A(R), NA(R)Y : (x,y) € R} alakt halmazok maradnak. Ha (x,y) €
S(R), akkor A(R), NA(R)’ =0, ezért val6ban B az § véges metszet burka. a
Ennyit lehetett egész altaldnossdgban allitani. A kovetkez6 allitdsban két fontos specidlis esetet tekintiink,
amikor a reldciénak a tranzitivitdson és a teljességen kiviil méas tulajdonségai is vannak. Ilyenkor a fentinél
kényelmesebb bézissal is dolgozhatunk. Emlékeztetiink arra, hogy x egy legnagyobb (legkisebb) eleme X-nek
R-szerint, ha R, = X (R* = X).

3.4. allitas (bazis, ha nincs legnagyobb (-kisebb) elem). Legyen R tranczitiv és teljes. Ha a térnek nincs a reld-
ciéra nézve legnagyobb (legkisebb eleme), akkor a fentiB bdzisbdl a felsé(alsé)-nivéhalmazok elhagyhaték. Pon-
tosabban:

- Ha nem létezik X-ben legnagyobb elem, akkor B, halmazrendszer bdzisa a tg rendezés topoldgidnak

By ={A(R)NARY : (x,y) €AR}IU{A(R), : x e X}U{X,0}.
- Ha nem létezik X—ben legkisebb elem, akkor B, halmazrendszer bdzisa a tr rendezés topologidnak
By ={A(R)NARY : (x,y) €cAR}IUV{A(R) : x e X}U{X,0}.
- Ha sem legnagyobb sem legkisebb pont sem létezik, akkor a
Bz ={A(R),NA(R) : (x,y) € AR} U{X,0}
halmazrendszer is bdzisa a rendezéstopolégidnak.

Bizonyitas.

Nézziik azt az esetet, mikor nincs legnagyobb elem. Ekkor azt kell beldtnunk, hogy minden A (R)* alakd nem
iires halmaz el64ll mint a B, tipust halmazok egyesitése. Legyen tehét u € A(R)*. No de R, # X, ezért létezik
y €A(R)",igy u € A(R)* NA(R), SA(R)". Azt mutattuk meg tehdt, hogy

AR =Uyeary (AR NA(R),)
A masik két esetben is hasonl6an kapjuk, hogy A (R), el6dll a fenti tipusti halmazok egyesitéseként. a

3.5. allitds (bazis, Jaffray—siirii részhalmaz mellett). Legyen most is R tranzitiv és teljes reldcio, amelynek Z egy
Jaffray-stirii részhalmaza. Ekkor
B, = {AR),NA(RY :(x,y)€AR),x,yeZ}
U{AR)* :x e Z}U{A(R), : x € Z} U{X, 0}
is bdzisa a rendezéstopolégidnak.

Az el6z6 dllitdshoz hasonléan, ha nincs legnagyobb vagy (és) legkisebb elem a reldciéra nézve, akkor a fenti unio
mdsodik vagy (és) harmadik halmaza elhagyhato.



Bizonyitas.

Lattuk ugyanis, hogy a fenti halmazok mind nyiltak. Amennyiben u € U egy nyilt halmaza a rendezéstopolégia-
nak, akkor létezik egy B € B, bazis halmaz, amelyre u € B C U. E B halmaz lehet B = A(R), NA(R), (x,y) S
A(R), vagy B = A(R)*, vagy B = A(R), alakd. Legyen el6szér u € B = A(R), NA(R), valamely (x,y) € A(R)
mellett. Alkalmazva a Jaffray-szeparabilitast az (x, u) € A(R) és az (u,y) € A(R) mellett kapjuk, hogy léteznek
z1,22 € Z illetve z3,z4 € Z pontok, amelyekre

(x,z1) € R,(z1,22) € A(R),(z,u) € R valamint (u,z3) € R,(z3,24) € A(R),(z4,y) € R.

Eszerint u € A(R), NA(R)* C A(R), NA(R)’ = B. Ez azt jelenti, hogy minden B = A(R), N A(R)’ alaku bézis
halmaz el6dll, mint A(R),, NA(R)* (z1,z4) € A(R), 21,24 € Z alakd halmazok egyesitése. Ha most u € B =
A(R)*, akkor a Jaffray-szepardabilitas szerint taldlhat6 z;, z, € Z pont, melyekre

(u,Z])GR, (erZZ)GA(R)! (ZZ’x)eR'

Igy u € A(R)** € A(R)" = B. Azt kaptuk tehat, hogy minden B = A(R)" alaki bazis halmaz elddll mint A (R)®
alakd halmazok egyesitése, ahol z € Z. Hasonl6 igaz az A (R), alakd halmazokra is. a

3.6. megjegyzés. Aziménti dllitds konnyii kovetkezménye, hogy amennyiben a tranzitiv és teljes reldcié Jaffray-
szepardbilis, akkor a rendezés topologidjdnak van megszdamldlhaté bdzisa, azaz M2 tulajdonsdgu. Késébb ldtni
fogjuk, hogy ennek az dllitdsnak a megforditdsa is igaz.

3.7. definici6 (gyengén siiri halmaz). Legyen R egy reflexiv, tranzitiv reldcio X felett és Z C X egy részhalmaza
X-nek. Azt mondjuk, hogy a Z halmaz
- gyenge értelemben stirli az R reldciora nézve, ha az aldbbi implikdcié fenndll:

(x,¥) €A(R), A(R), NA(RY #£0=>A(R), NA(RY NZ #0.

Amennyiben van a térben gyenge értelemben stirti megszdmldlhato részhalmaz, 1igy a teret gyengén szepardabil-
isnak mondjuk az R reldciéra nézve.

Most példéat adunk tranzitiv, teljes reldciéra, amely gyengén szeparabilis, de nem R-szeparabilis. Latjuk
majd, hogy a relacio6 generalta rendezéstopoldgia példa olyan topologikus térre is, amely topoldgiai értelemben
szepardbilis, de nem M2.

3.8. megjegyzés. Legyen X azR? tér kivetkez6 részhalmaza

X={(£,0):£€QIU{(E,1): £ ERNQJU{(,2): £ €RN Q).

Legyen R az R? lexikografikus rendezésének X -re valé megszoritdsa. Ldthaté, hogy (X, R) tranzitiv és teljes. A
triikk abban dll, hogy amennyiben £ egy irraciondlis szdam, akkor A (R)YNnA (R)z2)=0. LegyenY = {(£,0):£€Q}.
Nem nehéz ellendrizni, hogy a raciondlis szdmok R -ben valo stiriisége miatt Y egy gyengén stirti részhalmaza X -
nek, de ez nem Debreu—stirii.

Persze konnyen lathat6 a fenti példdndl, hogy minden £ irraciondlis szdm mellett (&, 1), (£,2) egy jumpot
reprezentdl, tehat kontinuum sok jump halmazunk van, és az is nagyon egyszer(i, hogy nincs a rendezésnek
X — R reprezentécidja, hiszen az (f(&,1), £ (£,2)) nem iires nyilt intervallumok egymast6l diszjunktak.

3.9. megjegyzés. Mivel tetszbleges A(R), NA(RY alakii halmaz nyilt a rendezés topolégidban ezért egy a ren-
dezés topologidban stirti halmaz egyszersmind gyengén R-stirti is.

3.10. allitas. Legyen R tranzitiv és teljes reldcié. Az aldbbi feltevések ekvivalensek.
- A tér gyengén szepardbilis az R reldciéra nézve;
- Az (X, tg) topoldgikus tér szepardbilis.

Bizonyitas.

(1)=(2) Legyen Z megszamlalhat6, gyengén stirli részhalmaz, és Z’ dlljon Z pontjaibdl valamint a térnek az R
reldciéra nézve legnagyobb és legkisebb elemébdl, amennyiben ilyen vagy ilyenek vannak. Azt allitjuk, hogy Z’
stirt a rendezés topologidban. Ehhez elég megmutatni, hogy ha B egy nem tires, bazis elem, akkor BN.Z’ # 0.



Azt fogjuk haszndlni, hogy a tranzitivitas és teljesség feltétele mellett a B, B,, és B3 halmazrendszerek bazisat
alkotjék a rendezés topolégidnak. Ha
B=A(R),NA(R)

alakq, ahol (x,y) € A(R), akkor BNZ # 0 épp Z gyengén stirliségének kivetkezménye. Amennyiben a térben
nincs legnagyobb és legkisebb elem sem, akkor készen is vagyunk, hiszen ekkor a B; halmazrendszer bazisa a
rendezéstopolégidnak.
Ha van a térben s € X legnagyobb elem, de nincs legkisebb akkor B, bazisat alkotja tzp—nek, ezért B a fentin
kiviil lehet még

B=A(R)*

alaku is. Ekkor R tranzitivitds miatt s € A(R)*, hiszen A(R)* # 0. De s € Z’ a Z’ konstrukcitja miatt, igy evvel az
esettel is készen vagyunk. A harmadik eset az, amikor van a térben legnagyobb és van r € X legkisebb elem is.
Ekkor csak azt tudjuk, hogy B, bazist alkot, azaz B a fentieken kiviil lehet még

B=A(R),

alaki nem {iires halmaz is. Ekkor persze r € A(R), teljesiil, Gjra az R tranzitivitdsa miatt, tehdt a B, halmazrend-
szer bazis volta miatt Z’ val6ban siir(i részhalmaza a rendezés topolégidanak.
(2)= (1) 4llitas fenndll a tranzitivitds és teljesség feltétele nélkiil is. d

3.11. dllitas. Legyen R egy tranzitiv és teljes reldcié, Z pedig olyan halmaz, amely tartalmazza valamennyi jump
halmaz végpontjainak egy-egy reprezentdcidjdt. Az aldbbi feltevések ekvivalensek.

- AZ halmaz topoldgiai értelemben stirii részhalmaza az (X, tg) rendezés topologidnak.

- AZ részhalmaz Debreu—értelemben strti.

Bizonyitas.

(1) = (2) Amint mar meggondoltuk, a Z topoldgiai értelemben stirti halmaz, egyben gyengén stirti is. A Debreu—
stiriség igazoldsdhoz legyen (x,y) € A(R).

Ha A(R),NA(R)’ =01lenne, akkor R,NRY egy jump lenne, tehat lenne Z-ben mind x-szel mind y-nal ekvivalens
elem.

Ha viszont A(R), NA(R)” # 0, akkor a gyenge stiriség definic6ja szerint az A(R), NA(R)” halmaz bele is metsz
Z-be. Ez azt jelenti, hogy Z val6ban Debreu-stirt.

(2) = (1) Tegylik most fel, hogy Z Debreu—értelemben stirti. Tekintsiink egy U nem tires nyilt részhalmazat
tr-nek. Lattuk, hogy a

B = {AR),NARY : (x,y)eAR} U {ARY :xeX} U U{AR),:xeX} U {X,0}

halmazok bazist alkotnak, igy feltehetd, hogy U a fenti halmazok egyike. Meg kell mutatnunk, hogy U tartalmaz

Z-beli pontot.

Ha u € U = A(R),NA(RY, ahol (x,y) € A(R), akkor tekintsiik az A(R), N A(R)’ halmazt. Amennyiben e

halmaz iires, akkor u egy jump végpontja, tehat Z-ben van u-val ekvivalens elem, ezért (A(R), NA(R) )NZ #0.

Amennyiben v € A(R), NA(R), akkor &ttériink az A(R), N A(R)" halmaz vizsgélatdra. Vildgos, hogy (u,v) €

A(R), igy Z Debreu-slirlisége miatt 1étezik z € Z amelyre z € R, NR" C A(R), NA(R)Y .

Hasonléan u € U= A(R)* és u € U= A(R), esetén is lathat6, hogy UNZ #0. d
Ha hozzdvennénk az aldbbi allitdshoz az R-szepardbilitds (2.8) ekvivalenseit, akkor eddigiek egy j6 Ossze-

foglaldsat kaphatnéank.

3.12. 4llitas. Legyen R egy tranzitiv és teljes reldcié X -en. Az aldbbiak ekvivalensek.
- A tér R—szepardbilis;

- A tér gyengén R-szepardbilis, és a jump halmazok szdmossdga megszdmldlhato;

- A tér gyengén R-szepardbilis, és létezik R -nek reprezentdcidja;

- A generdlt tg rendezés topologidnak van megszdmldglhaté bdzisa (M2);

- Az R reldci6 reprezentdlhato.

Bizonyitas.
(1) < (5) Lattuk az (2.9) éllitasban.



(1)= (4) Tudjuk, hogy az R—szeparébilitds ekvivalens a Jaffray—szepardbilitdssal. Legyen tehédt Z egy megszam-
lalhat6 Jaffray—stiri halmaz. Lattuk, hogy ekkor a

{AR),NA(RY : (x,y)eAR),x,yeZ} U {AR):xeZ} U {AR),:xeZ} u X U {0

halmazrendszer bézisat alkotja a rendezéstopolégidnak. Vildgos viszont, hogy Z megszdmldlhat6sdga miatt a
fenti bazis is megszdmlalhat6, ami azt jelenti, hogy a ¢z rendezéstopoldgia valéban M2 tulajdonsagu.
(4) = (3) Minden M?2 tér egyben szeparébilis is, hiszen csak ki kell venni egy-egy elemet a megszamlalhat6
bézisboél. Meg kell még mutatnunk, hogy van reprezentéci6ja R-nek. Legyen tehat adva a tx rendezéstopolégia
egy megszamldlhat6 bazisa:

B={B,:neN}

Erre a B halmazrendszerre alkalmazhatjuk a (1.1) lemmat, igy R valoban reprezentalhato.

(3) = (2) Trivi, mivel tudjuk, hogy egy reprezentélhat6 relaciénak csak megszamlalhatéan sok jump halmaza
lehet.

(2) = (1) Az el6z6 allitast kell hasznalnunk. A topolégiai értelemben megszamlélhaté stirti halmazt kibévitjik
a megszamldlhatéan sok jump halmaz végpontjait reprezentdlé pontokkal, és igy egy Debreu-stirti halmazt
kapunk, tehét a tér valéban R-szepardbilis. a

3.1. Arendezés topoldgia altértopoldgiaja

Az alfejezet egy kis kitérd a rendezéstopologiardl, és nem tartozik kozvetleniil a hasznossagi fliggvénnyel valé
reprezentdlhat6sag témakorébe.

Szokésos probléma, hogy egy altértopolégiai nagyon cstinya lehet, ha egy cstinya részhalmazra szoritjuk
meg. Az aldbbiakban ezt a kérdéskort jarjuk kortil a rendezéstopolégidra nézve.

Legyen Y C X egy részhalmaza X—nek. Jel6lje ¢ a g topoldgia Y-ra valé megszoritdsat és R’ az R relaciénak
az Y-ra val6 megszoritdsdt, azaz R’ = RN (Y x Y). Mi kapcsolat ¢, és tp kozott?

3.13. dllitas. Legyen R egy tranzitiv és teljes reldcio X felett és Y C X rogzitett részhalmaz. Ekkor a megszoritott
reldcio ty rendezés topoldgidija, gyengébb mint a rendezés topoldgia t, megszoritdsa, azaz

tr Ctp.

Bizonyitas.

Arendezés topoldgia definicidja szerint ¢ a leggyengébb olyan topolégia Y-on, amelyre az A(R’)” és az A(R’),
alakd halmazok nyiltak tetsz6leges y € Y mellett. No de A(R') = A(R)’ NY és A(R'), = A(R),NY barmelyy € Y
esetén, ezért az A(R’) és A (R’), nivéhalmazok nyiltak a ty relativ topolégidban. |

3.14. megjegyzés. A forditott tartalmazds dltaldban nem igaz. Gondoljunk az R szokdsos > reldcidjdra, és az
Y =1[0,1)U{2} részhalmazra. Ldthato, hogy {2} € t;-nek, mivel {2} = A(R)' NY. Mdsrészt a {2} halmaz nem dll
elé mint A(R'Y alakii halmazok egyesitése 0 < y < 1 mellett.

3.15. allitas. Legyen mostY C X egy olyan részhalmaza X—nek, amely rendelkezik az aldbbi tulajdonsdggal:
Minden x € X-hez létezik y € Y, hogy A(R)*NY = A(R’) és minden x € X-hez létezik y € Y, hogy A(R),NY =
A(R)), .
Ekkor a

tp Ctr
tartalmazds is fenndll.
Specidlisan, ha az Y halmaz Y = A(R)"; vagy Y = A(R),; vagy Y = A(R),, NA(R)* alak, akkor

th=tp.

Bizonyitas.
Legyen U € t nyilt halmaz. Ekkor U= VNY, ahol V € tz. Ha V= A(R)", akkor

U=AR)'nY=A(R)’



valamely y € Y mellett a feltétel szerint, tehat U € tp valéban fenndll. Hasonléan, készen is vagyunk ha V =
A(R), alakban adott. Ha V=A(R)" NA(R),,, akkor

U = (A®"NAMR),) nY = (AR"NY) n (AR),NY) = A(R)" n A(R),,

tehét U € tp szintén teljesiil. Taldltunk tehdt a 5 topoldgia egy olyan bézisat, amelynek minden eleme egyben
tr-beliis. Ezt elég belatni. a

4. Uriszon-Nachbin megkozelités

Herden és Pallack [3]-ben jegyzi meg, hogy az Uriszon-lemma rendezett topologikus terekre vonatkoz6 Nachbin-
féle altalanositdsa igaz akkor is, ha a topologikus téren definidlt reldciér6l semmi tovdbbit nem tesziink fel, el-
lentétben Nachbin [5] Ph.D. dolgozataval, ahol a szerz6 tranzitiv és reflexiv reldciéra mondja ki a tételt. Herden
és Pallack egyrészt a ,straightforward” jelzét haszndlja, de indoklasul hivatkozik még [2]-re is.

Jelen irdsban a Herden-féle altaldnositdst gondoljuk meg. Nachbin bizonyitaséat elemezve latszik, hogy a
szerz sem a reflexivitast, sem a tranzitivitdst nem hasznalta indokldsdban. A jél ismert Uriszon-lemma eredeti
bizonyitdsat is leirom, igy lathat6, hogy Nacbin hozzajaruldsanak eredete is az Uriszon-féle gondolat [8].

4.1. Uriszon-lemma
4.1.lemma (Uriszon). Az(X,7) topologikus térre aldbb tett feltevések egymadssal ekvivalensek:

(1) Diszjunkt zdrt halmazoknak vannak diszjunkt nyilt kornyezetei;

(2) HaG zdrt halmaz és Q ennek nyilt kornyezete, akkor van olyan U nyilt kornyezete G -nek melyre mégcl(U) C
Q is teljesiil, azaz
GCUucc(U)cO.

(3) Ha G és F egymdstol diszjunkt zdrt halmazok, akkor léteznek olyan U (r) (r €[0,1]) nyilt halmazok, ame-
lyekre az aldbbi hdrom dolog fenndll:

- GCU(0)
- FCU)%

- r<reseténcl(U(r) S U(r).

(4) Ha G és F egymdistél diszjunkt zdrt halmazok, akkor létezik f : X — R olyan fiiggvény, amelyre az aldbbi
hdrom tulajdonsdg teljesiil:

- f folytonos;

- mindenx € X esetén0< f(x)<1;

- mindenx €G esetén f(x)=0 és minden x € F esetén f(x)=1.

Amennyiben a tétel egyik feltétele teljesiil, akkor (4)-ben szerepld fiiggvénynek
fx)=inf{reR:x€U(t)} =sup{reR:x ¢ U(r)}

is megfelel, ahol a {U(t): t € R} a(3) pontban definidlt halmazrendszer.
A jolismert bizonyitést lasd példaul [6]-ban is.
Bizonyitas.
(1) = (2) Tekintsiik a G zart halmazt és ennek egy Q nyilt kérnyezetét. Ekkor G és Q¢ halmazok diszjunktak és

zértak, tehdt (1) miatt 1étezik U és V diszjunkt nyilt halmaz, amelyekre

GCUéQ°CV.



Talaltunk tehat U nyilt kérnyezetét a G halmaznak, melyre U C V¢, amib6l V¢ zartsdga miatt
c(U)SVvecQ

is kovetkezik. Evvel (2) tulajdonsag teljestilését belattuk.

(2) = (3) a kivant tulajdonsdgu U (r) halmazok konstrukciéja kovetkezik. Eldszor szoritkozzunk csak a [0, 1] in-
tervallum r = k /2" alaki diadikus tortjeire. Az n-szerinti indukciéval definidlunk:

Ha n =0, akkor csak r =0 és r = 1 lehetséges, tehat csak az U(0) és az U(1) halmazokat kell definidlnunk, de
olyan médon, hogy a tételben megfogalmazott harom tulajdonsag teljestiljon. Ehhez hasznéljuk (2) tulajdon-
sagot. A G zért és az F¢ nyilt halmazokra G C F¢, 1étezik tehat U (0) nyilt halmaz, melyre

Geu()cce(u(o)cFe.

amennyiben U (1) = F¢ definici6val éliink, akkor az n =1 esettel készen is vagyunk.
Tegyiik fel most, hogy valamely n szamig mar definidltuk valamennyi U (k/2") alaki halmazt agy, hogy azok
kielégitik az
r<r'=c(U)cu(r)
feltételt. Most definidlni fogjuk az U (k/2"+!) alaki halmazokat. Amennyiben k péros, azaz k =21 alakd, akkor

legyen egyszertien
kY. l
()0 (=)

) ésazU ( ;“,,t} ) alakd halmazok mér definidltak olyan médon, hogy még

k—1 k+1
CI(U(2n+1)) gU(zn—H)

is fenndll. A (2) tulajdonsag felhasznélasaval, legyen U (z%) olyan nyilt kérnyezete a cl (U (f,,—&)) zért halmaz-

nak, amelyre még
k-1 k k k+1
cdfu 2n+1 cU 2n+1 < cd|\U 2n+1 cu 2n+1

is fenndll. Ilyen médon tehét definidltuk az 6sszes U (2,,%) alakd halmazt, tovdbba

k l

is fennall. Ebbdl mar vilagos, hogy amennyiben r < r’ diadikus tortek, agy cl(U (r)) € U(r’), hiszen 1étezik k,
és n természetes szam, melyekre r = zﬁﬂ' r’= zL" és persze k < [. Igy alkalmazva a fenti kiemelt sort, val6ban azt
kapjuk, hogy cl(U(r)) S U(r’).

Most definidljuk tetszéleges r € [0, 1] esetén a kivant U (r) halmazokat, az alabbi m6don

Ha k pératlan, akkor az U (;‘1}

U(r)=ufU(t):t <rés t diadikus tort}

Mivel diadikus tortekre ¢ < r esetén U (t) C U(r), ezért afenti definicié helyben hagyja U(r) eredeti értelmezését
amennyiben r diadikus t6rt. A definicié alapjan vildgos, hogy r < r’ esetén U(r) C U(r’). Legyen most 0 < r <
r’ < 1. Vilagos, hogy 1étezik ¢ és t’ diadikus tort, melyekre r < t < ¢’ < r’. Ezekre

U(r)2U0 (") 2cl(U(t)2cl(U(r)).

Ezt kellett belatni.

(3)=(4) a G és F diszjunkt zart halmazokhoz, legyenek az U(r) (r € [0, 1]) halmazok a (3) szerint definidlva. Az
egyszerliség kedvéért egészitsiik ki ezeket a kovetkezé mdédon: r < 0 mellett legyen U(r) =0, és r > 1 mellett
U(r)=X. Definialjuk az f : X — R fliggvényt:

fx)=inf{t eR:x € U(t)}.

az f jol definialt, hiszen ¢ > 1 mellett x € U (¢) biztosan teljesiil, tehat az inf mogotti halmaz nem iires. Ha t <0,
akkor az x € U(t) biztosan nem 4ll fenn, tehat az inf mogotti halmaz alulrél korlatos is. A fenti gondolatbél az



is latszik, hogy minden x € X mellett 0 < f(x) < 1, tehat val6ban f: X — [0, 1]. Tudjuk, hogy x € G C U(0), ezért
f(G)=10}, tovdbbd x € FC U (1), ezért f(F)=1{1}.
Legyen x, egy rogzitett pont, belatjuk az f fliggvény x,-beli folytonosséagat. Jelolje to = f(xo), tovdbba & > 0-t
rogzitsiik. Mivel

to=inf{r eR:xy € U(t)},

ezért ty+ e-hoz létezik t’ < £y + ¢, melyre xo € U (1) C U (o + ¢€), tehat
xo€eU(ty+¢),
és persze az f értelmezése szerint
xeU(ty+e)=f(x)<ty+e.

Masrészrol to—e/2 nem eleme az infinum mogotti halmaznak, xo ¢ U (fo — &/2), ezértacl(U(to—€)) S U (to —£/2)
tartalmazas miatt
xo & cl(U (10— ),

ésha f(x) <ty — ¢ fennéllna, akkor f értelmezése szerint x € U(t, — ¢) kovetkezne, tehat
x¢U(ty+e)=f(x)>ty—e.
Osszefoglalva azt kaptuk, hogy
xo €U (tg+e)Ncl(U(ty—€))°
és
xeU(tp+e)ncl(U(tg—e)) =>to—e<f(x)<ty+e.

Ez épp f-nek xy-ban valé folytonossagat jelenti.
(4) = (1) Legyenek a G és az F egymastol diszjunkt zart halmazok, tovdbba f az Gket szétvélasztd folytonos
fliggvény, amely (4) szerint 1étezik. Legyen

U=£71(0,1/2)) és V= f71((1/2,1]).

Vilagos, hogy f folytonossdga miatt U és V nyilt halmazok, a definiciéjuk szerint diszjunktak, tovabba G € U
és F C V. Ezt kellett beldtni. a

4.2. Nachbin-féle kiterjesztés

Legyen a tovdbbiakban az (X, 7) topologikus téren egy R reldci6 is megadva.

4.2. definicié. Az A C X hamazt fogyénak nevezziik, ha minden a € A esetén R, C A és hasonléan az A halmazt
novének mondjuk, ha minden a € A esetén R® C A is teljesiil.

4.3. megjegyzés. Vildgos, hogy X novo (fogyd) halmaz, és akdrhdny nové (fogyo) halmaz metszete st egyesitése

ey

(fogyd) halmaz komplementuma fogyo (novo).

4.4. definici6. Jelolje tetszéleges a C X esetén

- d(a) az a-t tartalmazé legsziikebb csokkend halmazt;

-i(a) az a-t tartalmazé legsziikebb nové halmazt;

- D(a) az a-t tartalmazé legsziikebb csdkkend és zdrt halmazt;
- I(a) az a-t tartalmazé legsziikebb névo és zdrt halmazt.

4.5. megjegyzés. Ldthato, hogy d, i, D, I lezdrdsi operdtorok.

4.6.lemma (Nachbin). Az (X, 7) topologikus téren legyen adva egy R reldcié. Az aldbbi feltevések egymdssal
ekvivalensek:

(1) Ha F és G diszjunkt zdrt halmazok F fogyo G novo, akkor vannak olyan U és V diszjunkt nyilt kérnyezetei,
melyekre U fogyo és V nove.



(2) Ha G zdrt fogyo halmaz és Q ennek nyilt fogyé kirnyezete, akkor van olyan U nyilt fogyo kornyezete G -nek
melyre még D (U) C Q is teljesiil, azaz
GCUCD(U)<cQ.

(3) Ha G és F egymadstdl diszjunkt zdrt halmazok G fogyé és F névé, akkor léteznek olyan U(r) (r €[0,1]) nyilt
fogyo halmazok, amelyekre az aldbbi hdrom dolog fenndll:

- GCU(0)
- FCU)%
- r<r’esetén D(U(r))CU(r").
(4) Ha G és F egymdstdl diszjunkt zdrt halmazok G fogyé és F néovd, akkor létezik f : X — R olyan fiiggvény,
amelyre az aldbbi négy tulajdonsdg teljesiil:
- f R—monoton fiiggvény, azaz minden (x,y) € R esetén f (x)=> f (y);
- f folytonos;
- mindenx € X esetén0< f(x)<1;

- minden x € G esetén f(x)=0 és minden x € F esetén f(x)=1.
Amennyiben a tétel egyik feltétele teljesiil, akkor (4)-ben szerepld fiiggvénynek
fx)=inf{reR:xcU(t)}=sup{reR:x ¢ U(1)}

is megfelel, ahol a {U(t): t € R} a(3) pontban definidlt halmazrendszer.
Az (X, 7) topologikus teret R-normalisnak nevezziik, ha a fenti négy ekvivalens feltétel egyike igy mindegyike
teljesiil.

Bizonyitas.
(1) = (2) Tekintslik a G zart fogy6 halmazt és ennek egy Q nyilt fogyé kornyezetét. Ekkor G és Q°¢ halmazok
diszjunktak és zartak G fogyd és Q¢ nové, tehat (1) miatt 1étezik U fogy6 és V n6vo diszjunkt nyilt halmaz,
amelyekre

GCUésQ°CV.

Talaltunk tehét U nyilt kornyezetét a G halmaznak, melyre U C V¢, amib6l V¢ zart és fogyo volta miatt
DU)cVcQ

is kovetkezik. Evvel (2) tulajdonséag teljestilését belattuk.

(2) = (3) a kivant tulajdonsagut U (r) halmazok konstrukciéja kovetkezik. El6szor szoritkozzunk csak a [0, 1] in-
tervallum r = k /2" alaki diadikus tortjeire. Az n-szerinti indukciéval definidlunk:

Ha n =0, akkor csak r =0 és r = 1 lehetséges, tehat csak az U(0) és az U (1) halmazokat kell definidlnunk, de
olyan médon, hogy a tételben megfogalmazott harom tulajdonsag teljesiiljon. Ehhez hasznéljuk (2) tulajdon-
sdgot. A G zért és az F¢ nyilt fogyé halmazokra G C F¢, 1étezik tehat U (0) nyilt fogy6é halmaz, melyre

GCU((0)CSD(U(0)CF".

amennyiben U (1) = F¢ definiciéval éliink, akkor az n = 1 esettel készen is vagyunk. Lathat6, hogy U (0) és U (1)
kielégiti a megkdovetelt harom feltételt.
Tegylik fel most, hogy valamely n szamig mar definidltuk valamennyi U (k/2") alakd halmazt Ggy, hogy azok
kielégitik az

r<r'=DU(r)cU(r)

feltételt. Most definidlni fogjuk az U (k/2"*!) alakd halmazokat. Amennyiben k paros, azaz k = 21 alakq, akkor

legyen egyszerlien
k\ 21\ . l
U on+l | u on+l | u 2_n '



Ha k paratlan, akkor az indukciés feltevés szerint U ( ;“1} ) ésazU (ft} ) alakii halmazok mar definidlva vannak

olyan médon, hogy
k-1 c k+1
D\U 2n+1 - u 2n+1

is fenndll. A (2) tulajdonsag fennéllasa miatt, legyen U (2%) olyan nyilt fogy6 kérnyezete a D (U (5,,%})) zart
fogy6 halmaznak, amelyre még

o(v(zm))=vzm)=p (v () =v ()

is fenndll. Ilyen médon tehat definidltuk az 6sszes U ( 2,{21 ) nyilt fogy6 halmazt, tovdbb4 a

k l

implikéci6 is fenndll. Ebb6l mar vildgos, hogy amennyiben r < r’ diadikus tértek, gy D(U(r)) € U(r’), hiszen
létezik k, I és n természetes szam melyekre r = zﬁ,,, r'= zi és persze k < [. Igy alkalmazva a fenti kiemelt sort,
val6ban azt kapjuk, hogy D(U (1)) C U (r).

Most definidljuk tetszéleges r € [0, 1] esetén a kivant U (r) halmazokat, az alabbi médon

U(r)=uf{U(t):t <rés t diadikus tort}

Mivel diadikus tortekre ¢ < r esetén U (t) C U(r), ezért a fenti definicié helyben hagyja U (r) eredeti értelmezését
amennyiben r diadikus tort. A definici6 alapjan az vildgos, hogy r < r’ esetén U(r) € U(r’). Legyen most
0 <r < r’/<1.Vildgos, hogy létezik ¢ és ¢’ diadikus tort, melyekre r < t <t/ < r’. Ezekre

U(r)2U () 2DU ()2 DWU(r)).

Ezt kellett belatni.
(3) = (4) Vvilagos, hogy tetszéleges a halmazra U C cl(U) € D(U), ezért (3) fenndllasabol kovetkezik, hogy
fennéll az Uriszon-lemma (3) pontja is, tehdat az evvel ekvivalens (4) is. Azt kell mar csak beldtnunk, hogy az

fx)=inf{teR:xeU(r)}.
teljesiti a kivdint monotonitasi feltételt. Legyen tehdt (x,y) € R. Vilagos, hogy
fteRixeU(}c{reR:ycU(1)},

hiszen U (t) egy fogy6 halmaz, azaz x € U(t) esetén y € R, miatt y € U(t). Véve mindkét halmaz infimumat azt
kapjuk, hogy f(x) > f (y) . Ezt kellett bel4tni.

(4) = (1) Legyenek a G fogy6 és az F n6vé egymdstdl diszjunkt zart halmazok, tovabba f az éket szétvalaszto
folytonos monoton fiiggvény, amely (4) szerint létezik. Legyen

U=f([0,1/2)) és V= f"((1/2,1]).

Vilagos, hogy f folytonossdga miatt U és V nyilt halmazok, a definici6juk szerint diszjunktak, tovdbba G € U
és F C V. Ezt kellett beldtni. Az f monotonitési tulajdonsdga miatt U fogy6 és V novo. a
Nézziink egy nagyon fontos specidlis esetet:

4.7.példa. Legyen az (X, 7) topologikus téren egy R tranzitiv, teljes reldcié adva, amely kompatiblis a topologid-
val, azaz minden x € R esetén az R* és Ry felsé- illetve alsonivéhalmazok zdrtak.
Ekkor a T topolégia R-normdilis.

Bizonyitas.

Legyenek a G nové, és az F fogy6 diszjunkt halmazok zartak. El6szor tegytik fel, hogy 1étezik z ¢ G U F. Vilagos,
hogy az R teljessége miatt G € A(R)* és F C A(R),. Az A(R) relacio fels6- illetve alsénivéhalmazai novo illetve
fogy6 halmazok az R-reldciora nézve, az A(R)o R C A(R) tulajdonsag miatt. Igy a teljességet tjra kihasznalva
sikertiilt G és F fogyd illetve novo zart halmazokat fogyd illetve novo diszjunkt nyilt halmazokkal szétvalaszta-
nunk.



Masodszor nézziik azt az esetet mikor X = FU G, azaz F* N G¢ = 0. Vegylik észre, hogy készen is vagyunk,
hiszen F¢ egy n6vo nyilt halmaz, amely tartalmazza G-t, és G¢ egy fogyo nyilt halmaz, amely tartalmazza F-et.
a

Emlékezziink arra, hogy valamely R teljes relacié esetén A(R)oS(R) € A(R) ekvivalens S(R)o A(R) € A(R)
feltétellel, és implikdlja S(R) szimmetrikus rész tranzitivitisat. Amennyiben T még 6sszefiiggo is X-en, akkor
az A(R)oS(R) € A(R) feltétel R tranzitivitdsaval ekvivalens. (Rader-tétel) . Lisd még [7] és [4].

5. A folytonos relaci6 fogalma

A fejezetben legyen (X, 7) egy topologikus tér. Amennyiben az R egy bindris reldcié X felett, ugy jeldlje L. (R)
azon Q tranzitiv, teljes, a topologidval kompatibilis reldciék halmazdt, amelyre R C Q. Vildgos, hogy X x X €
L. (R) tetszdleges R C X x X mellett.

5.1. allitds. Legyen R egy tranzitiv és teljes reldcié az (X, T) topolégikus téren. Az aldbbi két feltétetel egymadssal
ekvivalens:

- R kompatibilis a topolégidval, azaz R* és R, tetszbleges x € X esetén zdrt halmaz;

- minden (x,y) € A(R)-hez Iétezik f : X — [0, 1] folytonos, R—monoton fiiggvény, amelyre

1=f(x)>f (y) =0.

Bizonyitas.

Tekintsiik az R, és R* zart halmazokat. Az A(R) aszimmetrikus rész negativ tranzitivitdsa miatt ezek diszjunk-
tak, hiszen A(R), UA(R)' = X, ergo R* N R, = 0. Az R tranzitivitdsa miatt R* n6vé és R, fogy6 halmaz. Ki-
haszndlva, hogy a tér R-normalis, a Nachbin-szeparacios tétel szerint l1étezik monoton novo valés f fliggvény,
amelyre f ({Ry }) =0és f({R*})=1.

Megforditva, rogzitett x € X mellett megmutatjuk, hogy R, zart. A felsé nivohalmaz zartsdganak igazolasa evvel
analég mé6don torténik. Vildgos, hogy az aldbbi hdrom eset koziil az egyik teljestil:

(1) A(R)" =0;
(2) 3z€ A(R)*,hogy Vu € A(R)* -re (u,z)€R;
(8) Vz€ A(R)* -hez Ju € A(R)*, melyre (z,u) € A(R).

Az els6 esetben R, = X.
A masodik esetben a (z, x) parhoz van olyan monoton folytonos fiiggvény, melyre f(z) > f(x). Valasszuk meg
az ¢ szamot ugy, hogy f(z) > f(z) — &> f(x). Ekkor

Ry =f~' (00, f(2)—¢]),

hiszen v € R, esetén az f monotonitésa szerint f(z)—¢& > f(x) > f(v) valamint, ha v ¢ R,, akkor v € A(R)",
azaz (v,z) € R, azaz f(v) > f(z) > f(z)— ¢. Kihaszndlva f folytonossigat azt kapjuk, hogy R, zart halmaz
Gsképe 1évén maga is zart.
A harmadik esetben minden z € A(R)*-hez létezik u € A(R)*, melyre (z, u) € A(R). Minden ilyen (z, u) parhoz
vélasszuk az f, , : X — R folytonos, monoton fiiggvényeket, melyekre f, , (z) > f,,, (1). Tekintsiik a kdvetkezd
halmazt:

N{foh (00 fou(W)] : 2€ AR, u € A(R)" és (z,u)€A(R)}.

Egy v € R, esetén f, , (1) > f;,,(x) > f,. (v) minden f,, monoton fliggvény mellett, ezért R, részhalmaza a
fenti halmaznak. Mdasrészrél, ha v ¢ R, akkor v € A(R)”, igy létezik u € A(R)*, melyre (v, u) € A(R). Az ehhez
a (v, u) parhoz tartozo f,,, fliggvényre fu,, (v)> fu,u(u), azazv & f, (=00, fu,u(u)], tehdt v nem lehet a fent
kiemelt halmaznak sem eleme. Megmutattuk tehét, hogy

n{foh (00 fou(W)] :2€AR)", u €A(R)" és (z,u)€A(R)} =R,

teljesiil, amibdl R, zartsdga az f, , fliggvények folytonossaga miatt mar kénnyen adddik. a



5.1. Reprezentilhat6sag

Az alfejezetben a reprezentdlhatésagnak az Urisszon-lemmaval kapcsolatos eredményeit gytijtom 6ssze. Ter-
mészetesen csak tranzitiv és teljes relacié reprezentdlhat6sdga johet szoba, ezért végig feltessziik az R relacié
tranzitivitasat és teljességét!

A legéltalanosabb feltétel, amelyb6l a Debreu- és az Eilenberg-tétel is kovetkezik az alabbi.

5.2. allitas. Legyen R egy tranzitiv, teljes reldcio az (X, ) topologikus tér felett. Az aldbbi feltevések ekvivalensek:

- A tér R—szeparadbilis és tp C T;

- A tér gyengén R-szepardbilis, a jump halmazok szdmossdga megszdamldlhato és tp C 7;

- A tér gyengén R—szepardbilis, létezik R-nek reprezentdcidja és tgr C T;

- A generdlt tg rendezés topoldgidnak van megszdmldlhato bdzisa, azaz a tér M2 tulajdonsdgii és tp C 7;
- Az R reldcié reprezentdlhato és tg C ;

- Az R reldcio a T topologidra nézve folytonos fiiggvénnyel reprezentdlhaté.

Bizonyitas.

Az elsé ot dllitas ekvivalencidja a (3.12) 4llitds miatt nyilvanvalé, hiszen attdl csak annyiban kiilénbozik, hogy
mindegyik feltételhez hozzatettiik a topolégiaval valé kompatibilitast.

(1) = (6) Legyen Z = {z;,...} egy Jaffray—stirti megszdmléalhat6 részhalmaz. Minden (z,,z,,) € A(R) mellett
legyen f,,, : X — [0,1] egy folytonos R-monoton fiiggvény, amelyre f, »(z,) > fu,m(zm). llyen fliiggvény
létezését a (5.1) allitds garantalja. Legyen

S |
£= 2 e fom

n,m=1

Vildgos, hogy f folytonos az abszoltt konvergencia miatt; és R-monoton, mivel R-monoton fiiggvények 6sszege

és hatédértéke is ilyen. Tegyiik fel most, hogy (x,y) € A(R). A Jaffray-stirtiség definici6ja miatt 1étezik (z,, z;m) €

A(R), amelyre (x,z,) € R és (z,y,y) € R. Erre az n és m szémra f(x) > f(z,)> f(zm) > f (¥), hiszen minden

mas parosra [ ;(z,)> fri(zm), de afent rogzitett n és m szdmokra f, , (z,)> fn.m(z2m). Ezt kellett belatni.

(6) = (5) Egyszertien kovetkezik abbdl, hogy R* = f~1 ((—o0, f(x)]) . Qa
Most nézziik Eilenberg és Debreu tételeit.

5.3. dllitas (Eilenberg, Debreu). Legyen R tranzitiv és teljes reldcio, amely kompatibilis az (X, ) topologikus
térrel. Tegyiik fel, hogy az aldbbi két feltétel egyike fenndll:
- (X, 7) Osszefiiggo és szepardbilis (Eilenberg feltétele);
- (X, ) M2 tér, azaz van megszdmldlhaté bdzisa (Debreu feltétele).

Ekkor van a térben megszdmldlhato Jaffray—stirti részhalmaz, tehdt az el6z6 (5.2) dllitds szerint a reldcio
folytonos fiiggvénnyel reprezentdlhaté.

Bizonyitas.

Tegylik fel, hogy tér 6sszefiiggo és létezik megszamlélhat6 stirti részhalmaza. Megmutatjuk, hogy ekkor nincs
jump halmaza X-nek. Legyen ugyanis (x,y) € A(R). A tranzitivitds szerint R* és R, diszjunkt halmazok, és
X # R*UR, a tér osszefiiggbsége és a relacié6 kompatibilitdsa miatt. Kihaszndlva a teljességet, kapjuk, hogy
A(R),NA(RY #0, tehat R, N RY nem lehet egy jump halmaz reprezentéciéja.

Most nézziik azt az esetet, mikor a 7 topoldgia M2. Rogzitsiink egy B = { B; : i € N} bazist. A B halmazrend-
szer rendelkezik az (1.1)-ban eldirt tulajdonsaggal, tehat a reldciénak van nem feltétlen folytonos reprezenta-
ci6ja, amibdl persze kovetkezik (2.6), hogy csak megszamlalhatéan sok jump halmaz létezése lehetséges.

Tudjuk tehat, hogy mindkét feltétel implikdlja, hogy a topolégianak legyen megszamlélhaté stirti halmaza,
és a jumpok halmaza legfeljebb megszamlalhat6. Node egy topoldgiai értelemben stiri halmaz kiegészitve az
0sszes jumpok végpontjaival egy Jaffray—stirti halmazt alkot. a



5.4. definici6. Legyen (X, ) egy topologikus tér és R C X x X reldcio. Azt mondjuk, hogy R folytonos, ha minden
(x,y) € A(R)-hez létezik f : X — R folytonos, R-monoton fiiggvény, amelyre f (x)> f (y).

Az el6z6 dllitds szerint egy tranzitiv, teljes reldciéra a folytonossag egybeesik a topologidval valé kompati-
bilitassal.

5.5. dllitas. Legyen R egy bindris reldcié az (X, v) topologikus téren. Az aldbbi két feltétel egymdssal ekvivalens:
- R folytonos
"A(R)S{A(Q): Qe L. (R)}

Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy R egy folytonos relaci6, valamint (x,y) € A(R). Definici6 szerint létezik tehat f : X — R
folytonos fiiggvény, amely egyrészt R—monoton, masrészt f(x) > f (). Legyen Q az f altal indukalt reldcio,
azaz

(u,v)€Qs pontosanakkor,ha f(u)=> f(v).

Vilagos, hogy Qy tranzitiy, teljes, az f folytonossdga miatt a Q; szerinti nivéhalmazok zartak, tovdbbd az f
fliggvény R—monotonitdsa szerint R C Qy is teljestil, azaz Qf € L. (R). Az f(x) > f (y) egyenl6tlenség szerint
viszont (x,y) €A (Q f) is fenndll, ami azt jelenti, hogy az A(R) C {A(Q): Q € L. (R)} tartalmazast belattuk.
Forditva, ha a tartalmazas fenndll, akkor rogzitsiik az (x,y) € A(R) part. Legyen Q € L. (R) olyan, melyre
(x,y) € A(Q). Az el6z6 allitést Q-ra alkalmazva, kapunk egy f : X — R folytonos Q-monoton fiiggvényt, melyre
f(x)> f (y)-Node R C Q szerint a Q-monotonitas implikélja az R-monotonitast, ami azt jelenti, hogy valéban
teljestil az R reléci6 folytonossdganak definiciéja. a

6. Az R-7 topoldgia

Rogzitett (X, t) topologikus tér, és R tranzitiv, teljes relacié. Most bevezetiink két tijabb topoldgiat X-en. El¢szor
is jelolje F (X, t,R) az 0sszes f : X — R a t topologidra nézve folytonos és az R reldciéra nézve monoton —
(x,y) eR= f(x)= f (y) — fuggvények halmazat.

6.1. definici6. Jelolje tp azt a leggyengébb topologidt, ahol minden x € X mellett az A(R)* és az A(R), alaku
halmazok nyiltak. Ez az a topolégia, amelynek szubbdzisa:

{AR) :xeX}U{AR), : x e X} U{X,0}
Ezt szokds az R generdlta topologidnak nevezni.

6.2. definicié. Jelilje most t® azt a leggyengébb olyan topolégidt, amelyre nézve minden f € F (X, t, R) fiiggvény
folytonos. E topolégia szubbdzisa:

{X(f>c): feFX,t,R),ceR}U{X(f<c): feF(X,t,R),ceR}U
UiX,0}.

E topologidt Herden és Pallack a szoban forgé dolgozatukban R—t topolégidnak nevezi.

Vildgos, hogy a generalt tx topoldgia nem fiigg az eredeti ¢ topolégiatol csak az R reldci6tol, de ¢ mar
fuigg t-t6l és R—t6l is. Ennyiben értheto6 az elnevezések kozti aszimmetria. Végiil is mindkét topoldgia egyfajta
gyenge topologial

Minél pontosabban latnunk kéne a harom topolégia kapcsolatat! El6szor kezdjiik a trivialis részekkel:

6.3. megjegyzés. - A tp C t pontosan akkor dll fenn, ha minden x € X-re A(R)*, A(R), € t, ami a teljesség miatt
avval ekvivalens, hogy R kompatibilis a t topologidval.

- At® C t mindig igaz, hiszen minden f € ¥ (X, t, R) fiiggvény t —folytonos is.

- AtR C ty is mindigigaz. Ugyanis, amennyiben X (f > ¢) nem iires, akkor tetszéleges f (u) > ¢ mellettX (f > ¢) 2

RY, hiszen f az R reldciéra nézve monton. Igy azt kapjuk, hogy t® minden nemiires X (f > c) N X (f < d) bdzis

eleme tartalmaz R* N R, 2 A(R)* NA(R), alakti halmazt. Node ez utébbiak éppen tr bdzisdt alkotjdk.



6.4. allitas. (X, 1) topolégikus tér, R tranzitiv és teljes reldcié. Ekkor az aldbbi hdrom feltétel ekivalens:
- az R alsé és fels6 nivéhalmazai zdrtak;

“trCE;

s lp= tR,

Bizonyitas.

(1)=(2) és (2) = (1) Az els06 két allitas ekvivalencidja R teljessége mellett nyilvanvald, mint azt az imént is meg-
jegyeztiik.

(3)=(2) tg=t® C t az iménti megjegyzés miatt.

(2)= (3) Tegyiik fel, hogy tr C t, azaz A(R) nivohalmazai nyiltak és R nivohalmazai zartak az eredeti ¢ topolégidra
nézve. Elegendé megmutatnunk, hogy tx C ¢ k. Ehhez elég megmutatni, hogy az A(R)* € t® és A(R), € t® min-
den x € X mellett. No de R teljességét kihaszndlva a (5.1) allitds szerint

AR =U{X(f>f(x):feFX,,R},

hiszen ha (y,x) € A(R), akkor létezik f € F(X, t, R) melyre f (y) > f(x), és megforditva ha y olyan pont melyre
f () > f(x), akkor (x,y) € R= f(x)> f (y) implikédci6 miatt (y,x) € A(R) is teljesiil. a
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Abstract
Urishon-Nachbin Approach to the Representation Theorem

Primarily following Bridges-Mehta (1995) and Herden-Pallack (2002), this paper is a discussion of the equiva-
lent re-formalizations of the utility representation problem. Our contribution to this widely discussed theory of
economic literature is that we consider the representation theorem as a consequence of the Urishon’s lemma.
Note that Debreu’s celebrated Gap-lemma is not used here. It is substituted by one of the most standardized
tools of the topology of early 20t century; the Nachbin’s version of the Urishon’s-lemma.



