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1. MODELLO LINEARE IN FORMA
STRUTTURALE

Un modello econometrico lineare, nella forma strutturale, puo’ essere
rappresentato ricorrendo alla seguente notazione matriciale

(1. Ay, + Bx, = u, t=12,..,T

dove y, e u, sono vettori (m x 1) di variabili endogene e di errori casuali
al tempo ¢, x, ¢’ un vettore (n x 1) di variabili predeterminate, A e B
sono matrici (m x m) e (m x n) di coefficienti e 7" e la lunghezza del
periodo campionario {cioe” il numero di dati disponibili per ogni
variabile).

Si assume che i vettori degli errori u, abbiano media zero, matrice di
covarianza X, finita e costante nel tempo, e che vettori relativi a periodi
diversi siano tra loro indipendenti. Se il vettore delle variabili
predeterminate contiene variabili casuali, si assume che i vettori u, e x,
contemporanei siano indipendenti (nel caso del modello lineare,
entrambe le ipotesi di indipendenza potrebbero essere sostituite da
ipotesi piu” deboli di non correlazione, o di non correlazione asintotica;
l'ipotesi forte di indipendenza permettera’, pero’, di estendere la
trattazione anche a modelli non lineari).

Come esempio semplice di modello econometrico lineare si puo’
considerare il seguente modello per I'economia italiana
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(Cr =a ol +aCy oy,

Iy = a4 +as(Y,-Y. ) + agly + uy,
M[ = a7 +.a8[l + ag(Y‘I)[ + u3'!
Y,=C, +1,+2Z,-M,

(1.2)

recentemente impiegato in alcuni studi sugli errori di previsione dovuti
ai dati provvisori (DiFonzo, 1986, Rettore e Trivellato, 1986,
Trivellato e Rettore, 1986; il modello ¢ analogo a quelio usato nei
lavori di Denton e Oksanen, 1972, 1973, con la variante di considerare
valori espressi a prezzi costanti, anziche” a prezzi correnti).

Le variabili endogene (vettore y,) sono 4: C, = consumi finali interni
delle famiglie e delle istituzioni sociali private, /, = investimenti fissi
lordi, M, = importazioni di beni e servizi, Y, = prodotto interno lordo
ai prezzi di mercato.

Le variabili predeterminate (vettore x, ) sonc 5, due delle quali sono
esogene e tre sono endogene ritardate di un periodo: il termine costante
(= 1 in tutti i periodi), la variabile Z, definita come somma di consumi
finali interni delle amministrazioni pubbliche, esportazioni di beni e
servizi, e variazione delle scorte, C, [ e Y ritardate di un periodo (i dati
sono annuali)

1
c L]
/
(1.3) y, = A[/[, x, = fz-l
Y v,

I vettore degli errori al tempo ¢, u, , ¢’ composto di tre disturbi casuali,
u, , U, U, ediun termine identicamente nullo
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(1.4) u, =

L.a matrice di varianza - covarianza del vettore w, sara’, pertanto, una
matrice di dimensioni (4 x 4), con una riga (I'ultima) ed una colonna
(l'ultima) composte solo di elementi uguali a zero

o1 O12 033 0

(4] o o 0
1.5 S = E(uu) = |21 %22 %23 0
( ) ( t [) 0.3,1 0.3’2 0.3,3 0

0 0 0 0

Per rappresentare il modello nella forma (1.1), occorre introdurre le
matrici di coefficienti 4 e B, di dimensioni, rispettivamente, (4 x 4) e
(4 <5

1 0 0 ~ay
_ 0 1 0 ~a5
(1.6) 4= 0 ag-a3 | -aqg
-1 -1 1 1
'al 0 'a3 0 0
. _ -dy 0 0 '06 a5
(1.7) S A
0 -1t 0 0 O

Le matrici 4 ¢ B sono matrici sparse e alcuni dei loro elementi sono noti
(ad esempio alcuni elementi valgono 1 o -1); altri elementi, invece, sono
soltanto indicati (ay, a,, ...); altre particolari “restrizioni” tra gli elementi
delle due matrici sono messe in evidenza nelle equazioni (1.6) e (1.7) (ad
esempio, a; compare sia nella matrice 4 , sia nella matrice B ).
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Il valore dei coefficienti a,, a;, ... non e’ noto: in base alla teoria
econometrica tradizionale si ammette, per ipotesi, che tali coefficienti
abbiano un valore fisso (non stocastico), ma incognito, e che si possa
ottenere una loro stima (a,, a,, ...) mediante 'applicazione di opportuni
metodi ai dati campionari delle variabili y, € x, .

I metodi di stima appositamente concepiti per i modelli econometrici
in forma strutturale (sistemi di equazioni simultanee), quali ad esempio
il metodo dei minimi quadrati a due o a tre stadi, o il metodo delle
variabili strumentali e della massima verosimiglianza ad informazione
limitata o completa, assicurano, sotto ipotesi sufficientemente generali,
due proprieta’ (si veda, ad esempio, Dhrymes, 1970, pp. 179, 190,
196): consistenza delle stime

(1.8) plim “@ = “
T 00 . .

e normalita’ asintotica (convergenza in distribuzione, si veda Dhrymes,
1970, paragrafo 3.3, o Rao, 1973, 2c.4)

‘:?1"11

a,-a

(1.9) JT —— N0, V).

7T— 0

Introducendo le stime 4,, @,, ... nelle matrici 4 ¢ B , si ottengono le
corrispondenti matrici A € B

(1.10) A= 5
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(1.17) B=1.4 0 0 0 o0

I residui della stima delle equazioni strutturah 4, , si ottengono
introducendo nel sistema (1.1) le matrici Ae B

(1.12) 2, = Ay, + Bx, t=12,..,T.
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2. FORMA RIDOTTA E PREVISIONI
UNIPERIODALI

Siano 4 e A non singolari. Si indica con

.1 Mm=-4"'B

la matrice (m x n) dei coefficienti di forma ridotta (4 x 5 nel modello
dato), e con

(2.2) Nn=-4'8

la sua stima. Si ha allora, da (1.1)

(2.3) y, = Nx, + A,

La (2.3) e’ detta forma ridotta ristretta (o vincolata, o derivata) de!
modello dato.

Sia kil periodo di tempo in cui si effettua la previsione. Se potessimo
conoscere i valori “veri” dei coefficienti q, , a,, ... (¢ quindi 4, B e I1),
la previsione fornita dal modello sarebbe

(2.4) 7 = T,
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dove i valori delle variabili in x, si suppongono noti (predeterminati,
appunto), mentre i termini di errore sono posti uguali al loro valor
medio (zero; y, ¢ il valor medio condizionato di y nel periodo h).

In realta’, non si conoscono i coefficienti ¢, a,, ..., ma solo le loro
stime &,, 4, ... (¢ quindi 4, B e TI1). La previsione effettivamente
fornita dal modello sara’, dunque, la stima del valor medio condizionato
di y nel periodo A

(25) j}h = H.Xh.

Se la struttura del modello e’ corretta e se i valori di tutte le variabili
predeterminate, x,, sono noti (ipotesi che manterremo sempre in cio’
che segue), il valore “vero” delle variabili endogene nel periodo 4 ¢’ dato
da:

(2.6) yp=Tx, + 4w,

I1 vettore degli errori di previsione puo” essere, dunque, rappresentato
come segue:

(2.7) Ph-vn = @n-Ip) + Gh-yp) = (I1-Tx, - 4w,

Supponiamo ora che la previsione si riferisca ad un periodo di tempo
esterno al periodo campionario di stima (ad esempio, un anno
successivo al 1979 poiche’, nel modello dato, la stima ¢’ stata ottenuta
sulla base dei dati 1961-1979) e che in tale periodo siano noti i valori
di tutte le variabili predeterminate x,. In tal caso, il vettore casuale wu,,
che e’ per ipotesi indipendente dai vettori u, degli anni precedenti, e’
anche indipendente dalle stime a,, a,, ... (ottenute utilizzando i dati del
campione che sono, al piu’, correlati con le u del solo periodo
campionario); dunque u, e’ anche indipendente da Ae [;’, e quindi da
1. Essendo per ipotesi noto x,, ed essendo Il e A4 matrici non
stocastiche, i due termini sul lato destro della equazione (2.7) sono
indipendenti. Il vettore degli errori di previsione risulta, dunque,
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decomposto nella somma algebrica dei due vettori casuali indipendenti
(IT-1M)x, e -4,
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3. VARIANZA DELLE PREVISIONI: METODO
ANALITICO TRADIZIONALE

Il calcolo della matrice di covarianza della seconda componente di
errore nella (2.7), quella cioe” dovuta alla presenza dei disturbi casuali
u,, ¢ molto semplice. Se u, ha media zero e matrice di covarianza X,
allora -A4'u, ha media zero e matrice di covarianza 4'£4"!, una stima
della quale ¢’ immediatamente ottenibile come

A

(3.1) A'S A7

dove 3 viene, a sua volta, calcolata dai residui della stima delle
equazioni strutturali

T
al 'l NNy
(3.2) =T Z ai, =

T ~ N — N N 7
= T_l Z [AY{ + thJ[AYI + BX,:I .

=1

[L.a matrice A4'£4’" coincide con la matrice di covarianza delle
equazioni di forma ridotta; trattandosi di un modello lineare, la matrice
¢’ costante al variare del periodo di previsione.

E’ possibile arrivare ad una stima uguale a quella fornita dalla (3.1)
con la seguente tecnica di simulazione. ’

Si prende il modello con coefficienti stimati, e lo si risolve su tutto il
periodo campionario, dopo aver posto uguali a zero i termini di errore
(simulazione deterministica); se sono presenti variabili endogene
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ritardate  (modello dinamico) vanno trattate come variabili
predeterminate (simulazione statica). Otterremo allora 1 vettori
soluzione y, nei periodi ¢ = 1,2,...,T

(3.3) 9, =- A'Bx, t=12,..T.

Esplicitando y, dalla (1.12), possiamo rappresentare i valori storici delle
variabili come

A

(3.4) y, =~ A" Bx, + A4, t=12,.,T.

Possiamo ora calcolare, in ogni periodo, U'errore di simulazione ,- y,, e
quindi l'errore quadratico medio di simulazione su tutto il periodo
campionario, in forma di matrice (M.S.E. = mean squared error)

T

! Z G-v)@-y) =

<
“n
by
i

(3.5)

da cui si ottiene la (3.1).

Si noti che questo metodo alternativo permette di calcolare la matrice
di varianza - covarianza della forma ridotta semplicemente risolvendo
il modello nel periodo campionario; se la soluzione del modello viene
effettuata con tecniche numeriche (ad esempio col metodo di
Gauss - Seidel), non e’ necessario disporre delle matrici A e in forma
esplicita, e questo puo’ essere comodo quando, come nel caso di mondelli
di grandi dimensioni, sia molto piu’ semplice scrivere il sistema di
equazioni in una forma simile alla (1.2) piuttosto che nella forma (1.1).

Ad ogni modo, il calcolo della matrice di varianza - covarianza della
componente del vettore degli errori di previsione dovuta ai termini di
errore casuale risulta piuttosto semplice, sia che si applichi la (3.1), sia
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che si preferisca ricorrere al calcolo della matrice degli errori quadratici

medi nel periodo campionario (eq. 3.5).

Piu” complesso e’, invece, il calcolo della matrice di covarianza della
prima componente di errore, quella dovuta all’errore nella stima dei
coefficienti. In questo capitolo e nel capitolo successivo verra’ ricavata
una approssimazione asintotica (piu’ esattamente una approssimazione
del primo ordine asintoticamente esatta) di tale matrice.

questo occorre premettere alcune definizioni e lemmi.

3.1. Prodotto di Kronecker

Siano date due matrici: P, di dimensioni (m x n), e O, di dimensioni
(r x5). Si dice prodotto di Kronecker la matrice di dimensioni

(mr x ns) cosi’ composta:

P®Q =

(P] 1911
P1,192,1

P2,1491,1
P2142.1

Si noti che, a differenza del prodotto matriciale “righe per colonne”, il
prodotto di Kronecker puo’ sempre cssere eseguito, quali che siano le

p1,1€
P2,1¢

pm,IQ
P1,1491 2
Pii192,2

P214912
P2192,2

dimensioni delle due matrici.

P12¢
P220Q

pm,ZQ
P1.291,1
P1,2492,1

P22491,1
P2292,1

pl ,nQ
p2,nQ —

Pmn€
P12491,2
P1,24922

P22912
P224922
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3.2. Operatore vec

Una matrice P di dimensioni (m x n) viene trasformata
dall’operatore vec in un vettore colonna. Tale vettore viene ottenuto
riportando consecutivamente le colonne della matrice

Pi
P21

pm,l
P12
iy P2 o Pin ’

P22

P = P P22 - Pan vec P =

pm,l pm,2 pm,n Pm',Z

Pin
pZ,n
pm,n

Le dimensioni del vettore risultante sono, ovviamente, (mn x 1).

3.3. Lemma (Nissen)

Siano P,Q ed R tre matrici dimensionalmente compatibili per
eseguire il prodotto PQR. Si ha allora (Nissen, 1968):

(3.3.1) vec (POR) = (R'® P) vec Q.
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Innanzitutto si verifica facilmente che il vettore risultante sul lato
sinistro della (3.3.1) ha le medesime dimensioni del vettore risultante
sul lato destro. Se ad esempio P,Q ed R hanno rispettivamente
dimensioni (m x n), (nx k), (kxs), le tre matrici sono
dimensionalmente compatibili per eseguire i prodotti sia sul lato destro
che sul lato sinistro della (3.3.1) e in entrambi i casi il risultato sara’
un vettore (ms x 1), L’uguaglianza, poi, si dimostra sviluppando
esplicitamente i prodotti e verificando che ogni elemento del vettore sul
lato sinistro e uguale al corrispondente elemento del vettore sul lato
destro. Ci si limitera” a verificare 1'uguaglianza per il primo elemento.

Indichiamo con P, la prima riga della matrice P (vettore riga), e con
P, la prima colonna (vettore colonna). Il primo elemento del vettore
sul lato sinistro della (3.3.1) vale

(3.3.2) Lvec (PQR)]y = (PQR),; = (PQ).R.| =
= (P.OWR:y = LPiG s PQus Py v »e] Ry =
= [p1q10 + Pradas + Ps@sa o PLiGia T PG
”1,1-

a1
+ piadza t o PLadis T Piadas T Pagss Ty o )| 73

Il primo elemento del vettore sul lato destro della (3.3.1) vale

(3.3.3) [(R®P)vecQ], =
= (R'®P),.vec Q = [(R’),.@PI.J vec Q =
= [F10P11 s FL P12y "10P13 0 s F21P1 s F21P12s F20P1 3 oo s
F31PL1s ¥30P120 30P135 s - J[910 s 9205 93,10 s

7

Gr2s 9225 932 5 G13+ G235 4335 -5 o ]
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Le due somme ottenute sviluppando i prodotti riga per colonna sul lato
destro delle (3.3.2) e (3.3.3) differiscono, evidentemente, solo per
l'ordine degli addendi.

3.4. Derivate prime degli elementi della matrice inversa

Sia A4 una matrice quadrata non singolare, q,, il suo elemento p,q -
esimo, A la matrice inversa e a** l’elemento i,k -esimo dell'inversa. Si
ha allora

ik ,
(3.4.1) 0a” _ a"Pa®k.

oay 4

Come regola mnemonica per ricordare la posizione degli indici nella
formula, Theil (1971, p. 33) suggerisce di pensare al noto segnale
stradale “divieto di inversione di marcia ad U".

La dimostrazione si basa sul fatto che, essendo 414 = [, la derivata
della matrice A'4 rispetto allo scalare q,, e’ la matrice nulla:

1
(3.4.2) a(_gA_) =0
P9
da cui
1
(3.4.3) [‘“ le + A"[—aA—] =0
aap'q 6ap'q

e quindi
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(3.4.4)

Tutti gli elementi della matrice 0A4/da,,

P9

27

=_A.1[aaA ]A-l_
a

sono evidentemente uguali a

zero, ad eccezione dell’elemento p,q -esimo che vale 1. Si ha pertanto

(3.4.5)

da cui

(3.4.6)

e quindi

(3.4.7)

[0 0

0 0

04  _ 0 0
0ay,q )

0 O

0

0

4104 _ 0
0ap‘q

da,

.|
=

o OO
(o]

0
0

i
0
1

<

colonna g

o O

L,p
2,p
3.p

T

colonna g

L,p
2,p
3.p

1

colonna q

o O

0|« rigap

O OO
S OO

o OO
O OO
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La derivata da*/0a,, ¢’ I'elemento ik - esimo della matrice (3.4.7), ed
¢’ quindi uguale al prodotto della riga i della prima matrice per la
colonna k della seconda matrice sul lato destro della (3.4.7)

ik . .
G48) 29— [0 0..4a"..0 ollat], =-a"a%*
Ja k
P9 T

colonna g

che e’ il risultato cercato.

3.5. Osservazioni e richiami

In questo paragrafo vengono richiamati alcuni concetti relativi alla
convergenza in probabilita’ e alla convergenza in distribuzione delle
successioni di variabili casuali, che saranno impiegati nel seguito della
trattazione. I simboli utilizzati non hanno, nella maggior parte dei casi,
relazione con gli stessi simboli impiegati negli altri paragrafi.

3.5.1. Convergenza in probabilita’ (Rao, 1973, 2c¢.2) di una
successione di variabili casuali (o successione di vettori di
variabili casuali) x,, x,, ..., X, ... ad una costante (o vettore di
costanti)

plim xp = c.
77— o

3.5.2. Convergenza in probabilita’ (Rao, 1973, 2c¢.2) di una
successione di variabili casuali (o successione di vettori di
variabili casuali) x|, x5, ..., x4, ... ad una variabile casuale (o
vettore di variabili casuali)

plim xp = x.
7— 00
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3.5.3.

3.5.4.

3.5.5.

3.5.6.

29

Convergenza in distribuzione (Dhrymes, 1970, paragrafo 3.3,
o Rao, 1973, 2c.4) di una successione di variabili casuali (o
successione di vettori di variabili casuali) xi, x,, ..., Xp, ... ad
una variabile casuale (o vettore di variabili casuali)

Xy —> X
T— 0
Di particolare interesse e’ il caso di convergenza in
distribuzione ad una variabile casuale (o vettore di variabili
casuali) con distribuzione normale (o normale multivariata)

xr —— x~N@O,Y%)

T— <O
o semplicemente

T T N(0, V).
In tal caso si dice anche che la variabile casuale x; (o vettore
di variabili casuali; generaimente si tratta della stima di un
parametro o di un vettore di parametri ottenuta da un
campione di T osservazioni) e’ asintoticamente distribuita
come una normale (o normale multivariata) con media zero e
varianza (o matrice di covarianza) Y.

La convergenza in probabilita’ implica convergenza in
distribuzione (Rao, 1973, 2c.4.12); non e’ necessariamente vero
il viceversa.

Se la successione di variabili casuali {x;} converge in
probabilita” alla costante ¢, e la successione {y;} converge in
distribuzione alla variabile casuale y, allora la successione
{x7¥7) converge in distribuzione alla variabile casuale cy. Se
¢ = 0, allora la successione {xgyr} converge in probabilita” a
zero (Rao, 1973, 2¢.4.X).

Se la successione di variabili casuali {y;} converge in
distribuzione, e la successione {x7 - yr} converge in probabilita’
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a zero, allora anche la successione {xr} converge alla stessa
distribuzione a cui converge {y;} (Rao, 1973, 2c.4.12).

Sia a; la stima del vettore dei coefficienti strutturali di un
sistema di equazioni, ottenuta applicando uno dei metodi
“classici” di stima (2SLS, 3SLS, LIML, FIML, LIVE, FIVE,
ecc.) ad un campione di osservazioni di lunghezza T; sia poi
a, il vettore dei “veri” coefficienti. Sotto ipotesi opportune (si
veda, ad esempio, Dhrymes, 1970, pp. 179, 190, 196), la
successione di vettori di variabili casuali {VT (ar- ay)} , per
T — oo, converge in distribuzione ad una normale multivariata
N(0, ). Cio’ implica, tra le altre cose, la consistenza della
stima, cioe’ plim (a;- a;) = 0 (e quindi plim a; = a;). Infatti
(dr- ay) e uguale al prodotto del vettore di variabili casuali
JT (4 - a;) , che converge in distribuzione, e della variabile
1/¥T , che converge a zero.

I metodi “classici” di stima forniscono anche una stima della
matrice di covarianza dei coefficienti strutturali. Ad esempio,
per il metodo di massima verosimiglianza ad informazione
completa (FIML) la stima della matrice di covarianza puo’
essere ottenuta invertendo la matrice delle derivate seconde
(Hessiano) della funzione di verosimiglianza concentrata (col
segno cambiato) rispetto ai coefficienti strutturali. Non si
tratta mai di una stima della matrice ‘P, si tratta invece in ogni
caso di una stima consistente della matrice ¥ divisa per la
lunghezza del periodo campionario, e verra’ indicata nel
seguito con "I\’/T (si veda, ad esempio, Christ, 1966, p. 379).
La cosa risulta piuttosto ovvia se si pensa alla stima della
media di una variabile casuale normale univariata
x ~ N(m,c?), sulla base di T estrazioni indipendenti della
variabile stessa, x;, X, ..., X7 ; la stima della media, 7., ¢’ data
da m; = (x; + x, +... + x;)/T ; la varianza della stima e’
o0/ T; VT (i, - m) e’ distribuita come una normale con media
0 e varianza o2
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Per grandi campioni si dira’, pertanto, che a,- a, €' un vettore
di variabili casuali la cui distribuzione ¢’ prossima ad una
normale multivariata, con media zero e matrice di covarianza
Y/T (oppure che @, €’ un vettore di variabili casuali la cui
distribuzione e’ prossima ad una normale multivariata, con
media @, e matrice di covarianza ¥/T). Si dice anche che @’/T
e’ la stima della matrice di covarianza asintotica di a,.

3.6. Lemma (Slutsky)

Se la successione di variabili casuali (0 vettori di variabili casuali)
a,, a, ..., ar, ... per T — o converge in probabilita’ alla costante (o
vettore di costanti) @, e g ¢ una funzione continua (o vettore di
funzioni continue), allora la successione g(a,), g(@,), ..., g4, ...
converge in probabilita’ a g(a,).

Questo lemma e’ dovuto a Slutsky (1925) nel caso in cui g sia una
funzione razionale (si veda Cramér, 1946, 20.6); e comunque
facilmente estendibile al caso piu’ generale di funzioni continue (si veda
Rao, 1973, 2c.4.14). La dimostrazione puo’ essere data nel modo
seguente.

Essendo g funzione continua, per ogni & > 0 esiste un intorno /a, del
punto g, tale che |g(a)- g(a)| < & per ogni a appartenente ad /a,
Data la convergenza in probabilita’ della successione {a;} , per ogni
intorno del punto a, e per ogni € > 0, esiste un intero N tale che, per
ogni T > N, la probabilita’ che @, appartenga all’intorno ¢’ > 1-¢.
Se in particolare scegliamo lintorno laq, di cui sopra, quando a;
appartiene ad la,, allora |g(a;) - gla))| < 8. Per ogni §, € > 0 si ha,
dunque, pllg(a,) -g(a)! <81 > pla,eia,] > 1-¢ , ¢ quindi, per
T — o, plimg(ary) = g(a,).
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3.7. Lemma

Sia a,, a,, ..., ar, ... una successione di variabili casuali tale che, per
T — o, VT (ar - a,) converge in distribuzione ad una normale N(0, 6?).
Sia g una funzione continua, con derivata prima continua e diversa da
zero in a,. Allora vT [g(a;) - g(ay)] converge in distribuzione ad una
normale con media zero e varianza [ g'(a,)o |2

Per dimostrare questo lemma (si veda Rao, 1973, 6a.2.i, o Zacks,
1971, pp. 248-249) si sviluppa g(@,) con la formula di Taylor, troncata
al primo ordine

(3.7.1) VT [a(ar) - glag)) = VT g'(ap)dr- ag) + VT ry

dove il resto r; va a zero piu’ rapidamente di (@7 - a,) , al convergere di
ar ad g, (infinitesimo di ordine superiore, Ghizzetti, 1960-61, p. 248),
e dunque r;/(a; - a,) converge a zero se dr converge ad a,. Poiche’ a@;
converge ad g, in probabilita’ per 7 — o« {(osservazione 3.5.7), anche
rr/(@r - ay) converge a zero in probabilita’. Si ha dunque

(3.7.2) T [g(ap - glap)] - g (agVT (A7 - ap) =

dove il secondo membro e’ il prodotto della variabile casuale
VT (ar - @), che converge in distribuzione ad una normale, con una
variabile casuale che converge a zero in probabilita”: dunque converge
a zero in probabilita’ (osservazione 3.5.5). Da cio” segue che il primo
termine sul lato sinistro della (3.7.2) converge alla stessa distribuzione
asintotica del secondo termine, che e’ ovviamente N{0,[ g'(a)o 1%}.

Il lemma puo’ essere esteso al caso di vettori di variabili casuali nel
modo seguente (8 - method, Rao, 1973, 6a.2.iii).

Sia a,, a,, ..., ar, ... una successione di vettori di variabili casuali tale
che, per T — o, VT (a,- a;) converge in distribuzione ad una normale
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multivariata N(0,'¥). Sia g un vettore di funzioni continue, con
derivate prime continue e non tutte nulle in a, Allora
JT Lglé,) - gla,)l converge in distribuzione ad wuna normale
multivariata con media zero e matrice di covarianza G\WG’, dove G ¢’
la matrice Jacobiana dg/da’ calcolata in a,.

3.8. 1l metodo di Goldberger, Nagar e Odeh

Applicando il lemma 3.3 alla prima componente del vettore degli
errori di previsione (2.7) si ottiene

(3.8.1) P Fn = (T1-Tx, = LT - M)x, =
= vec [lm(ﬁ -Mx, | = (x,/®1,)[vec 11 - vec 113

dove [, ¢’ la matrice unitaria (m x m). Dato x,, il calcolo delle varianze
o della matrice di covarianza di §,- y, richiede il calcolo preliminare
della matrice di covarianza del vettore (vec 11 - vec IT). Una stima della
matrice di covarianza (asintotica) di tale vettore puo’ essere ottenuta
nel modo seguente (Goldberger, Nagar ¢ Odeh, 1961).

Ordiniamo tutti gli elementi delle matrici A e B in un unico vettore
colonna di dimensioni (mm + mn) x 1 (36 x | nel modello dato)

(3.8.2) y = [V“A].

vec B

Analogamente a (1.9), si avra’ per la stima ¥ (convergenza in
distribuzione)

(3.8.3) VT -7] P N(O, ®).



34 Metodo analitico tradizionale

La matrice ® e’ una matrice di dimensioni (mm + mn) x (mm + mn)
“molto sparsa” data la presenza in A e B di vari elementi noti a priori;
gli elementi diversi da zero in @ sono gli stessi della matrice V¥
(eq. 1.9), o sono comunque ottenibili dagli elementi di ¥ (la matrice
® e’ praticamente la W della equazione 1.9, ma opportunamente
“espansa”).

Ad esempio, nel modello (1.2), la matrice ® ha dimensioni 36 x 36 .
I primi 6 elementi di vec 4 (e quindi di y) sono noti a priori (eq. 1.6),
quindi le prime sei rige ¢ sei colonne di ® contengono solo zeri. Il primo
elemento diverso da zero e’ il settimo della diagonale principale, ¢
riguarda la varianza di a,- dy, si tratta, piu’ precisamente, della
varianza asintotica di VT [(4,- @) - (a,-a;)] . Tale elemento puo’
quindi essere calcolato facilmente dalle varianze di 4, e 4, e dalla
covarianza tra @, e d, (piu’ precisamente dagli elementi yyg, Weo = Wos
e Yy, della matrice V).

Gli elementi successivi (dall’'ottavo al dodicesimo di vec 4 (e quindi
Y) sono noti a priori, quindi tutte le righe e colonne dall’ottava alla
dodicesima contengono solo zeri.

11 tredicesimo elemento della diagonale principale della matrice ® e’
la varianza asintotica di VT [(-4,)-(-a)] , ed ¢ quindi uguale al
secondo elemento diagonale di ¥ (y,,). Gli altri elementi della
tredicesima riga riguardano le covarianze tra - @, e gli altri elementi del
vettore ¥; gli elementi che precedono il termine diagonale sono tutti
nulli, tranne il settimo, che puo’ essere calcolato dagli elementi
Vos = Wso € Wyo = Yo, della matrice '¥; l'elemento della tredicesima
riga che segue il termine diagonale (quattordicesimo) e’ uguale a vy, ; il
successivo (quindicesimo) e” uguale a y,,; il successivo (sedicesimo) e’
uguale a zero, trattandosi della covarianza con una costante (l); il
successwo (d1c1assette51m0 si passa alla covarianza tra un clemento di
A e uno di B) e’ uguale a y, ; e cosi’ via.

Calcoliamo ora le derivate prime dei coefficienti di forma ridotta
(elementi della matrice IT) rispetto ai coefficienti di forma strutturale
(elementi delle matrici 4 e B). Dalla (2.1) si ricava
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m ,
(3.8.4) my=- Y a",,

¢ applicando il lemma 3.4 si ha

omiy — P aky . ip
(3.8.5) aa =da kzla b/(,/ = -d nq’j
Pq =
3.8.6 =
( ) 0bp.q -a" (se j =
» J=q).

Ordiniamo ora gli elementi della matrice IT in un vettore vecIT di
dimensioni mn x 1, e ordiniamo in una matrice jacobiana di dimensioni
mn x (mm + mn) le derivate prime degli elementi di vec I1 rispetto a
tutti gli elementi di 4 e B (cioe’ gli elementi del vettore y), ricavate nelle
equazioni (3.8.5) e (3.8.6)

d(vec IT) _ d(vec 1) -
oy’ ol (vec A)"; (vec B)']

(3.8.7) J=
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on,, Omy, Om,; Oom, ony, Omy, Ony, On,
da,, day, Oa, day,  0b,, by, by, 0by,
on,, Omy, dm,, Om,y, omy, 0my; 0wy, O0my,
da,, da,, 0Oa,, Oay,  0b,, 0b,, b, 0b,,
ony, Omy, Ony, Omy, ony, Omy, 0mz, Ony,

ony, O0my, O, dn, Oy, Om, On, 0ng,
da,, 0day, da,, Oay,  db,, 0b,, b, Oby,
on,, O0n,, 0n,, O0n,, OMyy Oy, 0Ty, 0Ty,

11 12 1 1,2 12

a’'my; arn;.a Ny, 4’y ..q .
21 2,2 T 2,2 21 22

a " m;, a T[u Q@ Ty, a 7122,1 “ed a”’” ..
31 32 3,1 3.2 132

_ a nl’l a n‘,] .o a n2,] a TE2,1 e ve a a s —

1,1 1,2 1,1 1,2 1,1 1,2

A’ My, @'Myy..a " Tyy @’ My 0 0 g a”..
21 22 2,1 2,2

a " my, @N .. aT My, @y, 0 0 gt 4.

=-[;1]®a’

dove [/, ¢’ la matrice unitaria di dimensioni n x n. Essendo gli elementi
di TT funzioni continue e differenziabili degli elementi delle matrici 4 ¢
B (o del vettore v), ed essendo la stima § distribuita asintoticamente
come N(y, ®) (eq. 3.8.3), si ha per il lemma 3.7
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(389) Q=Jos={[m;,]eda'}o {[1;,]es"}.

Q e’ la matrice di covarianza mn x mn di una distribuzione normale
multivariata alla quale, al crescere di T, converge la distribuzione di
JT(vecﬁ—vec [1). Per ottenere la matrice di covarianza di una
distribuzione multinormale che approssima la distribuzione di
(vec I - vec IT) (la cosiddetta matrice di covarianza asintotica) bastera’
dividere Q per la lunghezza del periodo campionario 7. La stima della
matrice di covarianza asintotica, fZ/T, si ottiene sostituendo a tutti gli
elementi non noti della (3.8.9) le corrispondenti stime, e dividendo
quindi per 7. Ricordiamo (osservazione 3.5.8) che la matrice di
covarianza fornita dai tradizionali metodi di stima dei coefficienti
strutturali e’ ‘i‘/T (da cui poi, con opportuna espansione, si ricava la
corrispondente &/T); in altre parole tale matrice, cosi’ come viene
calcolata nella fase di stima dei coefficienti strutturali, e’ gia’
utilizzabile senza dover essere ulteriormente divisa per T.

Impiegando Q/T come stima della matrice di covarianza asintotica
di (vec f1- vec 1), dalla (3.8.1) si ricava immediatamente la stima della
matrice di covarianza asintotica della componente dell’errore di
previsione dovuta all’errore nella stima dei coefficienti

(3.8.10) (xy ®1) (T (x,®1,).

L’espressione della componente del vettore degli errori di previsione
(7, - ¥,) ricavata nell’equazione (3.8.1}, come pure la stima della matrice
di covarianza (3.8.10), valgono anche nel caso in cui la stima della
matrice [1 non venga derivata dalle stime delle matrici di coefficienti
strutturali 4 e B. Valgono, cioe’, sia per il modello di regressione
multivariato (si veda, a questo proposito, I’articolo di Hooper e Zeliner,
1961), sia per il modello simultaneo, qualora la stima dei coefficienti
di forma ridotta venga effettuata senza tener conto delle restrizioni
imposte dalla forma strutturale (unrestricted reduced form).
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3.9. Un problema pratico

La formula (3.8.10) risolve il problema in maniera analitica,
fornendo una approssimazione del primo ordine, asintoticamente
esatta, alla matrice di varianza-covarianza della componente
dell’errore di previsione dovuta all’errore nella stima dei coefficienti
strutturali. Il suo impiego, pero’, presenta seri inconvenienti non
appena si passi da modelli piccoli, come il modello dato, a modelli
anche solo di medie dimensioni.

Si noti innanzitutto che le dimensioni della matrice (f)/T s0no
(mm + mn) x (mm + mn), e aumentano quindi molto rapidamente
all’aumentare delle dimensioni del modello. Come gia’ osservato, si
tratta di una matrice fortemente sparsa; utilizzando opportuni
algoritmi per il trattamento di matrici sparse, le sue dimensioni possono
essere ridotte a quelle della matrice ‘i’/T (9 x 9, nel modello dato,
anziche” 36 x 36; per modelli di dimensioni maggiori ovviamente
I'ingombro di memoria sara’ maggiore, ma sempre accettabile,
trattandosi di fatto della stima della matrice di covarianza dei soli
coefficienti strutturali incogniti).

Il problema cambia aspetto non appena si passa dalla matrice (f)/T
alla matrice fZ/T. Si noti infatti che, mentre le matrici 4 e B sono
matrici sparse, la matrice [T e’, di regola, una matrice piena (nella
forma ridotta di un sistema simultaneo, ogni variabile endogena
dipende da tutte, o quasi tutte, le variabili predeterminate); la stima
della matrice di covarianza asintotica del vettore (vec 11 - vec IT) , cioe’
SAZ/T, ¢’ pertanto una matrice piena (nel senso che tutti o quasi tutti i
suoi termini sono diversi da zero, non nel senso di matrice di rango
pieno). Le dimensioni di tale matrice sono mn x mn. Ad esempio le
dimensioni di questa matrice sono 20 x 20 nel modello dato; non si
tratta certo di una matrice di grandi dimensioni, tuttavia e’ gia’ una
matrice notevolmente complessa se si tiene conto che il modello
contiene solo 4 variabili endogene, e quindi il risultato che si va
cercando e’ semplicemente la stima di una matrice di covarianza di
dimensioni 4 x 4.
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Si pensi ora di passare ad un modello di medie dimensioni, con una
cinquantina di equazioni e una sessantina di variabili predeterminate,
(ad esempio il modello dell’economia italiana sviluppato dall’ISPE; si
vedano Sartori, 1978, Bianchi et alii, 1982, e I'esempio nel paragrafo
8.5; ovviamente il discorso intende solo dare un’idea delle dimensioni
delle matrici coinvolte nel calcolo, dato che, trattandosi di un modello
non lineare, la formula di cui sopra non puo’ essere applicata, a meno
di una preventiva linearizzazione del modello). In tal caso Q/T sarebbe
una matrice piena di dimensioni 3000 x 3000 circa.

Se passiamo poi ad un modello medio-grande, come ad esempio il
modello dell’economia francese descritto in Brillet (1981) (225
equazioni, comprese le definizionali, e circa 200 variabili
predeterminate, esogene ed endogene ritardate effettivamente presenti
nelle equazioni strutturali del modello), ci troviamo di fronte ad una
matrice piena, all’incirca di dimensioni 45000 x 45000 . Se volessimo,
dunque, calcolare la matrice di covarianza degli errori di previsione
delle 225 variabili endogene del modello, dovremmo eseguire il calcolo
preliminare degli oltre 2 miliardi di elementi della matrice fZ/T; € non
e’ certo di grande aiuto il considerare che, trattandosi di una matrice
simmetrica, il calcolo si ridurrebbe a poco piu’ di un miliardo di
elementi.

[n definitiva, per ottenere la stima della matrice di covarianza
m x m degli errori di previsione di tutte le variabili endogene, il metodo
analitico tradizionale richiede il calcolo preliminare di una matrice
piena, di dimensioni mn x mn; spesso si tratta di dimensioni troppo
elevate per poter eseguire il calcolo in tempi ragionevoli e con un
accettabile ingombro di memoria.
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4. VARIANZA DELLE PREVISIONI: METODO
ANALITICO ALTERNATIVO

Si possono superare le difficolta” derivanti dalle dimensioni della
matrice fZ/T nel modo seguente (Calzolari, 1981). Sia
a = (a,a,..,a) il vettore (s x 1) dei coefficienti strutturali che
devono essere stimati (e sia a la stima di tale vettore); sia inoltre
C=1[4; B], matrice di dimensioni Lm x (m + n)], e siano
C,, Cy, Cy, ..., C,, ciascuna di dimensioni [m x (m + n)], matrici tali
che

(4.1) C = CU + Clal + Czaz + ...+ Csas.

Le matrici C,, C,, C,, ... includono solo elementi noti a priori, € non
elementi da stimare. La loro struttura e’ molto semplice {a parte C,
che pero’ non entrera’ nel procedimento); ad esempio, nel modello in
esame, la matrice C,, di dimensioni (4 x 9), ¢’ composta di tutti zeri,
ad eccezione di un elemento della prima riga (il quinto), che vale -1:

(4.2) C, =

[ e e R w)
SO OO
SO OO
SO OO
OO -
SO OO
SO OO
SO C o
SO OO

Lo stesso dicasi per C,, dove l'unico elemento diverso da zero e’ il
quarto elemento della prima riga, che vale -1; e cosi’ via; Cy e” anch’essa
composta di tutti zeri, ad eccezione di due elementi della terza riga (a,
moltiplica, infatti, la somma algebrica di due variabili). Si ha allora:
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vec C = vec Cy + (vec Cylay + ... + (vec Cya;
(4.3) A
vec C = vec Cy + (vec Cp)a; + ... + (vec Cya,

ossia, introducendo i vettori a e &

vec C = vec Cjy + [vec Cy;vec Cy; ...y vec Cs]a
(4.4) .
vec C = vec Cy + [vec Cy;vec Cy; ....; vec C, |4 .

Osserviamo poi che, data la consistenza delle stime & (e quindi di 4 e
B), si ha

A

4.5) plim I1 =11
T— 0

(4.6) plim 3, = pj.
T— 0O

Si puo’, ora, sviluppare la (3.8.1) nel modo seguente:
4.7 Pu-dn=(1-Mx, = -[A'Bx,-4"Bx,] =
(si sottrae e si aggiunge, dentro parentesi, A"éx,,)

= - [ - A'11§xh + A'léxh + ,:I\'Il’?\xh- A'leh] =
_ A8, 1A 14 -1 ~1 5 -1 _
= [4VA(- A1 Byx, + A Bxy- AT A(- A Byxy- A7 Bx, | =

= - [4"Alx, + A7 Bx, - 4" 4lx, - A7'Bx, | =

_ STRESPS ) B RS b SN h
ekt nft]) -
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Xn
(I, e’ la matrice unitaria n x n, e si usa la formula del lemma 3.3)
= - A{[xu15 1)1 ® A"} (vec C - vec ) =

(si introducono le matrici Cy, C|, ... € si applica la (4.4) per calcolare
vec C - vec C)

= - {[x’h(fl’; )] A'l} [vec C;vec Cy;...5vec C, | (G- a) =

(si usa di nuovo, ma in senso inverso, 'uguaglianza del lemma 3.3)

= - A_ICI m Xp s A_1C2 1 Xps oees A_IC 1 Xp (&'a) =
Iﬂ 1” d l’l
4l 7% e % D B B
A {Cll:xh] ; Czl:xk] ;e Csl:xh]}(a a)

= - A Fya-a

dove si e’ posto

(4.8) F, = {QBZ] CZBZ]; Cs[“)‘;’;]}

Ricordando le equazioni (4.5) e (4.6), ed il lemma 3.6, si ricava
immediatamente che

49) plim B, =F, = C[y_h]; C[y_h]; C[fh”.
()g_moh 7 {1xh 2| %, o x,
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Moltiplichiamo la (4.7) per VT
(4.10) ST Gp-7n) = [ -4 E, VT (@G- a).

Dunque, la componente in esame del vettore degli errori di previsione
(moltiplicata per vT') e’ il prodotto di due termini. Il primo, cioe’ la
matrice -A"ﬁ,,, al crescere di T converge in probabilita’ alla matrice
composta di termini noti e di costanti -4'F, ; il secondo, cioe” il vettore
VT (@ - a), converge in distribuzione ad una normale multivariata
N(0,¥) (eq. 1.9). 1l prodotto dei due termini, pertanto, converge in
distribuzione (osservazione 3.3.5) ad una normale multivariata

(4.11) JT By - 7) = Mo, ATEYE 4.

Analogamente a quanto visto in precedenza, introducendo la matrice
fornita dal metodo di stima utilizzato, W/T, e le stime dei coefficienti
strutturali in F, ed A, si ottiene la matrice

(4.12) AYE (Y mE, A7

La (4.12) fornisce la stima della matrice di covarianza (asintotica) della
componente dell’errore di previsione dovuta all’errore nella stima dei
coefficienti (y, - y,) . Tale espressione non richiede il calcolo preliminare
della matrice fZ/T, non comporta alcun allargamento delle dimensioni
del problema e, soprattutto, e’ di applicabilita’ piuttosto semplice.
Osserviamo, infatti, la matrice ﬁ,, ; ha dimensioni m x s (4 x 9 nel caso
del modello dato) ed ¢’ cosi’ composta: la colonna k -esima, una volta
scritto il modello nella forma (1.1}, ¢ composta di tutti zeri, ad
eccezione dell’i-esimo elemento, se il coefficiente a, compare nella
i-esima equazione strutturale; in tal caso questo i-esimo elemento e’
uguale al valore della variabile (nel periodo di previsione k) che
moltiplica g, nella i-esima equazione. Ad esempio, nel modello in
esame, scritto nella forma (1.1), cioe” dopo aver portato a sinistra tutti
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i termini della (1.2) ad eccezione dei termini di errore, la seconda
colonna di ﬁ,, consiste di 3 elementi tutti uguali a zero (dal secondo al
quarto), mentre il primo elemento e’ uguale al valore calcolato della
variabile endogena -Y nel periodo di previsione, - )?,,: e’ questa, infatti,
la variabile che moltiplica «, nella prima equazione. L’ultima colonna
(la nona) consiste di 3 elementi uguali a zero e di un elemento (il terzo)
uguale al valore di -(Y-1) calcolato nel periodo di previsione,
- (f— f),,: e’ questa, infatti, la variabile che moltiplica @, nella terza
equazione

(4.13) £, =
1 -V -Cy 00 0 0 0 0
o o 0 1 -(P-vy) By O 0O 0
o 0 0 0 0 0 -1 -f, -(¥-D,|

0o 0 0 0 0 0 0 0 0

[I calcolo della matrice di covarianza (asintotica) della componente
dell’errore di previsione dovuta agli errori nella stima dei coefficienti
diventa cosi’ possibile anche per modelli lineari di dimensioni
medio-grandi.

4.1. Nota

Dalle uguaglianze precedenti si puo’ ricavare una ulteriore
considerazione.

Si osservi innanzitutto che, derivando il vettore (4y + Bx) rispetto
al vettore y’, si ottiene la matrice 4.

Si nota poi dalla {(4.1) che ogni matrice C, e’ ottenibile come derivata
prima della matrice C = [A4; B] rispetto al coefficiente strutturale
incognito q,
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(4.1.1) c, = 9¢ - ot4; Bl
aak (3ak
Dalla definizione di C si ha
(4.1.2) AP, + Bx, = [A; B][y ] = c[yh].
Xp Xp

Di conseguenza, la matrice F, della equazione (4.9) ¢’

— 0l 4y, + Bx, |
(4.1.3) F, = haa' h

considerando y, e x, dati. Si pongano ora uguali a zero nella (1.1) i
termini di errore u,; in tal caso j, e’ il vettore di variabili endogene che
risolve il sistema (si ricordi la definizione di ¥y, nella equazione 2.4). Si
osservi, poi, che oltre ad A e B, anche y, e’ funzione del vettore a
(eq. 2.4, dove IT si ricava da 4 e B ed ¢’, quindi, funzione di a). Si
ottiene, dunque

(4.1.4) AP, + Bx, = 0

identicamente per ogni a. Il primo membro della (4.1.4) e’ funzione di
a tramite 4, B e y,; derivando rispetto ad « si ha, quindi,

9(Ayy + Bxp) + d(Ayy + Bxp) , OV

4.1.5 =0
(4.1.5) da y a’
cioe’
— oy,
(4.1.6) Fo+ 42k
da
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da cui

(4.1.7) A'E, = 21

Dunque il prodotto -A-'F, della (4.11) ¢’ uguale alla matrice jacobiana
oy,/oa’, di dimensioni m x s; la sua stima, - A F,,, e’ uguale alla stessa
matrice jacobiana calcolata in corrispondenza alla soluzione del
modello, con coefficienti stimati, nel periodo di previsione (89,/0a).
Anche nel caso di modelli non lineari la matrice jacobiana ap,/0a’
puo’ essere calcolata senza particolari difficolta’. E’~ pertanto
ragionevole pensare di poter estendere ai modelli non lineari il metodo
di calcolo delle varianze degli errori di previsione (almeno per quanto
riguarda la componente dovuta agli errori nella stima dei coefficienti)
fin qui applicato ai modelli lineari. La trattazione risulta alquanto
semplificata se ci si limita ad una rappresentazione del modello in
forma implicita, e si ricorre, per il calcolo delle matrici jacobiane, alle
tecniche di simulazione, come sara’ chiarito nei prossimi capitoli.

4.2. Un caso particolare: il modello di regressione

Le espressioni ricavate nei capitoli 3 e 4 per la matrice di covarianza
del vettore degli errori di previsione rimangono, ovviamente, valide nel
caso particolare del modello di regressione lineare. Indichiamo il
modello con la seguente notazione scalare

(4.2.1) yvo=a taz +u

ed eseguiamo la stima dei coefficienti g, e a, applicando il metodo dei
minimi quadrati ordinari (si veda, ad esempio, Contini, 1973,
pp. 81-82) '
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(4.2.2) 4, = =1 (=1 (=1 1=
T ’ T 2
TY z - [Zzt]
t= t=1
T T T
TZz[y{ szzyr
(4.2.3) 4, = t= (=1 (=

Dai residui #, ricaviamo la stima della varianza dei disturbi strutturali
{per analogia con il sistema di equazioni simultanee, eq. 3.2, possiamo
limitarci a dividere per 7, senza correzione per i gradi di liberta’; la
stima risulta comunque consistente, anche se non corretta)

T 7
(4.2.4) 62 =T'Y 2 =T'Y (y,- 8- 4,2)*
t=1

=1

che impieghiamo poi per ricavare la stima della matrice di covarianza
(2 x 2) dei coefficienti @, e a,, sempre per analogia con il sistema di
equazioni simultanee, indicando con ‘i’/T la stima di tale matrice,
avremo

(4.2.5) =



Cap. 4 49

¥
(4.2.6) e

(4.2.7) 2~

Impieghiamo ora il modello con i coefficienti stimati a, e a, per
prevedere y al tempo 4, supponendo noto il valore di z,. Nel modello
(4.2.1), con z esogena, la forma ridotta coincide con la forma
strutturale. Cio” significa che n,, = @, e m;, = a, . Possiamo allora
applicare la decomposizione (2.7) dell’errore di previsione, ottenendo

(4.2.8) Dn-yn = (@) -a)); (@~ az)][;h] - Up.

La stima della varianza della componente u, ¢ data dall’equazione
(4.2.4). La stima della varianza della componente dovuta all’errore
nella stima dei coefficienti ¢’ data da

Y \ 1
(4.2.9) LI R ;22,3.

E’ facile, a questo punto, rendersi conto che la (4.2.9) coincide sia con
la (3.8.10), sia con la (4.12). Nel primo caso, infatti, basta osservare
che la matrice [, ha dimensioni 1 x 1 e che, coincidendo per il modello
(4.2.1) la forma ridotta con la forma strutturale, si ha Q = ¥ (e quindi
anche Q/T = ‘f’/T). Nel secondo caso, invece, basta osservare che per
il modello (4.2.1) la matrice A ¢ la matrice unitaria di dimensioni
I x 1, mentre £, = x,/ = [1: z,].
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Possiamo ora impiegare le stime delle varianze ricavate in questo
paragrafo per costruire gli intervalli di confidenza delle previsioni.

K Yp=ay t ayzy

Fig. 1

La stima della varianza dell’errore di previsione (J, - y,) ¢ data dalla
somma delle espressioni (4.2.4) ¢ (4.2.9)

a2 _ a2, W, 1, V2,
(4.2.10) 82 =62+ —LL 4 ;%HW;%,?.
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Dato un valore di z, possiamo associare alla previsione p, un intervallo
di confidenza pari, ad esempio, a * 26,. Se rappresentiamo
graficamente la previsione e gli estremi dell’intervallo di confidenza al
variare di z,, otteniamo una fascia di confidenza come quella riportata
nella figura 1.

E’ facile vedere che 'ampiezza dell’intervallo di confidenza ¢’ minima
in corrispondenza di un valore di z, pari al valor medio della variabile
z nel periodo campionario. Derivando, infatti, 1a (4.2.10) rispetto a z,,
dato che 82 e ¥ non dipendono da z,, otteniamo

A A

06% V2 Va2
42.11 =— + 2—=
( ) 22, T T Zh

e uguagliando a zero la derivata otteniamo per z, il valore

\,l\ll 2
4.2.12 = - —A_’_
( ) Zp 22

Sostituendo nella (4.2.12) le espressioni di ¥, e di §,, date dalle
equazioni (4.2.6) e (4.2.7) otteniamo

(4.2.13) 2, =T'Y z,.

Che si tratti di un minimo della funzione risulta evidente passando alla
condizione del secondo ordine. Derivando, infatti, ulteriormente la
(4.2.11) rispetto a z, si ottiene 2{,,/T , che e’ ovviamente positivo.
Espressioni simili a quelle ricavate in questo paragrafo per la
varianza dell’errore di previsione nel modello di regressione lineare,
come pure rappresentazioni grafiche degli intervalli di confidenza simili
a quella riportata in figura 1, sono piuttosto frequenti nei libri di testo:
si vedano, ad esempio, Contini (1973, p. 260), Grassini (1971,
pp. 46-48), Intriligator (1978, p. l11), Klein (1974, p. 261),



52 Metodo analitico alternativo

Makridakis e Wheelwright (1978, p. 177), Malinvaud (1968, p. 99),
Theil (1971, p. 136), Zaghini (1970, p. 84).

L’estensione delle formule di questo paragrafo al modello di
regressione lineare multipla e’ piuttosto semplice.

Sia X la matrice T x n contenente i valori degli » regressori esogeni,
y il vettore T x 1| di osservazioni sulla variabile endogena, u il vettore
T x 1 di disturbi additivi non osservabili e a il vettore n x 1 di
coefficienti incogniti. Il modello e’ rappresentabile nella forma

(4.2.14) . y=Xa+u

e la stima dei coefficienti con il metodo dei minimi quadrati ordinari e’
data da

(4.2.15) ad=xx'xy

(si veda, ad esempio, Contini, 1973, p. 82). Ricavando dai 7 residui
della regressione la stima della varianza dei disturbi, 62, avremo, per la
stima della matrice di covarianza (n x n) dei coefficienti, la nota
espressione

I

~|io

—_ (X/X)'16_2.

~ |-

(4.2.16)

Impieghiamo il modello (4.2.14), con i coefficienti stimati, per
prevedere la variabile y al tempo £ (esterno al periodo campionario),
supponendo noto il vettore x, (n x 1) . La stima della varianza
dell’errore di previsione sara’, al solito, pari alla somma di due termini

(4.2.17) 6} = x, /(X' X) ' x, 6% + &2

il primo dei quali si ottiene sostituendo ‘equazione (4.2.16) nella
(3.8.10) (o nella 4.12).
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11 calcolo della varianza (4.2.17) richiede, in pratica, un procedimento
in due fasi. In una prima fase occorre calcolare i coefficienti, i residui,
la varianza degli errori e la matrice di covarianza dei coefficienti
applicando il metodo dei minimi quadrati ordinari alle osservazioni del
periodo campionario 1,2, ..., 7. Nella seconda fase si introducono i
valori delle variabili esogene nel periodo di previsione, e si calcolano p,
e 2. E’ possibile eseguire lo stesso calcolo in un solo passo, applicando
il metodo dei minimi quadrati ordinari alle variabili X e y
opportunamente allungate con i valori delle esogene nel periodo di
previsione. Si tratta dell’algoritmo delle variabili costruite, proposto da
Salkever (1976), e successivamente ripreso ed esteso da Fuller (1980),
Pagan e Nicholls (1984), Amirkhalkhali e Naini (1985) (si veda anche
il Javoro di Giannini e Mosconi, 1986, per una estensione di tale
metodo ai modelli autoregressivi vettoriali, VAR).
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5. MODELLI NON LINEARI

Un modello econometrico non lineare puo’ essere rappresentato nel
modo seguente:

(5.1) fOnx,a) =y, (t =1,.2,.,7)
dove:
h AW X1,
5 Yo X2,
(5.2) Sf=1.5 »= - ) Xy = b
Jm Y Xn,t
a Uy
a4 Uy
a= ;U= .
[_as Lum,l

La notazione {5.1) ¢ molto generale: ovviamente include, come caso
particolare, la notazione (1.1) impiegata per i modelli lineari; si presta,
inoltre, a rappresentare modelli lineari nei coefficienti e non lineari nelle
variabili, come ad esempio il modello che verra’ descritto nel paragrafo
8.3; puo’ essere altresi’ impiegata per rappresentare, con semplice
trasformazione, modelli lineari nelle variabili, ma non lineari nei
coefficienti, quali ad esempio modelli lineari con errori autoregressivi;
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puo’ infine rappresentare modelli che siano non lineari nelle variabili
come nei coefficienti.

Il vettore f e’ un vettore di operatori funzionali; le funzioni sono
supposte continue e derivabili rispetto agli elementi di y, x, a, con
derivate prime continue; y, , x, € ¥, sono, come nel caso lineare, i vettori
delle variabili endogene e predeterminate e degli errori casuali al tempo
t = 1,2,...,T; a e il vettore di tutti i coefficienti strutturali del modello
che devono essere stimati (non sono, cioe’, inclusi in «a tutti gli altri
coefficienti noti a priori).

Come nel caso lineare, si ammette di avere a disposizione un vettore
a, stima consistente di a, tale che VT (a- a) ~ N(0, ¥) asintoticamente
(si vedano, ad esempio, Amemiya, 1977 e Gallant, 1977). Sia A& il
periodo, non appartenente all’intervallo campionario di stima, in cui
viene fatta la previsione uniperiodale; in assenza di errori, il modello
fornirebbe, come previsione, il vettore y, tale che

(5.3) f G Xy @) = 0.

In altri termini, y, ¢’ 1la soluzione deterministica del modello nel periodo
di previsione & , dati i “veri” coefficienti strutturali, a, ed il vettore delle
variabili predeterminate, x,. Non essendo, pero’, noto il vettore a ¢
disponendo, invece, soltanto della stima a, la previsione fornita dal
modello e’ in realta’ il vettore p, , soluzione deterministica del modello,
dati x, ed a; tale, cioe’, che

(54) f(ﬁh) Xps a) = 0.
La soluzione del modello (5.1) puo’ essere scritta come:
(5.5) Ve =y (xpa,u)

dove, ovviamente, il vettore di operatori funzionali y non e’ di solito
rappresentabile analiticamente se il modello non e’ lineare.
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Nel sistema (5.5) non compaiono variabili endogene correnti sul lato
destro delle equazioni. Possiamo allora riferirci alla (5.5) come alla
forma ridotta del modello. Occorre pero’ notare che, a differenza del
modello lineare (eq. 2.3), i disturbi di forma ridotta non sono additivi,
nella rappresentazione (5.5). Altri autori, allora, preferiscono indicare
la (5.5) semplicemente come soluzione del modello, riservando la
definizione di forma ridotta ad un sistema che non presenti variabili
endogene correnti sul lato destro delle equazioni e che, al tempo stesso,
presenti termini di disturbo (a media zero) additivi (si vedano, a questo
proposito, Faliva, 1987, cap. 4, o Howrey e Kelejian, 1971, p. 306).
Comunque si definisca il sistema (5.5), in questo contesto e’ importante
osservare che, nonostante il vettore di funzioni y non sia
rappresentabile in forma analitica esplicita, le sue derivate parziali
possono essere calcolate analiticamente, in un punto soluzione. Basta
infatti (si veda il paragrafo 6.1) calcolare, in un punto soluzione, le
matrici jacobiane Jf/dy’ e 0f/da’, matrici che sono perfettamente
calcolabili poiche’ coinvolgono soltanto derivate parziali delle funzioni
della forma strutturale, f (note).

Dalla equazione (5.5) segue che la previsione in assenza di errori, j;,
e la previsione effettiva, y,, sono rappresentabili come

(5.6) Y =y (xp,a,0)

(.7 In =y (xp a,0)

mentre il valore “vero” delle variabili endogene nel periodo di
previsione, y,, € rappresentabile come

(5.8) Yn =Y (X a, ).
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6. ERRORE DI PREVISIONE NEI MODELLI NON
LINEARI

Il vettore degli errori di previsione al tempo k, (J,-y,), puo’ essere
espresso come

(6.1 In-Yn = On-n) + Gn-yp)-

E’ evidente dalle equazioni (5.6), (5.7) e (5.8) che, analogamente a
quanto si e’ visto per il modello lineare, la prima componente (9, - )
dipende solamente dall’errore nella stima dei coefficienti strutturali, la
seconda (¥, - y,) dipende soltanto dal vettore dei disturbi strutturali wu,;
trattandosi di disturbi al di fuori del periodo campionario utilizzato per
la stima dei coefficienti, e supponendo noti i valori di tutte le variabili
predeterminate nel periodo di previsione, le due componenti sono
indipendenti. Le varianze (o la matrice di covarianza) degli errori di
previsione possono, pertanto, essere calcolate come somma delle
varianze (o matrici di covarianza) delle due componenti.

6.1. La componente dovuta all’errore di stima

Una stima della matrice di covarianza della componente dovuta agli
errori nei coefficienti puo’ essere ottenuta ricorrendo ad una
approssimazione asintoticamente esatta (Bianchi e Calzolari, 1980; si
veda anche Amemiya, 1983, p. 384), che estende ai modelli non lineari
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quanto visto nei capitoli 3 e 4. Essendo infatti la forma strutturale del
modello continua e differenziabile, anche la forma ridotta, per quanto
non rappresentabile analiticamente, sara’, almeno localmente, continua
e differenziabile (teorema di Dini sulle funzioni implicite, si veda, ad
esempio, Ghizzetti, 1961-62, pp. 337-339). E’ allora possibile applicare
il lemma 3.7 sulla distribuzione asintotica di funzioni di variabili
normali multivariate:  poiche’ il vettore VT (@-a) e’ distribuito
asintoticamente come N(0, V), allora la componente dell’errore di
previsione vT (Jy- ) = VYT Ly (x, 4,0) - y (x5, @, 0) ] (ottenuta con la
sostituzione della (5.6) e della (5.7) a j, e y, rispettivamente) e’
asintoticamente distribuita come N(0,G,\YG,), dove G, ¢’ la matrice
m x s delle derivate prime dy/da’ calcolate nel punto (x,, a,0) .
Analogamente a quanto osservato nel paragrafo 4.1, considerando
nella (5.3) il vettore y, come funzione di a, si ha, identicamente per ogni
a,

(61]) f(ﬁh,xh,a) =(0
da cui
(6.1.2) v Y = 0.

dy,’  oa oa’
La matrice G, e, pertanto, esprimibile come

_ 9 _ | of [Tof
(6.1.3) Gp = [ 0)7,,’] o

dunque e’ calcolabile analiticamente nel punto soluzione del sistema,
essendo esprimibile attraverso derivate prime delle funzioni f, che sono
note (forma strutturale). Si noti la corrispondenza con il caso lineare,
dove (3, x,, a) = Ay, + Bx, . In tal caso df/dy, = 4, e df/da’ = F,
(eq. 4.1.3), dunque l’'equazione (6.1.3) coincide con la (4.1.7).
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Calcolando la matrice jacobiana (dy/da’) nel punto (x;, a, 0) si ottiene
é,, , una stima consistente di G,; gli elementi diagonali di ('7\,,(‘3’/7")(3,,’
sono le stime delle varianze asintotiche degli elementi di (J, - ¥,)-

Il calcolo della matrice éh puo’ anche essere eseguito applicando
tecniche numeriche di derivazione (simulazione analitica; il termine,
preso dal lavoro di Howrey e Klein, 1972, indica che si tratta di un
metodo analitico, il cui impiego, pero’, risulta agevolato dall'impiego
di tecniche di simulazione numerica). Il metodo piu’ semplice consiste
nel calcolare ogni derivata prima dy,/da,, nel punto (x,, a,0), come
Ap,/AG,, prendendo convenienti valori di Ag,. Questo metodo richiede,
per il calcolo completo della matrice éh, s + 1 soluzioni del modello nel
periodo di previsione 4 (una soluzione di controllo ed s soluzioni
disturbate, con Ag,, una per ogni coefficiente strutturale stimato). Si
puo’, naturalmente, ricorrere a tecniche di derivazione numerica piu’
sofisticate e precise (e piu’ laboriose, si veda, ad esempio, Oliver, 1980),
ma gia’ col metodo piu’ semplice si possono ottenere risultati esatti fino
a 4 - 5 cifre decimali.

Il metodo sin qui descritto non e” il solo che puo” essere utilizzato per
calcolare la matrice di covarianza di questa componente dell’errore di
previsione. Altri metodi, che non verranno esaminati in questa sede,
sono stati proposti nella letteratura (si vedano, ad esempio, Cooper ¢
Fischer, 1974, Fair, 1980, Freedman e Peters, 1984, Haitovsky e
Wallace, 1972, Peters e Freedman, 1985, Schink, 1971). Non si tratta,
pero’, di metodi analitici. Tutti questi metodi aiternativi, infatti,
richiedono I'impiego di tecniche di simulazione stocastica, parametrica
(Monte Carlo}, o non parametrica (bootstrap). Per una rassegna di
questi metodi e dei possibili inconvenienti derivanti dalla loro
applicazione all’analisi di questa componente dell’errore di previsione,
si vedano Bianchi e Calzolari (1982, 1983), Mairesse (1982) e Ahlstedt
(1986).
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6.2. La componente dovuta ai disturbi strutturali

Abbandonare i metodi analitici e ricorrere alla simulazione stocastica
diventa, pero’, inevitabile quando si passi a calcolare la matrice di
covarianza della componente di errore dovuta ai disturbi casuali u,.
Una differenza sostanziale rispetto all’altra componente di errore e’
che, mentre la componente dovuta all’errore nella stima dei coefficienti
e’ una variabile casuale asintoticamente degenere (dato che J,-y,
converge in probabilita’ a zero), la componente dovuta ai disturbi
strutturali 4, non degenera all’aumentare di 7. Trattandosi di funzione
non lineare del vettore casuale w,, nonostante sia FE(u,) = 0, sara’
generalmente (si vedano, ad esempio, Howrey e Kelejian, 1971, p. 309,
0 Mariano ¢ Brown, 1983)

(6.2.1) E[Gy-ylxpa, 2] # 0.

Oltre alla matrice di covarianza interessera’, quindi, anche calcolare la
media di questa componente del vettore degli errori di previsione.
Approssimazioni del valor medio condizionato e della matrice di
covarianza di (y,-y,) possono essere ottenute tramite simulazione
stocastica. Per il momento si suppone di avere a disposizione i “veri”
parametri strutturali del modello, ossia il vettore a e la matrice di
covarianza ¥ dei disturbi strutturali u,; si ammette anche che i disturbi
casuali u, abbiano distribuzione normale multivariata

(6.2.2) u, ~ N(0, X).

In realta’ non disponiamo dei valori veri di a e £, ma solo di stime a e
£ procedimento che verra’ descritto nei tre paragrafi che seguono,
allora, fornira’ una stima dei momenti (primo e secondo) della
distribuzione di y, - y, .
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6.3. Simulazione stocastica

La letteratura econometrica degli ultimi anni presenta diversi esempi
di applicazione della simulazione stocastica, che mirano a studiare il
comportamento dei modelli in presenza dei termini di disturbo
strutturale (si vedano, ad esempio, Bianchi et al., 1976, Calzolari ¢
Corsi, 1977, Corker et al., 1983, Fair, 1980, Fisher e Salmon, 1986,
Hall, 1986).

II procedimento di simulazione stocastica di un modello econometrico
si articola nelle fasi seguenti.

1) Si risolve deterministicamente il modello al tempo h, ottenendo il
vettore y, (eq. 5.3 e 5.6).

2) Si genera un vettore di disturbi strutturali pseudo - casuali, @, , con
distribuzione normale, media zero e matrice di covarianza X
(usando, ad esempio, i metodi di Nagar, 1969, o di McCarthy,
1972).

3) Siintroduce it vettore u, nel modelio e lo st risolve, sempre al tempo
h, ottenendo 1l vettore y,; con la notazione di forma ridotta (5.5), il
vettore soluzione puo’ essere rappresentato come y, = y (X, 4, 4,) .

4) Sicalcola (e si memorizza) il vettore delle differenze v, - y,.

5) Si ripete R volte il procedimento dalla fase 2 alla fase 4 (1000 volte,
ad esempio) raccogliendo tutti i vettori y, - y,. R e’ detto “numero di
replicazioni”. 1 vettori u, sono generati indipendentemente nelle
varie replicazioni.

Se indichiamo con lindice r il vettore delle endogene calcolato nella
r -esima replicazione, la media campionaria

(63.1) "hR =

M x

l(_h - ﬁ;fr))

L
R,

e la matrice di covarianza campionaria
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632)  Vp= ﬁril[(fh-ﬁ;’))-n%R][(yh-y‘,f’))-n”vR]’

dei vettori y, - y{) sono valori approssimati del vettore medio e della
matrice di covarianza della componente dell’errore di previsione in
esame. L’approssimazione, ovviamente, migliora all’aumentare del
numero di replicazioni; si ha infatti

(6.3.3) glirZO/ﬁR =m=E[@-y) | xppa, 2]
(6.3.4) plim f/R =V = V[(;?h-yh) | xp, a,Z]
R— 00

purche’ siano soddisfatte le condizioni richieste dalla legge dei grandi
numeri (si veda, ad esempio, Rao, 1973, 2c.3.4). Le equazioni (6.3.3)
e {6.3.4) valgono purche” i vettori pseudo - casuali y, generati dal
procedimento di simulazione stocastica abbiano le stesse proprieta’ del
vettore casuale y,; il che significa che i vettori dei disturbi generati u,
devono avere la stessa distribuzione dei disturbi strutturali u,, ossia
N(0, Z), secondo 'ipotesi (6.2.2).

Nulla vieta, naturalmente, di generare i disturbi strutturali con una
distribuzione diversa dalla normale multivariata, se si ritiene che
Iipotesi (6.2.2) non valga. Esempi di questo tipo sono tuttavia
piuttosto rari nella letteratura econometrica. Ad esempio, Sterbenz
(1981) propone un metodo di generazione dei vettori u, che, oltre a
mantenere la media (zero) e la matrice di covarianza (X), mantiene
anche i momenti terzi dei residui delle equazioni strutturali (non
necessariamente uguali a zero, come per la distribuzione normale;
alcuni risultati sperimentali derivanti dallimpiego di questa tecnica
sono descritti in Sterbenz e Calzolari, 1987).

In ogni caso si tratta di metodi “non robusti”, poiche’ non e’ detto che
le equazioni (6.3.3) e (6.3.4) valgano qualora la distribuzione dei vettori
generati ¥, non coincida con quella degli errori strutturali i, E’ allora
possibile ricorrere a tecniche non parametriche come il metodo
“residual - based” sviluppato in Brown e Mariano (1984).
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In questa sede ci limiteremo al caso in cui si suppone valida I'ipotesi
(6.2.2), sempre supponendo di disporre dei “veri” valori dei coefficienti
strutturali, @, e della “vera” matrice di covarianza, . Eliminiamo, per
semplicita’ di notazione, lI'indice di temipo & e, sempre per semplicita’
di notazione, indichiamo con y (e con y e y) una sola variabile
endogena, anziche’ l'intero vettore. Indichiamo poi con m la media
condizionata di (y -y), e con v la varianza condizionata di (v -y) (o
anche semplicemente di y, non essendo y un vettore di variabili
casuali); osserviamo, poi, che disponendo dei “veri” ae X, v ¢’ altresi’ la
varianza condizionata di y (e di y - y), cosi’ come m e’ anche la media
condizionata di (§-y). Limitandoci a considerare una variabile
endogena alla volta, my e v; indicheranno i valori calcolati con il
procedimento di simulazione stocastica (equazioni 6.3.1 e 6.3.2,
applicate ad una sola variabile). Poiche’ m, e’ ottenuto come media di
R replicazioni indipendenti, la sua varianza e’ v/R. In altre parole, il
calcolo della media di y - y mediante la simulazione stocastica e’ affetto
da una imprecisione, misurabile con la varianza v/R (o con lo scarto
quadratico medio vv/R). Si tratta di una “varianza sperimentale” (v,
infatti, misura la variabilita’ tra le diverse replicazioni); in linea di
principio puo’, quindi, essere ridotta a piacere semplicemente
aumentando il numero di replicazioni. In pratica le cose vanno un po’
diversamente; in molti casi, infatti, il numero di replicazioni necessarie
affinche’ my € v siano ragionevolmente vicine a m ¢ v puo’ risultare
talmente elevato da rendere proibitivo il costo del calcolo.

Prendiamo, ad esempio, il caso della variabile C (consumi) nel
piccolo modelio non lineare che verra’ esaminato nel paragrafo 8.3. Per
tale variabile i valori di m e v si ricavano dalla tabella 22 (dalla terza e
dalla seconda parte della tabella, rispettivamente; naturalmente stiamo
sempre supponendo che i “veri” a e T siano disponibili, e che, quindj, i
valori riportati in tabella, che per il momento supporremo di aver
calcolato con un metodo esatto, siano i “veri” m e v): m = 0.00397 ¢
v = 3.31.

Un esperimento di simulazione stocastica con 100 replicazioni
(R = 100) produrrebbe un valore della media i, assai poco accurato.
II suo errore quadratico medio, infatti, sarebbe vv/R = v0.0331
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= 0.182 , troppo grande se confrontato con un valore di m pari ad
appena 0.004.

A poco servirebbe aumentare a 10000 il numero di replicazioni (con
un tempo di calcolo, e quindi un costo, 100 volte maggiore); avremmo
YVJR = J0.00033T = 0.0182 , che e sempre troppo grande; i,
potrebbe assumere anche valori negativi con elevata probabilita’, e non
riusciremmo nemmeno a sapere se m e’ positivo, negativo, o uguale a
Zero.

Per cominciare ad avere qualche indicazione attendibile circa il
“segno” di m dovremmo effettuare almeno un milione di replicazioni.
In tal caso, infatti, avremmo vv/R = 0.00182 , e la probabilita’ di
ottenere dall’esperimento un valore di 71, col segno sbagliato (negativo)
comincerebbe ad essere sufficientemente piccola. Ma nemmeno un
milione di replicazioni sarebbe sufficiente a darci un valore attendibile
della prima cifra decimale di m. Essendo affetto da un errore
quadratico medio pari a 0.00182, m1; potrebbe assumere con elevata
probabilita’ valori compresi tra 0.001 e 0.007 . Occorrerebbero diverse
decine di milioni di replicazioni perche’ m, potesse darci, con una certa
sicurezza, la prima cifre decimale di m: un risultato piuttosto povero,
se si pensa al costo certamente non trascurabile dell’esperimento (costo
sicuramente proibitivo per modelli di grandi dimensioni).

Per ottenere risultati piu” precisi, a parita” di costo, occorre ridurre la
varianza sperimentale. Per 1 metodi Monte Carlo sono state sviluppate
diverse tecniche di riduzione della varianza (si veda, ad esempio, Moy,
1971). Tra queste, due si sono dimostrate particolarmente efficaci,
oltre che semplici da applicare, negli esperimenti di simulazione
stocastica con modelli econometrici (si veda, ad esempio, Hendry,
1984): la tecnica delle variabili antitetiche e la tecnica delle variabili di
controllo.
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6.4. Simulazione stocastica con variabili antitetiche

L’impiego delle variabili antitetiche nella simulazione stocastica si

dimostra particolarmente utile per il calcolo della media della
componente dell’errore di previsione dovuto ai disturbi strutturali. Il
procedimento si articola nelle fasi seguenti.

1)

2)

3)

4)

5)

6)
7

Si risolve deterministicamente il modello nel periodo di previsione
ottenendo il vettore y,.

Si genera un vettore di disturbi strutturali pseudo - casuali, u, , con
distribuzione normale, media zero e matrice di covarianza X
(usando le tecniche gia’ ricordate nel paragrafo precedente).

Si introduce il vettore u, nel modello e lo si risolve, sempre nel
periodo di previsione; indichiamo con y; il vettore soluzione; con la
notazione di forma ridotta (5.5), tale vettore puo’ essere
rappresentato come y;; = y (x,, a, 1) .

Si introduce lo stesso vettore di disturbi strutturali, ma col segno
opposto, -u,, e si risolve il modello, sempre nel periodo di
previsione, ottenendo un vettore che indicheremo con y;; con la
notazione di forma ridotta (5.5), il vettore soluzione puo’ essere
rappresentato come v = y (X, @, - i) .

Si calcola la media aritmetica tra i due vettori y; e yji
=@ tw/2 .
Si calcola (e si memorizza) il vettore delle differenze y, - y,.

Si ripete R volte il procedimento dalla fase 2 alla fase 6 raccogiiendo
tutti i vettori y, - y,.

Ogni replicazione comporta, dunque, una generazione di disturbi
strutturali pseudo - casuali e due soluzioni del modello nel periodo di
previsione.  Nelle varie replicazioni, i vettori u, sono generati
indipendentemente.

Come nell’uitima patte del paragrafo precedente, limitiamoci a

prendere in esame una variabile endogena alla volta, ed eliminiamo per
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semplicita’ l'indice di tempo A. Adottando la notazione scalare, y
indichera’ la variabile endogena in esame, anziche’ Vintero vettore,
mentre m e v saranno, rispettivamente, la media e la varianza
condizionata di tale variabile. Indichiamo, poi, con l'indice » i valori
calcolati nella r-esima replicazione. Un valore approssimato della
media della componente dell’errore di previsione in esame e’ dato dalla
media campionaria :

- i
6.4.1 4= 1
( ) MR = R

R R ORI (0p
Z(y"-ﬁ('))=%2(y‘-y 2y )
=1 r=1

Anche per mg l'approssimazione migliora all’aumentare del numero di
replicazioni (R). In particolare, analogamente a 2, (eq. 6.3.3) si avra’

4

(6.4.2) plim mf =m=E[@-yp | x4 a,2].

R— 0

Si tratta ora di verificare se I’approssimazione data da mg sia migliore
o peggiore di quella data da m,. A questo scopo confrontiamo il valor
medio mg, appena calcolato mediante 1'uso delle variabili antitetiche,
con il valor medio s, ottenuto mediante semplice simulazione
stocastica (eq. 6.3.1), a parita’ di numero di replicazioni (R) . Poiche’
¥ non e’ una variabile casuale, e poiche’ i disturbi strutturali introdotti
nelle R replicazioni sono indipendenti, la varianza di m1, sara’ v/R, come
gia’ osservato nel paragrafo precedente. La varianza di y®* sara’
uguale a v, come pure la varianza di y¢-; non sara’, ovviamente, uguale
a zero la loro covarianza. Indicando con ¢ la covarianza tra y®* e
y avremo, per la varianza di mg, il valore

d vtv+2c _v+e v
R 4 2R R

(6.4.3) V(mgd) =

dove la disuguaglianza deriva dalla nota proprieta’ della covarianza,
che non puo’ assumere un valore maggiore di v. A parita’, dunque, di
numero di replicazioni (R) , si ha sempre
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(6.4.4) V(mpy <V (rip).

L’impiego delle variabili antitetiche comporta, dunque, una riduzione
della varianza sperimentale. In altre parole, il metodo di calcolo della
media basato sulla simulazione stocastica con variabili antitetiche
risulta piu’ accurato del metodo basato sulla simulazione stocastica
semplice, a parita” di numero di replicazioni.

Questa considerazione, pero’, non e’ affatto sufficiente. Per eseguire,
infatti, una replicazione di simulazione stocastica con variabili
antitetiche, occorre risolvere due volte il sistema di equazioni; nel caso
di simulazione stocastica semplice, invece, il sistema viene risolto una
volta sola. Il tempo di calcolo necessario ad effettuare una replicazione
viene in parte speso per generare il vettore di disturbi pseudo - casuali,
ed in parte per risolvere il sistema di equazioni. Nella maggior parte
delle applicazioni pratiche, la seconda componente ¢’ decisamente
preponderante; a parita’ di numero di replicazioni, pertanto, il tempo
di calcolo (e quindi il costo) risulta, per la simulazione con variabili
antitetiche, quasi doppio che per la simulazione stocastica semplice.

Perche’ il metodo risulti conveniente occorrera’, quindi, non soltanto
che il valore di ¢ si mantenga abbastanza lontano da quello di v (si veda
I'equazione 6.4.3), ma che sia addirittura negativo. Se, infatti, ¢ < 0,
si ha

- v+ ¢ 1% -
(6.4.5) V(m;;) = 2R < 5}'{— = V(m2R).

In questo caso, cioe’, ci si attende un risultato piu’ accurato da un
esperimento di simulazione con variabili antitetiche (R replicazioni),
che da un esperimento di (circa) uguale costo, basato sulla simulazione
stocastica semplice (2R replicazioni). E’ questa la condizione che si
incontra nella maggior parte delle applicazioni pratiche.

Ad esempio, nel caso limite di un modello lineare, si avrebbe ad ogni
replicazione y -y = -(y - y®™*) ; si tratterebbe, cioe’, di un caso di
perfetta correlazione negativa tra le due soluzioni con disturbi
antitetici, e si avrebbe, quindi, ¢ = - v. Per ogni valore di R si avrebbe



70 Errore di previsione nei modelli non lineari

V(mg) =0, ed infatti ogni replicazione fornirebbe sempre 1o stesso
valore della variabile endogena ( = J). Applicando, invece, la
simulazione stocastica semplice, si continuerebbe ad avere V (1) =
v/R , ossia una varianza sperimentale diversa da zero (in particolare,
ricordando i simboli utilizzati per i modelli lineari, v sarebbe uguale al
termine diagonale, corrispondente alla variabile endogena in esame,
della matrice di covarianza di forma ridotta 424" ).

Nel caso di un modello non lineare si avra’, ovviamente, ¢ # -v. Se
pero’ il comportamento locale (nell’intorno, cioe’, del punto soluzione
) del modello non si discosta eccessivamente da un comportamento
lineare, e se i disturbi strutturali non hanno varianze troppo elevate (e
quindi, nella maggior parte dei casi, la soluzione di una replicazione di
simulazione stocastica si discosta poco da y), e’ ragionevole attendersi
un valore di ¢ molto piu’ vicino a - v che a v (0, quanto meno, un valore
negativo di ¢); e’ quindi ragionevole prevedere un guadagno, in termini
di efficienza del calcolo, dall'impiego delle variabili antitetiche.

Si tratta, ovviamente, di considerazioni puramente qualitative,
sostenibili soltanto se sorrette da adeguati risultati sperimentali. E i
risultati sperimentali suggeriscono che, per la maggior parte dei modelli
econometrici non lineari, utilizzati nella pratica a fini previsivi, si tratta
di considerazioni valide.

Il modello del paragrafo 8.3, gia’ richiamato nel paragrafo
precedente, ci fornisce un esempio piuttosto convincente. Per la
variabile C (consumi), ad una varianza v = 3.31, corrisponde una
covarianza (tra y* e y® ) ¢ = -3.3087 , un valore, quindi, molto
vicino a -v. La varianza di mg risulta, pertanto, pari a 0.000667/R,
circa cinquemila volte piu’ piccola della varianza di /;: tenendo conto
che mg “costa” quasi il doppio di /71, (in tempo di calcolo), si puo’ dire
che le variabili antitetiche aumentano l'efficienza sperimentale di circa
duemilacinquecento volte (per questa particolare variabile, in questo
particolare modello). Per il modello dell’economia italiana discusso nel
paragrafo 8.5, I'efficienza sperimentale per la variabile P/LL (prodotto
interno lordo) aumenta di circa seicento volte; di un fattore
cinquantamila si puo’ parlare per la stessa variabile nel modello Klein
- Goldberger, esaminato in Calzolari (1979).



Cap. 6 71

Anche se risultati come questi non sono, ovviamente, generalizzabili,
sono tuttavia sufficientemente indicativi delle dimensioni del guadagno
ottenibile con l'impiego delle variabili antitetiche.

In alcuni casi particolari si possono, naturalmente, ricavare
informazioni quantitative per via analitica. Un esempio interessante
e’ dato dal modello di regressione lineare - nei - logaritmi (un tipo di
non-linearita’ che si incontra molto spesso nei modelli econometrici)

(6.4.6) Iny =a +aylnx + u u ~ N(O, 02)

la cui forma ridotta e’

(6.4.7) y =eM x®2 ¥

Ricordando l'espressione della media e della varianza di una variabile
log-normale (si veda, ad esempio, Johnson e Kotz, 1970, p. 115)

(6.4.8) E(¥) = E(e™) = 012

(6.4.9) V(e = (e 1)

¢ osservando che la covarianza tra e* ed e vale

(6.4.10) C(e* e™) = Ele¥e™-E()E(e™) = 1- o

avremo i seguenti valoridive ¢
2¢ 2
(6.4.11) p = 24 2% (o¥) = o2 2% 0 (ec - 1)

(6.4.12) ¢ =My (e, e™) = 241 x2% (1 - e02>.
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La covarianza ¢ ha sempre valore negativo (se ¢ # 0), e quindi
I'impiego delle variabili antitetiche aumenta sempre l'efficienza del
calcolo. Sostituendo, inoltre, v e ¢ nell’equazione (6.4.3), otteniamo

2 2
p2a 20 e® +1-2¢°
2R

(6.4.13) Vng) =

che e’ funzione monotona crescente di o L’efficienza del calcolo,
quindi, sara’ tanto maggiore quanto piu’ piccola e’ la varianza degli
errori (o?).

Ad una conclusione completamente diversa si arriverebbe se il
modello in esame fosse del tipo

(6.4.14) y = f(x,a,ud).

In questo caso si avrebbe, ad ogni replicazione, y0* = y®- ed il valore
della covarianza c¢ sarebbe uguale a quello della varianza v. Quindi
I'impiego delle variabili antitetiche provocherebbe soltanto una perdita
di efficienza.

Mentre equazioni del tipo (6.4.6) sono di uso piuttosto frequente, di
regola non si incontrano net modelli econometrici equazioni del tipo
(6.4.14). Tuttavia non si puo’ escludere V'eventualita’ che, nella forma
ridotta di un modello non lineare, una variabile endogena sia funzione,
tra l'altro, del quadrato di uno dei disturbi strutturali; si pensi, ad
esempio, al prodotto di due variabili endogene, ciascuna delle quali sia
funzione degli elementi del vettore u. L’esperienza pratica suggerisce,
pero’, che questo non e’ l'effetto dominante. Di regola la covarianza ¢
ha valore negativo e le variabili antitetiche aumentano, quindi,
'efficienza del calcolo.

E’ forse superfluo osservare che le stesse ragioni, che consigliano di
impiegare le variabili antitetiche per calcolare la media in modo
efficiente, ne sconsigliano 1'uso per calcolare la varianza delle variabili
endogene (o della componente dell’errore di previsione in esame). E’
ovvio, infatti, che se focalmente il modello non si discosta troppo da un
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comportamento lineare, y©- , ai fini del calcolo della varianza, aggiunge
ben poca informazione a quella gia’ ottenuta dal calcolo di y©~ ;
'efficienza  risulterebbe praticamente dimezzata rispetto alla
simulazione stocastica semplice.

6.5. Simulazione stocastica con variabili di controllo

Anche impiegando le variabili di controllo, ci si attende un guadagno,
in termini di efficienza del calcolo, quando il comportamento locale del
modello non si discosta eccessivamente da un comportamento lineare.

Calcoliamo, innanzitutto, la matrice delle derivate prime delle
variabili endogene rispetto al vettore dei disturbi strutturali, nel punto
corrispondente alla soluzione deterministica del modello nel periodo di
previsione. Impiegando la notazione di forma ridotta (5.5), si tratta
della matrice jacobiana

65 EA
ow’ (xpe a, 1y =0)

Una volta calcolata la soluzione deterministica del modello nel periodo
di previsione, y, , il calcolo delle derivate prime puo’ essere effettuato
sia per via analitica, sia per via numerica. Possiamo infatti procedere
nel modo seguente.

Sostituendo a y, la sua espressione di forma ridotta (equazione 5.5,
calcolata nel periodo di previsione, #), ed inserendo tale espressione
nella forma strutturale (equazione 5.1, sempre calcolata nel periodo A),
avremo

(6.5.2) fLy G a, ), xp, a] = u,

identicamente per ogni u,. Derivando rispetto a »,” avremo, quindi
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Ay
oy’ ou’ ”

(6.5.3)

dove [, e’ la matrice unitaria m x m . L’equazione (6.5.3) vale, in
particolare, se le derivate sono calcolate in corrispondenza della
soluzione deterministica del modello. Avremo, quindi

(6.5.4) [iv—] = [—‘2@]'1 :
ou (xpa, u, =0) 6y Op %30 )

Le derivate sul lato destro della (6.5.4) sono calcolabili analiticamente,
essendo nota la forma strutturale del modello (vettore di funzioni f).

Si puo’, ovviamente, anche procedere per via numerica, calcolando
le derivate 0y/0u’ come rapporti incrementali. Il metodo piu’ semplice
consiste nel risolvere il modello m volte (oltre alla soluzione
deterministica, che corrisponde ad u, = 0), ogni volta assegnando un
piccolo valore al disturbo di una delle m equazioni strutturali.
Assegnamo, per esempio, un valore Ay, , # 0 al disturbo della k -esima
equazione strutturale (mentre vengono posti uguali a zero i disturbi di
tutte le altre equazioni) e risolviamo il modello ottenendo il vettore y,*
. Il rapporto tra il vettore (y® - y,) e lo scalare Au, , ci fornisce, con una
certa approssimazione, il vettore delle derivate prime delle m variabili
endogene rispetto al disturbo strutturale della k -esima equazione, ossia
la k -esima colonna della matrice richiesta.

Come gia’” fatto nei paragrafi precedenti, eliminiamo per semplicita’
di notazione, l'indice % e consideriamo una sola variabile endogena. Se
y indica la variabile endogena in esame, dy/du indica il vettore m x |
delle derivate prime di tale variabile rispetto agli m disturbi strutturali;
sempre per semplicita” di notazione, eviteremo di ripetere in ogni
formula che tali derivate vengono calcolate in corrispondenza della
soluzione deterministica del modello, come pure, calcolando medie,
varianze e covarianze, eviteremo di ripetere che si tratta di medie,
varianze e covarianze condizionate.
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Introduciamo, ora, la variabile di controllo. Deve trattarsi di una
variabile casuale correlata positivamente con la variabile endogena y;
ma, a differenza di y, deve avere media e varianza facilmente
calcolabili. A tale scopo possiamo impiegare la variabile y,, variabile
endogena del modello linearizzato nell’intorno del punto soluzione

(6.5.5) =7+ 2u
ou

In altre parole, la variabile di controllo y, si ricava dai primi termini
dello sviluppo di Taylor di y nell'intorno di ¥ = 0. Ad ogni vettore u
di disturbi strutturali nel periodo di previsione possiamo ora far
corrispondere due valori della variabile endogena in esame: il valore
v, che si ottiene risolvendo il modello nel periodo di previsione dopo
avere introdotto il vettore u, e il valore della variabile di controllo y, che
si ottiene introducendo il vettore u nella equazione (6.5.5).

Mentre il metodo di riduzione deila varianza sperimentale basato
sulle variabili antitetiche risulta conveniente solamente per il calcolo
delle medie degli errori di previsione, il metodo basato sulle variabili di
controllo risulta conveniente anche per il calcolo delle varianze.
Tratteremo separatamente i due problemi del calcolo delle medie e delle
varianze.

L.a media della componente dell’errore di previsione, relativamente
alla variabile endogena in esame, puo’ essere espressa nel modo
seguente

(6.56) E@-y) =ELG-y) +W-N]1=EGF-y) + EW-y).

Dalla definizione di y, (equazione 6.5.5), poiche’ le derivate che
compaiono nell’'equazione non sono variabili casuali, ricaviamo che
E({y-y) =0. Avremo, quindi, dalla (6.5.6)

(6.5.7) Ey-y)=EQW-y).
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Eseguiamo ora la simulazione stocastica del modello (R replicazioni)
come descritto nel paragrafo 6.3; nella r -esima replicazione, pero’, in
corrispondenza del vettore di distrurbi pseudo-casuali #® calcoliamo,
oltre ad y® (risolvendo il modello vero e proprio), anche il valore della
variabile di controllo p/ (inserendo u® nell’'equazione 6.5.5).
Ricordando l'equazione (6.5.7), potremo calcolare un valore
approssimato della media della componente deli‘errore di previsione in
esame come media campionaria

R
(6.5.8) i = o X057,

Calcoliamo, cioe’, la media sulla base delle differenze tra |
corrispondenti valori di y e y, invece che sulla base delle differenze tra
yey. Analogamente a mi, e mg, avremo per mg

(6.5.9) plim mg =m = E[Fy-yp) | xpa, 2 ].

R— 00

Anche in questo caso ¢ interessante verificare se la tecnica delle
variabili di controllo permette una migliore approssimazione nel calcolo
della media, a parita” di costo del calcolo. Occorre allora confrontare,
in termini di varianza, il valore calcolato mediante l'impiego della
variabile di controllo (mg) , con il valore calcolato impiegando le
variabili antitetiche (g , eq. 6.4.1), e con il valore calcolato con la
semplice simulazione stocastica (171, eq. 6.3.1), a parita’ di numero di
replicazioni (R). La varianza di m§ e’ data da

(6.5.10) Vimg = — Vi) +Vm-2Cu,n]

| —

L’equazione (6.5.10) si presta ad alcune semplici considerazioni
qualitative. Se il comportamento del modello nell'intorno della
soluzione deterministica (al variare di «) non si discosta troppo da un
comportamento lineare, i valori numerici delle due varianze e della
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covarianza che compaiono sul lato destro dell’equazione saranno
abbastanza simili (uguali, nel caso di perfetta linearita’). 1l valore
numerico risultante dalla somma algebrica dei tre termini sara’,
pertanto, piuttosto piccolo {zero, nel caso di perfetta linearita’).

Piu’ in generale possiamo dire che, se le varianze della variabile di
controllo y, e della variabile y hanno lo stesso ordine di grandezza
(oppure, se la varianza di y, € minore di quella di y), e se le due
variabili sono correlate positivamente, l'impiego delle variabili di
controllo riduce la varianza sperimentale nel calcolo della media,
rispetto alla semplice simulazione stocastica (la varianza risultante
dall’equazione 6.5.10 ¢’ minore di v/R = V(y)/R, che ¢’ la varianza di
mp).

Anche nel caso delle variabili di controllo, V'esempio del modello
lineare - nei - logaritmi (eq. 6.4.6) ci permette di ricavare, per via
analitica, informazioni quantitative circa il guadagno in termini di
efficienza del calcolo. Dalla forma ridotta (eq. 6.4.7) ricaviamo la
soluzione deterministica y , la derivata di y rispetto a u, e la variabile
di controllo y,

(6.5.11) 7= e x®
J

(6.5.12) [l] = M x®
Ju (u=0)

(6.5.13) y; = e x"2(1 + u).

La varianza della variabile di controllo ¢’ data da

(6.5.14) Vi) = e* x*2 g?

e la covarianza tra y, e y ¢’ data da
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(6515  Cpy) = M2 {E[(1 +we]-E(eN} =

2
= eza‘ xza’2 E(ue") = e2a1 xzaQ 02 e® /2.

Introducendo questi valori di V' (y) e C (y,y) nell'equazione (6.5.10)
otteniamo, per la varianza di m§ , l'espressione

6.5.16)  V(mp) = %- (Vo) + Vo) -2Co 0] =

= _]12_ [V(y) + ezalxzazcrz(l -2602/2>]

dove l'ultimo termine tra parentesi tonde e’ sempre negativo. In questo
caso, dunque, I'impiego della variabile di controllo aumenta l'efficienza
del calcolo della media rispetto alla simulazione stocastica semplice.

Sostituiamo ora, nell’'equazione (6.5.16), a V' (y) la sua espressione
(=v,eq. 6.4.11)

(6.5.17) V(mg) = iale_zE, [302 (egz_ l) . 02(1 9 602/2)]

e confrontiamo la varianza di m§ con la varianza di mg (eq. 6.4.13), a
parita’ di numero di replicazioni (R). Le due espressioni sono diverse,
e non immediatamente confrontabili. Possiamo, allora, effettuare lo
sviluppo di Taylor di entrambe le espressioni, considerate come
funzione di o?. Entrambe le funzioni valgono ovviamente zero nel
punto iniziale 62 = 0. Anche le derivate prime valgono entrambe zero,
nel punto iniziale. Le derivate seconde sono diverse da zero, ma hanno
lo stesso valore nel punto iniziale. Solo dal terzo ordine in poi abbiamo
valori diversi delle derivate in corrispondenza di ¢? = 0. E’ quindi
ragionevole attenderci valori molto simili di ¥V (m§) e di V (m§), almeno
per valori non troppo elevati di o2

L’esperienza pratica conferma che, a parita’ di numero di
replicazioni, la varianza della media, calcolata con le variabili di
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controllo, e’ praticamente uguale alla varianza della media calcolata
con le variabili antitetiche. Il guadagno, in termini di efficienza del
calcolo, risulta allora circa doppio. Infatti, per una replicazione di
simulazione stocastica con variabili di controllo, occorre risolvere il
modello una volta, mentre con le variabili antitetiche il modello va
risolto due volte.

Nel valutare l'efficienza del calcolo quando si usano le variabili di
controllo bisognerebbe, pero’, tener conto del tempo necessario al
calcolo delle derivate prime. [l calcolo delle derivate viene fatto
all'inizio, prima delle replicazioni di simulazione stocastica.
’operazione ha, quindi, un costo fisso, che non aumenta all’aumentare
del numero di replicazioni, ¢ che puo’ diventare trascurabile se il
numero di replicazioni e’ sufficientemente elevato. Si puo’ quindi
concludere dicendo che il guadagno in efficienza di calcolo dovuto
all’impiego delle variabili di controllo e’, nella maggior parte delle
applicazioni pratiche, quasi doppio del guadagno ottenibile con le
variabili antitetiche.

Le variabili di controllo offrono un ulteriore vantaggio sulle variabili
antitetiche: oltre al calcolo della media, si préstano anche al calcolo
della varianza della componente dell’errore di previsione in esame
(Calzolari e Sterbenz, 1986). Osserviamo, innanzitutto, che

(6.5.18) V- =V[IF-y+W-»]=
=V@-y)+ V-y +2C[T-y)0-0]

Poiche’, per definizione di y, (eq. 6.5.5), si ha E(J-y) =0 , la
covarianza che compare nell’equazione (6.5.18) sara’ semplicemente la
media del prodotto

(6.5.19) CLT-y) -1 =ELGT-»)-»] =

0
= E{[a;}, u](y-y,)}.
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Il primo termine sul lato destro dell’equazione (6.5.18) si calcola
facilmente, ricordando che y -y, = - (dy/0u’) u e che la matrice di
covarianza del vettore u, X, si suppone nota

%) 0
(6.5.20) V-y) = ~2x 2
ou 8u

Sostituendo queste ultime equazioni nella (6.5.18), otteniamo

6 6y N
au

0
+Vy-y) +2F {[ ay, u](y-yz)}-
U

Osservando l’equazione (6.5.21), notiamo che la varianza della
componente dell’errore di previsione dovuta ai disturbi strutturali e’
data dalla somma di tre termini. 1l primo, ossia la varianza della
variabile di controllo, e’ calcolabile analiticamente. Il secondo e terzo
termine, invece, possono essere calcolati dai risultati della simulazione
stocastica. Il valore approssimato della varianza, ottenibile con R
replicazioni di simulazione stocastica con variabili di controllo, sara’
pertanto il seguente

(6.5.21) V-y) =

Y o
(6.5.22)  if = aj' x ai ﬁ gl[(y[(r)_yo)_mé]z +

L2 5 W o0 5,0
R r=1 [ :l(y >}

Se il modello fosse lineare (y, = y , € quindi anche y? = y®), il secondo
e terzo termine sul lato destro dell’equazione (6.5.21) sarebbero uguali
a zero (e ad ogni replicazione di simulazione stocastica sarebbero uguali
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a zero i termini da inserire nelle due sommatorie dell’equazione 6.5.22).
E’ ragionevole pensare che, se localmente il modello non si discosta
troppo da un comportamento lineare, il primo termine sul lato destro
dell’equazione (6.5.22) debba essere decisamente preponderante; la
varianza sperimentale nel calcolo di v§ , essendo dovuta unicamente
agli altri due termini, dovrebbe pertanto risultare piuttosto bassa.

Un metodo per calcolare la varianza sperimentale di vg ¢’ descritto
in Calzolari e Sterbenz (1986), dove si riportano anche i risultati
sperimentali per il modello Klein - Goldberger. In tale modello,
calcolando la varianza del prodotto nazionale lordo (o dell’errore di
previsione di tale variabile), le variabili di controllo riducono la
varianza sperimentale di circa diecimila volte, rispetto alla simulazione
stocastica semplice. Di un fattore duecento si puo’ parlare per il
prodotto interno lorde (P/LL) nel modello dell’economia italiana che
sara’ discusso nel paragrafo 8.5. Nel piccolo modello descritto nel
paragrafo 8.3, l'efficienza del calcolo aumenta di circa mille volte per
la variabile C (consumi).

Come gia’ osservato per il calcolo della media, risultati come questi
non sono, ovviamente, generalizzabili, ma sono tuttavia indicativi delle
dimensioni del guadagro ottenibile con l'impiego delle variabili di
controllo.
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7. RISULTATI SPERIMENTALI SUL MODELLO

I metodi descritti nei capitoli 3 e 4 sono stati applicati al modello
(1.2), stimato con il metodo della massima verosimiglianza ad
informazione completa (FIML). La stima e’ relativa al periodo
1961-1979. 1 valori storici delle variabili nel periodo di stima sono
riportati in tabella 1 (compresi i dati relativi al 1960 per le variabili che,
nel modello, compaiono ritardate di un periodo).

Sempre in tabella 1 sono riportati i valori della variabile esogena Z
nei primi anni fuori campione (1980-1983, per le previsioni ex-posi),
come pure i valori osservati ex-post delle variabili endogene nello stesso
periodo.

La stima dei coefficienti strutturali (vettore @) e’ riportata in tabella
2. La stima della matrice di covarianza asintotica dei coefficienti
strutturali, ‘i’/T, e’ stata ottenuta invertendo la matrice delle derivate
seconde (matrice hessiana), cambiate di segno, della funzione di
verosimiglianza (concentrated log-likelihood) rispetto ai 9 coefficienti
strutturali incogniti (vettore @), calcolate in 4. Tale stima e’ riportata
in tabella 3. Nella tabella 4 viene riportata la stima della matrice di
covarianza degli errori strutturali (i). La previsione e’ relativa al
primo anno fuori campione, 1980. I risultati del calcolo delle varianze
degli errori di previsione sono riportati in tabella 5.

Come alternativa al metodo descritto nel capitolo 4, possiamo
calcolare la matrice di covarianza della componente dell’errore di
previsione, dovuta all’errore nella stima dei coefficienti, applicando il
metodo di Goldberger, Nagar e Odeh (paragrafo 3.8). 1 risultati
numerici ovviamente non cambiano rispetto a quelli gia’ riportati nella
tabella 5 (come pure non cambiano sc si applica, con le dovute cautele,
il metodo numerico del paragrafo 6.1). In tal caso, pero’, occorre
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calcolare preliminarmente la matrice fl/T . Per completezza di
esposizione, tale matrice viene riportata in tabella 6, mentre le matrici
A'ell, impiegate nel calcolo, vengono riportate nelle tabelle 7 e 8.

I risultati sulle previsioni e sulle loro varianze, riportati nella tabella

5, si prestano ad alcune considerazioni.

)

2)

Confrontando le diagonali delle due matrici di covarianza, notiamo
che, per ogni variabile, la varianza della componente di errore
dovuta ai disturbi strutturali e’ maggiore della varianza della
componente dovuta all’errore di stima (piu’ esattamente, la stima
dell’'una ‘e’ maggiore della stima dell’altra). E’ questa la situazione
che si incontra forse piu’ frequentemente nelle applicazioni pratiche.
Il caso opposto si incontra piu” di rado (un esempio ¢ dato dal
modelilo esaminato nel paragrafo 8.2; si vedano, al riguardo, I
risultati riportati nella tabella 18). Nei modelli di maggiori
dimensioni, spesso coesistono variabili per le quali risulta
dominante l'una o l'altra componente (si veda, ad esempio, il
modello del paragrafo 8.5 e, in particolare, le variabili PVAP e TD
nella tabella 30).

Le formule sviluppéte nei paragrafi precedenti non danno alcuna
informazione circa 'importanza relativa delle due componenti nelle
applicazioni pratiche. La stima della matrice di covarianza della
componente di errore dovuta ai disturbi strutturali (equazione 3.1)
non dipende ne’ dal valore delle variabili predeterminate nel
periodo di previsione (x,), ne’ dalla lunghezza del periodo di stima
(7). Sia x, che T, invece, influiscono direttamente sull’altra matrice
di covarianza (equazioni 3.8.10, o 4.12). In particolare, il
contributo all’errore di previsione che deriva dall’errore nella stima
dei coefficienti sara’ tanto piu’ piccolo (asintoticamente nullo)
quanto piu’ tungo e’ il periodo di stima. Tale contributo potrebbe
diventare, invece, molto rilevante in corrispondenza di valori
eccezionali delle variabili predeterminate nel periodo di previsione
{x,), come gia’ osservato per il modello di regressione lineare
(paragrafo 4.2) e come si puo’ rilevare dall’equazione (3.8.10).
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3) La matrice /T ¢ stata ottenuta dalla matrice delle derivate
seconde (matrice hessiana) della funzione di verosimiglianza, come,
ad esempio, in Chernoff e Divinsky (1953). Si incontrano spesso
nella letteratura stime diverse della matrice di covarianza dei
coefficienti FIML. Ad esempio, una diversa matrice ‘@/T puo’
essere ottenuta da una stima diretta della matrice di informazione
(si vedano, ad esempio, Hendry, 1971, e Hausman, 1974). Una
stima ancora diversa puo’ essere ricavata dalle derivate prime della
funzione di verosimiglianza, costruendo la matrice dei prodotti
esterni, come in Berndt et al. (1974). Stime diverse di questa
matrice possono produrre (e producono, in particolare, anche per
questo modello) risultati numerici molto diversi per la stima della
matrice di covarianza della componente dovuta agli errori nella
stima dei coefficienti. Per una trattazione piu’” dettagliata di questo
problema e delle conseguenze nelle applicazioni pratiche, si rimanda
a Calzolari e Panattoni (1984 ¢ 1987).
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Tabella 1

Valori storici della variabili

C 1 M Y Z

1960 21688. 8206. 36093.

1961 23317. 9155. 4114. 39055. 10697.
1962 24974. 10049. 4738. 41478. 11193.
1963 27189. 10861. 5777. 43805. 11532,
1964 28070. 10229. 5396. 45030. 12127.
1965 29105, 9369. 5502. 46502. 13530.
1966 31226. 9774. 6287. 49285. 14572.
1967 33421. 10921. 7141. 52823. 15622.
1968 35089. 12100. 7540, 56280. 16631.
1969 37382. 13038. 8999. 59712. 18291.
1970 40154. 13434. 10431. 62883. 19726.
1971 41342. 13001. 10679. 63916. 20252.
1972 42755. 13120. 11897. 65963. 21985
1973 45184. 14134. 13142. 70601. 24425
1974 46399. 14607. 13425. 73525. 25944,
1975 45796. 12745. 12134. 70851. 24444,
1976 47430. 13044. 14005. 75011. 28542,
1977 48477. 12998. 13983. 76435. 28943.
1978 49927. 12985. 15122. 78488. 30698.
1979 52559. 13742. 17206. 82337. 33242.
1980 54806. 15033. 18632. 85558. 34351.
1981 55094. 15130. 17645. 85707. 33128.
1982 55377. 14343, 17918. 85262. 33460.

1983 55207. 13792. 17845. 85127. 33973.
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Tabella 2

&7

Stima dei cocfficienti strutturali. Metodo di massima verosimiglianza
ad informazione completa (FIML). Periodo di stima 1961-1979.

a; = 932.093 a, = 188302

a, = 1306.04 as = 181901

a; = -7359.45 ag = 238980
Tabella 3

= .707929
= 876254
= 2294750

‘f’/T 1 stima della matrice di covarianza asintotica dei 9 coefficienti
strutturali incogniti del modello, ottenuta dalla matrice hessiana della
funzione di verosimiglianza. La matrice (simmetrica) e’ rappresentata

a blocchi di dimensioni (3 x 3).

Covarianze tra i cocfficienti della equazione 1

~

a, @
a .124049¢ + 7
a, -148.076 .219752e-1
a 211.167 -.322575e-1

3

"

a

475191e-1

Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 2 e |

A

(A") @
a, 540579. -46.3153
a; -102.219 138566c¢-1
as -24.0721 .106899¢-2

n

dy
61.9999

-.200995¢-1
-.11103%e-2
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33

Covarianze tra i coefficicnti della cquazione 2

A

(’;4 &5 a(»
a RQ1A135
as -94.5722 .223842e-1
as  -55.2806 .340410¢-2 .399031e-2
Covarianze tra i cocfficienti delle cquazioni 3 e |
&l 62 &3
a; 383286. -3R.1185 52.6714
as -39.1737 .503007e-2 -.724012¢-2
aq 1.95543 -.464136e-3 .713168e-3
Covarianze tra i cocfficienti delle equazioni 3 ¢ 2
a, as Qg
a, 377429. -78.1287 -15.6570
a, -44.442| .110363e-1 .149276¢-2
Qy 3.32473 -.113148¢-2 -.484675¢e-4
Covarianze tra i coefficienti della equazione 3
a; ay dy
a, 150985¢ +7
a;  -190.451 288140c-1
-.323214¢-2 .462498¢-3

b 16.4994
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Tabella 4

Stima della matrice di covarianza dei disturbi strutturali (i)

C ! M Y
C 282553.
{ 157384. 235537.
M 107816. 54597.2 272286.
Y .0 .0 .0 .0
Tabella 5

Stima delle matrici di covarianza delle due componenti dell’errore di
previsione al 1980.

Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti ( x 107?)

C 1 M Y
C 177.
I 100. 94.2
M 64.2 32.8 69.2
Y 213, 161. 278 347.

Componente relativa ai disturbi strutturali (x 10-)

G { M Y
C 458.
I 331. 408.
M 232. 176. 268.

Y 557. 562. 140. 979.
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Valori calcolati delle endogene (previsioni), valori osservati ex-post e
stima dello scarto quadratico medio delle previsioni { x 10%)

Valore Valore Stima scarto
calcolato osservato quad. medio
C 54.229 54.806 797
I 13.913 15.033 708
M 17.049 18.632 .580
Y 85.444 85.558 1.15
Tabella 6

fZ/T . stima della matrice di covarianza asintotica dei coefficienti di
forma ridotta. La matrice (simmetrica, di dimensioni 20 x 20) e’
rappresentata a blocchi di dimensioni 4 x 4. Ogni blocco contiene le
covarianze dei coefficienti di forma ridotta relativi ad una coppia di
variabili predeterminate.

~ 2T 0

~ 2 ™A

Q. / T (variabili predeterminate 1,1)

C / M Y
121454e +7
.139282e +7 247917e +7
379827. 407957, 473182,
222753e+7 .346404¢ +7 314602. .537697e +7

Q,,/ T (variabili predeterminate Z,1)

C / M Y
191.265 231.794 53.7317 369.327
152.506 281.565 32.9266 401.144
75.4303 113.374 11.4284 177.376
268.340 399.985 75.2299 593.095



Cap. 7

Q,,/ T (variabili predeterminate Z,Z,)

C { M Y
C A477579e-1
I 37703 3e-1 475560e-1 _
M .185875e-1 18613 1e-1 .828501e-2 _
Y .668737e-1 .666402¢-1 289156e-1 104604
fzm { T (variabili predeterminate C, 1)
C { M 4
Cc  -101.671 -95.0760 -31.6100 -165.137
/ 68.8560 156.576 [1.8206 213.611
M -7.78852 13.3697 -9.88558 15.4668
Y  -25.0262 48.1299 -9.90385 33.0075
fzm/ T (variabili predeterminate C,,Z)
C / M Y
C  -.230570e-1 -.136538e-1 -.798089%¢-2 ~.287299%e-1
/ .173107e-1 270110e-1 .968963e-2 .346321e-1
M -.151840e-2 .276381e-2 409142¢-3 .836266e-3
Y -.422790e-2 .105934e-1 .129960e-2 .506590e-2
flm/ T (variabili predeterminate C, ,C, )
C / M Y
C 125254e-1
I -.490716e-2 .162909e-1
M 179573e-2 .243012¢-2 .103055e-2
4 .582252e-2 .89535%e-2 .319530e-2 .115808e-1
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SAZM / T (variabili predeterminate /7, ,1)

C 1 M Y
C 161.465 186.333 57.3178 290.480
1 108.851 209.690 20.8697 297.672
M 104.269 175.242 -31.8203 311.331
Y 166.047 220.782 110.008 276.821

fld,z/ T (variabili predeterminate 7, ,,7Z,)

C 1 M Y
G .429375e-1 .328882e-1 .161596e-1 .596662e-1
! .358451e-1 A67576¢-1 A77727e-1 .648300e-1
M .235245e-1 .285687e-1 .126844e-1 .394088e-1
Y .552581e-1 .510772e-1 .212479e-1 .850874¢-1

flm/ T (variabili predeterminate 7,,,C,))

C / M Y
C -.207720e-1 .148418e-1 -.176669¢-2 -.416350e-2
1 -.118971e-1 .269526e- 1 .296180e-2 .120937e-1
M -90567%-2 .159834e-1 .234382¢-2 .458279¢-2
Y -.236123e-1 .258109e-1 ~.114871e-2 .334740¢-2

f24’4/ T (variabili predeterminate /,,,/,))

C / M Y
C .398028e-1
/ .330973e-1 .520904e-1
M 172753e-1 .255510e-1 .302012e-1
Y .556248e-1 .596367¢e-1 .126250e-1 102636
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fzs,, / T (variabili predeterminate Y, ,1)

C 1 M Y
C  -549132 -81.2595 -16.4886 -119.684
I -141.670 -280.503 -29.8785 -392.294
M -48.4939 -89.8109 .845402 -139.150
Y  -148.089 -271.951 -47.2126 -372.828
SAZS,Z/ T (variabili predeterminate Y, ,,Z,)
C 1 M Y
C  -.138928e-1 -.136599¢-1 -.593910e-2 -.216136e-1
1 -.351543e-1 -.477339%e-1 -.180738e-1 -.648144e-1
M -.111322e-1 -.145050e-1 -.587653e-2 -.197607e-1
Y  -.379149%e-1 -.468889%¢- | -.181364e-1 -.666673e-1
£A25,3/ T (variabili predeterminate Y, ,,C,,)
C 1 M Y
C .599631e-2 -.705872e-2 -.118410e-3 -.9440006e-3
1 .118435¢e-1 ~.277332e-1 -.331499¢-2 -.125747e-1
M .399370e-2 -.830969e-2 -.109538e-2 -.322061e-2
Y .138461e-1 -.264823e-1 -.233802e-2 -.102981e-1
S.AZS,‘,/ T (variabili predeterminate Y, ,,/,))
C 1 M Y
C  -.125262¢-1 -.134203e-1 -.768458e-2 -.182619¢-1
7 -.305995e-1 -.472659%-1 -.281140e-1 -.497514e-1
M -.893654e-2 -.135234e-1 -.114126e-1 -.110473e-1
Y  -.341891e-1 -.471628e-1 -.243859%e-1 -.569660e-1
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SA25,5/ T (variabili predeterminate Y, ,,Y,.)

C ! M Y
C .448476e-2
I .132739e-1 .483355e-1
M .396007e-2 .145224e-1 .501066e-2
Y 137986e-1 470869%e-1 .134719e-1 474137e-1
Tabella 7
Matrice /f"
1.20593 217414 -.205929 205929
.198929 1.21002 -.198929 .198929
311247 272836 688753 311247
1.09361 1.15460 -1.09361 1.09361
Tabella 8

Stima della matrice dei coefficienti di forma ridotta ristretta I1 ( x 10)

1 Zr C:-l ]l-l Yf—l
C 29235.1 2.05929 8.53712 1.90510 -.395478
/ 32297.7 1.98929 1.40827 10.6029 -2.20104

M -44223.9 3.11247 2.20341 2.39073 -.496291
Y 105757. 10.9361 7.74199 10.1172 -2.10023
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8. RISULTATI SPERIMENTALI SU ALTRI
MODELLI

In questo capitolo vengono riportati i risultati sperimentali ottenuti
dalla applicazione dei metodi precedentemente descritti a cinque
modelli, due lineari e tre non lineari.

8.1. Il modello Klein-I

Come primo modello lineare si considera il modello Klein-1 (si veda
Klein, 1950, pp. 65-66), relativo all’economia americana nel periodo
1921-1941.

C( = a +L12Pl+a3PtA] +a4(W1 + WZ),"‘UL[

[y =as Y ag P+ a; Py + ag Ky + uy,
W1, = ay + ayg (Y + T-W2), +
(8.1.1) tay (Y + T-W2) +apt+u,
Y,=C,+1+G,-T
P = Y,- Wi, - W2,

=
{

- K{-I + I/
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Le wvariabili endogene (vettore y,) sono 6: C, = consumi, [, =
investimenti netti, W1, = salari del settore privato, Y, = prodotto
nazionale, P, = profitti, K, = stock di capitale alla fine dell’anno ¢.

Le variabili predeterminate (vettore x,) sono 8, 5 delle quali sono
esogene e 3 sono endogene ritardate di un periodo: il termine costante
(= 1 in tutti i periodi), P,, , W2, = salari nel settore pubblico, K, ,
T, = imposte, (W1 + T),, , { = tempo (anni), G, = domanda di bent
dal settore pubblico e dall’estero. Si noti che la wvariabile
predeterminata che moltiplica a,, (terza equazione) ¢ uguale a
P, + (W1 + T),, ('uguaglianza si ricava dalla quinta equazione).

Il vettore degli errori al tempo ¢, u, e composto di tre disturbi
casuali, u, , u, € 4y, € di tre termini identicamente nulli.

Per rappresentare il modello nella forma (1.1), introduciamo le
matrici di coefficienti 4 e B, di dimensioni, rispettivamente, (6 x 6) ¢
(6 < 8)

1 0 - 0 a4 0
0 | 0 0 -G O
_ (.0 0 1 2o 0 0
(8.1.2) A= 1 -] 0 1 0 0
0 0 1 -1 I 0
0 -1 0 0 o0 I|
a4 -da3 - ay 0 0 0 0 0
~ds -y 0 -ag 0 0 0 0
_ "% -4y ap 0 “Qig ~4p -4 0
@I B=1s" o o 0o 1 0 0 -f
0 0 | 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 0

Si applica quanto descritto in precedenza al modello Klein-I, stimato
con il metodo dei minimi quadrati a 3 stadi (3SLS). La matrice ), ha
dimensioni (6 x 12)
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1 By Py Wi, +W2, 00 0 0
0 0 0 0 1 P, Py Ky
. 0 0 0 0 0 0 0 0
@14 F=-1y o o 0 00 0 0
0o 0 0 0 00 0 0
0 0 0 0 0O 0 0 0
0 0 0 0]
0o 0 0 0
I (P +T-w2)y, (Y +T-W2),, h
0 0 0 ol
0 0 0 0
0 0 0 q

LLa stima e” relativa al periodo 1921 -1941. [ valori storici delle
variabili nel periodo di stima sono riportati in tabella 9 (compresi i dati
relativi al 1920, poiche’ alcune variabili compaiono nel modello
ritardate di un periodo).

La stima dei coefficienti strutturali (vettore @) e’ riportata in tabella
10. La stima della matrice di covarianza asintotica dei coefficienti
strutturali, ‘f’/T, e’ riportata in tabella 11 e la stima della matrice di
covarianza degli errori strutturali, i, e’ riportata in tabella 12. La
previsione uniperiodale e’ relativa all’anno 1948, e i valori delie
variabili predeterminate relative a tale anno, come pure i valori
osservati ex-post delle variabili endogene, sono presi da Goldberger et
alii (1961), e sono riportati in tabella 9 (per l'esattezza !’articolo di
Goldberger et alii, 1961, riporta i wvalori delle otto variabili
predeterminate elencate in precedenza, non tutti i valori delle singole
variabili riportate nella tabella; i valori mancanti sono stati ricostruiti,
per permettere di utilizzare il modello nella forma 8.1.1; circa i risultati
numerici del lavoro di Goldberger et alii, 1961, si veda la nota di
Bianchi et alii, 1979).

Dall’esame dei risultati in tabella 13 si possono ricavare alcune
semplici considerazioni.
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1) Le due componenti di errore hanno matrici di covarianza dello
stesso ordine di grandezza. Per ogni variabile endogena, la varianza
della componente di errore dovuta ai disturbi strutturali e’ maggiore
della varianza dell’altra componente.

2) Confrontando gli errori di previsione, osservati ex-post, con i
corrispondenti scarti quadratici medi, si nota che l'errore osservato
e’ minore del corrispondente scarto quadratico medio per le tre
variabili W1, Y e P, mentre ¢’ maggiore per le altre tre; per nessuna
variabile, pero’, l'errore osservato e maggiore del doppio del
corrispondente scarto quadratico medio.

Il tempo di calcolo per entrambe le matrici e’ circa un decimo di
secondo su un calcolatore /BM/4341; il metodo che passa attraverso il
calcolo preliminare della matrice di covarianza fz/T richiede un tempo
alcune centinata di volte maggiore.
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1920
1921
1922
1923
1924
1925
1926
1927
1928
1929
1930
1931
1932
1933
1934
1935
[936
1937
1938
1939
1940
1941
1947
1948

39.8
41.9
45.0
49.2
50.6
52.6
55.1
56.2
57.3
57.8
55.0
50.9
45.6
46.5
48.7
513
57.7
58.7
57.5
61.6
65.0
69.7

82.8

2.7
-0.2
1.9
5.2
3.0
5.1
5.6
4.2
3.0
5.1
1.0
-34
-6.2
-5.1
-3.0
-1.3
2.1
2.0
-1.9
1.3
3.3
4.9

6.4

Valori storici della variabili

|78

28.8
25.5
29.3
34.1
33.9
35.4
374
37.9
39.2
41.3
37.9
34.5
29.0
28.5
30.6
33.2
36.8
41.0
38.2
41.6
45.0
533
59.4
60.7

Y

43.7
40.6
49.1
55.4
56.4
58.7
60.3
61.3
64.0
67.0
57.7
50.7
41.3
45.3
48.9
533
61.8
65.0
61.2
68.4
74.1
85.3
94.3
97.4

Tabella 9

P

12.7
[2.4
16.9
18.4
19.4
20.1
19.6
19.8
21.1
217
I5.6
11.4

7.0
11.2
12.3
14.0
17.6
17.3
15.3
19.0
21.1
23.5
26.2
27.9

K

182.8
182.6
184.5
189.7
192.7
197.8
203.4
207.6
210.6
215.7
216.7
2133
207.1
202.0
199.0
197.7
199.8
201.8
199.9
201.2
204.5
209.4

197.7
204.1

W2

2.2
2.7
2.9
2.9
3.1
3.2
33
3.6
3.7
4.0
4.2
4.8
5.3
5.6
6.0
6.1
7.4
6.7
7.7
7.8
8.0
8.5
8.7
8.7

T
34

t

-11.0

7.7 -10.0

39
4.7
3.8
5.5
7.0
6.7
4.2
4.0
7.7
7.5
8.3
5.4
6.8
7.2
8.3
6.7
7.4
8.9
9.6
11.6
9.2
9.2

-9.0
-8.0
~7.0
6.0
-5.0
~4.0
-3.0
-2.0
-1.0
0.0
1.0
2.0
3.0
4.0
5.0
6.0
7.0
8.0
9.0
10.0
16.0
17.0

99

G

4.6
6.6
6.1
5.7
6.6
6.5
6.6
7.6
7.9
8.1
9.4
10.7
10.2
9.3
10.0
10.5
10.3
11.0
13.0
14.4
15.4
22.3

17.4
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Tabella 10

Stima dei coefficienti strutturali. Metodo dei minimi quadrati a tre
stadi (3SLS). Periodo di stima 1921-1941.

|
H

124890 4, = .163144 790081
013079 &, = 755724 4, = -.194848
400492 a4,= .181291  4,= .149674

2>
F-
Il

4, = 164408 &,
A= 28.1779 &,
4, = 179722 4,

R
l

i
[
|

Tabella 11

‘i’/Tx 10° : stima della matrice di covarianza asintotica dei 12
coefficienti strutturali incogniti del modello. La matrice (simmetrica)
e’ rappresentata a blocchi di dimensioni (4 x 4).

Covarianze tra i coefficienti della equazione 1

n " A n

a a; a, dy
4, 170185.
a, -1698.12 1169.19
a, -557.862 -806.243 1008.79
a, -3071.19 -116.847 -56.5169 143.929

Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 2 e |

A A A A

a, a, a, a,
as 196452. -1565.36 5469.03 -6207.42
@ -4300.48 609.356 -590.258 88.5792
a, 1531.33 -494.273 633.691 -35.8289
a, -732.226 -3.15535 -29.3111 30.5086
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Covarianze tra i coefficienti della equazione 2

" 7o) " A

as ag a; asg
as 4615540.
ag -73225.0 2621.04
a, 60450.1 -2234.68 2338.86
ag -21756.6 326.940 -304.281 105.825

Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 3 e |

A n A "

a a, a, a,
a, -61530.8 84.9344 2857.67 276.368
a 994.907 -135.445 88.2945 -3.69105
a, -.945900 138.818 -140.731 -.943242
a, 339.275 63.9459 44.2875 -51.7011

Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 3 e 2

I A A "

as ag a, ay
a, 27654.6 -167.675 -1478.62 1.54070
a 3791.88 3.23827 17.6514 -20.6271
a, -4388.44 - 462288 7.21784 21.3374
a -3301.19 49.2808 -66.2560 17.7253

Covarianze tra i coefficienti della equazione 3

A A ~ A

dy 230 a, a;
ay 124514.
o -790.641 101.210
a, -1289.31 -91.1903 116.683

a 1406.23 -28.2723 5.03103 78.0382
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C
/

Wi

Y
P
K

Risultati su altri modelli

Tabella 12

Stima della matrice di covarianza dei disturbi strutturali (i)

C

.891760
411319
-.393614

.0

0

0

I

2.09305
403045

.0
0
.0

Wi Y P K
520026
0 .0
.0 .0 .0
.0 0 .0 0
Tabella 13

Modello Klein-1 dell’economia americana 1921-1941. Stime 3SLS.
Stima delle matrici di covarianza delle due componenti dell’errore di

previsione al 1948.

ATNITTA

Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti

C

2.14
.694
1.18
2.83
1.65
.694

!

533
.568

1.23

659
533

Wi

1.19
1.75

559

568

Y P K
4.06
2.31 1.75
1.23 659 533
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Componente relativa ai disturbi strutturali

C ! Wi Y P K
C 3.85
{ 2.39 2.03
Wi 2.68 2.18 2.70
Y 6.25 4.43 4.36 10.7
P 3.56 2.25 2.16 5.81 3.65
K 2.39 2.03 2.18 4.43 2.25 2.03

Valori calcolati delle endogene (previsioni), valori osservati ex-post e
stima dello scarto quadratico medio delle previsioni.

Valore Valore Stima scarto
calcolato osservato quad. medio
C 78.4 82.8 2.45
/ 9.1 6.4 1.60
Wi 60.1 60.7 1.97

Y 95.7 97.4 3.84
P 26.9 27.9 2.32
K 206.8 204.1 1.60
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8.2. 11 modello Girshick - Haavelmo

Come ulteriore esempio di modello lineare esaminiamo in questo
paragrafo il modello proposto da Girshick e Haavelmo (1953) per la
domanda di prodotti alimentari.

Vg =y, T ayys, tazzg, tagyz . +oas +oup,

v

Ve = QeyVa, t arys, t agzg, + ag + uy,
(8.2.1) Var = @qpzr, tay vz tapn toug,
Ya, = a13Ys, * auays,y T aiszg, T oae gy

Ysg T A7y, taygzg, +oajg +ous,

i

Le variabili endogene (vettore y,) sono 7: y,, = consumi alimentari
pro-capite, y,, = prezzi al dettaglio dei consumi alimentari, y,, =
reddito disponibile pro-capite, y,, = prodotti agricoli alimentari
pro-capite, y5, = prezzi alla produzione dei prodotti agricoli alimentari.

Le variabili predeterminate (vettore x,) sono 5, 3 delle quali sono
esogene (correnti) e 2 sono endogene ritardate di un periodo: il termine

costante (= 1 in tutti i periodi), ys,., , z,, = investimento netto
pro-capite (reddito disponibile meno spese per consumi), z;, = tempo,
Vi -

I modello non contiene equazioni definizionali; il vettore degli errori
al tempo ¢ ha, pertanto, dimensioni 5 x | e, a differenza dei modelli
esaminati in precedenza, non contiene termini identicamente nulli.

Le matrici di coefficienti strutturali 4 e B, che permettono di
rappresentare il modello nella forma (1.1), hanno entrambe dimensioni
5x5

(8.2.2) A=

COD - —
o
co—~o
1
B
(%]

~dy7
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-ds 0 0 “az  -ay
~dg 0 0 -dg 0
(8.2.3) B=1-92 0 B (R O B P
“dig Q4 0 45 0
a9 0 0 -8 0
La matrice ﬁh ha dimensioni (5 = 19)
Yon J3p z8p Yipar 100 0 0
. o 0 0 0 0 yyn Vo 2zgn 1
(8.2.4) Fpo=-10 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0O 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Z7,h y3 h-1 1 O O O 0 0 O 0
0 0 0 Psp ¥spy zx I 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 )72'/1 Zg‘h 1

[ valori delle variabili, relativi al periodo 1922 - 1941 (ed al 1921 per le
due variabili endogene ritardate) sono riportati in tabella 14 (per
maggiori dettagli sulla costruzione e sulla fonte dei dati stessi, si veda
I'articolo di Girshick e Haavelmo, 1953, pp. 107-108). [ coefficienti
strutturali, riportati in tabella 15 (e la loro matrice di covarianza,
riportata in tabella 16), sono stati stimati applicando il metodo iterativo
delle variabili strumentali ad informazione limitata (I1V) ai dati del
periodo 1922 - 1940. 11 procedimento di stima e’ descritto in Dutta e
Lyttkens (1974). Si tratta della versione iterativa del metodo di stima
delle variabili strumentali ad informazione limitata proposto da
Brundy e Jorgenson (1971, LIVE) e da Dhrymes (1971, LIIV). Una
tavola riassuntiva del procedimento di stima (una iterazione) e’
riportata nell’articolo di Brundy e Jorgenson (1971, p. 215, tabella t,
seconda colonna Limited I[nformation), il procedimento e’ stato
applicato iterativamente fino a raggiungere la convergenza su sei cifre
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decimali, per tutti i coefficienti; i valori numerici delle stime sono,
pertanto, indipendenti dalle stime che occorre fornire all'inizio, per
applicare il metodo delle variabili strumentali.

1l 1941 ¢ I'anno di previsione. 1 valori osservati e calcolati delle
variabili endogene (previsioni ex-posf), le matrici di covarianza delle
due componenti del vettore degli errori di previsione, e gli scarti
quadratici medi complessivi sono riportati in tabelia 18.

E’ questo 'unico caso, tra i modelli impiegati in questo testo a titolo
di esempio, in cui l'errore di stima contribuisce piu’ dei disturbi
strutturali alla varianza delle previsioni, per tutte le variabili.
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1921
1922
1923
1924
1925
1926
1927
1928
1929
1930
1931

1932
1933
1934
1935
1936
1937
1938
1939
1940
1941

i

98.6
101.2
102.4
100.9
102.3
101.5
101.6
101.6
99.8
100.3
97.6
97.2
973
96.0
99.2
100.3
100.3
104.1
105.3
107.6

Tabella 14

Valori storici della variabili

W2

100.2
101.6
100.5
106.0
108.7
106.7
106.7
108.2
105.5
95.6
38.6
91.0
97.9
102.3
102.2
102.5
97.0
95.8
96.4
100.3

V3

77.4
87.4
97.6
56.7
98.2
99.8
100.5
103.2
107.8
96.6
88.9
751
76.9
84.6
90.6
103.1
105.1
96.4
104.4
110.7
127.1

Ya

108.5
110.1
[10.4
104.3
107.2
105.8
107.8
103.4
102.7
104.1
99.2
99.7
102.0
94.3
97.7
101.1
102.3
104.4
108.5
111.3

Vs

98.0
99.1
99.1
98.9
110.8
108.2
105.6
109.8
108.7
100.6
81.0
68.6
70.9
81.4
102.3
105.0
[10.5
92.5
89.3
93.0
106.6

Z7

92.9
142.9
100.0
123.8
1119
121.4
107.1
142.9
92.9
97.6
52.4
40.5
64.3
78.6
114.3
121.4
78.6
109.5
128.6
238.1

107

Zg

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0
6.0
7.0
8.0
9.0
10.0
11.0
12.0
13.0
14.0
15.0
16.0
17.0
18.0
19.0
20.0
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Stima dei coefficienti strutturali.

Tabella 15

Risultati su altri modelli

Metodo iterativo delle variabili

strumentali ad informazione limitata. Periodo di stima 1922-1940.

4, =-.588928 4, = .345460
4, = .135961 &, = .802170
4,,= 230990 &,= .346964
4,5~ 481668 &,=-.250787
4= 2.61243 &= 458590
P/T x 10° :

coefficienti strutturali incogniti del modello.

e’ rappresentata a blocchi.

&, =-.366879
8, = 409629
4= 39.9242
a,=-.253800
b,=-171.077

Tabella 16

4,= 090655 &= 121.673
b, =-.713708

= 84.1706

stima della matrice di covarianza asintotica dei 19
La matrice (simmetrica)

Covarianze tra i coefficienti della equazione 1

n A

n

a; a, as
145.993
-36.1528 11.9689
76.8776 -17.9171 43.4294
-20.4792 2.84194 -11.8377
-10071.4 2403.40 -5341.19

" A

a, as
5.31781
1406.89 704489.
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Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 2 e |

n n n A A

a1 az 613 a4 as

-2.54601 703202 -1.28006 .184533 184.316
5.10700 -1.65567 2.54602 -.434478 -339.913
1.36282 -.506240 526541 -.132847 -81.4026

-287.687 106.218 -140.808 27.8736 17554.2

Covarianze tra i coefficienti della equazione 2

n A " n

a a day ay
22.7165
-34.6513 81.5855
-6.37832 24.9457 12.9738

1375.29 -5234.04 -2078.48 426031.

Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 3 e 1

n A A n n

a a, a, a, as
0.0 717504 0.0 -.506592 -21.1310
0.0 -1.11539 0.0 1.71951 -54.9693
0.0 32.5328 0.0 -110.788 7405.43

Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 3 e 2

n n ~ n

dg a; a a,

218642 -1.48139 -.423004 136.081
-2.54780 2.17098 -.826078 39.3408
217.957 -54.7407 120.620 -17553.9
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Covarianze tra i coefficienti della equazione 3

" n n

0] ap a,

4o 1.52286
&, 236734 122437
4, 69.0489  -914.253  79978.8

Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 4 e 1

A n " n n

a, a, a, a, as

12 36.9783 -13.1528 18.3323 -3.45154 -2319.61
4 -31.8862 10.3374 -15.8965 2.71273 2122.29
s 12.7866 -5.21506 2.61569 -1.36853 -684.342
s -611.336 321.383 -257.259 84.3369 25234.7

D> D> >

Covarianze tra i coefficienti delfe equazioni 4 e 2

" n n n

a, a, day ay

as 12.9424 -42.1434 -15.4988 3228.98

a, -14.0679 33.1224 10.1276 -2124.94

ais 2.54401 -16.7098 -12.5659 1605.08

Qs 86.9751 1029.76 641.826 -122288.
Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 4 e¢ 3
&10 &H &12

a,, -2.40557 269005 217.944

a4 1.41893 -2.07944 52.4326

a;s -.326203 -3.5513] 367.618

Q>

6 98.1933 210.939 -30128.4



Cap. 8

A

a);
A

apg
A

Qo

117

Covarianze tra i coefficienti della equazione 4

&13 ay as 2313
176.574

-121.618 95.5853

81.4093 -48.2214 100.934

-6090.58 2971.69 -4202.44 344257.

Covarijanze tra i coefficienti delle equazioni 5 e 1

IS n

a a, a, a, as
-18.9362 0.0 -9.98209 0.0 2006.80
-9.98209 0.0 -12.6563 0.0 1131.81

2006.80 0.0 1131.81] 0.0 -213635.

Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 5 e 2

A ”

&6 &7 a8 a9
-1.62363 0.0 -.855884 172.067
-.855884 0.0 -1.08518 97.0438

172.067 0.0 97.0438 -18317.5

Covarianze tra i coefficienti delle equazioni S ¢ 3
&10 &11 &IZ

.009863 039059 -4.67799

-.000719 035796 -3.30012

-.986114 -4.29144 506.121
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Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 5 ¢ 4

Covarianze tra i coefficienti della equazione 5

A

a

0.0
0.0
0.0

A
dig

75.22438
-6727.11

4.23490
6.93564
-495.833

Risultati su altri modelli

A n

as dis

-487.699
-304.119
52296.2

n

iy

1269780.

Tabella 17

Stima della matrice di covarianza dei disturbi strutturali ()A:)

4y
ai, 4.61050
ag 2.43039
a,, -488.606

a;
a,; 112.551
Qs 59.3302
a,, -11927.7

Wi
W 1.40607
y, -.083900
Vs 1.68622
vy, -2.08876

yo  -4.21476

V2

1.78044
-1.59883
-2.88225
-.361379

-6.10643
038419

W3 W4
15.4937
33.1661
2.68085

Vs

25.0511
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Modello Girshick - Haavelmo.

Tabella 18

covarianza delle due componenti dell’errore di previsione al 1941.

Y
Y2
V3
Ya
Vs

3
W2
V3
Ya
Ys

Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti

Y

6.01
-5.32
4.28
9.67
-13.3

Componente relativa ai disturbi strutturali

i

2.13
-1.90
2.45
3.78
-3.85

W2

25.0
9.73
-11.3
60.0

Y2

13.1
7.80
-4.61
25.1

Vi Y4
22.0

5.79 22.8
25.4 -27.7

Y3 Ya
15.5

3.72 9.27
20.4 -8.66

Vs

158.

s

67.0

113

Stime 1IV. Stima delle matrici di

Valori calcolati delle endogene (previsioni), valori osservati ex-post ¢
stima dello scarto quadratico medio delle previsioni.

M
W
V3
Vs
Ys

Valore
calcolato

109.0
104.2
133.3
108.9
110.4

Valore
osservato

107.6
100.3
127.1
111.3
106.6

Stima scarto
quad. medio

2.85
6.17
6.13
5.67
15.0
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8.3. Una versione non lineare del modello Klein-I

Come esempio

di semplice modello non lineare si considera la

variante del modello Klein-1 utilizzata in Beisley (1980): l'equazione
(lineare) dei consumi privati e’ sostituita da una equazione lineare nei

logaritmi.

InC,

(8.3.1)

=a tayinP, +ayinP, | +
+agln(W1 + W2), + uy,

=as tag P, +a; Py +agK, | + U,

= ag + alo(Y + T" WZ)[ +
-+ a“ (Y + T- W2)1-1 + alzf + u3'[

=C + 1 +G,-T,

=Y, -Wl, - W2,

=K t 1,

Trattandosi di un modello non lineare, non possiamo ricorrere alla
rappresentazione (1.1). Il sistema di equazioni puo’ essere risolto con
tecniche numeriche. A tale scopo puo’ essere opportuno introdurre una
variabile endogena ausiliaria, AUX, il cui valore corrisponde al
logaritmo naturale della variabile C, e una settima equazione

definizionale.



AUX, = ay + ayIn P, + a3In P, +
+oayin (W1 + W2), + uy,

Iy, =as +ag P+ a; Py + ag K, +uy,
Wi, = a9 + ao(Y + T-W2), +

(8.3.2) tapn (Y + T-W2),, +a;t+ us,
Y,=C +1I,+G,-T,
P, =Y,-Wl-W2,
K, =K, +]
C, = exp(AUX))

11 sistema cosi’” ottenuto (8.3.2) risulta adatto all’applicazione del
metodo di soluzione di Gauss - Seidel e permette, allo stesso tempo, una
semplice applicazione delle tecniche analitiche del paragrafo 6.1. Per
calcolare analiticamente la matrice di covarianza della componente di
errore dovuta agli errori nella stima dei coefficienti, si calcolano le due
matrici jacobiane sul lato destro della equazione (6.1.3). La matrice
df/da’ (calcolata in P, x,, &) ¢ molto simile alla matrice F, della
equazione (8.1.4), salvo l'aggiunta di una settima riga di zeri (si tratta
di una matrice 7 x 12) e la sostituzione di 15,,, P, e Wl,, + W2,, nella
prima riga, con i rispettivi logaritmi.

’— lf'l ﬁh 1/? Ph-l ZH(W\Ih + th)

1
0
0
0
(8.3.3) |:—f] R . =-10
oa’ 1@ xp a) 0
0
0

S OO OO O
SO DO O O

SO DODOOC
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00 0 0 0 0 0 0
L Ay Py Ky O 0 0 0
00 0 0 | (P+T-W2), (Y +T-W2), h
00 0 0 0 0 0 0l
00 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0

La matrice df/dy,” differisce dalla matrice 4 del caso lineare (eq. 8.1.2)
oltre che per le dimensioni (7 x 7), anche per la presenza di elementi
variabili nel tempo. Tale matrice ha la forma seguente

"a4 'a2
| 0 ——— 0 — 0 0
Wi, + w2, P,
0 1 0 0 -aa 0 0
O O l "6210 O O O
0
(8.3.4) Tf =] 0 -1 0 | 0 0 -l
oV
0 0 1 -1 | 0 0
0 -1 0 0 0 1 0
-C, 0 0 0 0 0 |

avendo ordinato le variabili endogene nel modo seguente:
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F
AUX,

~
~

(8.3.5) y, =

O <=

~

La stima e’ relativa al periodo 1921 - 1941, ed ¢’ stata ottenuta
applicando il metodo di massima verosimiglianza ad informazione
completa (non lineare, Amemiya, 1977). 1 valori storici delle variabili,
sia nel periodo di stima che nel periodo di previsione, sono gli stessi del
modello lineare (tabella 9; AUX si ricava, ovviamente, come In C).

La stima dei coefficienti strutturali (vettore @) e’ riportata in tabella
19. La stima della matrice di covarianza asintotica dei coefficienti
strutturali, ‘i’/T, ¢’ riportata in tabella 20, ed e  stata ottenuta
invertendo la matrice hessiana della funzione di verosimiglianza
concentrata, col segno cambiato.

Come per il caso lineare, la previsione uniperiodale e’ relativa
alt’anno 1948; i risuitati sono riportati in tabella 22.

La matrice di varianza - covarianza della componente del vettore
degli errori di previsione dovuta all’errore nella stima dei coefficienti
strutturali (9, - y,) e’ stata ottenuta analiticamente, calcolando le
matrici (8.3.3) e (8.3.4) in corrispondenza della soluzione del sistema
nell’anno di previsione (J, x,, @).

La matrice di varianza - covarianza della componente di errore
dovuta ai disturbi strutturali e’ stata calcolata mediante simulazione
stocastica, con variabili di controllo (paragrafo 6.5). E’ stato eseguito
un numero particolarmente elevato di replicazioni (10¢), per garantire
la correttezza dei risultati numerici, almeno fino al numero di cifre
decimali riportato nella tabella 22. Con lo stesso esercizio di
simulazione stocastica ¢’ stata anche calcolata, per ogni variabile, la
media condizionata della componente dell’errore di previsione dovuta
ai disturbi strutturali (m§, eq. 6.5.8). Si noti che, per ogni variabile,
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tale media risulta essere molto piccola rispetto al valore della variabile
stessa.

Nella tabella 23 sono riportati i risultati del calcolo della matrice di
varianza - covarianza della componente di errore dovuta all’errore nella
stima dei coefficienti strutturali mediante simulazione analitica, ossia
calcolando numericamente le derivate come rapporti incrementali. Si
effettua un primo calcolo assegnando, ad ogni coefficiente strutturale
d,, un incremento abbastanza grande, A&, = 10"'a, . Riducendo
progressivamente il valore dell’incremento assegnato a ciascun
coefficiente (Aa,), si notano cambiamenti nei risultati al variare di Aa,
da 10q, a 1044, . In seguito non si notano cambiamenti nelle prime
2-3 cifre significative al variare di Ag, da 104g, a 109, , ed infine si
hanno di nuovo cambiamenti diminuendo ulteriormente gli incrementi
Ad,. Si nota inoltre che, per i valori intermedi di Ag,, i risultati
coincidono (almeno nelle prime tre cifre significative} con i risultati
analitici della tabella 22. Questo significa che valori di Ag, compresi
tra 10°'q, e 107g, sono troppo grandi per calcolare numericamente le
derivate prime; valori degli incrementi Aq, minori di 10%a, causano,
invece, la cancellazione di troppe cifre uguali nel calcolo numerico delle
differenze e, quindi, dei rapporti incrementali.
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Tabella 19

Stima  dei coefficienti strutturali. Metodo della massima
verosimiglianza ad informazione completa non lineare. Periodo di stima
1921-1941.

4, = 1.42365 &4, = .048579 &4, = 031093 4, = 629689
4; = 33.0054 &, =-.248046 4, = 884421 G4, =-.209644
4, = 2.85672 4= 331213 4,= 234773 d,= 163017

Tabella 20

‘i’/T x 10° : stima della matrice di covarianza asintotica dei 12
coefficienti strutturali incogniti del modello. La matrice (simmetrica)
e’ rappresentata a blocchi di dimensioni (4 x 4).

Covarianze tra i coefficienti della equazione 1

A n

a, a, a, a,
a, 564.786
a, -13.2067 22.1581
a, 29.3139 -13.7517 24.7467
a, -163.836 -2.87165 -15.9754 58.2089

Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 2 e |

A A A n

a a, a, a,
as 9407.25 -2552.27 3971.79 -3565.33
ag -217.468 174.453 -174.684 57.4095
a, 140.933 -116.082 [68.872 -76.3572

a, -39.9897 7.51470 -18.8871 19.1830
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Covarianze tra i coefficienti della equazione 2

n A A A

as as a, ag
a. 9334470,
& -151995. 5221.30
4, 108193. -3624.82 3635.46
&, -42503.2 614.308 -531.199 203.627

Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 3 e 1

~n " A A

a a ay a4
a, -3627.57 -104.806 533.153 649.411
o 51.0557 -7.23703 1.92872 -9.75356
ai 9.01551 9.30301 -11.1922 -1.09751
a, 97.8433 5.92051 15.6138 -42.4455
Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 3 e 2
as a, a, as
a, 292993. -9111.00 -1296.15 -563.596
a, 11721.4 104.794 43.6537 -70.8559
a, -17108.8 48.5875 -22.8602 83.1067
a,, -5835.66 -6.18036 -90.2257 36.9964
Covarianze tra i coefficienti della equazione 3
&9 &10 &1[ &12
a, 180091.
a -2091.79 117.225
a, -873.514 -85.3389 103.452

a, 1531.46 -48.6510 23.9779 34.8036
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Stima della matrice di covarianza det disturbi strutturali (ﬁ)

AUX
/
Wi

N =R T o~

AUX

215840
5.10394 3630.93
-8.09372 1024.79 800.612

0

0
0
0

/

0

0
0
0

Tabella 21

Y

Wi

.0 .0
.0 0
.0 .0
0 .0
Tabella 22

])

K

14t

Versione non lineare del modello Klein-1. Stima FIML non lineare.
Stima delle matrici di covarianza delle due componenti dell’errore di

previsione al 1948.

AUX

Wi

O xS o~

Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti

AUX

227e-3
946e-2
107e-1
267¢e-1
.160e-1
.946e-2
173e-1

{

974
.990
1.70
706
974
122

Wi

1.43
1.81

379
990
820

Y

3.74
1.93
1.70
2.04

P

1.55

106

1.22

K

974
122

1.32
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Componente relativa ai disturbi strutturali

AUX 1

AUX  .568e-3

273e-1 242
.268e-1  2.50
.706e-1  4.50
43%e-1  2.00
273e-1  2.42

aO>x v~z

434e-1 2.08

24|

2.73
4.55
1.82
2.50
2.04

Y

9.90
5.35
4.50
5.39

3.53
2.00
3.35

K C
2.42
2.08 3.31

Valori calcolati delle endogene (previsioni), valori osservati ex-post,
stima dello scarto quadratico medio delle previsioni e media
condizionata degli errori di previsione.

Valore
calcolato

AUX 4.33
/ 8.4
Wi 58.8
92.9
254
206.1
76.3

O X v~

Valore
osservato

4.42
6.4
60.7
97.4
279
204.1
82.8

Stima scarto Media condiz.
quad. medio dell’errore

028
1.84
2.04
3.69
2.25
1.84
2.15

.00034
-.00056
00113
.00341
00228
-.00056
.00397
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Tabella 23

Versione non lineare del modello Klein-I. Stima FIML non lineare.
Stima della matrice di covarianza della prima componente dell’errore
di previsione al 1948.

Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti calcolata con
simulazione analitica e incrementi a tutti i coefficienti pari a
Aa, = 10'a,.

AUX 1 Wi Y P K C
AUX  406e-3
.165e-2  1.28

.170e-1 668 1.38

546e-1 243 2.45 8.20

377e-1 -.425 1.08 5.75 4.67

165¢-2 1.28 668 243 -.425 1.28

530e-1 -1.04 1.79 7.96 6.18 -1.04 9.00

AOxTT~<IT

Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti calcolata con
simulazione analitica e incrementi a tutti i coefficienti pari a
Aa, = 107g,.

AUX [ Wi Y P K C
AUX  .235e-3
907e-2 987

.108e-1 .982 1.39

276e-1 1.64 1.76 3.76

.168e-1  .655 365 2.00 .64

907e-2 987 982 1.64 655 987

.186e-1 .650 178 2.13 1.35 650 1.48

SR ET T
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Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti calcolata con
simulazione analitica e incrementi a tutti i coefficienti pari a

AUX 1 Wi Y P K C
AUX  .227e-3
942e-2 975

.107e-1 .989 1.43

.268e-1  1.69 1.80 3.74

Jde6le-1  .701 377 1.93 1.56

942e-2 975 989 1.69 701 975

A74e-1 715 815 2.05 1.23 715 1.33

Ox v~z ™

Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti calcolata con
simulazione analitica e incrementi a tutti i coefficienti pari a
Aa, = 104q,.

AUX ! Wi Y P K C
AUX  227e-3
946e-2 974

.107e-1.990 1.43

267e-1  1.70 1.81 3.74

d60e-1 706 379 1.93 [.55

946e-2 974 990 1.70 106 974

A73e-1 722 820 2.04 1.22 722 1.32

Ax T~ T
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Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti calcolata con
simulazione analitica e incrementi a tutti i coefficienti pari a

AUX I Wi Y P K C
AUX  .227e-3
946e-2 974
.107e-1  .990 1.43
267e-1  1.70 .81 3.74

.160e-1 706 379 1.93 1.55
946e-2 974 990 1.70 706 974
A73e-1 722 .820 2.04 1.22 722 1.32

Ax v~ T

Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti calcolata con
simulazione analitica e incrementi a tutti i coefficienti pari a
Aa, = 10%q,.

AUX l Wi Y P K C

AUX  .227e-3
.946e-2 974

107e-1 990 1.43

267e-1 1.70 1.81 3.74

160e-1 .706 379 1.93 1.55

946e-2 974 990 1.70 706 974

A73e-1 722 .820 2.04 1.22 122 1.32

AXv~T™
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Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti calcolata con
simulazione analitica e incrementi a tutti i coefficienti pari a
Aa, = 101,

AUX I/ Wi Y P K C
AUX  227e-3
946e-2 974

107e-1 990 1.43

267e-1 1.70 1.81 3.74

.160e-1 706 379 1.93 1.55

946¢e-2 974 990 1.70 706 974

A73e-1 722 .820 2.04 1.22 722 1.32

S

Componente relativa all’errore nella stima det coefficienti calcotata con
simulazione analitica e incrementi a tutti i coefficienti pari a

AUX I Wi Y P K C
AUX  .226e-3
! .945¢e-2 974
Wi 107e-1 - .990 1.43
Y 267e-1 1,70 1.81 3.74
P 160e-1 706 378 1.93 1.55
K 945e-2 974 990 1.70 706 974
C A73e-1 722 819 2.04 1.22 722 1.32
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Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti calcolata con
simulazione analitica e incrementi a tutti i coefficienti pari a

AUX 1 Wi Y P K C
AUX  224e-3
[ .940e-2 976

w1 .106e-1 .990 1.43

265e-1 1.69 1.80 3.71

15%-1  .703 372 1.92 1.54

940e-2 976 990 1.69 703 976

d7%e-1 718 .808 2.02 1.21 718 1.31

A X T~

Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti calcolata con
simujazione analitica e incrementi a tutti i coefficienti pari a
A&k = 10'13&;(.

AUX 1 Wi Y P K C
AUX  .209e-3
914e-2 993

.982¢-2  1.00 1.41

250e-1  1.70 1.74 3.61

152e-1  .696 339 1.87 1.53

9l14e-2 993 1.00 1.70 .696 993

160e-1 - .703 761 1.92 1.16 703 1.23

aOx T3
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Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti calcolata con

simulazione analitica e

Ad, = 1014,

AUX !

AUX  .974e-3

! 532e-2 890
Wi -.516e-2 1.01
Y .880e-2  1.80
P 140e-1 792
K .532e-2 890
C 707e-1 451

incrementi

Wi

1.56
2.16
601
1.01
-.293

a

4.57
2.41
1.80
835

i coefficienti pari a

P K C
1.81
792 .890

1.13 451 5.15
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8.4. Un modello IS-LM per I’'economia italiana

Come ulteriore esempio di modello non lineare, consideriamo in
questo paragrafo il modello IS - LM descritto in Sampoli (1986) e, con
leggere varianti, in Lorenzoni (1986). Si tratta di un adattamento,
all’economia italiana, del modello proposto, per I'economia americana,
in Klein, Doud e Sojo (1985).

. 3 _
P?L[ “aR Y [ ik P’Lf;[j_isp'-k] o,
e a3+t ay [Rz + 2R AR+ LR[-}] +
PIL, 4 2 3
3
+ as k;g [% }f[[L*Ijlkkl:, + ag D75, + uy,
3
R o e A
VCM, = ag + a;p(R,-Rb,) + aj; VCM, | + uy,
veu, - P
M,
DISP, = ALD, = PIL, + ALI, x C, - TRASF,
PIL,=C,+ 1, +G, + X, - M,

Le variabili endogene sono 7 (i valori storici sono riportati nella tabella
24y. C, = consumi delle famiglie, /, = investimenti privati, M, =
importazioni di beni e servizi, VCM, = velocita’ di circolazione della
moneta, R, = tasso di interesse sugli impieghi bancari, DISP, =
imposte dirette + imposte indirette - trasferimenti alle famiglie,
PIL, = prodotto interno lordo.

Le variabili esogene (i valori storici sono riportati nella tabella 25)
sono 8: D75, = variabile durmmy per I'equazione degli investimenti (non
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riportata in tabella; vale 1 net 1975, zero neglt altri anni), Rb, = tasso
di interesse sui depositi in conto corrente, M1, = liquidita” primaria,
ALD, = aliquota media imposte dirette, ALJ, = aliquota media
imposte indirette, TRASF, = trasferimenti alle famiglie, G, = spesa
pubblica, X, = esportazioni di beni e servizi.

Per applicare le tecniche analitiche del paragrafo 6.1, risulta
conveniente introdurre tre variabili endogene ausiliarie (CPIL, IPIL, e
MPIL, ) e tre equazioni definizionali. [ valori storici delle tre nuove
endogene si ricavano dalla tabella 24, dividendo i valoridi C , I e M
per i corrispondenti valori di P/L. Ordiniamo le 10 variabili endogene
risultanti nel modo seguente

CPIL,
IPIL,

MPIL,
VCM,

I

(8.4.2) v~ | pisp
PIL,

X

0=~

e riportiamo in (8.4.3) il modello cosi’ modificato. Si noti che sul lato
sinistro di due equazioni compare la medesima variabile endogena,
VCM,. Se sivolesse risolvere il modello con la tecnica di Gauss - Seidel,
occorrerebbe rendere esplicita, sul lato sinistro della prima delle due
equazioni, la variabile endogena KR, (un problema analogo si
presenterebbe se si volesse risolvere, con la stessa tecnica, anche il
modello lineare del paragrafo 8.2, dove la variabile y, , compare sul lato
sinistro delle prime due equazioni). La rappresentazione (8.4.3)
permette, comunque, l'applicazione delle tecniche analitiche del
paragrafo 6.1, una volta calcolata, con tecniche numeriche, 1a soluzione
del sistema nel periodo di previsione.
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5 [a-x PIL.,-DISP,
CP]L,=a1R[+a22[4 k 1k ”‘]+u1,
k=0

4 PIL,,
1

IFILy =0y T & [Rz i iﬁl-l i iﬁr‘z ¥ Rx-}} i

3 . PiL,
as kZO [M -—'—k} + ag D75, + uy,

+

4 PIL,,,

3 . PIL,.
MPIL, = a; +ag ). [4 k &rk] + U,

ol 4 PIL
(8.4.3) VCM, = ag + a)q(R,- Rb,) + a;; VCM,; + Uy,
ven, = 2o
M,
DISP, = ALD, x PIL, + ALl x C, - TRASF,
PIL,=C, + 1, + G, + X, - M,
M, = MPIL, x PIL,
I, = IPIL, x PIL,
C, = CPIL,  PIL,

Per calcolare analiticamente Ja matrice di covarianza della componente
di errore dovuta agli errori nella stima dei coefficienti, si calcolano le
due matrici jacobiane sul lato destro della equazione (6.1.3). Per la
prima matrice conviene indicare, per semplicita’ di notazione, con PA2h,
PA4,,, PASh e PA8,, i valori delle variabili che, nella forma strutturale del
modello, moltiplicano i coefficienti a,, a,, @5 € a; nel periodo di
previsione, A (al solito, per le endogene correnti si considera il valore
calcolato in previsione).



132 Risultati su altri modelli
. PIL,-DISP, 3 [ 4.k PIL,,- DISP,,
oy = et Y
PIL, k=1 L 4 PIL,,
(8.4.4) Ph, = R, + SR, + <R, , + LR,
4 2 4
. . PiL 3 .. PIL,
P5, =P, =——" ¢+ ¥ (M#]_
P[Lh—l k=1L 4 P[Lh—k»l
Avremo, allora
of
(8.4.5) [—f] =
oa’ |Gy xp a)
R, P2, 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0O 0 1| P4, PS5, D75, 0 0 O 0 0
0 0 0 0 O 0 1 P8 0 0 0
0O 0 0 0 0 0 0 0 1 R,-Rb, VCM,,
_ o o 0o 0.0 0 0 0 0 0 0
o o o 0 o0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 0 0O 0 0 0 0 0
0 0 0 0 O 0O 0 0 O 0 0
0 0 0 0 © 0 0 0 0 0 0
Per la seconda matrice avremo
af

(8.4.6) ;
WV



Cap. 8 133

a2 -azDISPh
10 0 0 -aq —* 0
PIL, P1L,,2
o 1 0 0 0 S 0 0 o0
“ PIL,
o 0o I 0 0 0 % 0 0
PIL,,
0 0 0 1 -aqy O 0 0o 0 0
O 0o 0 1 0 0 -1 0o 0
M1,
o o0 0 0 o0 | ALD, 0 0 -ALI,
o 0 0 0 0 0 I S
o o -PIL,b, O O O -MPIL, 1 0 0
0O -PIL, O 0 0 O -IPIL, 0 1 0
_PIL, 0 0O O O O -CPIL, 0 0 I

La stima e’ relativa al periodo 1964 - 1983, ed e’ stata ottenuta
applicando il metodo delle variabili strumentali ad informazione
limitata, in versione iterativa, 11V (lo stesso metodo di stima impiegato
per il modello del paragrafo 8.2). 1 valori delle variabili strumentali,
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ad ogni iterazione, vengono calcolati con simulazione det~rministica del
modello, impiegando i coefficienti stimati nella iterazione precedente.

La stima dei coefficienti strutturali (vettore &) e’ riportata in tabella
26, mentre la stima della matrice di covarianza asintotica dei
coefficienti strutturali, ‘i’/T, e’ riportata in tabella 27. La tabella 28
riporta la stima della matrice di covarianza dei disturbi strutturali (i;
si tratterebbe di una matrice di dimensioni 10 x 10, ma viene riportata
solo la sottomatrice 4 x 4 diversa da zero).

La previsione uniperiodale e’ relativa all’anno 1984, ed i risultati
sono riportati in tabella 29.

La matrice di varianza - covarianza della componente del vettore
degli errori di previsione dovuta all’errore nella stima dei coefficienti
strutturali (§,-3,) e’ stata ottenuta analiticamente, calcolando le
matrici (8.4.5) e (8.4.6) in corrispondenza della soluzione del sistema
nell’anno di previsione (§,, x;, @).

La matrice di varianza - covarianza della componente di errore
dovuta ai disturbi strutturali e’ stata calcolata mediante simulazione
stocastica, con variabili di controllo (paragrafo 6.5). L’elevato numero
di replicazioni (10) garantisce la correttezza dei risultati numerici,
almeno fino al numero di cifre decimali riportato nella tabella 29. Con
lo stesso esercizio di simulazione stocastica e’ stata anche calcolata, per
ogni variabile, la media condizionata della componente dell’errore di
previsione dovuta ai disturbi strutturali (mg, eq. 6.5.8). Anche in
questo modello, per ogni variabile, tale media risulta essere molto
piccola rispetto al valore della variabile stessa.
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1960
1961
1962
1963
[964
1965
1966
1967
1968
1969
1970
1971
1972
1973
1974
1975
1976
1977
1978
1979
1980
1981
1982
1983
1984

VcM

3.08764
2.95661
2.83339
2.85888
2.90666
2.69421
2.57213
2.45868
2.38301
2.28541
2.02165
1.85379
1.73051
1.66582
1.86090
1.87850
1.96030
1.95580
1.80872
1.78012
1.96773
2.11975
2.12458
2.22880
2.29435

Tabella 24

Valori storici della variabili endogene

R

6.87
6.60
6.39
7.06
7:59
7.75
199
129
7.26
7.52
2.15
9.03
7.88
8.31
14.22
15.08
17.33
18.58
16.00
15.43
19.13
21.83
21.80
19.58
17.73

DISP

1801.
1942.
2181.
2119.
2465.
2097.
2159.
2842,
2868.
3086.
2798.
2495,
1892.
1834,
2311.
-287.
2615.
6848.
8055.
9363.

18451.
19093.
26194.
35367.
43161.

PIL

23207.
25810.
28998.
33215.
36360.
39124.
42391.
46695.
50614.
55876.
62883.
68510.
75124.
89746.

110719.
125378.
156657.
190083.
222254,
270198.
338743.
401579.
470484.
538998.
612112.

M

3232.
3595.
4150.
5148.
4975.
5100.
5928.
6777.
7194.
8693.
10431.
11235.
12979.
18100.
29053.
27832.
39843,

46519.
52559.
70262.
92852.
112348.
127028.
133657.
162203.

1

5168.
5976.
6747.
7680.
7419.
6941.
7365.
8461.
9130.
10960.
13076.
12932.
13769.
19928.
27376.
22906.
33923.
37323,
40593.
52656.
78649.
77991.
84944,
85451.

102860.

135

C

14788.
16179.
18243.
21292.
23152.
24883.
27472.
30299.
32273.
35366.
39840.
43249.
47585.
56584.
70197.
31446.
99504.
120329.
139902.
169396.
2124388.
254661.
299470.
343981.
388869.
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Tabella 25

Valori storici della variabili esogene

Rb M1 ALD ALl TRASF G X

1960 2.37  7516.1 .05503 .18995  2285. 3677. 2806.
1961 248  8729.6 .05196 .19111 2491. 4054. 3196.
1962 3.02 102344 .05787 .18856  2937. 4592, 3566.
1963 3.03 11618.2 .05591 .17899  3549. 5462, 3929.
1964 3.19 12509.2 .06128 .18189 3974. 6206. 4558.
1965 3.44 14521.5 .06313 .18113  4880. 6962. 5438.
1966 3.63 16480.9 .06339 .17600 5363. 7438. 6044.
1967 3.79 18991.9 .06129 .18492  5623. 8061. 6651.
1968 3.99 212395 .06546 .18405 6385. 8705. 7700.
1969  4.15 24449.0 .06439 .18085  6908. 9365. 8878.
1970 498 31104.8 .05637 .17641 7775. 10413.  9985.
1971 4.66 36956.7 .05859 .17214 8964. 12422, 11142,
1972 420 434114 .06271 .16024 10444. 14037. 12712,
1973  4.48 53875.1 .06015 .15524 12348. 16093. 15241,
1974  8.10 59497.7 .05993 .15485 15194. 19328. 2287].
1975 7.53 66743.7 06673 .13459 19616. 22545. 26313.
1976 10.68 799149 .07670 .15096 24421. 27188. 35885.
1977 12.00 97189.3 .08589 .16193 28963. 33322. 45628.
1978 10.37 122879.0 .10017 .15988 36577. 40222. 5409¢.
1979 10.23 151786.0 .09786 .14963 42426. 50051. 68357.
1980 11.71 172149.0 .11155 .16061 53465. 63322. 77136.
1981 13.75 189446.0 .12768 .15324 71204. 82983. 98292.
1982 1536 221448.0 .14097 .15920 87795. 99288. 113810.
1983 13.87 241833.0 .15364 .17560 107837. 116455. 126768.
1984 12.56 266791.0 .15251 .17860 119649. 133361. 149225.
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Tabella 26

Stima dei coefficienti strutturali. Metodo iterativo delle variabili
strumentali ad informazione limitata. Periodo di stima 1964-1983.

4, =-.0012361 &4, = .272086

4, = -.615946 4, =-.0028573 a4, = 312971 &, =-.0270261
& = -1.03119 & = .430120

4, = -1.21146  4,= .153429  a,= 1.17748

)

I

]

Tabella 27

\i’/T x 10% : stima della matrice di covarianza asintotica degli 11
coefficienti strutturali incogniti del modello. La matrice (simmetrica)
e’ rappresentata a blocchi.

Covarianze tra i coefficienti della equazione 1

A A

a; a,
a, 33.0498
a, -177.988 1094.58

Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 2 e |

n A

a, a;
a, -9.75191 53.9918
a,- 086461 -. 468869
as 247212 -12.8360

ag -.074911 460977
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Covarianze tra i coefficienti della equazione 2

n " A

ay a, as g
742778.
2610.44 13.2022
-286257. -1049.48 110848.
18773.8 71.6870 -7472.56 10401.6

Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 3 e 1

A A

a; a,
-92.5894 505.872
32.1958 -172.576

Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 3 ¢ 2

A n n n

a, d, as a
212382. 0.0 -73721.7 0.0
-73721.7 0.0 25643.8 0.0

Covarianze tra i coefficienti della equazione 3

n A

a; dy
567101.
-196851. 68473.9

Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 4 e 1

A A

a a,
1893.05 -11003.6
-282.296 1520.64
-202.737 1118.03
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Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 4 e 2

~ A n A

a3 a4 a5 a5
-301930. -1739.33 124074. 4440.16
3055.38 114.338 -2273.79 ©-184.197
134333, 536.146 -52392.4 -1627.64

Covarianze tra i coefficienti delle equazioni 4 e 3

@, ay
93834.8 -30912.3
-50554.5 17585.2
80137.4 -27875.5

Covarianze tra i coefficienti della equazione 4

A A A

25 Qg a
47889100.
-3813170. 330841.
-13108900. 982586. 3750140,
Tabella 28

Stima della matrice di covarianza dei disturbi strutturali (ﬁ x 10%). La
matrice ha dimensioni 10 x 10. II primo blocco, di dimensioni 4 x 4
(simmetrico), €’ rappresentato in tabella; tutti gli altri elementi sono
uguali a zero.

CPIL
IPIL
MPIL
VCM

CPIL IPIL MPIL VCM
15.6026
131732 9.40266
458577 8.89467 23.7505
-35.9577 37.6963 99.3463 2288.01
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Tabella 29

Modello IS-LM per l'economia italiana.
covarianza delle due componenti dell’errore di previsione al 1984,

Risultati su altri modelli

Stima delle matrici di

Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti

CPIL

CPIL 147e-4
IPIL 18le-5
MPIL  923e-5
VCM .375e-4

R .243e-3
DISP 426
PIL 10.0
M 7.92
7 2.63
C 15.3

IPIL

.974e-4
.5333e-4
.237e-3
.268e-3
16.8
63.3
47.0
70.3
40.0

PIL

A~z

MPIL

.366e-4
134e-3
A407e-4

10.4
358
30.6
38.7
27.8

PIL

Sl7e+8
.335¢+8
A473e+8
.380e + 8

vCM R DISP
726e-3
.243e-2 235
55.0 [97. 432e+7
194. 649. 147¢ +8
126. 166. .968e +7
177. 265. A27e +8
142. 550. A17e+8
M C
.264¢ +8
344e+8  510e+8
.255¢+8  .306e+8 329 +8
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CPIL
IPIL
MPIL
VM

DISP
PIL

O~

Componente relativa ai disturbi strutturali

CPIL

.116e-3
.468e-4
.964e-4
.343e-3
310e-2
36.9
91.4
79.9
42.9
128.

IPIL

.178e-3
.143e-3
A21e-3
-.143e-2
34.6
112.
114.
128.
98.1

PIL

A~z

MPIL

.199¢-3
212e-3
-.343e-2
25.6
56.6
136.
97.9
94.9

PIL

203e +9
.792e +8
.100e +9
.182e+9

yceM R

.285e-2

264e-1  1.19

238. 219e +4

761. 704e + 4

297. -623.

377. 161.

681. .625e +4
M I

.102e+9

828e+8  .949¢ +8

985¢+8  .885¢+8

DISP

207e+8
634e +8
.297e +8
3lle+8
619 +8

C

141

.192e +9
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Valori calcolati delle endogene (previsioni), valori osservati ex-post,
stima dello scarto quadratico medio delle previsioni e media
condizionata degli errori di previsione.

Valore Valore Stima scarto Media condiz.

calcolato osservato quad. medio dell’errore
CPIL .6138 .6353 0114 -.58e-6
IPIL .1498 .1680. 0166 -.00012
MPIL 2161 2650 0153 -.00019
VeM 2.341 2.294 0598 -.00088
R 18.61 17.73 1.196 -.00571
DISP  44046. 43161. 5005. -77.7
PIL 624469. 612112, 15956. -234.
M 134973. 162203. 11337. -224.
1 93541. 102860. 12076. -222.
C 383315. 388869. 14984. -235.
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8.5. 1l modello ISPE per I'economia italiana

I metodi descritti nel capitolo 6 sono stati applicati al modello
dell’economia italiana sviluppato all’lstituto Istituto di Studi per la
Programmazione Economica (ISPE, Roma; per una descrizione
dettagliata si veda Sartori, 1978). La versione del modello, utilizzata
per questi esperimenti, ¢ sostanzialmente quella presentata in Bianchi
et alii (1982), ad eccezione del valore dei parametri, ottenuti con un
diverso metodo di stima. Il modello consiste di 49 equazioni: 19
stocastiche, 15 definizionali e 15 equazioni definizionali “tecniche” che
permettono di rendere tutte le equazioni stocastiche lineari nei
coefficienti. Le equazioni possono essere raggruppate nei seguenti
settori: domanda, offerta, occupazione, costo del lavoro, prezzi impliciti
e pubblica amministrazione. Nella specificazione di alcune equazioni
sono coinvolti rapporti, prodotti e Jogaritmi di variabili endogene, per
cui il modello risulta essere non lineare nelle variabili.

Le stime dei 75 coefficienti strutturali incogniti del modello (vettore
d), della loro matrice di covarianza (‘i’/T, di dimensioni 75 x 75) e della
matrice di covarianza dei disturbi strutturali ()i, la cui sottomatrice
diversa da zero ha dimensioni 19 x 19) sono state ottenute applicando
al periodo 1955-1976 il metodo di stima delle variabili strumentali ad
informazione limitata, in versione iterativa, IIV. Si tratta dello stesso
metodo di stima impiegato per i modelli dei paragrafi 8.2 ¢ 8.4. 1 valori
delle variabili strumentali, ad ogni iterazione, vengono calcolati con
simulazione deterministica del modello, impiegando i coefficienti
stimati nella iterazione precedente. A convergenza raggiunta, le stime
dei coefficienti non dipendono piu’ dai valori dei coefficienti impicgati
nella simulazione effettuata nella prima iterazione.

Le equazioni strutturali del modello, come pure i valori storici delle
variabili e le stime dei parametri della forma strutturale, non vengono
qui riportate per ragioni di spazio.

Nella tabella 30, per le principali variabili endogene (la cui
descrizione e’ fornita in tabella 31), sono presentati i risultati
sperimentali relativi alle previsioni per il 1977 (primo anno al di fuori
del periodo campionario di stima). Anche per questo modello si tratta
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di previsioni ex-post; sono quindi disponibili i valori “veri” delle
variabili endogene, quindi anche gli errori di previsione possono essere
osservati ex-post e confrontati con le stime dei loro scarti quadratici
medi, ottenute con i metodi descritti nel capitolo 6.

Tutti i risultati sono riportati in forma percentuale, rapportati al
valore calcolato (previsione) di ogni singola endogena. Per ogni
variabile endogena sono riportati i seguenti risultati.

1) Errore di previsione osservato ex-post (valore calcolato meno valore
0sservato).

2) Stima dello scarto quadratico medio dell’errore di previsione.

3) Stima dello scarto quadratico medio della componente dovuta ai
soli errori nei coefficienti (radice quadrata del termine diagonale
della matrice G(¥Y/T)G)).

4) Stima dello scarto quadratico medio della componente dell’errore
di previsione dovuta ai soli disturbi strutturali, calcolata come
scarto quadratico medio sui risultati di 10* replicazioni di
simulazione stocastica con variabili di controllo (eq. 6.5.22).

5) Media condizionata della componente dovuta ai disturbi strutturali
u,. Tale media e’ stata calcolata sia dalle 10* replicazioni di
simulazione stocastica con variabili di controllo {eq. 6.5.8), sia da
10* coppie di simulazioni stocastiche con variabili antitetiche
{eq. 6.4.1). 1 risultati dei due metodi di calcolo coincidono fino al
numero di cifre decimali riportate nella tabella 30. Anche questa
media e’ riportata in valore percentuale, rapportata al valore
calcolato della variabile corrispondente.

Il calcolo numerico della matrice delle derivate prime, é,, = dy,/oa
necessarie al calcolo dei valori riportati nella seconda colonna di tabella
30, e’ stato fatto scegliendo una tolleranza relativa pari a 109
nell’algoritmo di soluzione di Gauss - Seidel. Sono stati fatti diversi
tentativi per la scelta degli incrementi da assegnare ad ogni coefficiente
strutturale per calcolare i rapporti incrementali, analogamente

all’esercizio riportato in tabella 23. 1 risultati rimangono inalterati,
nelle prime 3 - 4 cifre significative, se ad ogni coefficiente strutturale



Cap. 8 145

assegnamo un incremento Ag, compreso tra 104, e 10¢3,). Ognuna
di queste prove richiede pochi secondi di tempo di calcolo su un
calcolatore /BM/4341.

Le 10* replicazioni di simulazione stocastica (con variabili
antitetiche) utilizzate per calcolare i valori nella quarta e quinta
colonna di tabella 30, hanno richiesto circa 20 minuti di tempo di
calcolo (per i valori della quarta colonna, pero’, sarebbero sufficienti
poche centinaia di replicazioni). Il calcolo dei valori della quinta
colonna della tabella (le medie), con 10* coppie di simulazioni con
variabili antitetiche, ha richiesto un tempo di calcolo circa doppio.

Le considerazioni che si possono ricavare dai risultati sperimentali
sono qualitativamente simili a quelle ricavate dai modelli precedenti.

1) L’errore di previsione al 1977, osservato ex-post, ¢’ piu’ grande, in
valore assoluto, del suo scarto quadratico medio solo per sei delle
26 variabili riportate: LD/ , LI, PCL, PIFIT, PVAP e TIL. Per
nessuna variabile, l'errore di previsione osservato ex-post e’
risultato maggiore del doppio del corrispondente scarto quadratico
medio.

2) La componente dell’errore di previsione al {977 dovuta all’errore
nella stima dei coefficienti ha wuna varianza minore della
componente dovuta ai disturbi strutturali per quasi tutte le
variabili. Fanno eccezione le variabili PVAP e TD.

3) La media condizionata della componente dell’errore di previsione
dovuta ai disturbi strutturali, pur essendo diversa da zero, e’ molto
piccola per tutte le variabili. ]l valore relativo piu’ alto di tale
media e’ quello della variabile X7, ed e inferiore all’'un per mille
del valore calcolato di tale variabile.
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Tabella 30

Modello ISPE dell’economia italiana 1955-1976. Stime [IV. Previsione
al (977; errori percentuali osservati ex-post, stime degli scarti
quadratici medi percentuali complessivi e loro componenti.

Errore %  Sc. quad.%  Sc. quad.% Sc. quad.% Media%

osservato  compless. [ comp. [T comp. Il comp.
CPNCF 245 1.48 742 1.28 .003
DXML  -.448 3.50 2.43 2.52 -.022
IAB -1.59 4.51 2.29 3.89 -.001
s 756 3.25 1.90 2.64 -.008
IFIT 2.03 4.88 2.97 3.87 -.013
KoccC -1.78 2.16 1.24 [.76 -.016
LD] 3.85 2.48 1.01 2.27 -.022
LDT -.845 1.90 .942 1.64 -.003
L1 2.45 2.11 873 1.92 -.018
LTAT  -174 1.1t .602 935 -.002
MT 2.28 3.43 2.04 2.76 -.056
PCL 2.23 1.60 1.07 1.18 015
PIAB .108 2.14 1.41 1.61 -.007
PIFIT 3.67 2.18 1.45 1.63 -.003
PILL 891 1.48 964 1.12 017
PING -.705 1.96 929 1.73 -.005
PVAP 1.62 1.60 1.16 1.09 028
RDP 351 1.64 1.07 1.25 033
sSUDT 974 1.98 955 1.74 005
SUINE  -.586 2.15 1.29 1.72 011
7D -1.37 5.19 3.80 3.53 -.062
TIL 2.47 [.85 1.08 1.50 022
VAI -1.78 2.16 1.24 1.76 -016
VAP -.888 1.35 814 1.08 -.014
VAT -.268 1.55 941 1.23 -017

XT -2.11 4.74 3.07 3.61 -.097
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Tabella 31

Modello ISPE: elenco delle principali variabili endogene

CPNCF
DXML
IAB

if

IFIT
Kocc

LDI
LDT
LI
LTAT
MT
PCL

PIAB
PIFIT

PILL
PING
PVAP
RDP
SUDT

SUINE

TD
TIiL
VAl
VAP
VAT

XT

Consumi Privati al Netto delle Imposte Indirette
Prezzi Impliciti nelle Esportazioni di Prodotti
Investimenti in Abitazioni

Investimenti Fissi Totali

Investimenti Fissi Privati Non-Residenziali nell’Industria
e nel Settore Terziario Privato

Indice di Utilizzazione della Capacita’ Produttiva
nell’Industria.

Occupati Dipendenti nell’Industria

Occupati Dipendenti nel Settore Terziario Privato
Occupati nell’Industria

Occupati nel Settore Terziario Privato

Importazioni di Merci ¢ Servizi

Prezzi Impliciti nei Consumi Privati al Lordo delle
Imposte Indirctte

Prezzi Impliciti negli Investimenti in Abitazioni

Prezzi Impliciti negli Investimenti Privati nell’Industria e
nel Settore Terziario Privato

Prodotto Interno Lordo

Indice dei Prezzi ail’ingrosso

Prezzi Impliciti nel Prodotto Lordo del Settore Privato
Reddito Lordo Disponibile del Settore Privato

Salari e Stipendi per Dipendente nel Settore Privato dei
Servizi

Salari e Stipendi per Dipendente nell’Industria al netto dei
Contributi Sociali

Imposte Dirette

Imposte Indirette

Prodotto Lordo nell’Industria

Prodotto Lordo nel Scttore Privato

Prodotto Lordo nel Scttore Privato dei Servizi, escluso il
Valore Aggiunto dei Fabbricati

Esportazioni di Merci e Servizi
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9. MODELLO LINEARE DINAMICO

Se nel modello lineare in forma strutturale (1.1) si distinguono
all’interno del vettore di variabili predeterminate le variabili esogene
dalle variabili endogene ritardate, otteniamo una rappresentazione del
tipo

(9.1 Ay, + Bx, + Dy, = u, t = 1,2,...,T

dove y, e u, sono vettori {(m x 1) di variabili endogene e di errori casuali
al tempo ¢, x, e’ un vettore (n = 1) di variabili esogene al tempo ¢, y,,
e’ il vettore (/m x 1) di variabili endogene ritardate, ed infine 4 , Be D
sono matrici (m x m), (m x n) e (m x m) di coefficienti strutturali. Si
assume che i vettori degli errori u, abbiano le stesse proprieta’ gia’
ipotizzate nel capitolo 1: siano cioe’, nel tempo, indipendenti e
identicamente  distribuiti, con media zero e matrice di
varianza - covarianza, X , finita e costante.

Per il modello lineare dinamico la rappresentazione (9.1} e’ del tutto
generale; con semplici accorgimenti, permette di tener conto anche di
variabili endogene ritardate due o piu’ periodi. Supponiamo infatti che
la variabile y, compaia nel modello ritardata di due periodi (3, ,,); Si
puo’ allora allungare il vettore delle variabili endogene introducendo la
variabile y,.,; si aggiunge poi al sistema l'equazione y,,,, =y, , €
finalmente si sostituisce y, ., con y,.,,, ovunque nel sistema.

In maniera del tutto analoga possono essere trattate le variabili
esogene ritardate, formalmente escluse dalla rappresentazione (9.1).
Se infatti la variabile x, compare nel modello ritardata di un periodo
(x..1), St puo” ulteriormente allungare il vettore delle variabili endogene
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introducendo la variabile y,.,; si aggiunge poi al sistema l'equazione
Ym+ = X1 € finalmente si sostituisce x,,, con y,.,.,. Cosi’, ad
esempio, l'equazione

(9.2) YVig=a T ayyi o tazx g toug,

puo’ essere rappresentata secondo la (9.1) nel modo seguente

Vi1 - Va1 - A3Y3,1 = Upy
(9.3) VoY1 =0
Y3~ X1 = 0.

11 modello dell’economia italiana impiegato come esempio (1.2) non
contiene variabili endogene ritardate piu” di un periodo, ne’ variabili
esogene ritardate. Puo’ dunque essere rappresentato nella forma (9.1)
semplicemente introducendo i vettori

C[ Cl—l

I 1 /
T A N A

Yr Yz»l

(9.5) A=
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-al 0 ‘a3 0 O 0

_ -dy 0 . - 0 ~ag 0 ds
(9.6) =l oF 2=loC o0 G
0 -1 0O 0 0 0

L.a variabile endogena M non compare mai ritardata nel modello (1.2);
la colonna corrispondente nella matrice D (la terza) contiene quindi
soltanto zeri.

Analogamente a quanto visto nel capitolo 1, gli elementi incogniti
nelle matrici 4, B e D si indicano con a;, a,, ... e si suppone di disporre
di stime @, , @,, ... consistenti e asintoticamente normali (eq. 1.8 e 1.9).

Introducendo le stime al, az, ... nelle matrici A, B e D, si ottengono
le comspondentl matrici 4, B e D. 1 residui della stima delle equazioni
strutturah 4, , si ottengono introducendo nel sistema (9.1) le matrici

B eD

(9.7) fi, = Ay, + Bx, + Dy, t=12,..,T.
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10. SIMULAZIONE DINAMICA E PREVISIONI
MULTIPERIODALI

Siano 4 ed A non singolari. Siindicano con

(10.1) M, =-4"B

I

(10.2) My=-4'D

le matrici (m x n) e (m x m) dei coefficienti di forma ridotta (di
dimensioni 4 x 2 ¢ 4 x 4 nel modello 1.2), relative alle variabili
endogene ritardate e alle variabili esogene, e con

(10.3) f,=-A4"'8
(10.4) fy=-4'D

le stime delle due matrici. La matrice contenente tutti i coefficienti di
forma ridotta si indica con

(10.5) M=[0,; O] =-4"'8; D]

e la sua stima sara’

A

(10.6) n=1[1,;0,]=-4"8; p1.
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La matrice I'T nel modello (1.2) ha dimensioni (4 x 6). La matrice dei
coefficienti di forma ridotta dello stesso modello, discussa nel capitolo
2 (eq. 2.1, notazione statica), aveva dimensioni (4 x 5). La differenza
e’ dovuta alla presenza, nella matrice IT introdotta in questo capitolo,
di una colonna di zeri, corrispondente alla terza colonna della matrice
D (eq. 9.6).

Dalla (9.1), premoltiplicando ambo i membri per 47, si ricava il
sistema di equazioni di forma ridotta

(10.7) e =1Tx, + Hoy + A_lut-

Ritardando la (10.7) di un periodo, si ottiene

-1
(10.8) Voo = Thxy + gy + A4 uy

e sostituendo la (10.8) nella (10.7) si ricava

(10.9) v, =Tx, + Tollyx, + M3y, + A u, + Tga™u, .

Di nuovo si puo’ ritardare la (10.8) di un periodo e sostituire
l’espressione di y,, cosi’ ottenuta nella (10.9), e cosi” via. Ripetendo il
procedimento fino ad un ritardo massimo di ¢ pecriodi si ottiene

g-1
(10.10) yo= Y Tglyx,, + Ny, +
r=0
q-1 |
+ Y g4 u,,.
r=0

LLa (10.10) fornisce una rappresentazione esplicita del vettore y al
tempo ¢ come funzione delle variabili endogene ritardate ¢ periodi, ¢
delle variabili esogene e dei disturbi casuali nei periodi successivi (da
t-qg + 1 ar). Supponiamo ora di utilizzare il modello per fini previsivi,
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su piu’ periodi di tempo consecutivi (ad esempio gli anni 1980-83 nel
caso del modello 1.2). Indicheremo per comodita’ con 1,2,....,4 l'indice
del tempo nei periodi di previsione (senza confonderlo con l'indice di
tempo ¢t = 1,2,...,T relativo al periodo di stima). Si suppongono noti i
valori di tutte le variabili predeterminate che sono, in questo caso, le
esogene nei periodi di previsione, x, , x,, ..., x;, € le endogene ritardate
nel periodo iniziale, y,. Se potessimo conoscere i valori “veri” dei
coefficienti a, , a,, ... (e quindi 4, B, D, Il, e T1,), la previsione fornita
dal modello sarebbe il valor medio condizionato

h-1 .
(10.11) Fp = X T x, + 115 g
i=0

che si ricava dalla (10.10) ponendo uguali al valor medio (zero) i
termini di errore.

In realta’, non si conoscono i coefficienti 4, ,, ..., ma solo le loro
stime &,, @, ... (¢ quindi A, B, D, ﬁo e ﬁ,). La previsione, per l'ultimo
periodo, effettivamente fornita dal modello, sara’ dunque la stima del
valor medio condizionato

A

A-1
[a3 o Ah
(10.12) 9w = 2 Mgllxs, + Mgy
=0

Invece di applicare la (10.12) direttamente al periodo 4, possiamo
calcolare ricorsivamente 1 valori delle endogene nel periodo di
previsione

P = Tx + Tgyy

= Tlyx, + Mg 9y

‘<
[ ]
|

(10.13)
Ip = yx, + o9y

e analogamente il vettore y, della (10.11) puo’ essere calcolato
ricorsivamente
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i =Mx; + Iy
(10.14) V= Iix; + Mgy

V= Thxy, + g vy

Se la soluzione del modello viene effettuata con tecniche numeriche (ad
esempio col metodo di Gauss - Seidel), si giunge allo stesso risultato
numerico delle (10.12) o (10.13) effettuando una simulazione dinamica
dal periodo 1 al periodo k; 9, , 95, ..., §, rappresentano il sentiero di
simulazione dinamica nel periodo di previsione.
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11. VARIANZA DELLE PREVISIONI: METODO
ANALITICO TRADIZIONALE

Se la struttura del modello e’ corretta, il valore “vero” delle variabili
endogene nell’ultimo periodo di previsione, &, e’ dato da:

Bl
(1.1) vp = ¥ MM x,, + My +
/=0

{

h-1
i 41
+ _ZOHOA Up.i-

[2

Ii vettore degli errori di previsione nell’'uitimo periodo puo’ essere,
dunque, rappresentato come segue:

(11.2) Vn-n = Un-) + Gr-yp) =

Al AP A ; A
= {;0(”6“1 - My )xy + (115 - 118))’0] -

h-1 . i
h AZOHE)A- Up.i }-

[=

Supponiamo ora che tutto il periodo di previsione sia esterno al
periodo campionario di stima (nel modello utilizzato come esempio,
anni successivi al 1979) e che in tale periodo siano noti i valori di tutte
le variabili predeterminate ¥, x,, X3, ..., x;. In tal caso, i vettori casuali
u,, Uy , ..., ty, che sono per ipotesi indipendenti dai vettori u, del periodo
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di stima, sono anche indipendenti dalle stime a;, a, ... (ottenute
utilizzando i dati del campione che sono, al piu’, correlati con le u, del
solo periodo campionario); dunque w,, u, , .., 4, SOno anche

indipendenti da ﬁo e I'l,. Il vettore degli errori di previsione nel periodo
A risulta, pertanto, decomposto nella somma algebrica dei due vettori
casuali indipendenti

wl . .
(11.3) IV = 'zo(né)nl - TTgTT )y + (Hg - ng)}/o

h-1 )
(11.4) Pu-vp = - Y oA .,
i=0

Il calcolo della matrice di varianza - covarianza della
componente (11.4), cioe’ della componente del vettore degli errori di
previsione dovuta alla presenza dei disturbi casuali u, , w, ..., i, non
presenta particolari difficolta’. Essendo i vettori u indipendenti tra
loro, ed avendo ciascuno media zero e matrice di covarianza %, la
matrice di varianza - covarianza della componente (11.4) ¢’

h-1 . .
(11.5) Y [mpatsa ]

i=0
una stima della quale ¢, ovviamente, ottenibile come
(11.6) [5A'EA "1, ]

dove % viene, a sua volta, calcolata dai residui della stima delle
equazioni strutturali (9.7)

A ,1‘
(11.7) S =T Y iy =
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T Fa) [a) n - n [a) ~ s
= 7Y [Ay, + Bx, + Dy, [ Ay, + Bx, + Dy, ].

=1

Tutte le matrici presenti nella (11.6) hanno dimensioni (m x m), ed il
calcolo risulta abbastanza agevole anche per modelli di dimensioni
medio - grandi. In alternativa, la matrice intermedia A"'%A4" puo’
essere calcolata come matrice degli errori quadratici medi in una
simulazione statica del modello sul periodo campionario, come
suggerito nel capitolo 3 (equazioni 3.3 ¢ 3.5).

Piu” complesso e il calcolo della matrice di covarianza della
componente (11.3), cioe” della componente del vettore degli errori di
previsione dovuta agli errori nella stima dei coefficienti. L’estensione
del metodo “tradizionale” di Goldberger, Nagar e Odeh (1961, descritto
nel paragrafo 3.8) alla previsione multiperiodale con modelli dinamici
e’ dovuta a Schmidt (1974) (si veda anche Phillips ¢ Wickens, 1978,
pp. 381-383 e 461-465; per una estensione ai sistemi di equazioni con
disturbi autocorrelati, che non saranno trattati nel seguito, si vedano
Baillie, 1981, e Yamamoto, 1980; infine, per una estensione al caso in
cui i valori delle esogene si suppongono generati da un processo
ARMA, si veda Campos, 1986).

11.1. 11 metodo di Schmidt

Si indica con w, il vettore [(m + hn) x 1] di tutte le variabili che,
nell’effettuare le previsioni nei periodi i = 1,2,...,h, si considerano note
(predeterminate)

Yo
Xy
(1t.1.1) wy, =

Xp
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Si indica poi con H, la matrice di dimensioni [m x (m + hn)]
(1.12)  H, =08 ng'og; nitng; o Oeny s 1

e con I-?h la sua stima

(11.1.3) A2, = [11§; 041, ﬁgiﬁl; s Tty 11 ],
La previsione p, (eq. 10.12) puo’ ora essere espressa come segue
(11.1.4) Pn = Hywy

e analogamente il vettore ausiliare y, puo’ essere espresso come
(11.1.5) V= Hywy,.

La componente del vettore degli errori di previsione dovuta agli errori
nella stima dei coefficienti (11.3) puo’ dunque essere rappresentata
come segue, applicando il lemma 3.3

(11.1.6)  Py-3j = (Hy- Hyw, = vec [1(Hy- Hyw,] =
= (w,®1)| vec I-},, -vec Hy, |

dove [, ¢ la matrice unitaria (m x m). Dato w,, il calcolo delle
varianze o della matrice di covarianza di y,-y, richiede il calcolo
preliminare della matrice di covarianza del vettore vec f}h-vec H,.
Analogamente al metodo descritto nel paragrafo 3.8, si cerchera’ di
ricavare l'espressione della matrice di varianza - covarianza della
distribuzione normale multivariata alla quale converge la distribuzione
di VT (vec H, - vec H,) al tendere di T all'infinito.
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Ordiniamo tutti gli elementi delle matrici 4, B e D in un unico
vettore colonna di dimensioni (2mm + mn) x 1 (40 x 1 nel modello
dato)

vec A
(11.1.7) vy = | vec B |.
vec D

Analogamente a (1.9), si avra’ per la stima ¥ (convergenza in
distribuzione)

(11.1.8) JTI%-vy] ———  NO,d).

T— 0

La matrice @ e’ del tutto analoga a quella introdotta nel paragrafo 3.8.
['unica differenza consiste nelle dimensioni @2mm + mn) x
(2mm + mn) , ed e dovuta alla introduzione esplicita nel modello di
una matrice m x m di coefficienti per le variabili endogene ritardate (la
matrice D). Ad esempio, per il modello (1.2), la matrice ® ha
dimensioni 40 x 40 ed e’ ottenuta con opportune espansioni della
matrice di covarianza dei 9 coefficienti strutturali incogniti (matrice ¥,
di dimensioni 9 x 9).

Ordiniamo ora tutti gli elementi della matrice Tl in un vettore
colonna di dimensioni (mn + mm) x 1, osservando che dalla (10.5) si
ricava

(11.1.9) vec Tl = [”“nl]

e ordiniamo in una matrice jacobiana, J, di dimensioni
(mn + mm) x 2mm + mn) , le derivate prime degli elementi di vec Il
rispetto a tutti gli elementi di 4, B ¢ D (cioe’ gli elementi del vettore
Y). A questo scopo possiamo applicare il metodo descritto nel
paragrafo 3.8, con qualche semplice accorgimento. Il vettore
(trasposto) contenente tutti i coefficienti strutturali relativi alle variabili
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predeterminate era, nel paragrafo 3.8, indicato con (vec B)’, ed aveva
dimensioni I x mn; nel contesto del modello dinamico, tale vettore deve
essere indicato con [(vec B)'; (vecDY] , ed ha dimensioni
I < (mn + mm), La matrice jacobiana risultante ha la stessa
espressione della matrice (3.8.7), con il semplice aggiustamento delle
dimensioni detla matrice unitaria: 7, , invece di [,

- dvec IT) _ d(vec IT) -
(11.1.10) J oy ol (vec A)'; (vec B)'; (vec DY']

= - [n/; ln+m] ® A.l

Analogamente al paragrafo 3.8, la matrice J permette di calcolare la
matrice di varianza - covarianza asintotica di V7 (vec Il -vecIT)
applicando il lemma 3.7, come

(ILLID  Q@=J®J = [ m@d’ |0 [T 1) @a]

Nel contesto del modello dinamico, questo e soltanto un passaggio
intermedio del calcolo. Per completare il calcolo sviluppiamo ora una
relazione tra V7T (vec 11 -vec M) e VT (vec f?,, - vec H,) in forma esplicita.
Il procedimento seguente e’ stato proposto da Schmidt (1973).
Osserviamo innanzitutto che dalla (11.1.2) si ricava

vec (T3
vec (n{;“nl)
(11.1.12) vec H, = | vee (NE211))

vec (honx)
vec (T1))

e quindi
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vec (1§ - T1p)
k1A Al
vec (HO I_Il - no I_Il)

__ A _— Sh-25 h-2
(11.1.13) JT (vec H, - vec H,) = T | vee (Lo "TTy - Tl °TTy) |

vec (ﬁo[i['} - nonl)
vec (I1; - T1))

Indichiamo con k il generico esponente di I, nella (11.1.13). Ad
eccezione del primo e dell’uitimo, ognuno dei rimanenti #- 1 vettori
(purche” h>2), che compongono il vettore (11.1.13), ¢’ rappresentabile
come

(11.1.14) VT vec (NE11, - MATT )

dove l'esponente k assume valori tra 1 e ~- 1. Il vettore (11.1.14) puo’
essere rappresentato come

(11.1.15) JTvec (11, - TTgM,) =
= VT vee [(T15- IPIT, | + VT vec [T, - 11 | =

= VTvee [ (115 - NPT, | + VT vee [ N, - 117, |

dove /, e’ la matrice unitaria n x n.
La matrice (IT§-T1§) , che compare nella (J1.1.15), puo’ essere
rappresentata come segue:

(11.1.16) ME-TE = -11f + 118 =

(st sommano k - 1 termini identicamente nulii)
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= - Mg + (MeMg™" - TorTg™) + (11311572 - 119116°7) +
+ o+ (5208 - TI52008) + (1167, - 1157 10) + 11G =
(si tolgono le parentesi e si raccolgono i termini a due a due, senza
cambiarne l'ordine)
= (-TF + M08 + (-10E" + 1208 +
+ (-TIIOE? + 1908 + .+ (-115213 + 1157y +
+ (- 115711y + f1g) =
(in ciascuno dei termini tra parentesi si raccoglie a fattor comune la
massima potenza di Tl, , a sinistra, ¢ la massima potenza di I, , a
destra)
= (- To + gnig" + Mg(- My + NG + 113(- Mg + Mg~ +
+ o+ 57%(- T + Ny + N5(-T1y + Ty =

= 6<-no+ﬁo>n"”—znf<no Qe

(11.1.17) JT vee (NEM, - TIEMT) =
k-1 .
= JT ¥ vec [ TH(M1y - Mgyng 1T, | +
j=0

+ JT vee [ TE(M, - T, .

Consideriamo ora il primo vettore, che compone il vettore (11.[.13);
applicando lo sviluppo (11.1.16), otteniamo
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A ki A ]
(L118) VT vee (fig- 1) = T ¥, vee [ Flo(fTo - TTgrig ]
i=0

Applicando ora alla (11.1.17) il lemma 3.3, otteniamo
(11.1.19) JT vec (111, - TISIT,) =
= JT 2 [M§ 1) @1 | vee (Tg - Ty) +
+ VT [ 1,815 | vee (11, - 1) =

[rienss $ ety [ [zl -

[1 ®Tf; Z(m"“nl) e[V )] vec (IT - IT).
Analogamente, applicando il lemma 3.3 alla (11.1.18), otteniamo

(11.1.20) JT vec (- Tfy =
l AN N
2 [ gy o) | vee (115 - Tp) =

FUSPY I i (11, - 11
= [ mmmn’ 2 ((nhl )®n0>] vT I::Zg(ﬁ;_né):l =
= I: mmmnv 2((1—]}11’) ®ﬁ6>:l \/T vec(ﬁ-ﬂ)

dove O e’ la matrice nulla di dimensioni mm x mn.

mm,mn

167

Finalmente ['ultimo vettore che compone il vettore (11.1.13) puo’

€ssere rapp resentato come
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(11.1.21) VT vec (I} - T1)) =

B . o ‘vec(lcll-nl)
= [lmn ’ Omn,mm] VT [vec (1‘10 - HO)

= [lrrm ; Omn,mm] \/T vec (ﬁ - n)

dove [, ¢ la matrice unitaria di dimensioni mn x mn ¢ 0, . ¢ la
matrice nulla di dimensioni mn x mm .

Possiamo ora indicare con M, la matrice di dimensioni
mm x (mn + mm) che premoltiplica il vettore vT vec (I1-T1) nella
equazione (11.1.20)

N h-1 L
(11.1.22) M, = {Ommm; Y ((ﬂé"l")@flé)]
=0 i

Iy

con N, la matrice di dimensioni mn x (mn + mm) che premoltiplica
JT vec (11 - T1) nella equazione (11.1.19)

-~ k-1 ca A
(11.1.23) N, = [ln®n’5; y ((né'”nl)’@on{))}
j=0

dove k assume tutti i valori compresi tra 1 e £- 1 (purche’ 2> 2}, e con
N, la matrice di dimensioni smn x (mn + mm) che premoltiplica
JT vec (T1 - TT) nella equazione (11.1.21)

(11.1.24) N() = I:[mrl; Omn,mm]'

Costruiamo ora la matrice Q,
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e ricordando la (11.1.13) abbiamo

(11.1.26) x/T(vecI;’h-vecHh) = éhJTvec(ﬁ-ﬂ).

Questa equazione esprime il vettore di variabili casuali
VT (vec I}},, - vec H,) come prodotto di due variabili casuali. La prima,
ossia la matrice Q,, all’aumentare della lunghezza del periodo
campionario 7 converge in probabilita” alla mamcc cl1 costanti @, (che
ha la stessa espressione, ma con le matrici l'll e 1’1O rimpiazzate dai
rispettivi limiti in probabilita’ T1, e [1,; si veda il lemma 3.6). La
seconda, ossia il vettore VT vec ({1~ IT) , converge in distribuzione ad
un vettore normale multivariato N(0,Q) , dove Q e’ dato dalla
equazione (I11.1.11). Pertanto il loro prodotto (osservazione 3.5.5)
converge in distribuzione ad un vettore normale multivariato
N(0, 0.20,).

Finalmente possiamo riprendere in esame la componente del vettore
degli errori di previsione al tempo 4 dovuta all’errore nella stima dei
coefficienti. Dalle (11.1.6) e (11.1.26) ricaviamo

(11.1.27) T Gy ) = (wy ® 1) JT (vec Hy - vec Hy) =
= (w,/ ®1,) (Lzhx/T vec (I - T1).

Poiche” w, e noto (contiene Je variabili predeterminate della
simulazione dinamica dal periodo 1 al periodo A), avremo
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(11.1.28) VT Gp-3p) = N{OLow ©1,)000, (w81, ]}

Si noti che la stima della matrice Q, non ¢ data dalla matrice 0,
(eq. 11.1.25). La matrice Q,, infatti, contiene anche elementi della
“vera” matrice I1, , oltre a elementi delle matrici stimate ﬁo e ﬁl (si
veda, ad esempio, I'equazione 11.1.23). Per ottenere, dunque, la stima
della matrice di covarianza asintotica della componente del vettore
degli errori di previsione, dovuta agli errori nella stima dei coefficienti,
dopo k periodi di simulazione dinamica (- j,), occorrera’ imppiegare
una matrice con la stessa espressione della matrice Q, data
nell’equazione (11.1.25), ma con Il, rimpiazzato da ﬁo. Avremo
dunque dalle equazioni (11.1.22-25)

Bl .
(11.1.29) M, = [omm,m; 2((118"")’@116)]
=0

R k-1 n A n
(11.1.30) Ny = [ln@»n{;; ‘20((11’5'17111)'@11{,)]
=

(11.1.31) 0, = | Nuz2|.

Si ottiene quindi, per la stima della matrice di covarianza asintotica di
(§y - 7,), l'espressione

(11.1.32) (i @1 )0KQ TVOy (W, 1,).
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11.2. Nota sulle dimensioni delle matrici

L’applicazione pratica del metodo di Schmidt presenta difficolta’
ancora maggiori di quelle gia’ osservate nell’applicare il metodo
tradizionale alle previsioni uniperiodali. Nella letteratura econometrica
si incontrano applicazioni pratiche di questo metodo solo per modelli
di piccole dimensioni (non piu’ di due equazioni in Schmidt, 1977, come
pure in Chong e Hendry, 1986). Il problema principale ¢’ costituito
dalle dimensioni delle matrici che compaiono nell’equazione (11.1.32).

Si osservi, innanzitutto, che il calcolo della matrice Q/T presenta
problemi analoghi a quelli gia” discussi nel paragrafo 3.9 (le dimensioni
sono, qui, leggermente diverse, dato il diverso dimensionamento della
matrice 11 nel caso dinamico rispetto al caso statico).

Osserviamo ora che le dimensioni della matrice Qh variano al variare
de!l periodo di previsione (k) . La matrice M,, ha dimensioni
mm x (mn + mm). La matrice N, e ognuna delle matrict /\A/k hanno
dimensioni mn x (mn + mym). La matrice Qh ha, pertanto, dimensioni
(mm + hmn) x (mn + mm) .

Supponiamo di voler utilizzare il modello (1.2) per un esercizio di
previsione su 5 anni. Trattandosi di un modello contenente 4 variabili
endogene, vogliamo calcolare la matrice di covarianza (4 x 4) degli
errori nel quinto (ultimo) anno di previsione. Per utilizzare 1'equazione
(11.1.32) occorre effettuare il calcolo della matrice Q/T , di dimensioni
(mn + mm) % (mn + mm), cioe’ 24 x 24, ed il calcolo della matrice
0,, di dimensioni 56 x 24.

Nel caso di un modello medio-grande, come il modello dell’economia
francese (Brillet, 1981) gia’ menzionato nel paragrafo 3.9, considerando
che il numero delle variabili endogene ¢ m = 225 e che il numero delle
variabili esogene supera di poco il centinaio, la matrice Q,l in un
esercizio di previsione su un orizzonte temporale di 5 anni avrebbe
dimensioni 165000 x 74000 circa. Per un modello di pari dimensioni,
ma basato su dati trimestrali, 1o stesso esercizio su 5 anni (20 trimestri)
richiederebbe un matrice 500000 = 74000 circa.
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12. VARIANZA DELLE PREVISIONI: METODO
ANALITICO ALTERNATIVO

Anche nel caso di previsioni multiperiodali ottenute impiegando un
modello dinamico, il procedimento di calcolo della matrice di
covarianza degli errori di previsione puo’ essere fortemente semplificato
ricorrendo ad un metodo analogo a quello gia’ visto per le previsioni
uniperiodali (modello statico, capitolo 4). Anche in questo caso si
tratta di sviluppare una relazione esplicita tra la componente del
vettore degli errori di previsione, dovuta agli errori nella stima dei
coefficienti, e il vettore degli errori nei coefficienti strutturali stessi
(Calzolari, 1987).

Analogamente a quanto visto nel capitolo 4, indichiamo con
a = (a, a, ..., a) il vettore s x 1 dei coefficienti strutturali incogniti {9
coefficienti, nel modello 1.2, impiegato come esempio). Indichiamo, al
solito, con & il vettore dei coefficienti strutturali stimati, e con ¥ la
matrice di covarianza asintotica del vettore V7T (@-a) : per T — o,
JT (a-a) converge in distribuzione a una normale multivariata
N(O, V) . Indichiamo ora con

(12.1) C=1[4; B; D]
la matrice m x (2m + n) di tutti i coefficienti strutturali, e con

Cy, Cy, Cy, ..., C, matrici di dimensioni, ciascuna, m x (2m + n) , tali
che

(12.2) C=[A4; B; D] =Cy+ Cia; + Cyay + ... + Ca,.
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Le matrici G, Cj, G, ... includono solo elementi noti a priori € non
elementi da stimare. Data l'introduzione esplicita della matrice D nel
modello dinamico, la struttura delle matrici C, e leggermente diversa
dal caso statico (capitolo 4). Ognuna di esse ha dimensioni 4 x 10 nel
modello (1.2). Ad esempio, la matrice C; ha la seguente struttura:

(12.3) G

If
SO O
OO OO
SO OO
S OO D
SO O ==
SO OO
SO OO
SO OO
SO oo
OSSO

In generale, con la sola eccezione di C; (che non viene poi utilizzata nel
calcolo), ognuna della matrici C, ¢ la matrice delle derivate prime della
matrice C rispetto al singolo coefficiente q,

oc _ oL4; B; D]
aak 6(1,(

(12.4) C, =

e quindi, analogamente al caso statico, C, sara’ composta, nella
maggior parte dei casi, di elementi tutti uguali a zero, ad eccezione di
un singolo elemento uguale a -1. La matrice di tutti i coefficienti
stimati, é, sara’, ovviamente

Q2 A

(12.5)  C=[A; B; D] = Cy + Cia; + Cyy + ... + C..

Indichiamo ora con p, , 9, ..., y, le previsioni ottenute col modello,
considerando noti i valori delle variabili endogene ritardate nel periodo
iniziale, y,, € i valori delle variabili esogene nel periodo di previsione,
X{ y Xy ..., X, (€q. 10.13). Osserviamo che i vettori J, , s ey Vi
introdotti nelle equazioni strutturali (9.1), con coefficienti stimati,
soddisfano il sistema

A N

(12.6) AP, + Bx, + Dpy =0 [=12,..h
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Definiamo ora le 4 matrici ﬁh_,. , ognuna delle quali ha dimensioni
m x s, al variare di i = 0,1,....,h- 1

. ﬁh«z ﬁh-i Yhei
(12.7) Fy, = {Cl Xpi | C, Xpei |5 e C, Xp-i }
yh—i—l yh-t’—] yh—[»I

Nel modello usato come esempio (1.2) ciascuna ﬁh_i ha dimensioni
4 x 9, ed ha la struttura seguente:

(12.8) Fpi =
4 -Y, -Gy O 0 0 0 0 0
|0 0 0 -1 -(Vpi-Ypi)) Ty 00 0
0 0 0 0 0 -1 -f, -(¥-h,,
0 0 0 0 0 0 0 0 0

La (12.7) e’ applicabile anche per i = k- 1, cioe’ per F,, conla semplice
avvertenza di sostituire p, con y, (trattandosi di un vettore di variabili
predeterminate).

Calcoliamo ora il prodotto -A"lg,,_,.(&-a) ; possiamo applicare un
procedimento del tutto analogo a quello gia’ impiegato nel capitolo 4,
oppure possiamo procedere in modo leggermente diverso, come segue.

(12.9) -AVE, (a-a) =
1 Vhei Dhi Dhi
=-4 {CI “fh—i N Cz '{h-i s ey CS ’fh-[ }(& - a) =
Yh-i-1 Yh-i-] Yhoi-]

1 Yh-i Yh-i Yh-i
= 'AV {Cl xh-i (ZA] + C2 Xh»i A2 + ...+ CS xh_,' &S} +
" A a)
Yh-i-1 Yhei-1 Yh-i1

Q
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n

Dnii Yh-i Yh-i
+ A—I{CI “fh-i a + C2 .ich_i a, + ...+ CS .ifh_l' as} =

Yh-i-] Yh-i-1 Yh-i-1
Dhei
= - A'I[CI&I + Czaz + ...+ C.S‘&S] {h-i +
Yhi1
D
+ A'l[Clal + Cyay + .. + Ca, ] Xp-i
' Yh-i-l
(si introducono le equazioni 12.2 e 12.5)
. ni | P
=-4(C- ¢y Xpi | T a(C- ¢y Xpi | =
| Vh-i-1 | Yh-i-1
iR Pai
=-4'¢ Xpi | T A'c Xpi | =
| Vh-i-] | Yh-i-l
n N N r_ﬁh-i ] ﬁh-i
=-A'[A; B; Dl xp; |+ A'[4; B; DI xp
| Vh-i-1 | Yh-i1

(ricordando la 12.6, il primo termine e’ uguale a zero)

D
= 4[4, B; D] Xpei
Yh-i

A -1 -1 N
=Vpi T A Bxy; + A Dyyy =

(ricordando le equazioni 10.1, 10.2 e 10.13)
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= Ixpy + Ny - hxp - Ny =

Xp-i Xp-i

= L nO][ﬁh-i—l] -y noj[ﬁh-i-l] N
I S A e I T A B Xh-i
- n[yh-i—l] n[)’h-f-l] Lo n][yh»i-l]'

Moltiplicando la (12.9) per vT otteniamo

(12.10) VT - ”][;:1] =-ATFIT(@- )

ossia un risultato analogo a quello della equazione (4.10). A differenza
del caso statico, pero’, questo e’ soltanto un risultato intermedio.
L’equazione (12.10), infatti, non coincide con VT (§,,- y,,) (data la
presenza di p,,,). Impiegheremo, dunque, la (12.10), al variare di
i =0,,.,h-1, per calcolare VT (§,-y,) nell'ultimo periodo di
previsione. Abbiamo ora

(12.11) VT G- 9p) =

(si sostituisce a y, I'espressione 10.12)

(si sommano, al termine tra parentesi quadre, A-1 termini
identicamente nulli)
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A1
—_— A A —— f\h /\h_l__ /\h_l_
= VT ¥ gllx,, + \/T[Hayo T (-Ty 'y + Ty yp) +
i=
NA2— ~p2— N0 ng_
+ (-, + My + oo+ (- g + o) +
+ (- ol + Holp)) -] =
(si tolgono le parentesi tonde e si associano a due a due i termini tra
parentesi quadre, a cominciare dal primo)

Bl

_1 /\l' A —_ n AL ALl ALY
=T X Mol + T [ (o - 1155 + (1515, - 11570, +

14

+ (167, - 11675 + o+ (P - g ) + (giny 'fh)] =

(si riordinano i termini tra parentesi quadre secondo i valori crescenti
dell’esponente di T1,)
_h-l fal l N N a3 —_ — L) 2_ [a} _
= VT Y Nyl + VT [ (Fopht - 5 + (Gpaz - Ty +
iz

A3 Ay Apl_ AR Ap AR
. e (5, - T8 + (g, - 115 M)] =

(si raccolgono tutti i termini in un unica sommatoria, ricordando che,
trattandosi di variabili predeterminate, y, = y, )



Cap. 12 179

Ricordiamo ora che, trattandosi di un vettore di variabili
predeterminate, anche §, = y, ; osserviamo poi che le equazioni (10.13)
e (10.14) possono essere rappresentate come

P I ¥ o
(12.12) Vi = ﬂ[}gh_:l] i=0,1,.,h-1
Xp-i
(12.13) Vi =T = i=01,..,k/-1
Yh-i-1
e che si ha, ovviamente (lemma 3.6)
(12.14) plimy, . = vy i=0,1,., k-1
T— 0

Sostituiamo nella (12.11) a y,, l'espressione (12.13)

o , EREN .
(12.15) VT (-3 =T Y. ﬂbﬂ[{hf.f ]-JT Z”bn[fhf ] =

JTY

It
=
jom B
S~
—_
ju
i
=
1
>
>

} ok, 0
Yh-i-l] ) JTFOHO(” ) n)[f’h—i-l 'fh-f-l]"

It secondo termine converge in probabilita’ a zero, al crescere di 7T;
contiene, infatti, il prodotto della variabile casuale VT (IT-T1) , che
converge in distribuzione, con una variabile casuale che converge a zero



180 Metodo analitico alternativo

in probabilita’, poiche’ y,,, converge a y,,, (eq. 12.14); possiamo,
quindi, applicare l'osservazione 3.5.5. Nel primo termine della (12.15)
possiamo ora sostituire la equazione (12.10), ottenendo che V7T (9, - 1)
ha la stessa distribuzione asintotica di

h_l A s n _
(12.16) - [ y n{)A"Fh_i]JT(a-a).
=0

La matrice di varianza - covarianza asintotica di V7T (§,-y,) sara’,
pertanto

A-1 Al .
(12.17) [ ¥ Flf)A']fh_,-] W [ y ngA"Fh_i]

i=0 i=0
dove le matrici F,, hanno, ovviamente la stessa espressione delle ﬁh_,. ,
salvo sostituire i vettori ,,, con i loro limiti in probabilita’ y,,, .

Risulta chiara a questo punto la semplificazione rispetto al metodo

tradizionale. La stima della matrice di covarianza della componente
del vettore degli errori di previsione dovuta all’errore nella stima dei
coefficienti, nell’ultimo periodo di previsione (9, - ;)

&5

I

h_l AN " Fal N 1 LA ) ) 4
(12.18) [ ¥ I"I{]A’IF,H-] ‘P/T[ n;JA"Fh_,}
i=0 0

i

richiede semplicemente il calcolo del sentiero di simulazione dinamica
nel periodo di previsione, (§,, 9,, ..., §») poi il calcolo delle - 1 matrici
ﬁf, (di dimensioni m x m ), il calcolo della matrice A (anch’essa di
dimensioni m x m), e finalmente il calcolo delle A matrici 1?",1_,' (di
dimensioni m x 5). Analogamente al capitolo 4, si usa direttamente la
matrice ‘f’/T , senza bisogno di espanderla nella matrice (i)/T.
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12.1. Risultati sperimentali sul modello

I metodi descritti nel capitolo 12 sono stati applicati al modello (1.2).
L’esercizio di previsione uniperiodale riportato nel capitolo 7 viene qui
esteso con simulazione dinamica al secondo, terzo e quarto anno al di
fuori del periodo di stima. 1 risultati sono riportati nelle tabelle 32, 33
e 34.

Se il calcolo viene effettuato con il metodo di Schmidt, (paragrafo
11.1), occorre preliminarmente calcolare la matrice fz/T (che differisce
da quella gia’ riportata per il caso statico in tabella 6 per il diverso
dimensionamento e ordinamento dei termini, come gia’ osservato nel
paragrafo 11.1). Tale matrice e’ riportata nella tabella 35 e, per
completezza di esposizione, nella tabella 36 si riportano le matrici ﬁo e
ﬁl, oltre alle potenze ﬁg e ﬁg coinvolte nel calcolo. La matrice 4! e’,
ovviamente, la stessa di tabella 7.

Una interessante considerazione, che si ricava dai risultati numerici,
riguarda l'importanza relativa delle due componenti di errore, e il loro
andamento nel tempo.

Ad eccezione della variabile C nell’ultimo periodo di previsione, la
varianza della componente di errore dovuta ai disturbi strutturali e’
sempre maggiore della varianza dell’altra componente. La varianza di
ciascuna delle due componenti di errore aumenta nel tempo (si
considerino anche le varianze riportate in tabella 5, per il primo periodo
di previsione, oltre a quelle delle tabelle 32, 33 e 34); la varianza della
componente dovuta all’errore nella stima dei coefficienti aumenta,
pero’, piu’ rapidamente dell’altra.

Tutto questo non deriva necessariamente dai risultati teorici ricavati
nei paragrafi precedenti. Siosservino, in particolare, le equazioni (11.6)
e (12.18). Nel primo caso, la stima dclla matrice di covarianza e’ data
dalla somma, nel tempo, di matrici semidefinite positive. Allungando
percio’ il periodo di previsione (4}, la stima della varianza della
componente di errore dovuta aj disturbi strutturali, per ogni variabile,
potra’ aumentare o, al piu’, restare costante, ma non potra’ mai
diminuijre.



182 Metodo analitico aliernative

Non e’ detto, invece, che la stessa cosa debba accadere anche per la
componente dovuta all’errore nella stima dei coefficienti. Osservando
infatti 'equazione (12.18), notiamo che non si tratta di una somma, nel
tempo, di matrici semidefinite positive. Nulla vieta, pertanto, che la
varianza di questa componente di errore possa diminuire, anziche’
aumentare, quando il periodo di previsione si allunga. Non ¢’ detto
nemmeno che la varianza complessiva dell’errore di previsione debba
necessariamente aumentare nel tempo (si vedano, a questo proposito,
anche le considerazioni in Chong e Hendry, 1986, p. 685). Non e’
questo il caso del modello che stiamo ora esaminando, ma avremo un
esempio di questo fenomeno nel paragrafo 13.5.
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Tabella 32

Stima delle matrici di covarianza delle due componenti dell’errore di
previsione al 1981. Simulazione dinamica dal 1980.

Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti { x 10?)

C 1 M Y
C 342.
/ 177. 269.
M 123. 112. 121.
Y 397. 334. 114. 617.

Componente relativa ai disturbi strutturali (x 10-)

C / M Y
C 869.
I/ 630. 724.
M 381. 303. 325.
Y 1119. 1052. 359. 1813.

Valori calcolati delle endogene (previsioni), valori osservati ex-post e
stima dello scarto quadratico medio delle previsioni { x 103)

Valore Valore Stima scarto
calcolato osservato quad. medio
C 55.313 55.094 1.10
[ 13.401 15.130 997
M 16.923 17.645 .668
Y 84.920 85.707 1.56
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Tabglla 33

Stima delle matrici di covarianza delle due componenti dell’errore di
previsione al 1982, Simulazione dinamica dal 1980.

Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti ( x 10-%)

C 1 M Y
C 972.
{ 567. 631.
M 356. 294. 235.
Y

1183, 904, 415. 1672.

Componente relativa ai disturbi strutturali (x 10-3)

C 1 M Y
C 1234.
! 881. 955.
M 510. 403. 373.
Y 1605. 1433. 540. 2499.

Valori calcolati delle endogene (previsioni), valori osservati ex-post e
stima dello scarto quadratico medio delle previsioni ( x 10%)

Valore Valore Stima scarto
calcolato osservato quad. medio

C 56.230 55.377 1.48
! 13.194 14.343 1.26
M 17.169 17.918 79
Y 85.715 85.262 2.04
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Tabella 34

Stima delle matrici di covarianza delle due componenti dell’errore di
previsione al 1983. Simulazione dinamica dal 1980.

Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti { x 10-%)

C 1 M Y
C 2173.
/ 1165. 1051.
M 764. 536. 403.
Y 2574. 1681. 897. 3358.

Componente relativa ai disturbi strutturali (x 10-%)

C { M Y
C 1552.
1 1084. 1122,
M 620. 480. 412.
Y 2017. 1726. 687. 3055.

Valori calcolati delle endogene (previsioni), valori osservati ex-post e
stima dello scarto quadratico medio delle previsioni ( x 103)

Valore Valore Stima scarto
calcolato osservato quad. medio
C 57.048 55.207 1.93
I 13.020 13.792 1.47
M 17.442 17.845 902
Y 86.609 85.127 2.53
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Tabella 35

Q/T : stima della matrice di covarianza asintotica dei coefficienti di
forma ridotta. La matrice (simmetrica, di dimensioni 24 x 24) e’
rappresentata a blocchi di dimensioni 4 x 4. Ogni blocco contiene le
covarianze dei coefficienti di forma ridotta relativi ad una coppia di
variabili predeterminate.

~ ™0

M

~ 0

flm / T (variabili predeterminate 1,1)

C 1 M
121454e+7
139282e +7 247917e +7
379827. 407957. 473182.

222753e+7 .346404e +7 314602,

fzz,] / T (variabili predeterminate Z,1)

C ! M
191.265 231.794 53.7317
152.506 281.565 32.9266
75.4303 113.374 11.4284
268.340 399.985 75.2299

ﬁzyz/ T (variabili predeterminate Z,,Z,)

C 1 M
A477579%e-1
.377033e-1 .475560e-1
.185875e-1 .186131e-1 .828501e-2
.668737e-1 .666462¢-| .289156¢-1

.537697e +7

Y

369.327
401.144
177.376
593.095

104604
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fl“ / T (variabili predeterminate C,,,1)

C { M Y
& -101.671 -95.0760 -31.6100 -165.137
I 63.8560 156.576 11.8206 213.611
M -7.78852 13.3697 -9.88558 15.4668
Y o -25.0262 48.1299 -9.90385 33.0075

Qs,z/ T (variabili predeterminate C,,Z,)

C { M Y
C -.230570e-1 -.136538e-1 -.798089%e-2 -.287299%e-1
1 173107e-1 270110e-1 .968963e-2 .346321e-1
M -.151840e-2 276381e-2 .409142e-3 .836266e-3
Y -422790e-2 .105934e-1 .129960e-2 .506590e-2

Snlm/ T (variabili predeterminate C,,,C,))

C { M Y
C 125254e-1
/ -.490716e-2 .162909¢-1
M 179573e-2 .243012e-2 .103055¢e-2
Y 582252e-2 .895359%e-2 .319530e-2 .115808e-1

Sﬂld,, / T (variabili predeterminate 7, ,1)

C s M Y
C 161.465 186.333 57.3178 290.480
I 108.851 209.690 20.8697 297.672
M 104.269 175.242 -31.8203 311.331

Y 166.047 220.782 110.008 276.821
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fzm/ T (variabili predeterminate /,,,Z,)

C 1 M Y
C .429375e-1 .328882¢-1 .161596e-1 .596662¢-1
/ .358451e-1 A467576e-1 A77727e-1 .648300e-1
M .235245¢e-1 .285687¢-1 .126844e-1 .394088e-1
Y .552581e-1 .510772e-1 .212479e-1 .850874e-1

fzm/ T (variabili predeterminate /,,,C, )

C I M Y
C  -.207720e-1 .148418e-1 -.176669e¢-2 -.416350e-2
I -.118971e-1 .269526e-1 .296180¢-2 .120937e-1
M -905679e-2 .159834e-1 .234382¢-2 .458279¢-2
Y  -.236123e-1 .258109e-1 -.114871e-2 .334740e-2

é“/ T (variabili predeterminate /,,,7,,)

C 1 M Y
C .398028e-1
1 .330973e-1 .520904e-1
M .172753¢-1 .255510e-1 .302012e-1
Y .556248e-1 .596367e-1 .126250¢-1 102636

fls’, [ T (variabili predeterminate M, ,1)

C / M Y
C 0 .0 0 0
/ 0 0 0 0
M 0 .0 0 0
Y 0 .0 0 0
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fzm/ T (variabili predeterminate M, ,,Z)

C / M Y
C 0 0 0 0
1 0 0 0 0
M 0 0 0 0
Y .0 0 0 0
fzm/ T (variabili predeterminate M,,,C, )
C I M Y
C 0 0 0 0
1 0 0 0 0
M 0 0 0 0
Y 0 0 0 0
SAZ“/ T (variabili predeterminate M, ,/,))
C I M Y
C 0 0 0 0
1 0 .0 0 0
M 0 0 0 0
Y 0 0 0 0
.(.’\25,5/ T (variabili predeterminate M, ,M, )
C 1 M Y
C 0
! 0 0
M 0 0 0
Y 0 0 0 0
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flé,l / T (variabili predeterminate Y,;,1)

C 1 M Y
C -54.9132 -81.2595 -16.4886 -119.684
I -141.670 -280.503 -29.8785 -392.294
M -48.4939 -89.8109 .845402 -139.150
Y -148.089 -271.951 -47.2126 -372.828

Qs,z/ T (variabili predcterminate Y, ,,Z)

C 1 M Y
C  -.138928e-1 -.136599¢-1 -.593910e-2 -.216136e-1
/ -.351543e-1 -.477339%-1 -.180738e-1 -.648144e-1
M -.111322e-1 -.145050e-1 -.587653e-2 -.197607e-1
Y  -.379149e-1 -.46888%¢-1 -.181364e-1 -.666673¢-1

fz(,,g,/ T (variabili predeterminate Y,,,C,))

C I M Y
G .599631e-2 -.705872¢-2 -.118410e-3 -.944006e-3
1 .118435e-1 -.277332e-1 -.331499%¢-2 -.125747¢-1
M .399370e-2 -.830969e-2 -.109538e-2 -.322061e-2
Y .138461¢-1 -.264823¢-1 -.233802e¢-2 -.102981e-1

flw/ T (variabili predeterminate Y, ,/.))

C 1 M Y
C -.125262e-1 -.134203e-1 -.768458e-2 -.182619e-1
I -.305995¢-1 -.47265%¢-1 -.281140e¢-1 -.497514e-1
M -.893654e-2 -.135234e-1 -.114126e-1 -.110473e-1
Y -.341891e-1 -471628e-1 -.243859%-1 -.569660¢-1
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SAEG,S/ T (variabili predeterminate Y, ,M,,)

C I M Y
C 0 0 0 0
! 0 0 0 0
M 0 0 0 0
Y 0 0 0 0
Q¢ / T (variabili predeterminate Y,,,Y,,)

C I M Y
C  .448476e-2
! .132739-1 .483355¢-1
M .396007¢-2 145224e-1 .501066¢-2
Y .137986¢-1 4708691 134719-1 474137¢-1

Tabella 36

Matrice fll( x 10)

29235.1 2.05929
32297.7 1.98929
-44223.9 3.11247
105757. 10.9361

Matrice I1, ( x 10)

8.53712 1.90510 0 -.395478
1.40827 10.6029 0 -2.20104
2.20341 2.39073 0 -.496291
7.74199 10.1172 .0 -2.10023
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7.25036
991393
1.83353
6.40822

6.12516
661734
1.51653
5.27036

Potenze della matrice ﬁo

113 ( x 10)

3.24624
9.28354
2.45253
10.0773

M ( < 10)

4.14142
8.08233
2.43460
9.78916

oo oo

oo oo

Metodo analitico alternativo

-.673885
-1.92716
-.509118
-2.09193

-.859716
-1.67781
-.505397
-2.03212
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13. ERRORE DI PREVISIONE NEI MODELLI
DINAMICI NON LINEARI

Un modello econometrico dinamico e non lineare (sia nelle variabilt
che nei coefficienti) puo’ essere rappresentato, estendendo la notazione
del capitolo 5, nel modo seguente:

(13.1) SWs Xy, a) =y, (t =1,2,....7).

Dati x, , y,., @ € u, si suppone che il sistema di equazioni (13.1)
ammetta un’unica soluzione per y,; in altre parole si suppone che il
sistema definisca implicitamente il vettore y, come funzione delle altre
variabili

(132) y[ :y(x[vy[-])ay u[)'

La (13.2) puo’ essere considerata la forma ridotta del modello, ed in
generale non e’ rappresentabile analiticamente.

Supponiamo ora di utilizzare il modello per un esercizio di previsione
nei periodi 1,2,..., kA, supponendo note, al solito, le variabili
predeterminate y; , X, X3 ..., X;. Il valore “vero” delle variabili endogene
puo’ essere rappresentato impiegando ricorsivamente la (13.2) ed
introducendo le funzioni y® (uguale alla y), y@ |, y® . p®
opportunamente definite
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(13.3)

Modelli dinamici non lineari

1
yl = y(xl’y07 a, ul) = y( )(x[7y07 a, u[)

o=yl ynau) =y [XZvy(l)(xl,YO’ a, uy), a, “2] =
= y(z)(xl, X2, Vo @, Uy, Uy) »

V3 =y (x3,y3,a,u3) =
=y [X3,y(2)(xl) X3, Yo, @, Uy, ), 4, u3] =

= ,3
y (x]y-x2> x3,y0’ a, uly u2) u3)

yh =Yy (xh’yhvly a, uh) =
h-1
=y [xh’y( )(x17 B ) xh-])y()y a, ula cery uh-])7 a, uh:l =

= M
y (x]a-x27 ey Xpy Yoo G, Uy, Up, "'auh)'

In assenza di errori, la previsione fornita dal modello nei periodi
1,2, ..., A, sarebbe dunque rappresentabile come

(13.4)

F— @)
n =y (x5,ya0)

_ 2
75 = yPAx), x5, 50, 2,0, 0)

_ 3
Y3 = ¥l )(xlv X35 X3, Y05 @, 0, 0, 0)

- h
yh — y( )(_x'l, .XZ, ...,Xh,yo, a, O, 0, vy 0)

mentre la previsione effettivamente fornita dal modello, con i
coefficienti stimati 4, mediante simulazione deterministica dinamica dal
periodo ! al periodo A, sara’



Cap. 13 /95

A 1 A

91 = yV(x), 5. 8,0)

A 2 o

9 = yPx1, x5, ¥0, 8,0, 0)
(135) }73 =y(3)<-xl7x2’ X3,y0, &’ Oa Oa 0)

A A
= y( )(xl, Xgy vy Xppy Vo, @, 0, 0, .., 0).

Come nel caso lineare, si ammette di avere a disposizione un vettore a,
stima consistente di a, tale che, asintoticamente, V7 (a -a) ~ N(0, ¥) (si
noti pero’ che nel caso di un modello dinamico non lineare non e’
affatto scontato che tali proprieta’ siano verificate sulla base di semplici
ipotesi, quali quelle richieste nel caso di modello lineare, o nel caso di
modello non lineare statico; si vedano, a questo proposito, Gallant,
1977, pp. 73-74, e Hatanaka, 1978, nota ).

Il vettore degli errori di previsione al tempo 4, (J,-y,), puo’ essere
espresso come

(13.6) Ph-vn = @n-3) + Gr-yn)-

E’ evidente dalle equazioni {13.3), (13.4) e (13.5) che, analogamente a
quanto si e’ visto per il modello lincare, la prima componente (3, - ¥,)
dipende solamente dall’errore nella stima dei coefficienti strutturali,
mentre la seconda (y, - y,) dipende soltanto dai disturbi strutturali nel
periodo di simulazione dinamica. Operando al di fuori del periodo
campionario utilizzato per la stima dei coefficienti, e supponendo noti
i valori di tutte le variabili predeterminate nel periodo di previsione, le
due componenti sono indipendenti, e le loro varianze (o le loro matrici
di covarianza) possono essere sommate per calcolare le varianze (o la
matrice di covarianza) degli errori di previsione.
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13.1. La componente dovuta all’errore di stima

Una stima della matrice di covarianza della componente dovuta agli
errori nella stima dei coefficienti puo” essere ottenuta in maniera del
tutto analoga a quanto visto per il modello statico nel paragrafo 6.1.
In base al lemma 3.7 sulla distribuzione asintotica di funzioni di
variabili normali multivariate, poiche” il vettore VT (a - ) e’ distribuito
asintoticamente come N(0,'), allora la componente dell’errore di
previsione VT (§,- y,) = VT [y®(..., 4,.) - y?(..., a,..) ] (ottenuta con la
sostituzione dell’ultima delle (13.4) e (13.5) a j, e y, rispettivamente) e’
asintoticamente distribuita come N(0, G,'¥ G,), dove G, ¢’ la matrice (di
dimensioni m x s) delle derivate prime dy%/da’ calcolate nel punto
()5 Xpy ooy Xpy Y0, @, 0,0, ..., 0) .

Considerando nelle (13.4) i vettori , , y, , ... , y, come funzioni di q,
si ha, identicamente per ogni a,

f@l)xhy()v a) =0
NSO X010 =0
(13.1.1) .
|/ Ohs Xpy Yp1s @) = 0
(indicheremo, per semplicita’, con f, , £, ..., f, le funzioni sul lato

sinistro) da cui
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o W, o,

dy,” oa da’

ofs ’5}72 n af .5}’1 N ofs %

dy, oa oy, da’ oa’
(13.1.2) Oy s, O 0 O

oy, oa  dy, oa  od

s O o W1, U

= 0.
5)7,1' aa’ @)7,1,]' oa’ oa’

Analogamente al caso statico (eq. 6.1.2), dalla prima delle (13.1.2) si
puo’ ricavare 0y;/da’ , essendo le altre derivate relative alle funzioni f,
che sono note (forma strutturale). Sostituendo tale valore nella seconda
equazione, si ricava dy,/da’ (essendo ancora le altre derivate relative alle
funzioni f), che puo’ esserc sostituita nella terza equazione; e cosi’ via,
fino ad ottenere dall’ultima equazione dy,/da’ , ossia la matrice G, .

Calcolando le derivate nel punto (x,, Xy, ..., X3, Vo, @, 0, 0, ..., 0) si
ottiene éh , una stima consistente di G,; gli elementi diagonali di
C;‘,,(‘i’/’f’)(fh’ sono le stime delle varianze asintotiche degli elementi di
A )

Il calcolo numerico degli elementi della matrice G, puo’ essere
eseguito in maniera analoga al caso statico (paragrafo 6.1). La
soluzione di controllo richiede una simulazione dinamica su tutto il
periodo di previsione; e cosi” pure ogni soluzione disturbata (con Aa,)
richiede una simulazione dinamica su tutto il periodo 1, 2, ..., A.



198 Modelli dinamici non lineari

13.2. La componente dovuta ai disturbi strutturali:
simulazione stocastica

Analogamente al caso statico, approssimazioni del valor medio
condizionato e della matrice di covarianza di j, - y,

(13.2.1) m = E[@n-y) | X1, X2 o0 Xy ¥ 0, X |

(13.2.2) Vo= V[(Vh')’h) | xi, X3, ey Xy Vo, a,Z]

possono essere ottenute tramite simulazione stocastica.

Come nel caso statico, supponiamo per il momento di avere a
disposizione i veri parametri strutturali del modello, vettore a € matrice
di covarianza ¥ dei disturbi strutturali; ammettiamo anche che i
disturbi abbiano distribuzione normale multivariata. Non disponendo,
in realta’, dei valori veri di @ e X, bensi’ di stime a2 e by , 1 procedimenti
di calcolo forniranno soltanto una stima dei momenti (primo e secondo)
della distribuzione di y, - y, .

Calcoliamo, dunque, media e matrice di covarianza della componente
dell’'errore di previsione dovuta ai disturbi strutturali, nell'ultimo
(h -esimo) dei periodi di previsione. Il procedimento si articola nelle
fasi seguenti.

1} Si risolve con simulazione dinamica deterministica il modello nel
periodo di previsione 1, 2, ..., A, ottenendo i vettori y,, ¥y, ..., Vs

2) Si generano A vettori di disturbi strutturali pseudo - casuali
indipendenti u, , , ..., u, ciascuno con distribuzione normale,
media zero e matrice di covarianza X (Nagar, 1969; McCarthy,
1972).

3) Si introducono i vettori %, , #,, ..., u, nel modello e lo si risolve
(simulazione stocastica dinamica), ottenendo i vettori y,, vy, ..., V.
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4) Si calcola (e si memorizza) il vettore delle differenze j, - y,, relativo
all’ultimo dei periodi di previsione.

5) Siripete R volte il procedimento dalla fase 2 alla fase 4 (1000 volte,
ad esempio) raccogliendo tutti i vettori y, - y,. [ vettori u, , u,, ...,
u, sono generati indipendentemente nella varie replicazioni (oltre
che essere indipendenti tra loro nella stessa replicazione).

Calcolando la media e la matrice di covarianza dei vettori y,- y,
ottenuti nelle diverse replicazioni, otteniamo una approssimazione del
vettore medio e della matrice di covarianza della componente
‘dell’errore di previsione in esame; l'approssimazione, ovviamente,
migliora all’aumentare del numero di replicazioni. Analogamente al
paragrafo 6.3, infatti, sotto ipotesi sufficientemente generali, la media
e la matrice di covarianza calcolate con R replicazioni

. P R
(13.2.3) g = L Fa-5i")

- 1 R _ . = _ - - 4
(13.2.4) VR= T 21[(%1 - yh(r)) - mR_l[()’h 'yh(r)> - mR]
o
convergono in probabilita’ a m e V, all’aumentare di R

(13.2.5) plim mp = m = E[(}Th-yh) [ Xy Xgy ey Xpy Voo a,Z]
R-> 00

(13.2.6) plim I~/R =V = V[(Vh—yh) | X1y X3 «es X4y Voo a,Z].

R—> 00
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13.3. Variabili antitetiche e variabili di controllo

Anche per la simulazione stocastica dinamica si pongono gli stessi
problemi di precisione del calcolo gia’ discussi nel paragrafo 6.3. Sia

1y

che Vp, infatti, sono affette da un errore sperimentale la cui

varianza e’, di solito, piuttosto elevata per valori ragionevolmente bassi

del

numero di replicazioni (R).

Con opportune modifiche, le tecniche di riduzione della varianza
sperimentale discusse nei paragrafi 6.4 e 6.5 possono essere impiegate
anche nel caso di previsione multiperiodale e simulazione dinamica.

Esaminiamo innanzitutto il proccdimento di simulazione stocastica
con variabili antitetiche.

D

2)

3)

4)

5)

6)

Si risolve deterministicamente il modello nel periodo di previsione,
con simulazione dinamica, ottenendo i vettori y,, y,, ... , Vi

Si generano A vettori di disturbi strutturali pseudo - casuali
indipendenti, #, , #, , ... , u, ; ogni vettore avra’ distribuzione
normale, media zero e matrice di covarianza X (usando le tecniche
gia’ ricordate nel paragrafo precedente).

Si introducono i vettori u; , u,, ..., u, nel modello e lo si risolve
(simulazione stocastica dinamica) ottenendo, per le wvariabili
endogene nel periodo di previsione, A vettori che indicheremo con
J}r ’);;’ "".);;’

Si introducono gli stessi vettori di disturbi strutturali, ma col segno
opposto, -u, , - Uy , ... , - U, , € si risolve il modello, sempre con
simulazione dinamica su tutto il periodo di previsione, ottenendo A
vettori che indicheremo con y; , ¥5, ..., Vi-

Limitandoci a considerare l'ultimo dei periodi di previsione,
calcoliamo la media aritmetica tra i due vettori y} e yi:

Y= t /2

Si calcola (e si memorizza) il vettore delle differenze y, - y,.
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7) Siripete R volte il procedimento dalla fase 2 alla fase 6 raccogliendo
i vettori y, - y, calcolati nelle diverse replicazioni.

In questo caso, ogni replicazione comporta una generazione di 2 vettori
di disturbi strutturali pseudo - casuali e due soluzioni dinamiche del
modello nel periodo di previsione. [ vettori pseudo - casuali #, , #,, ...,
u, sono generati indipendentemente nelle varie replicazioni (oltre che
essere indipendenti tra loro nella stessa replicazione).

La media della componente del vettore degli errori di previsione
dovuta ai disturbi strutturali viene, a questo punto, calcolata
esattamente come nel caso statico, ossia con l'equazione (6.4.1) che
ripetiamo qui per completezza di esposizione, dopo aver eliminato, per
semplicita’, V'indice di tempo (A)

S S
a1 R ey R 3Ty
(13.3.1) mR——R-E::( -y )—72] )

Valgono per mg tutte le considerazioni gia’ svolte nel paragrafo 6.4.
Ci limitiamo, pertanto, a confrontare numericamente la varianza di
mg con la varianza di my (calcolata con simulazione stocastica
semplice).

Consideriamo ancora una volta la variabile C (consumi) nel piccolo
modelio non lineare (8.3.1), in una previsione su 4 periodi (h = 4, la
simulazione dinamica e’ relativa al periodo 1948 - 1951). Nell’ultimo
dei 4 periodi, la varianza dell’errore di previsione di C, dovuto ai soli
disturbi strutturali, e data dal settimo elemento diagonale della
seconda matrice nella tabella 41 (v = 6.53, valore che supponiamo
esatto, nellipotesi che a e ¥ siano noti). Nel caso di semplice
simulazione stocastica con R replicazioni la varianza della media
calcolata m, sara’, pertanto, 6.53/R .

Applicando la simulazione stocastica con variabili antitetiche, la
varianza della media mg calcolata con R replicazioni vale, invece,
0.00327/R, circa duemila volte piu’ piccola. Tenendo conto che ogni
replicazione con variabili antitetiche costa circa il doppio di una
replicazione di simulazione stocastica semplice, possiamo concludere
che l'efficienza del calcolo aumenta di circa mille volte. 1l guadagno e
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sempre molto elevato, anche se un po’ piu’ basso che nel caso della
previsione uniperiodale (circa duemilacinquecento, si veda il paragrafo
6.4).

Esaminiamo, ora, il procedimento di simulazione stocastica con
variabili di controllo.

Occorre, innanzitutto, calcolare le derivate prime delle variabili
endogene nell’ultimo periodo di previsione (k) , rispetto ai disturbi
strutturali, correnti e ritardati. Come nel caso statico, il calcolo di
queste derivate puo’ essere sviluppato per via analitica, oppure puo’
essere eseguito con metodi puramente numerici.

Per via analitica possiamo procedere nel modo seguente.
Consideriamo la forma strutturale del modello (eq. 13.1) e la
rappresentazione delle variabili endogene nel periodo di previsione
1,2, ..., hfornita dalle equazioni (13.3). Sostituendo le equazioni (13.3)
nella forma strutturale, avremo

1 —
f[y( )(xl,yo’ a, ul),xl,yo,a] = Uy

2 1 —
f[y( )(xla x27y0) a, ul) llz), XZay( )<x1>}/0, a, ul)a a] = le

13.3.2 (A-1)
( ) f[y (X1,X2,~-,xh.1yYQ» a, ul)uz)"')uh—l))xh-]v
(h-2) -
YUTUXY Xy ey Xpg, Vs @ Uy Uns oy Upa), @ | = Up
f (h)(x X
y 1s X2y <oy Xpy V0, 4, u19u2"")uh))xh’
(h-1) -
VU] Xy ey Xp1y Yoy @y Uys Uyy oy Upy), @ | = 14,
identicamente per ogni u, , u, , ... , u, . Per costruire le variabili di

controllo, occorre calcolare le & matrici jacobiane, contenenti le derivate
del vettore di funzioni y® rispetto agli &£ vettori di disturbi strutturali
w' o, ,..,u’ ,in corrispondenza della soluzione deterministica del

sistema nell’'ultimo periodo di previsione, ossta nel punto
(Xpy coes Xpy Voo @y Uy = oo = Uy = 0) .
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Conviene adottare la stessa semplificazione gia” utilizzata per le
equazioni (13.1.2). Indichiamo, cioe’, con 3df,/dy," la matrice delle
derivate prime del vettore di funzioni f(y, x,V,;, @) , rispetto alle
endogene correnti, calcolate nel punto (i, x, V4, @) ; una volta calcolato
¥,, tali derivate sono calcolabili analiticamente, essendo relative alle
funzioni della forma strutturale.

Indichiamo poi con 9f/0), € con 9f,/0y," le due matrici di derivate,
rispetto alle endogene correnti e ritardate, del vettore di funzioni
fO, X, Yo, @ , calcolate nel punto (i, Xy, ¥, @) ; € cosi’ via, fino a
ful 0%y’ € Ofyf 0P

Dall’'ultima delle equazioni (13.3.2), derivando rispetto a u,
otteniamo, dunque

of; 3y(h)
Wy Ouy

m

(13.3.3)

(dove I, e’ la matrice unitaria m x m), da cui ricaviamo

o™ [ o |
13.3.4 =
( ) Quy’ 7Y

dove tutte le derivate dy™/dw,” si intendono calcolate nel punto
(Xpy ooy Xy Yos @y Uy = oo =, = 0) .

Dalle ultime due equazioni (13.3.2), relative al periodo A-1 e h,
derivando rispetto a ,,, otteniamo

r Wy ™Y
ﬁ Oup
of, ' ay(h) N af, .ay(h-l)
oy Oupy  OPpy Oupy

m

(13.3.5)

= 0.
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’

Ricavando la matrice 0y®*V/ou,,” dalla prima delle due equazioni
(13.3.5) e sostituendola nella seconda, possiamo cosi’ calcolare le
derivate delle variabili endogene nell’ultimo periodo di previsione,
rispetto ai disturbi strutturali del periodo precedente

(13.3.6) w® [ U ]‘ oy [ Wy J"

Oy’ oy’ W1 | n

dove anche dy™®/ou,," si intende, a) solito, calcolata nel punto
(XY veey Xiy Voo @y Uy = oo = Uy = 0) .

In maniera del tutto analoga, dalle ultime tre equazioni (13.3.2),
relative ai periodi A-2 , h- 1 e h, derivando rispetto a wu,,” otteniamo
tre equazioni che si possono risolvere ricorsivamente ottenendo
oy®/ou, ,' . E cosi’ via, fiche’ arriviamo a calcolare, dopo aver derivato
rispetto ad ;" tutte le equazioni (13.3.2), Jy®/du,’ nel punto
(Xis ooy Xpy Yoy @y Uy = ... = Uy = 0) .

Per via puramente numerica, possiamo calcolare le 4 matrici di
derivate prime come rapporti incrementali. Ad esempio, possiamo
procedere nel modo seguente (la procedura ¢’, comunque’, piu’
laboriosa che nel caso statico). Risolviamo, innanzitutto, il modello nel
periodo di previsione, | , 2, ..., ., con simulazione dinamica, calcolando
i vettori y, , ¥, ..., y» (sSempre nell’ipotesi di disporre dei veri parametri
strutturali). Eseguiamo ora la simulazione, su tutto il periodo, altre m
volte; di volta in volta assegnamo un valore Ay, ; # 0 al disturbo di una
equazione strutturale (la k -esima) nel periodo 1, mentre poniamo
uguali a zero i disturbi di tutte le altre equazioni nel periodo [, come
pure i disturbi di tutte le equazioni, inclusa la k -esima, nei periodi 2 ,
3, ..., h. Se indichiamo con y{ il vettore soluzione, nell’ultimo periodo,
corrispondente al disturbo nell’equazione k -esima, il rapporto tra il
vettore (y{®-3,) e lo scalare Aw,, ci fornisce, con una certa
approssimazione, il vettore delle derivate prime delle /1 variabili
endogene nel periodo A, rispetto al disturbo strutturale della k -esima
equazione nel primo periodo.

Si ripete, ora, il medesimo procedimento, ma assegnando valori
Ay, # 0 ai disturbi strutturali nel secondo periodo di previsione
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(ponendo uguali a zero i disturbi nei periodi I , 3, ..., #). Continuando
ad indicare con yp® il vettore soluzione, nell'ultimo periodo,
corrispondente al disturbo nell’equazione k -esima, il rapporto tra il
vettore (y{® - y,) e lo scalare Aw,, ci fornisce le derivate prime delle m
variabili endogene nel periodo A, rispetto al disturbo strutturale della
k -esima equazione nel secondo periodo (si noti che, in questo caso, la
simulazione puo’ iniziare direttamente dal periodo 2, assegnando alle
endogene ritardate i valori gia“ calcolati y,).

Si procede in modo analogo per i periodi successivi, fino a calcolare
le derivate delle variabili endogene nel periodo h, rispetto ai disturbi
strutturali dello stesso periodo. Risulta cosi’ completo il calcolo
numerico delle £ matrici di derivate parziali.

Fissiamo ora l'attenzione su una sola variabile endogena del modello;
invece che l'intero vettore delle variabili endogene, indichiamo con y
questa singola variabile nell’ultimo periodo di previsione, omettendo
Ilindice (h). Dalle matrici di derivate prime calcolate in precedenza
possiamo estrarre i vettori riga dy/du,” , dy/dw, , ... € dy/du,’ . Possiamo
ora definire la variabile di controllo, y,, come

yl , y Y
aul

(13.3.7) y =7+

Come per il caso statico (eq. 6.5.5) la variabile di controllo viene
ottenuta dallo sviluppo di Taylor, fino ai termini di primo grado, di y
(al tempo A), considerata come funzione dei disturbi strutturali u, , w,
..., . Facciamo ora corrispondere, ad & vettori di disturbi strutturali
nel periodo di previsione, u, , i, ..., u, due valori della variabile
endogena: il valore y, che si ottiene risolvendo il modello con
simulazione stocastica dinamica fino all’ultimo periodo di previsione,
dopo avere introdotto i vettori u, , uy, ..., 4, € il valore della variabile
di controllo y, che si ottiene introducendo nella equazione (13.3.7) gli
stessi A vettori di disturbi strutturali.

Poiche’ nell’'equazione (13.3.7) le derivate si intendono calcolate in
un punto e non sono, pertanto, variabili casuali, si avra’
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(13.3.8) EQ®) = 7.

Possiamo, allora, esprimere la media della componente dell’errore
nell’ultimo periodo di previsione, relativamente alla variabile endogena
in esame, come

(13.3.9) EG-»=E[G-y) +0-n]=
=EQ@-y) + EWyi-y) = EQW-y).

Eseguiamo ora la simulazione stocastica dinamica del modello, con R
replicazioni, dal periodo 1 al periodo k, come descritto nel paragrafo
13.2; nella r -esima replicazione, pero’, in corrispondenza degli /# vettori
di distrurbi pseudo - casuali u{? , uf), ..., uf) calcoliamo, oltre ad y®
(risolvendo il modello vero e proprio), anche il valore della variabile di
controllo yf (inserendo u{? , uf?, ..., u{” nell’equazione 13.3.7).

Ricordando I’equazione (13.3.9), potremo calcolare un valore
approssimato della media della componente in esame dell’errore
nell’ultimo periodo di previsione come media campionaria

(13.3.10) Qz%f(mww

Valgono per mg, e per la sua varianza Sperimentale, le stesse
considerazioni gia’ svolte nel caso statico (paragrafo 6.5). In
particolare, nelle applicazioni pratiche ai modelli riportati in questo
testo a titolo di esempio, si riscontra una varianza sperimentale di mg
circa uguale a quella della media calcolata con le variabili antitetiche,
mg , a parita’ di numero di replicazioni, 11 guadagno in termini di
efficienza del calcolo risulta, dunque, molto elevato rispetto alla
simulazione stocastica semplice. Risulta inoltre quasi doppio rispetto
alla simulazione con variabili antitetiche, a patto, pero’, che il numero
di replicazioni sia sufficientemente elevato, cosi’ che si possa
considerare trascurabile il costo del calcolo delle derivate prime.
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Anche nel calcolo della varianza della componente dell’errore di
previsione in esame, le variabili di controllo si possono impiegare in
modo analogo al caso statico. Dall’equazione (13.3.7), ricordando che
i disturbi strutturali sono indipendenti e identicamente distribuiti nel
tempo, si ricava

_ dy o 9y dy o Oy
13.3.11 Vy- = z + X +
( ) (y y[) 61(1/ aul auZ/ aU2

a
y 5
(3uh' 6uh

Si puo’ ora sviluppare la varianza di (y - ¥) nel modo seguente

(13.3.12) V-n=VLe-» + -] =
=V@-y)+ V-0 +2CLET-y)-»] =

(poiche” E(y-y) = 0 , la covarianza ¢ semplicemente la media del
prodotto)

=VF-y)+ V-9 +2E[G-»)-n] =

(sostituendo le equazioni 13.3.11 e 13.3.7)

z +

I B L
auI’ aul auZ/ aU2
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[l primo termine sul lato destro dell’equazione (13.3.12), ossia la
varianza della variabile di controllo, e’ calcolabile analiticamente. Il
secondo e terzo termine possono essere calcolati dai risultati della
simulazione stocastica. Il valore approssimato della varianza, ottenibile
con R replicazioni di simulazione stocastica con variabili di controllo,
sara’ pertanto il seguente

9
(13.3.13) &,§=[ S L

ouy” Oy ouy oy,

4+
™M

oy L (a0 50y ]
duy’ auh}+ R-1 ,;[(y/()' ())-m}%] *

2 W W ol -0
+ 4o + - )
R g‘l{[ ouy’ “ duy’ “n (y 1 )

Se il modello fosse lineare (y, = y , € quindi anche y® = y®), il secondo
e terzo termine sul lato destro dell’equazione (13.3.12) sarcbbero uguali
a zero (e ad ogni replicazione di simulazione stocastica sarebbero uguali
a zero 1 termini da inserire nelle due sommatorie dell’equazione
13.3.13).

Se il modello non e’ lineare, e’ opportuno fare una considerazione di
carattere puramente qualitativo. Prima di tutto, come nel caso statico,
se localmente il modello non si discosta troppo da un comportamento
lineare, il primo termine sul lato destro dell’equazione (13.3.12)
dovrebbe essere decisamente preponderante; pertanto, la varianza
sperimentale nel calcolo di vg dovrebbe risultare piuttosto bassa,
essendo dovuta soltanto agli altri due termini. E’ pero’ ragionevole
pensare che, quanto piu’ elevato ¢ il numero di periodi di previsione
(h), ossia la lunghezza del periodo di simulazione dinamica, tanto meno
lineare debba risultare il comportamento del modello. 1l guadagno,
quindi, di efficienza prodotto dalle variabili di controllo, pur rimanendo
elevato, dovrebbe, pero’, risultare piu’ basso che nel caso statico.

Come gia’ in casi incontrati precedentemente, considerazioni di
questo genere necessitano di una conferma sperimentale di carattere
quantitativo. In Calzolari e Sterbenz (1986), ad esempio, st riportano i
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risultati di un esperimento di previsione con il modello non lineare
Klein - Goldberger su 4 periodi. In tale modello, calcolando la varianza
del prodotto nazionale lordo (o dell’errore di previsione di tale
variabile) nell’ultimo periodo, le variabili di controllo riducono la
varianza sperimentale di circa millecinquecento volte, rispetto alla
simulazione stocastica semplice (si ¢’ parlato di un fattore diecimila nel
caso statico, paragrafo 6.5). Nel piccolo modello non lineare - del
paragrafo 8.3, sempre in un esercizio di previsione su 4 periodi,
Vefficienza del calcolo aumenta di circa duecentocinquanta volte per la
variabile C (consumi; l'aumento era di circa mille volte nel caso
statico).

13.4. Nota

Osserviamo ora come si presentano le equazioni (13.1.2) per il
modello lineare. Abbiamo innanzitutto, dalle equazioni (9.1), (12.1) ¢
(13.1)

(1341) f()j(’ xpy[-l’a) =
»
= Ay, + Bx, + Dy, = C| %
Vi1

da cui ricaviamo, ricordando le equazioni (12.4) e (12.7) (quest’ultima,
pero’, calcolata in y,, € y,,, , da cui F,,, anziche’ in §, e y,,,)
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af; —
—=F
oa’ !
afy _
(13.4.2) oa F
afy ' -
- = F,
da’ i
Sempre dalla (13.4.1) ricaviamo, poi
%) 0 0
(13.4.3) {1 = {2 = ... = {h =4
i) iz OV
d d a
(13.4.4) é = {3 = .. = _fh, = D.
G A% Wh-1

Dalla prima delle equazioni (13.1.2) ricaviamo, quindi

(13.4.5) =-4"F

da’
che, sostituita nella seconda, permette di calcolare

o5 o o
(13.4.6) % — - AN-DA'F, + Fy) = -Tyd'F, - 4"'F,
a

avendo sostituito 1, a - 4''D (equazione 10.1).
L’equazione (13.4.6) puo’ essere, a sua volta, sostituita nella terza
delle (13.1.2), ottenendo
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oy3
oa

(13.4.7) =AM D(-Tga ' F - 47F) + K| =

=To(-Mod 'Fy - 4'Fy) - A7F, =

2 -1 1= -l
:-noA Fl-noA F2-A F3

e cosi’ via, fino ad ottenere, dall’ultima di tali equazioni

{

oy Bl
(13.4.8) D [ y n;)A“F,,_,]
(9a =Q

ossia il termine che, nella equazione (12.17), premoitiplica (e, trasposto,
postmoltiplica) la matrice di varianza covarianza asintotica di
JT (a - a), cioe’ la matrice Y. Arriviamo, pertanto, in modo piu’ diretto
(tramite I'applicazione del lemma 3.7) allo stesso risultato ottenuto, per
via algebrica, nel paragrafo 12.

13.5. Risultati sperimentali

Possiamo ora applicare quanto visto negli ultimi paragrafi alla
versione non lineare del modello Klcin-1 gia” impiegata nel paragrafo
8.3 per un esercizio di previsione uniperiodale (Simulazione statica).

I valori delle variabili nel periodo di previsione (1948-51; sono inoltre
necessari i valori relativi al 1947 per le variabili ritardate), riportati in
tabella 37, sono stati presi dal lavoro di Schink (1971, p. 479). Tali
valori differiscono da quelli gia’ riportati, per gli anni 1947-48, nella
tabella 9 (ricavati dall’articolo di Goldberger et al., 1961). Cio’
comporta alcune diffcrenze nei risultati relativi alle previsioni nel primo
periodo (1948, simulazione statica). In particolare, confrontando le
tabelle 22 e 38, si notano differenze considerevoli nella stima della
matrice di covarianza della componente dell’errore di previsione dovuta
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agli errori nella stima dei coefficienti. Risultano, invece, del tutto
trascurabili le differenze nella stima della matrice di covarianza della
componente dovuta ai disturbi strutturali.

[L’esame dei risultati numerici suggcrisce alcune considerazioni. La
varianza della componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti
e’, in alcuni casi, minore, in altri maggiore della varianza della
componente relativa ai disturbi strutturali. Per ogni variabile, la
varianza della componente dovuta ai disturbi strutturali aumenta nel
tempo.  Considerando l'espressione di tale varianza (equazione
13.3.13), il primo termine sul lato destro (tra parentesi quadre) e’ la
somma, nel tempo, di forme quadratiche semidefinite positive. E’
dunque ragionevole attendersi un comportamento di questo genere
(comportamento gia’ evidenziato per il modello lineare nel paragrafo
12.1) se, come suggerito nel paragrafo 13.3, il termine in questione
risulta essere dominante.

Tale comportamento non e’, invece, necessario per la varianza della
componente relativa agli errori nella stima dei coefficienti. La variabile
!/ (investimenti) ci fornisce un esempio di varianza che diminuisce nel
tempo: passa infatti da un valore 5.17 nelle previsioni al 1949 (tabella
39), ad un valore 4.47 nelle previsioni al 1950 (tabella 40), ad un valore
4.01 nell’uitimo periodo di previsione (1951, tabella 41).

Sempre per la variabile /, la varianza della componente dovuta agli
errori di stima diminuisce piu’ rapidamente di quanto aumenti la
varianza dell’altra componente. In questi anni, pertanto, la stima della
varianza complessiva deli’errore di previsione risulta dccrescente nel
tempo (nell’'ultima parte delle tabelle 39, 40 e 41 sono riportate le stime
degli scarti quadratici medi; si passa da un valore 3.01 per le previsioni
al 1949, ad un valore 2.94 per il 1950, ad un valore, infine 2.91 per il
1951).

Una ulteriore considerazione riguarda il confronto tra gli errori di
previsione, osservati ex-post, con la stima dei loro scarti quadratici
medi. Cornfrontando, ad esempio, le prime tre colonne nell’ultima parte
di tabella 41, ci accorgiamo che l'errore di previsione e’, in alcuni casi,
addirittura 4 - 5 volte maggiore del corrispondente scarto quadratico
medio. Se impiegassimo le stime dclle matrici di covarianza per
sottoporre a test una ipotesi di corretta capacita’ previsiva del modello
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(sul tipo del test impiegato da Chong e Hendry, 1986, p. 682), tale
ipotesi verrebbe certamente rifiutata: sarebbe sorprendente il
contrario, ricordando su quale periodo storico sono stati stimati i
parametri del modello, e su quale periodo, invece, vengono eseguite le
previsioni.
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Tabella 37

Valori storici della variabili

C / Wi Y P K w2 T t G

1947 87.1 6.9 683 1064 287 2137 94 79 160 203
1948 893 84 703 1119 320 2221 96 6.2 17.0 204
1949 919 33 693 1104 30.6 2254 105 8.1 18.0 233
1950 98.2 9.1 750 117.8 31.6 2345 112 11.1 19.0 21.6
1951 994 7.8 80.7 1268 32.6 2423 13.5 12,1 20.0 31.7

Tabella 38

Versione non lineare del modello Klein-I. Stima FIML non lineare.
Stima delle matrici di covarianza delle due componenti dell’errore di
previsione al 1948. Simulazione statica.

Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti

AUX 1 Wi Y P K C

AUX 386e-3

211e-! 2.05

232e-1 215 2.76

S21e-1 3.75 4.01 7.93

28%-1 1.59 1.26 391 2.66

211e-1 2.05 2.15 3.75 1.59 2.05

J310e-1 1.70 1.86 4.18 2.32 1.70 2.49

AX v~ T~
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Componente relativa ai disturbi strutturali

AUX 1

.520e-3

251le-1 2.44
246e-1  2.50
.668e-1 4.45
A423e-1  1.96
251e-1  2.44
A18e-1 2.01

wi

2.68
4.47
1.79
2.50
1.97

Y

9.82
5.35
4.45
5.37

P K C
3.56
1.96 2.44

3.39 2.01 3.35

Valori calcolati delle endogene (previsioni), valori osservati ex-post,
stima dello scarto quadratico medio delle previsioni e media
condizionata degli errori di previsione.

Valore
calcolato

AUX  4.39

Wi

ax v~

6.45
62.6
100.9
28.8
220.2
80.3

Valore
osservato

4.49
8.40
70.3
111.9
32.0
222.1
89.3

Stima scarto Media condiz.
quad. medio  dell’errore

.030
2.12
2.33
4.21
2.49
2.12
2.42

.0003
-.0001
.0002
.0006
.0004
-.0001
.0007
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Tabella 39

Versione non lineare del modello Klein-1. Stima FIML non lineare.
Stima delle matrici di covarianza delle due componenti dell’errore di
previsione al 1949. Simulazione dinamica dal 1948.

Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti

AUX ! Wi Y P K C
AUX 114e-2

! 728e-1  5.17
14 .B06e-1 5.81 7.17
Y 64 11.0 12.2 24.1
P .834e-1  5.18 5.08 11.8 6.76
K A1 8.18 9.50 17.0 7.52 13.2
C 912e-1 5.82 6.44 13.1 6.66 8.83 7.28
Componente relativa ai disturbi strutturali
AUX / Wi Y P K C

AUX .822e-3
I 453e-1 3.89
Wi S14e-1 425 5.08

A1 7.51 8.36 16.4

59%6e-1  3.26 3.28 8.02 4.75
.656e-1  4.93 6.18 10.2 3.99 8.41
.657e-1  3.62 4.11 8.87 4.76 5.24 5.25

O R~



Cap. 13 217

Valori calcolati delle endogene (previsioni), valori osservati ex-post,
stima dello scarto quadratico medio delle previsioni e media
condizionata degli errori di previsione.

Valore Valore Stima scarto Media condiz.
calcolato osservato quad. medio  dell’errore

AUX  4.38 4.52 .044 .0006

/ 5.19 3.30 3.01 -.0015

Wi 61.1 69.3 3.50 .0039

Y 100.3 110.4 6.36 0114

P 28.7 30.6 3.39 0075

K 225.3 225.4 4.65 -.0016

C 79.9 91.9 3.54 0129

Tabella 40
Versione non lineare del modello Klein-I. Stima FIML non lineare.
Stima delle matrici di covarianza delle due componenti dell’errore di

previsione al 1950. Simulazione dinamica dal 1948.

Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti

AUX 1 Wi Y P K C
AUX .164e-2
I .834de-1  4.47
Wi 16 6.27 9.79

213 11.1 15.5 27.9

967e-1  4.80 5.68 12.4 6.76

204 1.2 17.1 274 10.2 31.2

130 6.59 9.20 16.8 7.64 16.2 10.2

ST IS
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Componente relativa ai disturbi strutturali

AUX ! |24 Y P K C

AUX .100e-2

520e-1  4.16

.647e-1 4.74 6.19

131 8.28 9.86 18.6

.664e-1  3.53 3.67 8.78 5.11

932e-1 5.73 8.72 13.1 4.36 15.7

791e-1  4.11 5.11 10.4 5.25 7.36 6.25

axT~<g™

Valori calcolati delle endogene (previsioni), valori osservati ex-post,
stima dello scarto quadratico mecdio delle previsioni e media
condizionata degli errori di previsione.

Valore Valore Stima scarto Media condiz.
calcolato osservato quad. medio  dell’errore

AUX 437 4.59 .051 .0009

/ 5.33 9.10 2.94 .0025

Wi 60.3 75.0 4.00 .0129

Y 94.9 117.8 6.82 .0308

P 233 31.6 3.45 0179

K 230.7 234.5 6.85 .0009

C 79.0 98.2 4.06 .0283
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Tabella 41

Versione non lineare del modello Klein-1. Stima FIML non lineare.
Stima delle matrici di covarianza delle due componenti dell’errore di
previsione al 1951. Simulazione dinamica dal 1948.

Componente relativa all’errore nella stima dei coefficienti

AUX 1 Wi Y P K C

AUX .173e-2

.78%¢-1  4.01

A17 5.73 9.27

219 10.4 15.1 28.0

102 4.65 5.87 12.9 7.02

270 13.7 221 354 13.4 54.6

140 6.37 9.41 17.7 8.25 21.8 11.3

F:W”J'*Ig"“

Componente relativa ai disturbi strutturali

AUX 1 Wi Y P K C

AUX .100e-2
52%-1  4.47
g! .666e-1  4.92 6.50
134 8.74 10.3 19.5
.672e-1 3.82 3.79 9.25 5.46
.956e-1  5.12 9.35 12.8 3.49 21.5
.80%e-1  4.27 5.38 10.8 5.43 7.72 6.53

ORI~z
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Valori calcolati delle endogene (previsioni), valori osservati ex-post,
stima dello scarto quadratico medio delle previsioni e .media
condizionata degli errori di previsione.

Valore Valore Stima scarto Media condiz.
calcolato osservato quad. medio  dell’errore

AUX  4.39 4.60 .052 .0010

1 -0.93 7.80 2.91 .0091

Wi 60.8 80.7 3.97 .0239

Y 99.4 126.8 6.90 .0503

P 25.1 32.6 3.53 .0264

K 229.7 242.3 8.72 0100

C 80.7 99.4 4.22 .0412
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