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❚r✐st❛♥ ❚♦♠❛❧❛

❍❊❈ P❛r✐s✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s ❉❡♣❛rt♠❡♥t✱ ✼✽✸✺✶ ❏♦✉② ❡♥ ❏♦s❛s✱

❋r❛♥❝❡✳

❆❜str❛❝t

❚❤✐s ♣❛♣❡r st✉❞✐❡s ❡①t❡♥s✐✈❡ ❢♦r♠ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣❧❛②✲

❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡r❡

❛r❡ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ♣❧❛②❡rs✱ ❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② ✉♥♠❡❞✐❛t❡❞ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡s ❛♥❞

st♦❝❤❛st✐❝ ❣❛♠❡s✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

●❛♠❡ t❤❡♦r② ♠♦❞❡❧s r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥ts ❛s s❡❧✜s❤ ♣❧❛②❡rs ✇❤♦ t❛❦❡ ❛❝t✐♦♥s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❡❛❝❤

♦t❤❡r✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ ♣❧❛②❡rs✬ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢t❡♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❡✈❡♥ts ✭s✉♥s♣♦ts✮ ❛♥❞

♣❧❛②❡rs ♠❛② ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡ss❛❣❡s ❜❡❢♦r❡ t❛❦✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✇❛s ❢♦r✲

♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ❆✉♠❛♥♥ ✭✶✾✼✹✮ ✇❤♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛❝t✐♦♥s ♠❛②

❛❝❤✐❡✈❡ ✭P❛r❡t♦✲✮❜❡tt❡r ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❆✉♠❛♥♥✬s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡q✉✐r❡s ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞

❊♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss❡s✿ ❤❡❧❧❡r②✉❅♣♦st✳t❛✉✳❛❝✳✐❧ ✭❨✉✈❛❧ ❍❡❧❧❡r✮✱ ❡✐❧♦♥s❅♣♦st✳t❛✉✳❛❝✳✐❧ ✭❊✐❧♦♥
❙♦❧❛♥✮✱ t♦♠❛❧❛❅❤❡❝✳❢r ✭❚r✐st❛♥ ❚♦♠❛❧❛✮✳

❆♣r✐❧ ✶✽✱ ✷✵✶✵



❛♥❞ tr✉st✇♦rt❤② ♠❡❞✐❛t♦r✱ ✇❤♦s❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❆♥ ❛❧t❡r✲

♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♣❧❛②❡rs t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡s ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦✱ ✇❤❡r❡ ♣❧❛②❡rs

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❜✐♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦st❧❡ss ✇❛② ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❈r❛✇❢♦r❞

❛♥❞ ❙♦❜❡❧✱ ✶✾✽✷❀ ❋❛rr❡❧❧ ❛♥❞ ❘❛❜✐♥✱ ✶✾✾✻✮✳ ▼❛♥② ♣❛♣❡rs st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡✲

❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❜② s✉❝❤ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✭❆❜r❛❤❛♠ ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✻✱ ✷✵✵✽❀ ❇❛r❛♥②✱

✶✾✾✷❀ ❇❡♥✲P♦r❛t❤✱ ✶✾✾✽✱ ✷✵✵✸❀ ●❡r❛r❞✐✱ ✷✵✵✹✮✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❝♦♥❝❡r♥s st❛t✐❝ ❣❛♠❡s✱ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❡r② ♥❛t✉r❡ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❣❛♠❡s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s

✭❋♦r❣❡s✱ ✶✾✽✻❀ ▼②❡rs♦♥✱ ✶✾✽✻✮✿ t❤❡ ♠❡❞✐❛t♦r ❝❛♥ s❡♥❞ ♠❡ss❛❣❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡

❣❛♠❡✱ s❡♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛② ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡ ♠❡ss❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛②❡rs✳ ❆

♠❡❞✐❛t♦r ✇❤♦ ♦♥❧② s❡♥❞s ♣r❡✲♣❧❛② ♠❡ss❛❣❡s ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜✲

r✐✉♠✳ ■❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛t♦r s❡♥❞s ❢✉rt❤❡r ♠❡ss❛❣❡s ❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡✱ ✐t ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❢♦r♠

❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛t♦r ❡①❝❤❛♥❣❡s ♠❡ss❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❛❧❧ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ❣❛♠❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♣t ✐s t❡r♠❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭s❡❡

❋♦r❣❡s✱ ✶✾✽✻✱ ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♣t ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s ❛❧❧ ♦t❤❡rs✳

❆ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ✇❤❡t❤❡r ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❣❛♠❡s✱ ❛♥② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥

❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ♠❡❞✐❛t♦r✳ ❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ ✐s t❤❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜② ♣r❡✲♣❧❛② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✭♠❡❞✐❛t❡❞ ♦r ♥♦t✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ s♦♠❡

❛♣♣❧✐❡❞ s❡tt✐♥❣s✱ ♣❧❛②❡rs ♠❛② ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ♦♥❧② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡❀ ✐♥

♦t❤❡rs✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣❛♠❡ ♠❛② ❜❡ ❝♦st❧② ❛♥❞ ✐♥s❡❝✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡

♠✐❞st ♦❢ ❛ ♠✐❧✐t❛r② ❛❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛r♠② ♠❛② ❜❡ ✐♥s❡❝✉r❡

♦r ❡✈❡♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t✱ tr❛❞❡rs r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣✐❡❝❡ ♦❢ ♥❡✇s ♥❡❡❞

t♦ ❛❝t q✉✐❝❦❧②✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♠✐♥✉t❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ❞r❛♠❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❍❡❧❧❡r✱ ✷✵✶✵❜✮✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❜② ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❛♥❞✴♦r ♣r❡✲♣❧❛② ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡①t❡♥s✐✈❡ ❢♦r♠ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❉✉❜❡② ❛♥❞ ❑❛♥❡❦♦✱ ✶✾✽✹❀ ❖s✲

❜♦r♥❡ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥st❡✐♥✱ ✶✾✾✹✮✱ ✇❤❡r❡ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡✱ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛st ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✳ ❚❤❡s❡

❣❛♠❡s ✐♥❝❧✉❞❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡s ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ st♦❝❤❛st✐❝ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ♠♦♥✐t♦r✐♥❣

♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❖✉r ✜rst r❡s✉❧t ✭❚❤❡♦r❡♠ ✾✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛♥② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

❜② ❛ ♣r❡✲♣❧❛② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ✭❛ ♠❡❞✐❛t♦r s❡♥❞s ♠❡ss❛❣❡s t♦ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❣❛♠❡

st❛rts✮ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② ♣❧❛②❡r s❡♥❞s ❛ s✐♥❣❧❡

♣✉❜❧✐❝ ♠❡ss❛❣❡ ❜❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ st❛❣❡✳

❖✉r s❡❝♦♥❞ r❡s✉❧t ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✮ s❤♦✇s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ♣❧❛②❡rs✱ ♦♥❡ ❝❛♥

✷



r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛t♦r ❜② ❛ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡ t❤❛t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❣❛♠❡ st❛rts✳ ❆s

❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡ ❜② ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡

❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇❡ ✉s❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❢♦r♠✱ t❤❡ ♣❧❛②❡rs

♣❡r❢♦r♠ ❛ ❧♦♥❣ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❣❛♠❡ st❛rts✱ t❤❡r❡❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ♠❛♥② ♣r✐✈❛t❡

♠❡ss❛❣❡s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛②✱ s❤♦rt ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡r❡❜② ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r s❡♥❞s

❛ s✐♥❣❧❡ ♣✉❜❧✐❝ ♠❡ss❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r♠✱ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ♣❡r❢♦r♠ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡s ❜❡❢♦r❡

t❤❡ ❣❛♠❡ st❛rts ❛♥❞ ❛t ❡✈❡r② st❛❣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❧❛②✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡ ✐s

r❛♥❞♦♠✱ ❜✉t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s s❡♥t ❛t ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ✐s ✜♥✐t❡✳

❲❡ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✱ ✇❡

✜rst str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❙♦❧❛♥ ✭✷✵✵✶✮ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❢♦r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ■✳❡✳✱ ✐t

✐s ♥♦t ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❞✐❛t♦r r❡❝❡✐✈❡s ♠❡ss❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ♦r ♦❜s❡r✈❡s

t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭s❡❡ ❋♦r❣❡s ✭✶✾✽✻✮ ❛♥❞

▼②❡rs♦♥ ✭✶✾✽✻✮✮✱ ❛♥② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❞❡✈✐❝❡ ✇❤✐❝❤

♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ❤✐st♦r② ❛♥❞ s❡♥❞s r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♦❜❡❞✐❡♥t❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛②❡rs✳

■❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛t♦r ❞♦❡s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❤✐st♦r② ♥♦r r❡❝❡✐✈❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❧❡t ✐t s❡♥❞

❧✐sts ♦❢ ❤✐st♦r②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t♦ ❧❡t ♣❧❛②❡rs ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s

r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❤✐st♦r②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❧❡t t❤❡ ♠❡❞✐❛t♦r ❛❝t ♦♥❧② ❛t t❤❡ ♣r❡✲♣❧❛② st❛❣❡✳

❲❡ ✉s❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛̀ ❧❛ ❘❛❜✐♥ ❛♥❞ ❇❡♥✲❖r ✭✶✾✽✾✮ t♦ ❧❡t t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ s❡♥❞ t♦ ❡❛❝❤

♣❧❛②❡r ❡♥❝r②♣t❡❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣❛♠❡✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❦❡②s ❛r❡ t♦❧❞ t♦

❛♥♦t❤❡r ♣❧❛②❡r✳ ❆t ❡❛❝❤ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ ♣❧❛②❡rs s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜r♦❛❞❝❛st t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣

❦❡②s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡s ♦❢ ❘❛❜✐♥ ❛♥❞ ❇❡♥✲❖r ❡♥❛❜❧❡ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs

t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❜r♦❛❞❝❛st❡❞ ❦❡② ✐s ❣❡♥✉✐♥❡ ♦r ♥♦t✳

❚♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✱ ✇❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ s❡❝✉r❡ ♠✉❧t✐♣❛rt② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ♦❢ ❘❛❜✐♥

❛♥❞ ❇❡♥✲❖r ✭✶✾✽✾✮✱ ❛♥❞ ♦❢ ❇❡♥✲❖r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛❧❧♦✇ ♣❧❛②❡rs

t♦ ❥♦✐♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡ ♦✉t♣✉ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥♣✉ts ♦❢

♣❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s s❡❝✉r❡ ✐♥ t❤❛t ♣❧❛②❡r i ❧❡❛r♥s ❤✐s ♦✇♥ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤♦✉t ❣❡tt✐♥❣

❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

✉s❡❞ ❢♦r ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ♦♥❡✲st❛❣❡ ❣❛♠❡s ✐♥ ❆❜r❛❤❛♠

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✱ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❍❡❧❧❡r ✭✷✵✶✵❛✮✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ♠✉❧t✐✲st❛❣❡ ❣❛♠❡s✳

❙t♦❝❤❛st✐❝ ❣❛♠❡s ❛r❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❦✐♥❞ ♦❢ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛②❡rs

♣❡r❢❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳ ❱✐❡✐❧❧❡ ✭✷✵✵✵❛✱ ✷✵✵✵❜✮ ♣r♦✈❡❞

t❤❛t ❛♥② t✇♦✲♣❧❛②❡r ✉♥❞✐s❝♦✉♥t❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❣❛♠❡ ✭✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s✮ ❛❞♠✐ts

❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛ ✭✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✮✳ ❲❤❡t❤❡r t❤✐s ❤♦❧❞s tr✉❡ ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝

✸



❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♣❧❛②❡rs ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙♦❧❛♥ ❛♥❞ ❱✐❡✐❧❧❡ ✭✷✵✵✷✮ ♣r♦✈❡❞

t❤❛t ❛♥② ✉♥❞✐s❝♦✉♥t❡❞ n✲♣❧❛②❡r st♦❝❤❛st✐❝ ❣❛♠❡ ✭✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s✮ ❛❞♠✐ts

❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡✲❢♦r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ②✐❡❧❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✿ ❊✈❡r②

✉♥❞✐s❝♦✉♥t❡❞ n✲♣❧❛②❡r st♦❝❤❛st✐❝ ❣❛♠❡ ✭✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s✮ ❛❞♠✐ts ❛ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ♦♥❧② ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦✱

✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡

♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳

✷ ▼♦❞❡❧

✷✳✶ ●❛♠❡s ✇✐t❤ P✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❲❡ st✉❞② ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❢♦r♠ ❣❛♠❡s✱ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❝❛❧❧❡❞ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱

✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ t✐♠✐♥❣ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡✱ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛st ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐✲st❛❣❡ ❣❛♠❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛t ❡❛❝❤

st❛❣❡✱ t❤❡ ♠♦✈❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❛♥❞ ♦❢ ❝❤❛♥❝❡ ❛r❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞✳ 1 ❚❤❡ ❣❛♠❡ ♣❧❛②❡❞ ❛t

❡❛❝❤ st❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❤✐st♦r② ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ❣❛♠❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

❛s ❡①t❡♥s✐✈❡ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♠♦✈❡s ✭s❡❡ ❖s❜♦r♥❡ ❛♥❞ ❘✉✲

❜✐♥st❡✐♥✱ ✶✾✾✹✱ ♣❛❣❡ ✶✵✷✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉✉❜❡② ❛♥❞ ❑❛♥❡❦♦✱ ✶✾✽✹✮✱ ♦r ❛s ♠✉❧t✐✲st❛❣❡ ❣❛♠❡s ✭s❡❡

❋♦r❣❡s✱ ✶✾✽✻✮✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ s✉❝❤ ❣❛♠❡s ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❖s❜♦r♥❡ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥st❡✐♥✳

❆ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ t✉♣❧❡ G = 〈I,H, P, A, f, (ui)〉 ✇❤❡r❡✿

• I ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛②❡rs✳

• H ✐s ❛ s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✜♥✐t❡ ♦r ✐♥✜♥✐t❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❤✐st♦r✐❡s✳ ❆ ❤✐st♦r② ✐s ❞❡♥♦t❡❞ h =

(ak)k=1,...,K ✇❤❡r❡ K ∈ N ∪ {+∞} ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ h✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡

❛ss✉♠❡❞✿

⋄ ❚❤❡ ❡♠♣t② s❡q✉❡♥❝❡ ∅ ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ H✳

⋄ ❆ ♣r❡✜① ♦❢ ❛ ❤✐st♦r② ✐s ❛ ❤✐st♦r②✿ ■❢ (ak)
K

k=1 ∈ H ❛♥❞ L < K t❤❡♥ (ak)
L

k=1 ∈ H✳

⋄ ■❢ ❛❧❧ ♣r❡✜①❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ (ak)
∞
k=1 ❛r❡ ❤✐st♦r✐❡s✱ t❤❡♥ s♦ ✐s t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡✳

❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ (ak)
L

k=1 ∈ H ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r L t❤❡♥ (ak)
∞
k=1 ∈ H✳

❆ ❤✐st♦r② (ak)
K

k=1 ∈ H ✐s t❡r♠✐♥❛❧ ✐❢ ✐t ✐s ✐♥✜♥✐t❡✱ ♦r ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ aK+1 s✉❝❤ t❤❛t (ak)
K+1
k=1 ∈

H✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ ❤✐st♦r✐❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Z✳

1 ❆❧❧ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ✐❢ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❝❤❛♥❝❡ ♠♦✈❡s✳

✹



• P ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❛t ❛ss✐❣♥s t♦ ❡❛❝❤ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❤✐st♦r② h t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛②❡rs P (h) ⊆ I

t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ❤✐st♦r② h✳ ■❢ P (h) = ∅ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❤❛♥❝❡ ♠♦✈❡ ❛❢t❡r

❤✐st♦r② h✳

• A ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❛t ❛ss✐❣♥s t♦ ❡✈❡r② ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❤✐st♦r② h s✉❝❤ t❤❛t P (h) 6= ∅✱ ❛♥❞ t♦

❡✈❡r② ♣❧❛②❡r i ∈ P (h)✱ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t Ai (h) ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ♣❧❛②❡r i ❛❢t❡r t❤❛t ❤✐st♦r②✳

▲❡t A (h) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❝t✐♦♥✲♣r♦✜❧❡s ❛t h✿ A (h) = ×i∈P (h)A
i (h)✳ ■❢ P (h) = ∅ ❢♦r

s♦♠❡ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❤✐st♦r② h✱ t❤❡♥ A (h) ✐s t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❝❤❛♥❝❡ ♠♦✈❡s ❛t t❤❡ ❤✐st♦r② h✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❤✐st♦r✐❡s H✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♥♦♥t❡r✲

♠✐♥❛❧ ❤✐st♦r② h✿ a ∈ A (h) ⇔(h, a) ∈ H✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛ ❤✐st♦r② h = (ak)k=1,...,K ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ak ❛r❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s t❛❦❡♥ ❜② ♣❧❛②❡rs i ∈ P
(

(al)
k−1
l=1

)

♦r ❜② ❝❤❛♥❝❡ ✭✐❢ P
(

(al)
k−1
l=1

)

= ∅✮✳

• f ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❛t ❛ss✐❣♥s t♦ ❡✈❡r② ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❤✐st♦r② h s✉❝❤ t❤❛t P (h) = ∅✱ ❛ ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ f (·|h) ♦✈❡r ❝❤❛♥❝❡ ♠♦✈❡s A (h)✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥ ❝❤❛♥❝❡ ❤❛s t♦ ♠♦✈❡

❛❢t❡r ❛ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❤✐st♦r② h✱ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ a ∈ A (h) ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ f (· | h)✳

• ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ∈ I✱ ui : Z → [0, 1] ✐s t❤❡ ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛②❡r i ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❡r♠✐♥❛❧

❤✐st♦r✐❡s✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t σ✲❛❧❣❡❜r❛

♦♥ H❀ t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ✜♥✐t❡ s❡t A (h) ✐s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛✳

❚❤❡ ❣❛♠❡ ✉♥❢♦❧❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❡♠♣t② ❤✐st♦r② ✐s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳ P❧❛②❡rs ✐♥

P (∅) ❝❤♦♦s❡ ❛❝t✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✭✐❢ P (∅) = ∅✱ t❤❡♥ ❝❤❛♥❝❡ ❝❤♦♦s❡s ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ f (· | ∅)✮✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ a✱ ♣❧❛②❡rs ✐♥ P (a) ❝❤♦♦s❡ ❛❝t✐♦♥s

❛t t❤❡ ♥❡①t st❛❣❡ ❛♥❞ s♦ ♦♥ ✉♥t✐❧ ❛ t❡r♠✐♥❛❧ ❤✐st♦r② z ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❤✐st♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡

✐♥✜♥✐t❡ ❛♥❞ t❤❛t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② ✐s t❡r♠✐♥❛❧✮✳ ❊❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ∈ I r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ♣❛②♦✛ ui(z)✳

●❛♠❡s ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❝♦♠♣❛ss ❡①t❡♥s✐✈❡ ❢♦r♠ ❣❛♠❡s ✇✐t❤♦✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ts✱

r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ♠♦✈❡ ❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡✱ ❛♥❞

♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ st♦❝❤❛st✐❝ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ st❛t❡ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

❝✉rr❡♥t ❣❛♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❡✈♦❧✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❛♥❞

♦❢ ❝❤❛♥❝❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛♥② ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❣❛♠❡✱

✇❤❡r❡ H ✐s t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢

P ❛♥❞ f ✳

✺



✷✳✷ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛

❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ❆✉♠❛♥♥ ✭✶✾✼✹✮ ♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ✈❛r✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts

❡①t❡♥❞✐♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝♦st❧❡ss ❝♦♠♠✉✲

♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❛②❡rs✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦✇ t❤❡ ♠❛✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋♦r❣❡s

✭✶✾✽✻✮ ❛♥❞ ▼②❡rs♦♥ ✭✶✾✽✻✮✳

❆ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❛♥ ❛❣❡♥t t❤❛t ❡①❝❤❛♥❣❡s ♠❡ss❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❜❡t✇❡❡♥

❣❛♠❡ st❛❣❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧s ❛ tr✉st✇♦rt❤② ♠❡❞✐❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❛♥❞

❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s✳ ■t s♣❡❝✐✜❡s s♣❛❝❡s ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ s❡♥❞s t♦ t❤❡ ♣❧❛②❡rs✱

s♣❛❝❡s ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ r❡❝❡✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛②❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ r✉❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤

t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ s❡♥❞s ♠❡ss❛❣❡s✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t G ❜❡ ❛ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❛ t✉♣❧❡

D =
(

(Si(h))i∈I,h∈H\Z , (Ri(h))i∈I,h∈H\Z , µ
)

✇❤❡r❡✿

• ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i✱ Si(h) ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❡t ♦❢ s✐❣♥❛❧s t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♥ s❡♥❞ t♦ ♣❧❛②❡r i

❛❢t❡r ❤✐st♦r② h✱ ❛♥❞ Ri(h) ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ ❢r♦♠

♣❧❛②❡r i ❛❢t❡r ❤✐st♦r② h✳

❆♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❤✐st♦r② ✐s ❛ tr✐♣❧❡ (h, s, r) ✇❤❡r❡ h = (ak)
K
k=1 ✐s ❛ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡

❣❛♠❡✱ s = (sk)
K
k=1✱ ❛♥❞ r = (rk)

K
k=1 ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❤✐st♦r✐❡s ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❡❛❝❤ n < K✱

sn+1 ∈ S(hn) := ×i∈IS
i(hn)✱ ❛♥❞ rn+1 ∈ R(hn) := ×i∈IR

i(hn)✱ ✇✐t❤ hn := (ak)k≤n✳

• µ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ♠❛♣s ❡①t❡♥❞❡❞ ❤✐st♦r✐❡s t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r

s✐❣♥❛❧s s❡♥t t♦ t❤❡ ♣❧❛②❡rs✿ µ(·|h, s, r) ∈ △ (S (h)) ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r S(h)✳

●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ D✱ t❤❡ ❣❛♠❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② D✱ ♥♦t❡❞ G(D)✱ ✉♥❢♦❧❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❆❢t❡r ❡❛❝❤ ❡①t❡♥❞❡❞ ❤✐st♦r② (h, s, r) =
(

(ak)
K
k=1, (sk)

K
k=1, (rk)

K
k=1

)

✿

✭✶✮ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❝❤♦♦s❡s ❛ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ s✐❣♥❛❧s sK+1 =
(

si
K+1

)

∈ S (h) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ µ (h, s, r)✳

❊❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ✐s ♣r✐✈❛t❡❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ♦❢ si
K+1✳

✭✷✮ ❊❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ∈ P (h) ❝❤♦♦s❡s ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ai
K+1 ✐♥ Ai (h) ✭✐❢ P (h) = ∅ t❤❡♥ ❝❤❛♥❝❡✬s ♠♦✈❡

aK+1 ∈ A (h) ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ f (·|h)✮✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✭♦r

❝❤❛♥❝❡✬s ♠♦✈❡✮ aK+1 ✐s ♣✉❜❧✐❝❧② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞✳

✭✸✮ ❊❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ∈ I s❡♥❞s ❛ ♣r✐✈❛t❡ ♠❡ss❛❣❡ ri
K+1 ∈ Ri(h) t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳

❘❡♠❛r❦ ✶ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♠✲

♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ✐♥ ❙♦❧❛♥ ✭✷✵✵✶✮✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❋♦r❣❡s ✭✶✾✽✻✮✱ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡

❞♦❡s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤✐s

✐s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡♣t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡ K✱ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ♠❛② s❡♥❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❛ ✈❡❝t♦r

✻



♦❢ ♠❡ss❛❣❡s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❧❡♥❣t❤ K✳ ❚❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥

❤✐st♦r② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣❛st r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤✐s ❤✐st♦r②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡

s✐♠✉❧❛t❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡ ❛s ✐❢ ✐t

✇❡r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❣❛♠❡✳ ❙✐♥❝❡ ❤✐st♦r✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ♠❡ss❛❣❡

t♦ t❛❦❡ ♥♦t❡ ♦❢✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✉♥r❡❛❧✐③❡❞ ❤✐st♦r✐❡s ❛r❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡♠✳

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ♣❡r❢❡❝t r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ✉s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r str❛t❡❣✐❡s✳

❆ ❜❡❤❛✈✐♦r str❛t❡❣② ♦❢ ♣❧❛②❡r i ✐♥ G (D) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ yi = (xi, mi) ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞

❤✐st♦r✐❡s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛②❡r i t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r ❛❝t✐♦♥s ♦r ♠❡ss❛❣❡s

❝❤♦s❡♥ ❜② ♣❧❛②❡r i✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❧❡t (h, s, r) =
(

(ak)
K
k=1, (sk)

K
k=1, (rk)

K
k=1

)

❜❡ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❤✐st♦r②✳

❆t st❛❣❡ K✱ ♣❧❛②❡r i ❤❛s ♦❜s❡r✈❡❞ (h, (si
k)

K
k=1, (r

i
k)

K
k=1) ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ♥❡✇ s✐❣♥❛❧ si

K+1✳ ❚❤❡♥

xi(h, (si
k)

K+1
k=1 , (ri

k)
K
k=1) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r Ai (h) ✉s❡❞ ❜② ♣❧❛②❡r i ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣

❤✐s ♥❡✇ ❛❝t✐♦♥ ✭✇❤❡♥❡✈❡r i ∈ P (h)✮✳ ❆❢t❡r ❛❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✱ ♣❧❛②❡r i ❤❛s ♦❜s❡r✈❡❞

(h, aK+1, (s
i
k)

K+1
k=1 , (ri

k)
K
k=1) ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡s ❛ ♥❡✇ ♠❡ss❛❣❡ ri

k+1 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r

Ri(h) ❞❡♥♦t❡❞ mi(h, aK+1, (s
i
k)

K+1
k=1 , (ri

k)
K
k=1)✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② γi
D (y) = Ey (ui (z)) t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ♦❢ ♣❧❛②❡r i ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✲

✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ D ❛♥❞ t❤❡ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ y ♦✈❡r t❡r♠✐♥❛❧

❤✐st♦r✐❡s✳ ❋♦r ε ≥ 0✱ ❛ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ y ✐s ❛♥ ε✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❣❛♠❡ G (D)

✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❧❛②❡r i ∈ I ❛♥❞ ❡✈❡r② str❛t❡❣② ŷi ♦❢ ♣❧❛②❡r i✿ γi
D (y) ≥ γi

D (y−i, ŷi) − ε✱ ✇❤❡r❡ −i

❞❡♥♦t❡s I\ {i} ❛♥❞ y−i = (yj)j 6=i✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ▲❡t G ❜❡ ❛ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ε ≥ 0✳ ❆ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ε✲

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ G ✐s ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ D ❛♥❞ ❛♥ ε✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ G(D)✳ ❆ ♣❛②♦✛

✈❡❝t♦r g ∈ RI ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♣❛②♦✛✳ ❆ ♣❛②♦✛ ✈❡❝t♦r g ∈ RI ✐s ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛ ✐❢ ✐t ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛s ❛s ε > 0 ❣♦❡s t♦ ✵✳

❘❡♠❛r❦ ✸ ❆ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ 0✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛ ✐s ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ tr✉❡✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✵✲❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❞♦ ♥♦t ❡①✐st

✇❤❡r❡❛s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛s ❞♦ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ✏❇✐❣ ▼❛t❝❤✑ ✐♥ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❛♥❞

❋❡r❣✉s♦♥✱ ✶✾✻✽✮✳

❙♣❡❝✐❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❆ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ D ✐s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛t♦r ❞♦❡s ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ✐♥♣✉ts ❢r♦♠ t❤❡

♣❧❛②❡rs ✭Ri (h) ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❢♦r ❛❧❧ i, h✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐t s❡♥❞s t♦ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ✐s ❛

r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥ t❤❛t ♣❧❛②❡r i s❤♦✉❧❞ ♣❧❛② ❛t t❤❡ ♥❡①t st❛❣❡✿ Si (h) = Ai (h) ✐❢ i ∈ P (h)✱

❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

• ❆ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✐❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛t♦r ❞♦❡s ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ✐♥♣✉ts ❢r♦♠ t❤❡

✼



♣❧❛②❡rs ✭Ri (h) ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥✮ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✭Si(h) ❛♥❞

µ(·|h, r, s) ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ h ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❧❡♥❣t❤ K✮✳

• ❆ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❛ ♣r❡✲♣❧❛② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ✐❢ ✐t ♦♥❧② s❡♥❞s ♠❡ss❛❣❡s ❜❡❢♦r❡

t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ t❤❛t ✐s Si(h) ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ ✉♥❧❡ss h = ∅✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ D ✐s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✱ ♦♥❡ str❛t❡❣② t❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r

i ✐s t❤❡ ♦❜❡❞✐❡♥t str❛t❡❣② σ̂i t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✬s r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✳ ❋♦r ε ≥ 0✱
(

D, (σ̂i)i∈I

)

✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢ D ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡

♦❜❡❞✐❡♥t str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ σ̂ = (σ̂i)i∈I ✐s ❛♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ G (D)✳ ❋♦r ε ≥ 0✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡

❢♦r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❝♦rr❡❧❛t❡❞ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ ♦❢ G ✐s ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✭♣r❡✲♣❧❛② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮ ❞❡✈✐❝❡✳

❘❡♠❛r❦ ✹ ❆ r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✭s❡❡ ❋♦r❣❡s✱ ✶✾✽✻❀

▼②❡rs♦♥✱ ✶✾✽✻✮✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛♥② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♠✲

♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞s ❛❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣❧❛②❡rs✱ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❛❝t✉❛❧❧② ♣❧❛②s t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❧❛②❡rs ❢❛✐t❤❢✉❧❧② r❡♣♦rt t❤❡✐r

✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ r❡♣♦rts ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛♥♥♦✉♥❝✐♥❣

t❤❡ ♥❡✇❧② ♣❧❛②❡❞ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣❡r✢✉♦✉s s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ❤✐st♦r②✳ ■t

✐s t❤✉s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❞♦ ♥♦t s❡♥❞ ♠❡ss❛❣❡s✳

❚❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ▲❡t G ❜❡ ❛ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡✈❡r② ε ≥ 0✱ ❡✈❡r② ❝♦♠♠✉♥✐✲

❝❛t✐♦♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿ ✭✶✮ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ ✭✷✮

❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❢♦r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❆ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❙♦❧❛♥ ✭✷✵✵✶✮✱ ✇❤♦ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❢♦r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛s

❝♦✐♥❝✐❞❡✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ✐s s❧✐❣❤t❧② str♦♥❣❡r✿ ❡✈❡r② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❛❝t❧②

r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✭♦r ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✮ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧②

❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛

❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✱ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ✐s s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡s

✇✐t❤ ✐♠♣❡r❢❡❝t ♣r✐✈❛t❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❢♦r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡❞

❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭s❡❡ ❘❡♥❛✉❧t ❛♥❞ ❚♦♠❛❧❛✱ ✷✵✵✹✮✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t

♣r❡✲♣❧❛② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❢♦r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ❡✈❡♥

✐♥ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❋♦r❣❡s✱ ✶✾✽✻✳

✽



✷✳✸ ❈❤❡❛♣✲❚❛❧❦

❈❤❡❛♣✲t❛❧❦ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♣❧❛②❡rs ❝❛♥ ❢r❡❡❧② ❛♥❞ ❝♦st❧❡ss❧②

❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡ss❛❣❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♠❡❞✐❛t✐♦♥✳ 2 ■♥ ♦✉r ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤

♣❧❛②❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❡♥❞ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r ✭❛♥❞ ♥♦ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r ❝❛♥ ✐♥t❡r❝❡♣t

t❤✐s ♠❡ss❛❣❡✮✱ ❛♥❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❜r♦❛❞❝❛st ♣✉❜❧✐❝ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥ts✳ 3 ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥

✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ t❤❡ s❡♥❞❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❝❡rt✐✜❛❜❧❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ • ❆ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡ s♣❡❝✐✜❡s ❛ ✜♥✐t❡ ♠❡ss❛❣❡ s♣❛❝❡ M ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♥✉❧❧

♠❡ss❛❣❡ ♦✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②✮ r♦✉♥❞s ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❡❛❝❤

r♦✉♥❞ n✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ❝❛♥ s❡♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ♠❡ss❛❣❡s ✭✐✳❡✳ s❡♥❞ ❛

♣r✐✈❛t❡ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r j ❛♥❞✴♦r ❜r♦❛❞❝❛st ❛ ♠❡ss❛❣❡✮✳

• ❆ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❡①t❡♥s✐♦♥ G∗ ♦❢ ❛ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ G ✐s ❛ ❣❛♠❡ ✐♥ ❡①t❡♥s✐✈❡

❢♦r♠ ✇❤❡r❡✱ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛❧ ❤✐st♦r② h✱ ❛ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡ ✐s ♣❧❛②❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐st♦r②

❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡ss❛❣❡ s♣❛❝❡ M (h)✳

• ❆ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛ ♦❢ G ✐s ❛♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❡①t❡♥s✐♦♥

G∗ ♦❢ G✳ ❆ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛ ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛s ❛s ε > 0 ❣♦❡s

t♦ ✵✳

❈❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❦✐♥❞s ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛

❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤♦✉❣❤ ❛ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡ ❝❛♥

❤❛✈❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② r♦✉♥❞s✱ ✐♥ ♠♦st ♦❢ ♦✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

r♦✉♥❞s ✐s ❡✐t❤❡r ✜♥✐t❡✱ ♦r ❤❛s ✜♥✐t❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② si,j
k,n ✭r❡s♣✳ si,I

k,n✮ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✭r❡s♣✳

♣✉❜❧✐❝✮ ♠❡ss❛❣❡ t❤❛t ♣❧❛②❡r i s❡♥❞s t♦ ♣❧❛②❡r j ✭r❡s♣✳ ❜r♦❛❞❝❛sts✮ ❛t t❤❡ n✲t❤ r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ k✲t❤

❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡✳ ❆♥ i✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t ✐♥ ❛ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ N ✲t❤ r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡

K✲t❤ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡ ✐s (h, si, N) ✇❤❡r❡ h = (ak)
K
k=1 ✐s ❛ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ si = (si

k)
K+1
k=1

✐s t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t ♣❧❛②❡r i s❡♥t ♦r r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥ ♣❛st ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡s ✭1, . . . , K✮✱

❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❤❛s❡ ✭❑✰✶✮ ✉♥t✐❧ r♦✉♥❞ N ✭N ♠❛② ❜❡ ✜♥✐t❡ ♦r ✐♥✜♥✐t❡✮✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r

❡❛❝❤ k < K + 1✱ si
k =

(

si,j
k,n, s

j,i
k,n, s

j,I
k,n

)

j∈I,n≥1
✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ♣❧❛②❡r i s❡♥t ♦r

r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ k✬t❤ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ si
K+1 =

(

si,j
K+1,n, s

j,i
K+1,n, s

j,I
K+1,n

)

j∈I,1≤n≤N
✐s t❤❡

s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t ♣❧❛②❡r i s❡♥t ♦r r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst N r♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ K + 1✬t❤

❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡✳ ❆ ❜❡❤❛✈✐♦r str❛t❡❣② ♦❢ ♣❧❛②❡r i ✐♥ G∗ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② yi =
(

xi, (mi
N)N≥1

)

❛♥❞

2 ❙❡❡ ❋❛rr❡❧ ❛♥❞ ❘❛❜✐♥ ✭✶✾✾✻✮ ❢♦r ❛ ♥♦♥t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡s ♦❢ ❝❤❡❛♣✲
t❛❧❦✳
3 ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♦r ♠♦r❡ ♣❧❛②❡rs✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ✉s❡ ♦♥❧② ✷✲♣❧❛②❡r ♣r✐✈❛t❡
❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② r❡str✐❝t❡❞ ❛♥❞ ✏♦♥❡✲✇❛②✑ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❡①✐st✮ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s t♦ ✉s❡ ♦♥❧② ♣✉❜❧✐❝ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥ts✱ s❡❡ ❆❜r❛❤❛♠
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ✷✵✵✽❀ ❛♥❞ ❯r❜❛♥♦ ❛♥❞ ❱✐❧❛✱ ✷✵✵✷✮✳

✾



♠❛♣s i✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ts t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❋♦r ❛♥ i✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t

(h, si,∞) ✭∞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡✮✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ xi(h, si,∞) t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❛❝t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ♦❢ ♣❧❛②❡r i✳ ❋♦r ❡❛❝❤ i✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t (h, si, N) ✇❤❡r❡

N ✐s ✜♥✐t❡✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ mi
n(h, si, N) t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s s❡♥t ❜② ♣❧❛②❡r i ✭❛ ♣r✐✈❛t❡

♠❡ss❛❣❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r j ❛♥❞ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ♠❡ss❛❣❡✮ ❛t t❤❡ (N + 1)✲t❤ r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦

♣❤❛s❡ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ❤✐st♦r② h✳

❆♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❤✐st♦r② ✐♥ ❛ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ N ✲t❤ r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ K✲t❤ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦

♣❤❛s❡ ✐s ❛ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ i✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r✿ (h, s,N) = (h, si, N)i∈I ✳ ▲❡t y ❜❡

❛ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ G∗ ❛♥❞ (h, s) := (h, s, 0) ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❤✐st♦r② ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡

❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ❤✐st♦r② h✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s (h, s)

✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♥♦t❡❞ ly (h, s)✳ ❚❤❛t ✐s✱ ly (h, s) ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ n0✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤

r♦✉♥❞ n ≥ n0✱ ❛❧❧ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t ❛r❡ s❡♥t ❜② t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♦✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦

s✉❝❤ n0✱ ly (h, s) = ∞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ❆ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ y ✐♥ G∗ ✐s ✜♥✐t❡✲✐♥✲❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐❢ ly (h, s) ❤❛s ✜♥✐t❡ ❡①♣❡❝t❛✲

t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② ❡①t❡♥❞❡❞ ❤✐st♦r② (h, s)✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ y ✐s ✜♥✐t❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s L0 ∈ N s✉❝❤

t❤❛t ly (h, s) < L0✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❡①t❡♥❞❡❞ ❤✐st♦r② (h, s)✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜② ♣r❡✲♣❧❛② ❝♦r✲

r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❤♦rt ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡s✳ ❲❡ t❤✉s ❡①❛♠✐♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✇❤❡r❡ ❛❢t❡r

t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ ♣❧❛②❡rs ♦♥❧② ♠❛❦❡ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ❆♥ ❛❧♠♦st✲♣r❡✲♣❧❛② ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ G ✐s ❛♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ y ♦❢ t❤❡

❣❛♠❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ s✉❝❤ t❤❛t ❛t ❛❧❧ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡s✱ ❡①❝❡♣t ❛t t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❡❛❝❤

♣❧❛②❡r s❡♥❞s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✉❜❧✐❝ ♠❡ss❛❣❡✳ ❚❤❛t ✐s ✿ ✭✶✮ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡ ✐s ✶✿

∀h 6= ∅, ly (h, s) ≤ 1✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛❧❧ ♣r✐✈❛t❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛r❡ ♥✉❧❧✿ ∀k > 1, n > 0, i, j ∈ I, si,j
k,n = ♦✳

❆♥ ❛❧♠♦st✲♣r❡✲♣❧❛② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ G ✐s ❛♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ❡①t❡♥❞❡❞

❜② ❛ ♣r❡✲♣❧❛② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ ❜② ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❧② ♣✉❜❧✐❝ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ s❡♥t✿

✭✶✮ ∀h 6= ∅, ly (h, s) ≤ 1✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ∀k > 1, n > 0, i, j ∈ I, si,j
k,n = ♦✳

✷✳✹ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts

❖✉r ✜rst r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♣❛②♦✛✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❢♦r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛✱ ✐s ❛♥ ❛❧♠♦st ♣r❡✲

♣❧❛② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ♠❛② ❛❝t ♦♥❧② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ❣❛♠❡✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ♣❧❛②❡rs ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥ts t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡

❣❛♠❡✳

✶✵



❚❤❡♦r❡♠ ✾ ▲❡t G ❜❡ ❛ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ g ∈ R
I ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛✳ ❚❤❡♥ g ✐s ❛♥ ❛❧♠♦st✲♣r❡✲♣❧❛② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛✳

❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❞r❛✇s ❛❧❧ r❡❝♦♠♠❡♥✲

❞❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤✐st♦r✐❡s✳ ❊❛❝❤ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❡♥❝r②♣t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣

❦❡②✳ P❧❛②❡r i ✐s t♦❧❞ t❤❡ ❡♥❝r②♣t❡❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r ❤✐♠s❡❧❢✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❦❡②s

✭♦♥❡ ❦❡② ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✮ ✐s t♦❧❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣❧❛②❡r j✳ ❆t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t st❛❣❡✱ ♣❧❛②❡r j

❛♥♥♦✉♥❝❡s t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❦❡② s♦ ❛s t♦ ❛❧❧♦✇ ♣❧❛②❡r i t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t

♣❧❛②❡r j ❛♥♥♦✉♥❝✐♥❣ ❛ ❢❛❧s❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡②✱ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡s t❤❡ ❦❡② ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②

t❤❛t ♣❧❛②❡r i ✐s ❛❜❧❡ t♦ t❡❧❧ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❦❡② ✐s ❣❡♥✉✐♥❡ ♦r ❢♦r❣❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡

❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ♦❢ ❘❛❜✐♥ ❛♥❞ ❇❡♥✲❖r ✭✶✾✽✾✮✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝❤❡❝❦ ✈❡❝t♦rs t❤❡r❡✐♥✳

❖✉r s❡❝♦♥❞ r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♣❧❛②❡rs✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧② ❞✐s♣❡♥s❡❞

✇✐t❤✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ♣❧❛②❡rs✱ ❛♥② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛

✐s ❛♥ ❛❧♠♦st✲♣r❡✲♣❧❛② ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛ ❛♥❞ ❛ ✜♥✐t❡✲✐♥✲❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st ❢♦✉r ♣❧❛②❡rs✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ✜♥✐t❡

❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ▲❡t G ❜❡ ❛ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♦r ♠♦r❡ ♣❧❛②❡rs✱ ❛♥❞

g ∈ R
I ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛✳ ❚❤❡♥✱

✭✶✮ g ✐s ❛ ✜♥✐t❡✲✐♥✲❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♦r

♠♦r❡ ♣❧❛②❡rs✱ t❤❡♥ g ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛✳

✭✷✮ g ✐s ❛♥ ❛❧♠♦st✲♣r❡✲♣❧❛② ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ s❡❝✉r❡ ♠✉❧t✐♣❛rt② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

♣r♦t♦❝♦❧s ♦❢ ❘❛❜✐♥ ❛♥❞ ❇❡♥✲❖r ✭✶✾✽✾✮✱ ❛♥❞ ♦❢ ❇❡♥✲❖r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛❧❧♦✇

t❤❡ ♣❧❛②❡rs t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛t♦r ❜② ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣❧❛②❡rs ✇❡ ❛❞❛♣t

t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦❢ ❘❛❜✐♥ ❛♥❞ ❇❡♥✲❖r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✜♥✐t❡✲✐♥✲❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♦r

♠♦r❡ ♣❧❛②❡rs ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦❢ ❇❡♥✲❖r ❡t ❛❧✳✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✜♥✐t❡✳

❘❡♠❛r❦ ✶✶ ❆ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ G ✐s ✜♥✐t❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts N0 ∈ N s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤✐st♦r② ✐s ❛t ♠♦st N0✳ ❖✉r ♣r♦♦❢s ❛❝t✉❛❧❧② s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ G ✐s ✜♥✐t❡✱ t❤❡♥

❛♥② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❤✐❝❤

❤❛✈❡ ❜♦t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ✜♥✐t❡✲✐♥✲❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✭♦r ✜♥✐t❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st ❢♦✉r ♣❧❛②❡rs✮ ❛♥❞

❛❧♠♦st✲♣r❡✲♣❧❛②✳

❙♣❡❝✐❛❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❣❛♠❡s✳ ❱✐❡✐❧❧❡ ✭✷✵✵✵❛✱ ✷✵✵✵❜✮

♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❛♥② t✇♦✲♣❧❛②❡r ✉♥❞✐s❝♦✉♥t❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❣❛♠❡ ✭✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s✮

❛❞♠✐ts ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛ ✭✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✮✳ ■t ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡t❤❡r

✶✶



t❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♣❧❛②❡rs✳ ❙♦❧❛♥ ❛♥❞ ❱✐❡✐❧❧❡ ✭✷✵✵✷✮ ♣r♦✈❡❞

t❤❛t ❛♥② n✲♣❧❛②❡r st♦❝❤❛st✐❝ ❣❛♠❡ ✭✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s✮ ❛❞♠✐ts ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❢♦r♠

❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✷ ❊✈❡r② ✉♥❞✐s❝♦✉♥t❡❞ n✲♣❧❛②❡r st♦❝❤❛st✐❝ ❣❛♠❡ ✭✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s✮

❛❞♠✐ts ❛ ✜♥✐t❡ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛✱ ❛♥ ❛❧♠♦st✲♣r❡✲♣❧❛② ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛✱

❛♥❞ ❛♥ ❛❧♠♦st✲♣r❡✲♣❧❛② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛✳

▼♦st ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡❛❧s ♦♥❧② ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❣❛♠❡s ❛♥❞ ✇✐t❤

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✲❢♦r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❋♦r❣❡s ✭✶✾✾✵✮✱ ❇❛r❛♥② ✭✶✾✾✷✮✱

❇❡♥✲P♦r❛t❤ ✭✶✾✾✽✱ ✷✵✵✸✮✱ ●❡r❛r❞✐ ✭✷✵✵✹✮✱ ❆❜r❛❤❛♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✱ ✷✵✵✽✮✱ ❛♥❞ ❍❡❧❧❡r ✭✷✵✶✵❛✮✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲

t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✜♥✐t❡ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡✮✳ 4

✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾

▲❡t G ❜❡ ❛ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡

✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t✿ ✭✶✮ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ❛♥❞ r❡❝♦♠✲

♠❡♥❞s ❛❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣❧❛②❡rs✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ♣❧❛②❡rs ♦❜❡❞✐❡♥t❧② ♣❧❛② t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞

❞♦ ♥♦t s❡♥❞ ❛♥② ♠❡ss❛❣❡s✳ ▲❡t ✉s ✜① ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ D s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦❜❡✲

❞✐❡♥t ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❣❛♠❡✱ ❛♥❞ ❧❡t g ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛②♦✛✳

❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② µ(·) ❢r♦♠

❡①t❡♥❞❡❞ ❤✐st♦r✐❡s t♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛♥② ♣❛✐r (h, s)✱ ✇❤❡r❡ h ✐s ❛ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛❧

❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ❛♥❞ s ✐s ❛ ❤✐st♦r② ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✱ µ(h, s) ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦✈❡r A(h)✳

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✜rst ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❞❡✈✐❝❡

D∗ ✭✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❤✐st♦r②✮ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ D✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② HK t❤❡ s❡t ♦❢

❤✐st♦r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ K ✭H0 = {∅}✮✳

❙t❡♣ ❆✳ ■♥ ❛ ♣r❡✲♣❧❛② ♣❤❛s❡✱ D∗ ❞♦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• s1(∅) ∈ A(∅) ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ µ(∅)✳

• ❋♦r ❛❧❧ a1 ∈ H1✱ s2(a1) ∈ A(a1) ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ µ(s1(∅), a1)✳

• ❋♦r ❛❧❧ h2 = (a1, a2) ∈ H2✱ s3(h2) ∈ A(h2) ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ µ(s1(∅), a1, s2(a1), a2)✳

4 ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❇❡♥✲P♦r❛t❤ ✭✶✾✾✽✱ ✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ●❡r❛r❞✐ ✭✷✵✵✹✮ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❛ s❡q✉❡♥✲
t✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❣❛♠❡✮✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥❧② ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❛
◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

✶✷



• ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❛❧❧ hK = (a1, . . . , aK) ∈ HK ✱ sK+1(hK) ∈ A(hK) ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠

µ(s1(∅), a1, . . . , sK(hK−1), aK)✳

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② st♦♣s ✇❤❡♥ ❛ t❡r♠✐♥❛❧ ❤✐st♦r② ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

❙t❡♣ ❇✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ st❛❣❡ K + 1✱ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐♥❢♦r♠s ♣❧❛②❡r i ♦❢ {si
K+1(hK) :

hK ∈ HK}✳

❚❤❡ ♦❜❡❞✐❡♥t str❛t❡❣② ♦❢ ♣❧❛②❡r i ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣❧❛②✐♥❣ si
K+1(hK) ❛t st❛❣❡ K+1 ✐❢ t❤❡ ❤✐st♦r② hK

♦❝❝✉rr❡❞ ❛♥❞ i ∈ P (hK)✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ D∗ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❡❞✐❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r♠ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❢♦r♠

❝♦rr❡❧❛t❡❞ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ D✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡ K + 1✱

❛❢t❡r ❤✐st♦r② hK ✱ ♣❧❛②❡r i ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs✬ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❛s

✉♥❞❡r D✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣❧❛②❡r i ❡①♣❡❝ts ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs t♦ ♦❜❡❞✐❡♥t❧② ♣❧❛② t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ hK ✳ ❍❡ ❤❛s t❤✉s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♣❧❛② ♦❜❡❞✐❡♥t❧② ❛s ✉♥❞❡r D✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳

❚♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❛❧♠♦st ♣r❡✲♣❧❛② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ D∗✱ s♦

t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❞❡✈✐❝❡ s❡♥❞s ♠❡ss❛❣❡s ♦♥❧② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❋✐rst✱ ♠✐♥✐♠❛①

♣✉♥✐s❤♠❡♥ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ❝❛s❡ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ❛♥❞ ❤✐st♦r② h✱ ❞❡✜♥❡

vi
h = inf

σ−i

sup
yi

γi
h(y

i, σ−i),

✇❤❡r❡ γi
h ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ ♣❧❛②❡r i ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❣❛♠❡ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s h✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡

t❤❡ inf r✉♥s ♦✈❡r ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ ♣❧❛②❡rs −i✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i✱ ❛♥❞

❡❛❝❤ ❤✐st♦r② h✱ ❧❡t σ−i
∗ (i, h) ❜❡ s✉❝❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✉♣ t♦ ε✳ ❚❤❡

❞❡✈✐❝❡ ❞r❛✇s y−i
∗ (i, h) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ σ−i

∗ (i, h) ❢♦r ❡❛❝❤ i, h✳ ❊❛❝❤ ♣❧❛②❡r j ✐s ✐♥❢♦r♠❡❞ ♦❢

{yj
∗(i, h) : h ∈ H, i 6= j}.

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥♦✇ ❤♦✇ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❞❡✈✐❝❡ D∗∗

♣❡r❢♦r♠s ❙t❡♣ ❆ ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❤✐st♦r② h✱ ✜① ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r ph s✉❝❤ t❤❛t ph > |Ai(h)|

❢♦r ❡❛❝❤ i ❛♥❞ ph > 1
ε
✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ Ai(h) ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ Zph

✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ ♦❢

✐♥t❡❣❡rs ♠♦❞✉❧♦ ph✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✜① ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ❛ ♣❧❛②❡r j(i) 6= i✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❤✐st♦r② h ❛♥❞

❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ∈ P (h)✱ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❞♦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❞r❛✇s t❤r❡❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s (xi
h, α

i
h, β

i
h) ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐s✲

tr✐❜✉t❡❞ ✐♥ Zp✳

• P❧❛②❡r i ✐s ✐♥❢♦r♠❡❞ ♦❢ (yi
h := xi

h + si(h), αi
h, β

i
h)✳

• P❧❛②❡r j(i) ✐s ✐♥❢♦r♠❡❞ ♦❢ (xi
h, u

i
h := αi

hx
i
h + βi

h)✳

• ❊❛❝❤ ♣❧❛②❡r m 6= i, j(i) ✐s ✐♥❢♦r♠❡❞ ♦❢ (αi
h, β

i
h)✳

✶✸



❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇s ❛r❡ ❛❧❧ ❞♦♥❡ ❛t t❤❡ ♣r❡✲♣❧❛② st❛❣❡ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛❝r♦ss ♣❧❛②❡rs ❛♥❞

❤✐st♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ t❤❡♥ s❡♥❞s ❛❧❧ t❤❡s❡ r❛♥❞♦♠ ♠❡ss❛❣❡s t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❧❛②❡rs✳ ▲❡t ✉s

♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs✳ ❆❢t❡r ❡❛❝❤ ❤✐st♦r② h ✭✇❤❡r❡ P (h) 6= ∅✮✿

• ❆❧❧ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ✐♥ {j (i) : i ∈ P (h)} s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜r♦❛❞❝❛st t❤❡ ♣❛✐rs (x̂i
h, û

i
h)✳ ❖♥ t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❜r♦❛❞❝❛sts t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❛t ✐s✱

(x̂i
h, û

i
h) = (xi

h, u
i
h)✳

• ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ∈ P (h)✱ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs m 6= i ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ûi
h = αix̂i

h + βi
h ✭t❤❡② t❡st ❡❛❝❤

j(i)✮✳

• ■❢ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs j(i) ♣❛ss t❤❡✐r t❡st✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ♣❧❛②s ŝi(h) := yi
h − x̂i

h✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡

✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❤✐st♦r② ĥ = (h, (ŝi(h))i∈I)✳

• ■❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛②❡r j ❞♦❡s ♥♦t ♣❛ss ❛ t❡st✱ ❤❡ ✐s ♠✐♥✐♠❛①❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱

✐✳❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs ♣❧❛② y−j
∗ (j, h)✳

• ■❢ s❡✈❡r❛❧ ♣❧❛②❡rs ❞♦ ♥♦t ♣❛ss t❤❡✐r t❡st✱ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ♣❧❛② ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡

❣❛♠❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ t❤✉s ❞❡✜♥❡❞ ❛ ♣r❡✲♣❧❛② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦

♦♥❡✲s❤♦t ♣✉❜❧✐❝ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣❛②♦✛ ✐s g✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ✉s❡

t❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡♥ ŝi(h) = si(h)✱ t❤✉s t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣❧❛②❡❞ ✉♥❞❡r D ❛♥❞ D∗∗✳ ▲❡t

✉s ♥♦✇ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥ 2ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ♣❧❛②❡r i ❞♦❡s ♥♦t ❣❡t ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡

❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❙✐♥❝❡ αi
h, β

i
h ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡

r❡st ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ t❤❡② ❝♦♥✈❡② ♥♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ xi
h ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ si(h)✱ s♦ ✐s yi
h = xi

h +si(h)✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r q✉❛♥t✐t② t❤✉s ❝♦♥✈❡②s ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛❜♦✉t si(h)✳ ❋✐rst ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❤✐st♦r② h ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ∈ P (h)✱ ♣❧❛②❡r j(i)

❛♥♥♦✉♥❝❡s t❤❡ tr✉❡ ♣❛✐r (xi
h, u

i
h)✳ ❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r j(i) ♣❛ss❡s t❤❡ t❡st✱ ❛♥❞ ♣❧❛②❡r i ❧❡❛r♥s

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ si(h) = yi
h − xi

h✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤✉s r❡♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ D∗ ✇❤❡r❡

♣❧❛②❡r i ❣❡ts t♦ ❧❡❛r♥ ❤✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥s ❢♦r st❛❣❡ K ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ st❛❣❡ K✳

P❧❛②❡r i ❤❛s t❤✉s t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♣❧❛② t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥s ❛s ✉♥❞❡r D∗✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❧❡t ✉s ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❤✐st♦r② h ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ∈ P (h)✱ ♥♦ ♣❧❛②❡r j(i) ❝❛♥

♣r♦✜t❛❜❧② ♠✐sr❡♣♦rt t❤❡ ♣❛✐r (xi
h, u

i
h)✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t j ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇ (αi

h, β
i
h) ❛♥❞ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣✉❡ss✐♥❣ t❤✐s ♣❛✐r ❝♦rr❡❝t❧②✱ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t ui
h = αi

hx
i
h +βi

h✱ ✐s 1/ph✳ ▲❡t (x̂i
h, û

i
h)

❜❡ t❤❡ ♣❛✐r ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❜② ♣❧❛②❡r j(i)✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ t❡st ✐s

Pr(ûi
h = αi

hx̂
i
h + βi

h | ui
h = αi

hx
i
h + βi

h).

■❢ x̂i
h = xi

h t❤❡♥ ûi
h = ui

h ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣❛ss t❤❡ t❡st ❛♥❞ t❤✉s ❛ ♠✐sr❡♣♦rt ✐s ❛❧♠♦st s✉r❡❧②

✶✹



❞❡t❡❝t❡❞✳ ■❢ x̂i
h 6= xi

h✱ t❤❡ t❡st s✉❝❝❡❡❞s ♦♥❧② ✐❢ αi
h = (ui

h− ûi
h)(x

i
h− x̂i

h)
−1 ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

1/ph✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❛ss t❤❡ t❡st ✇✐t❤ ❛ ❢❛❧s❡ r❡♣♦rt ✐s t❤✉s ❛t ♠♦st 1/ph✳

❙✉❝❤ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛②❡r j(i) ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■t ②✐❡❧❞s ♣❧❛②❡r

j(i) ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ♥♦ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ (1 − 1/ph)v
j(i)
h + 1/ph ≤ gj(i) + 2ε✳ �

❘❡♠❛r❦ ✶✸ ❚❤❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐s ♦♥❧② ♥❡❡❞❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥♥♦✉♥❝❡✲

♠❡♥ts ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❉❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② t❛❦❡♥ ❝❛r❡ ♦❢ ❜② t❤❡

❞❡✈✐❝❡✱ ❛s D∗∗ ✐♥❤❡r✐ts ♠♦st ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ D✳

❘❡♠❛r❦ ✶✹ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♦❢ ✉s❡s t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ♦❢ ❘❛❜✐♥ ❛♥❞ ❇❡♥✲❖r ✭✶✾✽✾✮

t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛♥❞ ✐♥

s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts s✐♠♣❧❡r✱ ❞❡✈✐❝❡ D∗∗✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s❦❡t❝❤❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ 5 ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

❛❢t❡r s♦♠❡ ❤✐st♦r② h✱ ♣❧❛②❡r i ❤❛s K ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s ✲ (a1, ..., aK)✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞

❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ D∗ ✐s ak✳ ❉❡✈✐❝❡ D∗∗ r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝❤♦♦s❡s K ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs

✐♥ t❤❡ s❡t {1, ..., L} ✭❢♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ L✮✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲♣❧❛② ♣❤❛s❡ ✐t s❡♥❞s✿ ✶✮ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡

(a1, ..., aK) t♦ ♣❧❛②❡r i❀ ✷✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ak t♦ ♣❧❛②❡r j(i)❀ ❛♥❞ ✸✮ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡

(a1, ..., aK) ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs✳ ❆t t❤❡ ♠✐❞✲♣❧❛② t❛❧❦ ♣❤❛s❡ ❛❢t❡r ❤✐st♦r②

h✱ ♣❧❛②❡r j(i) ❜r♦❛❞❝❛sts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ak t❤❛t ❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ♣❧❛②❡r j(i) ❢♦❧❧♦✇❡❞

t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✱ t❤❡♥ ♣❧❛②❡r i ❦♥♦✇s ❤✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs ♦♥❧② ❦♥♦✇

t❤❛t ♣❧❛②❡r j(i) ❜r♦❛❞❝❛st❡❞ ❛ ✈❛❧✐❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥✳ ■❢ ♣❧❛②❡r j(i) ✏❧✐❡s✑ ✭❜r♦❛❞❝❛sts ❛♥②

♦t❤❡r ♥✉♠❜❡r✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

✹ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ♦✉r ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ s❡❝✉r❡ ♠✉❧t✐♣❛rt② ❝♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ♦❢ ❇❡♥✲❖r✱ ●♦❧❞✇❛ss❡r ❛♥❞ ❲✐❣❞❡rs♦♥ ✭✶✾✽✽✱ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❇●❲✮ ❛♥❞ ❘❛❜✐♥

❛♥❞ ❇❡♥✲❖r ✭✶✾✽✾✱ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❘❇✮✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✲❢♦r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ❆❜r❛❤❛♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✱ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❍❡❧❧❡r

✭✷✵✶✵❛✮✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ε✲

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✇❡ ✉s❡ ❘❇✬s ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣❧❛②❡rs✱

❛♥❞ ❇●❲✬s ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♦r ♠♦r❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✳

❚❤❡ ✜rst s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

s✉❜s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳

5 ❲❡ ✉s❡s ❘❛❜✐♥ ❛♥❞ ❇❡♥✲❖r✬s ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾ ♠♦r❡
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✱ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡s s❝❤❡♠❡s ♦❢ ❘❛❜✐♥ ❛♥❞ ❇❡♥✲❖r ✭✶✾✽✾✮✳

✶✺



✹✳✶ ❙❡❝✉r❡ ▼✉❧t✐♣❛rt② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♠❛✐♥ t♦♦❧ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ❛r❡ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ♦❢ ❇●❲ ❛♥❞ ❘❇✳ ❚❤❡ s❡tt✐♥❣

✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❊❛❝❤ ♣❧❛②❡r ✐ ❦♥♦✇s ❛ s❡❝r❡t ✐♥♣✉t xi ∈ Zp✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❥♦✐♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡ ♥

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
(

f i(x1, ..., x|I|)
)

i∈I
✱ t❤❡ ♦✉t♣✉ts✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ♣❧❛②❡r i ❧❡❛r♥s ❤✐s ♦✇♥ ♦✉t♣✉t

f i(x1, ..., x|I|) ✇✐t❤♦✉t ❣❡tt✐♥❣ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs✳

❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ♠❡❞✐❛t♦r✱ t❤✐s ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✳ ❊❛❝❤ ♣❧❛②❡r ♣r✐✈❛t❡❧② r❡✈❡❛❧s ❤✐s ✐♥♣✉t t♦ t❤❡

♠❡❞✐❛t♦r✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛t♦r ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♦✉t♣✉ts ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡❧② r❡✈❡❛❧s f i(x1, ..., x|I|) t♦ ♣❧❛②❡r

i✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ s❡❝✉r❡ ♠✉❧t✐♣❛rt② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❤❡r❡❜② ♣❧❛②❡rs s❡♥❞

♠❡ss❛❣❡s t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♠❡❞✐❛t♦r✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛t

t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ❧❡❛r♥s f i(x1, ..., x|I|)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ (xj)j∈I,j 6=i ❛♥❞
(

f j(x1, ..., x|I|)
)

j∈I
❣✐✈❡♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t ♣❧❛②❡r i s❡♥t ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ ✭❛♥❞

❤✐s ✐♥♣✉t xi✮ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ♦♥❧② xi✳

❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ♦❢ ❇●❲ ❛♥❞ ❘❇ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ |I| ♣❧❛②❡rs✱ ♦✉t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✉♣ t♦ t ♣❧❛②❡rs ✭t < |I| /2✮

♠❛② ❥♦✐♥t❧② ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t = 1 ❛♥❞ |I| ≥ 3✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❧② ✉♥✐❧❛t❡r❛❧

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st ✸ ♣❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❇●❲ ❛♥❞

❘❇ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡

♣r♦t♦❝♦❧s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ✉s✳

❇♦t❤ ♣r♦t♦❝♦❧s s❤❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝r❡❝② ♣r♦♣❡rt② ✿ ❛ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡

❞❡✈✐❛t♦r t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥♣✉ts ♦r t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs✳ 6

❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ♦❢

❇●❲✬s ♣r♦t♦❝♦❧ ✭✇✐t❤ ❢♦✉r ♦r ♠♦r❡ ♣❧❛②❡rs✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❛❦❡r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❘❇✬s

♣r♦t♦❝♦❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡r♥ ✐s t❤❛t ♦✉t❝♦♠❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ t♦♦ ♠✉❝❤ ❜② ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡✈✐❛✲

t✐♦♥s✳

❋✐rst✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st ❢♦✉r ♣❧❛②❡rs✳ ❆ str❛t❡❣② ♦❢ ♣❧❛②❡r i ✐s ♦❜❡❞✐❡♥t ✐❢ ♣❧❛②❡r

i s❡♥❞s t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❉❡♥♦t❡ mi(xi) t❤❡ ♦❜❡❞✐❡♥t str❛t❡❣② ♦❢

♣❧❛②❡r i ✇❤❡♥ ❤✐s ✐♥♣✉t ✐s xi✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦❢ ❇●❲ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✳ ■❢

♣❧❛②❡r i ❞❡✈✐❛t❡s ❛♥❞ ✉s❡s ❛ str❛t❡❣② t❤❛t ✐s ♥♦t ♦❜❡❞✐❡♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❛rt② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡♥❞✐♥❣ ✐♥✈❛❧✐❞ ♠❡ss❛❣❡s✮✱ t❤❡♥ ❤✐s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t♣✉ts ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛s ✐❢ ♣❧❛②❡r i ♣❧❛②❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ mi (xi)✱ ❢♦r s♦♠❡

xi ∈ Zp✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s✉❜♣❤❛s❡ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✿ ❛❧❧ ♥♦♥✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡rs

6 ❚❤♦✉❣❤✱ ✇❤❡♥ ❛ ♣❧❛②❡r ❞❡✈✐❛t❡s✱ ♥♦♥✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡rs ♠❛② ❛❝q✉✐r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■❢ ❛ ♣❧❛②❡r r❡✲
❝❡✐✈❡s ❛♥ ✐♥✈❛❧✐❞ ♠❡ss❛❣❡✱ ❤❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s❡♥❞❡r t♦ ❜r♦❛❞❝❛st t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ❛♥❞ ❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st❡❞ ♠❡ss❛❣❡✳ ❚❤✉s✱ ♦t❤❡r ♥♦♥✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡rs ❛❝q✉✐r❡
s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✐♥♣✉ts ♦r ♦✉t♣✉ts✳

✶✻



❜r♦❛❞❝❛st t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s s❡♥t ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❛rt② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭❛ ❞❡✈✐❛t♦r

♠❛② s❡♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ♠❡ss❛❣❡s✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ str✐❝t ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♦❜❡❞✐❡♥t ♣❧❛②❡rs✱ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs

❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❛ss✉♠❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣❧❛②❡rs✳ ❙❛② t❤❛t t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❤❛s t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ✐❢

✐t ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s✉❜♣❤❛s❡ s✉❝❤ t❤❛t ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❜❡❧♦✇ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✿

(1) ■❢ ♦♥❧② ♣❧❛②❡r i ❞❡✈✐❛t❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❛rt② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ♥♦♥✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡rs

❝♦♠♠♦♥❧② ❛❣r❡❡ t❤❛t ♣❧❛②❡r i ❞❡✈✐❛t❡❞✳

(2) ■❢ ♥♦ ♣❧❛②❡r ❞❡✈✐❛t❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❛rt② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣

s✉❜♣❤❛s❡✱ ❛❧❧ ♥♦♥✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡rs ❝♦♠♠♦♥❧② ❛❣r❡❡✿ ✭✐✮ t❤❛t ♥♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr❡❞✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮

♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣❧❛②❡rs✳

❘❇ ❝♦♥str✉❝ts ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r

❡❛❝❤ δ > 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts

✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❤♦❧❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❧❡❛st 1−δ✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✐❢ ♥♦ ♣❧❛②❡r ❞❡✈✐❛t❡s✱ t❤❡♥ ✭✷✮ ♦❝❝✉rs

✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶✳

✹✳✷ ❋✐♥✐t❡ ❈❤❡❛♣✲❚❛❧❦ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳

P❘❖❖❋✳ ❲❡ ✜① ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ D s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦❜❡❞✐❡♥t ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛♥

ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❣❛♠❡✳ ▲❡t µ (·) ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❢r♦♠ ❡①t❡♥❞❡❞ ❤✐st♦r✐❡s t♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ g ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛②♦✛✳ ▲❡t ✉s

❝♦♥str✉❝t ❛ ✜♥✐t❡✲✐♥✲❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ 3ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ z t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♣❛②♦✛ gε ✐♥ ❛♥

ε✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ g✳

❆❢t❡r ❤✐st♦r✐❡s h ∈ H ✇❤❡r❡ P (h) = ∅, ♥♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✭♣❧❛②❡rs s❡♥❞ ♥✉❧❧

♠❡ss❛❣❡s✮✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❡①t❡♥❞❡❞ ❤✐st♦r② (h, s) ✇❤❡r❡ h ∈ H ✐s ❛ ❤✐st♦r② ♦❢ ❧❡♥❣t❤ K s✉❝❤ t❤❛t P (h) 6= ∅

❛♥❞ s ✐s ❛ ❤✐st♦r② ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤

❛❝t✐✈❡ ♣❧❛②❡r i ∈ P (h) ♦❜t❛✐♥s ❛ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥ ai ∈ Ai (h)✳ ❚❤❡ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡

❝♦♠♣r✐s❡s t❤r❡❡ s✉❜♣❤❛s❡s✿ ✭✶✮ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡✱ ✭✷✮ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♣r♦✜❧❡ ❜②

♠✉❧t✐♣❛rt② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✭✸✮ r❛♥❞♦♠ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✭s✉❜♣❤❛s❡ ✭✸✮ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡r❡

❛r❡ t❤r❡❡ ♣❧❛②❡rs✮✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ❡❛❝❤ ♦❢ s✉❜♣❤❛s❡ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ s❡t

δ(h) = ε2/2K+1✳
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✭✶✮ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡✳ ❊❛❝❤ ♣❧❛②❡r ♣✉❜❧✐❝❧② ❜r♦❛❞❝❛sts t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t

❤❡ s❡♥t ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s✉❜♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭♦r t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡

♣❧❛②❡rs✮✱ ❛❧❧ ♥♦♥✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡rs ❝♦♠♠♦♥❧② ❛❣r❡❡ ✭✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❧❡❛st 1 − δ(h) ✇❤❡♥

t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣❧❛②❡rs✮ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✇❤❡r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❞❡✈✐❛t❡s ✐♥ t❤✐s s✉❜♣❤❛s❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡✲

q✉❡♥❝❡✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❤✐st♦r② (h, s)✱ ❛❧❧ ♥♦♥✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡rs ❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s

✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❧❡❛st 1 − ε2 ✭✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st ❢♦✉r ♣❧❛②❡rs✮✳

✭✷✮ ❈❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♣r♦✜❧❡✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ♦❢ ❛t ❧❡❛st |I| − 1 ♣❧❛②❡rs t❤❛t ❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ s✱ t❤❡♥ ♣❧❛②❡rs ♣❧❛② ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡② ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠✉❧t✐♣❛rt② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ❞r❛✇s (ai)i∈P (h) ❢r♦♠ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ(h, s) ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠s ♣❧❛②❡r i ♦❢ ai ♦♥❧②✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ♠♦st ε ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣❧❛②❡rs

❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ❛ ❞❡✈✐❛t♦r✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❛rt② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❛s

❢♦❧❧♦✇s✳

▲❡t p = p (h) s✉❝❤ t❤❛t p > 1/δ (h)✱ ❛♥❞ p > |Ai (h)| ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ P (h)✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

❛❧❧ ❛❝t✐♦♥ s❡ts Ai(h) ❛r❡ s✉❜s❡ts ♦❢ Zp ❛♥❞ ❧❡t M (h) = Zp ∪ {♦} ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s✳ 7

▲❡t (f i (·))i∈I ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦✈❡r Zp✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ (f i (x))i∈I

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s µ (h, s) ✇❤❡♥ x ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s s❛t✐s❢② t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

• ■❢ x ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ Zp✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ (ai)i∈P (h) ∈
∏

i∈P (h) Ai (h)✱

∣

∣

∣

∣

Pr
(

(

f i (x)
)

i∈P (h)
= (ai)i∈P (h)

)

− µ (h, s)
(

(

ai
)

i∈P (h)

)∣

∣

∣

∣

< δ (h) .

• ❋♦r ❡❛❝❤ ♥♦♥✲❛❝t✐✈❡ ♣❧❛②❡r i /∈ P (h)✱ f i (x) = 1 ❢♦r ❛❧❧ x ∈ Zp✳

• ■❢ ai ∈ Zp \ Ai (h) ❢♦r s♦♠❡ ❛❝t✐✈❡ ♣❧❛②❡r i ∈ P (h)✱ t❤❡♥

Pr
(

(

f i (x)
)

i∈P (h)
=

(

ai
)

i∈P (h)

)

= 0.

▲❡t ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ❝❤♦♦s❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❡❝r❡t ✐♥♣✉t xi ∈ Zp ❛♥❞ ❧❡t x = x1 + · · · +

x|I|✳ ❆s s♦♦♥ ❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❧❛②❡r i ❝❤♦♦s❡s xi ✉♥✐❢♦r♠❧②✱ t❤❡♥ x ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱

r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ♦t❤❡r s❡❝r❡ts (xj)j∈I ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡ ♣❧❛②❡rs t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❛rt②

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❇●❲ ❛♥❞ ❘❇ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ (f i (x))i∈P (h)✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s✉❜♣❤❛s❡✱

7 ❙✐♥❝❡ ❛❝t✐♦♥s s❡ts ❛r❡ ✜♥✐t❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛♣ ❛❝t✐♦♥s ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ t♦ ✐♥t❡❣❡rs ✐♥ {1, . . . , p}✳
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❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤✐s ♦✉t♣✉t f i (x)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✬s

r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥ ❢♦r ♣❧❛②❡r i✿ ✐❢ f i (x) = ai✱ t❤❡♥ ♣❧❛②❡r i s❤♦✉❧❞ ♣❧❛② ai✳ ■❢ s♦♠❡ ♣❧❛②❡r i

❞♦❡s ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ❛ ✈❛❧✐❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥✱ ❤❡ ❝❤♦♦s❡s ❤✐s ❛❝t✐♦♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧②✳ 8

■❢ ❛ ♣❧❛②❡r r❡❝❡✐✈❡s ❛♥ ✐♥✈❛❧✐❞ ♠❡ss❛❣❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s✉❜♣❤❛s❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❝❡✐✈✲

✐♥❣ ❛ ♥✉❧❧ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ✐♥ Zp✮✱ t❤❡♥ ❤❡ ❛s❦s t❤❡ s❡♥❞❡r t♦ ♣✉❜❧✐❝❧② ❜r♦❛❞❝❛st

t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✳ ■❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st❡❞ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ✐♥✈❛❧✐❞ ❛s ✇❡❧❧✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ♥♦♥✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡rs

❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r ❛♥❞ t❤❡② ♠✐♥✐♠❛① ❤✐♠ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳

❲❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♦r ♠♦r❡ ♣❧❛②❡rs✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❇●❲✬s ♣r♦t♦❝♦❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s

t❤❛t ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs✿ ❛ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡

✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❝♦rr❡❝t❧② r❡❝❡✐✈❡s ❤✐s

r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣❧❛②❡rs ✇❡ ❛❞❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s✉❜♣❤❛s❡✳ 9

✭✸✮ ❘❛♥❞♦♠ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣❧❛②❡rs ❞❡❝✐❞❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❥♦✐♥t ❧♦tt❡r②✱ ✇❤❡t❤❡r t♦

♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s✉❜♣❤❛s❡ ♦r ♥♦t✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❜r♦❛❞❝❛sts ❛❧❧ ♠❡ss❛❣❡s

❤❡ s❡♥t ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s✉❜♣❤❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ♥♦t❤✐♥❣ ✐s r❡✈❡❛❧❡❞

❛♥❞ t❤❡ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡ ❡♥❞s ✭❡✈❡r② ♣❧❛②❡r s❡♥❞s ♥✉❧❧ ♠❡ss❛❣❡s✮✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ♣❧❛②s ❤✐s

r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❥♦✐♥t ❧♦tt❡r② ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜r♦❛❞❝❛sts ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧②

❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r yi ∈ Zp✳ ❚❤❡ ♣❧❛②❡rs ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐❢ y1 + · · · +

y|I| < εp✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 1 − ε✳ ■❢ s♦♠❡ ♣❧❛②❡r i ❞♦❡s ♥♦t

❜r♦❛❞❝❛st ❛ ✈❛❧✐❞ ♥✉♠❜❡r✱ ✇❡ s❡t yi = 0✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ yi✬s ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s s♦♦♥

❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❧❛②❡r i ❝❤♦♦s❡s yi ✉♥✐❢♦r♠❧②✳

❚❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❘❇✬s ♣r♦t♦❝♦❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s✉❜♣❤❛s❡ ✐s

❡①❡❝✉t❡❞ ✭r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ❛♥② ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s s✉❜♣❤❛s❡✮✱ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t

❧❡❛st 1− δ (h)✱ ❛❧❧ ♥♦♥✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡rs ❝♦rr❡❝t❧② ❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ ❛♥② s✐♥❣❧❡ ❞❡✈✐❛t♦r

✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s✉❜♣❤❛s❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❛❧❧ ❛❣r❡❡ t❤❛t ♣❧❛②❡r i ❞❡✈✐❛t❡❞✱ t❤❡♥ ❛❧❧

t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs ♠✐♥✐♠❛① ♣❧❛②❡r i ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✿ t❤❡② ✉s❡ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲

t✐♦♥ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s ♣❧❛②❡r i✬s ♣❛②♦✛✳ 10 ■❢ ♥♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇❛s

❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s✉❜♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♣r♦✜❧❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♣✉t❛✲

8 ❚❤✐s ♠❛② ♦❝❝✉r ♦♥❧② ✐❢ ♦♥❡ ♣❧❛②❡r ❞❡✈✐❛t❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤r❡❡
♣❧❛②❡rs✳
9 ❚❤✐s s✉❜♣❤❛s❡ ✐s ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❇❡♥✲P♦r❛t❤ ✭✶✾✾✽✮✱ s❡❡
❛❧s♦ ❍❡❧❧❡r ✭✷✵✶✵❛✮✳
10 ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛t ❛r❡ s❡❝✉r❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❡②❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✮✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞
♣r♦✜❧❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✬s ♣❛②♦✛✳

✶✾



t✐♦♥ s✉❜♣❤❛s❡✳

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s✳ ◆♦✇ ✇❡

♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ 3ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♣❛②♦✛ ε✲❝❧♦s❡ t♦ g✳

❋✐rst✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐❢ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s z✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧♦s❡

t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❜② µ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♣❛②♦✛ ✐s ✐♥ ❛♥ ε✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ g✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t

❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ z ✐s ✜♥✐t❡ ✭✐❢ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✮ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♦r ♠♦r❡

♣❧❛②❡rs✿ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❤✐st♦r②✱ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦❢ ❇●❲ ♦♥❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡

❛r❡ t❤r❡❡ ♣❧❛②❡rs✱ z ✐s ✜♥✐t❡✲✐♥✲❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✿ ❡❛❝❤ s✉❜♣❤❛s❡ ✐s ✜♥✐t❡ ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss

♦❢ ❘❇✬s ♣r♦t♦❝♦❧✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜♣❤❛s❡s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧♦tt❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s✉❜♣❤❛s❡✮ ✐s 1/ε✱

s♦ ✐t ✐s ✜♥✐t❡ ❛s ✇❡❧❧✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✜✈❡ t②♣❡s ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✿

✭✶✮ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❤❛s❡✱ ✭✷✮ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s✉❜♣❤❛s❡✱

✭✸✮ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s✉❜♣❤❛s❡✱ ✭✹✮ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣❧❛②✐♥❣ st❛❣❡✱ ✭✺✮ ❣✐✈✐♥❣

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✭♥♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡♠✮ ✐s ♣r♦✜t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✳

✭✶✮ ❉❡✈✐❛t✐♥❣ ❛t ✏♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡✑ s✉❜♣❤❛s❡s✳ ■♥ t❤❡s❡ s✉❜♣❤❛s❡s✱

♣❧❛②❡rs ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜r♦❛❞❝❛st t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s t❤❡② r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s✉❜♣❤❛s❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❤✐st♦r② (h, s)✱ ♣❧❛②❡r i ♠✐❣❤t ❞❡✈✐❛t❡ ❛♥❞

s❡♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡ss❛❣❡s ✐♥ t❤✐s s✉❜♣❤❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✴❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡rs ❝♦♠♠♦♥❧② ❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐t② ❛t ❧❡❛st 1 − δ (h) ✭✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♣❧❛②❡rs ♦r ♠♦r❡✮✳ ❚❤✉s✱

❛t ❛❧❧ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛t t❤❡s❡ s✉❜♣❤❛s❡s✱ ❛❧❧ ♥♦♥✲

❞❡✈✐❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡rs ❦♥♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡❝t r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱

✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❧❡❛st

1 −
∞
∑

K=1

δ
(

(ak)k<K

)

≤ 1 −
∞
∑

K=1

ε2/2K+1 = 1 − ε2.

❚❤✉s✱ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❧❡❛st 1 − ε2✱ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t t❤❡s❡ s✉❜♣❤❛s❡s ✐s ♥♦t ♣r♦✜t❛❜❧❡✳

❲✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ε2✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r ♠❛② ❣❛✐♥ ❛t

♠♦st ✶ ✭♣❛②♦✛s ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡s❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐s ❛t ♠♦st ε2✳

✭✷✮ ❉❡✈✐❛t✐♥❣ ❛t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s✉❜♣❤❛s❡s✳
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• P✉❜❧✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✲ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s✉❜♣❤❛s❡✱ ♣❧❛②❡r i ♠❛② ❜r♦❛❞❝❛st ❛♥

✐♥✈❛❧✐❞ ♠❡ss❛❣❡✱ ❡✳❣✳ ❜② s❡♥❞✐♥❣ ❛ ♥✉❧❧ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ✐♥ Zp✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱

❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs ❞❡t❡❝t t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐♥♠❛① ♣❧❛②❡r i✳ ❇❡✐♥❣ ♠✐♥♠❛①❡❞ ♠❛②

✐♥❝r❡❛s❡ ♣❧❛②❡r i✬s ♣❛②♦✛ ❜② ❛t ♠♦st ε r❡❧❛t✐✈❡ t♦ g✱ ❛♥❞ t❤✉s ❜② ❛t ♠♦st 2ε r❡❧❛t✐✈❡ t♦

t❤❡ ♣❛②♦✛ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② z✳

• Pr✐✈❛t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✲ ❈♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ t❤r❡❡ ♣❧❛②❡r ❝❛s❡✳ ❆ ♣❧❛②❡r ♠❛② s❡♥❞ ❛♥

✐♥❝♦rr❡❝t ♠❡ss❛❣❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❡ss❛❣❡

✐s ✐♥❝♦rr❡❝t✳ ❚❤✐s ♠❛② ②✐❡❧❞ ❛ ♣r♦✜t ♦❢ ❛t ♠♦st ✶ ✐❢✱ ❛t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ st❡♣✱

t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧♦tt❡r② ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❞♦ ♥♦t ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣

s✉❜♣❤❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❧❡❛st 1−ε✱

❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐✲

❛t♦r ✐s r❡✈❡❛❧❡❞ t♦ ❛❧❧ ♥♦♥✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡rs ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❧❡❛st 1 − ε2✳ ■♥ t❤✐s

❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs ♠✐♥♠❛① t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ ❛♥❞ ❤❡

♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ ❤✐s ♣❛②♦✛ ❜② ❛t ♠♦st 2ε✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s

❛t ♠♦st 3ε✳

❲❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st ❢♦✉r ♣❧❛②❡rs✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡

♥♦ s✉❝❤ ✉♥❞❡t❡❝t❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✿ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♠❡ss❛❣❡ ✐s

✐♥❝♦rr❡❝t ✭t❤❛t ✐s✱ ♥♦t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✬s ♦❜❡❞✐❡♥t str❛t❡❣✐❡s✮✱ ❛s❦ t❤❡

r❡❝✐♣✐❡♥t t♦ ❜r♦❛❞❝❛st ✐t✱ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st❡❞ ♠❡ss❛❣❡

✭✐❢ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♥✈❛❧✐❞✱ ✐t ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✮✳

✭✸✮ ❉❡✈✐❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s✉❜♣❤❛s❡✳❲❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❤r❡❡

♣❧❛②❡r ❝❛s❡ ❤❡r❡✳ P❧❛②❡r i ♠❛② ❞❡✈✐❛t❡ ❛t t❤❡ ❥♦✐♥t ❧♦tt❡r② st❡♣✱ ❜✉t s✉❝❤ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞♦❡s

♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r②✬s r❡s✉❧t✳ ❍❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❞❡✈✐❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠

♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s✉❜♣❤❛s❡ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t

❧❡❛st 1 − δ (h)✱ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛t t❤✐s st❛❣❡ ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t ♣❧❛②❡rs✬ ❛ss❡ss♠❡♥ts ♦♥

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s✉❜♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t ♣❧❛②❡r i✬s ♣❛②♦✛✳

❚❤✉s✱ ♣❧❛②❡r i ❣❛✐♥s ❜② ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s✉❜♣❤❛s❡✱ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❛t ♠♦st δ (h)✳ ❆s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣s ❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡ ✐s 1/ε✱

♣❧❛②❡r i ❣❡ts ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛t ♠♦st εδ (h) = ε/2K+1✱ ❜② ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❛t ❛❧❧ r❛♥❞♦♠

♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s✉❜♣❤❛s❡s ❛❢t❡r ❛ ❤✐st♦r② ♦❢ ❧❡♥❣t❤ K✳ ❚❤✉s✱ ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ r❛♥❞♦♠

♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s✉❜♣❤❛s❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❣❛♠❡ ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✬s ♣❛②♦✛ ❜② ❛t

♠♦st ε✳

✭✹✮ ❉❡✈✐❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛②✐♥❣ st❛❣❡✳ P❧❛②❡r i ♠❛② ♣❧❛② ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡

r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✴❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs ✇✐❧❧

❦♥♦✇ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ♣❛st r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❧❡❛st 1 − δ (h)✳ ❚♦❣❡t❤❡r
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✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✬s r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ✐s ❛♥ ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡

❡①t❡♥❞❡❞ ❣❛♠❡ G (D)✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♣❧❛②❡r i ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ ❤✐s ♣❛②♦✛ ❜② ❛t ♠♦st

2ε + ε2 ❜② t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳

✭✺✮ ●✐✈✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs✿ P❧❛②❡r i ♠❛② ❞❡✈✐❛t❡ ❜② s❡♥❞✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r

♣❧❛②❡r ✭s❛② ♣❧❛②❡r j✮ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ t❤❡r❡❜②

❛❧❧♦✇✐♥❣ ♣❧❛②❡r j t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡

❛ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❛❧s♦ ♣r♦✜t❛❜❧❡ t♦ ♣❧❛②❡r i✮✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❧② ✉♥✐❧❛t❡r❛❧

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣❧❛②❡r i s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ♣❧❛②❡r j t♦ ❝♦♥❢♦r♠ ✇✐t❤ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s

❛♥❞ t❤✉s ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡ ❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ♣❧❛②❡r i ❞❡✈✐❛t❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ♦✛ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✭✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ ❛♥② ♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✮ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥♦ ♦t❤❡r

♣❧❛②❡r j ❞❡✈✐❛t❡s ❛❢t❡r✇❛r❞s✳

❋r♦♠ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♥♦ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ t❤❡

❞❡✈✐❛t♦r ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ 3ε✳ �

✹✳✸ ❆❧♠♦st✲Pr❡✲P❧❛② ❈❤❡❛♣✲❚❛❧❦ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳

P❘❖❖❋✳ ❲❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t♦ ②✐❡❧❞ ❛♥ ❛❧♠♦st✲

♣r❡✲♣❧❛② ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ 3ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ z′ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♣❛②♦✛ ✐♥ ❛♥ ε✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ g✳ ❲❡ ✉s❡

t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ●✐✈❡♥ ❛ ❤✐st♦r②

h ∈ H ♦❢ ❧❡♥❣t❤ K✱ ❧❡t S (h) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤✐st♦r✐❡s ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t

✇✐t❤ h✳ ❚❤❛t ✐s✱ (si
k)k=1,...,K,i∈P(h|k) ∈ S (h) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∀k = 1, . . . , K✱ si

k ∈ Ai
(

h|k

)

✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❤✐st♦r② h ∈ H ❛♥❞ s ∈ S (h)✱ ❧❡t L (h, s) ∈ N ❜❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥t❡❣❡r s✉❝❤

t❤❛t ✐❢ L (h, s) ♠❛♥② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ µ (h, s)✱ t❤❡♥ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❧❡❛st

1 − δ (h) = 1 − ε/2K+1✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ µL (h, s) ✐s δ(h)✲❝❧♦s❡ t♦

µ (h, s)✿ ∀a ∈ A (h) , |µL (h, s) (a) − µ (h, s) (a)| < δ (h)✳

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥♦✇ ❛ ❧♦♥❣ ♣r❡✲♣❧❛② ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ ❛ s❤♦rt ♣✉❜❧✐❝ ♠✐❞✲♣❧❛② ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦

♣❤❛s❡s✳

Pr❡✲♣❧❛② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ♣❡r❢♦r♠ ♠✉❧t✐✲

♣❛rt② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❛♥② t✐♠❡s✱ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r

❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤✐st♦r② ❛♥❞ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛st r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♣r♦✜❧❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤

❡①t❡♥❞❡❞ ❤✐st♦r② (h, s) ✇❤❡r❡ h ∈ H ❛♥❞ s ∈ S (h)✱ ♣❧❛②❡rs ❡①❡❝✉t❡ L (h, s) ♠❛♥② t✐♠❡s t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜✲♣❤❛s❡s✿ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♣r♦✜❧❡ ❜② ♠✉❧t✐♣❛rt② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳

✭❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤r❡❡ ♣❧❛②❡rs✳

✷✷



❆ s✐♥❣❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡♥❞s ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧♦tt❡r② ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❞♦ ♥♦t

❝♦♥❞✉❝t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳✮

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❥♦✐♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ L (h, s) ♠❛♥② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤

♣❛✐r (h, s)✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❦♥♦✇s ♦♥❧② ❤✐s ♣❛rt ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦✜❧❡✳ ■❢ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥

❛♥② s✉❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ♣❧❛②❡rs ♠✐♥♠❛① t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♣❧❛②❡rs

❡①❡❝✉t❡ ❛ s✐♥❣❧❡✲st❛❣❡ ♣✉❜❧✐❝ ♠✐❞✲♣❧❛② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❛❝t✐♦♥

♣r♦✜❧❡✳

▼✐❞✲♣❧❛② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❤✐st♦r② h ∈ H✱ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

s✉❜♣❤❛s❡s✿ ✭✶✮ ❋♦r ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛st r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♣r♦✜❧❡s s ∈ S (h)✱ 11 t❤❡ ♣❧❛②❡rs ♣❡r✲

❢♦r♠ ❛ ❥♦✐♥t ❧♦tt❡r② ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r j (h, s) ❜❡t✇❡❡♥

✶ ❛♥❞ L (h, s)✳ ❚❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♣r♦✜❧❡ ✐s t❤❡♥ t❤❡ j (h, s)✲t❤ ♣r♦✜❧❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ L (h, s)

♣r♦✜❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲♣❧❛② ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡✳ ✭✷✮ ❚❤❡ ♣❧❛②❡rs ❡①❡❝✉t❡ ❛ ✏♠♦♥✐t♦r✐♥❣

♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡✑ s✉❜♣❤❛s❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜r♦❛❞❝❛st t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ♦❢

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡✳ 12 ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝✲

t✐♦♥✴♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ♣❤❛s❡✱ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❦♥♦✇ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞

♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❧❡❛st 1 − δ (h)✳ ❚❤✉s ✇✐t❤ ❤✐❣❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡② ❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇ s✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ♣❧❛②s ❤✐s j (h, s)✲t❤ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥

❢♦r (h, s)✳

❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐♠♣❧② t❤❛t z′ ✐s ❛♥ ❛❧♠♦st✲♣r❡✲♣❧❛② ❝❤❡❛♣✲

t❛❧❦ 3ε✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♣❛②♦✛ ε✕❝❧♦s❡ t♦ g✳ �

◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❧♠♦st✲♣r❡✲♣❧❛② ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ❛♥

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ 13 ✇❤❡r❡ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤

❡①t❡♥❞❡❞ ❤✐st♦r② ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ L (h) ♣r♦✜❧❡s✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ✉s❡ ❛♥ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡

❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ Pr❡✲♣❧❛② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s s❤♦rt❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡

♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✭✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt✮✳

11 ❚❤❡ ♣❧❛②❡rs ❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇ ❛❧❧ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❡①❝❡♣t t❤❡ ❧❛st ♦♥❡✳
12 ❆s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s✉❜♣❤❛s❡ ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞✱ ♣❧❛②❡rs ❝❛♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜r♦❛❞❝❛st ❛❧❧ t❤❡s❡
♠❡ss❛❣❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✳
13 ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ♥♦t t♦ ✉s❡ t❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐ts
❢♦r♠❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

✷✸



✺ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s

✭✶✮ ❘❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❝♦❛❧✐t✐♦♥❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✿ ❆❜r❛❤❛♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✱ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❍❡❧❧❡r ✭✷✵✶✵❛✮

❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t♦ ✉s❡ ❘❛❜✐♥ ❛♥❞ ❇❡♥✲❖r ✭✶✾✽✾✮ ❛♥❞ ❇❡♥✲❖r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✽✮✬s ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r

✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✲❢♦r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❣❛♠❡s ✐♥ ✇❛②s t❤❛t ❛r❡ r❡s✐st❛♥t

t♦ ❝♦❛❧✐t✐♦♥❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❍❡❧❧❡r ❞❡✜♥❡s ❛ k✲str♦♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛s ❛ ♣r♦✜❧❡

t❤❛t ✐s r❡s✐st❛♥t t♦ ❥♦✐♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ✉♣ t♦ k ♣❧❛②❡rs✱ ❛♥❞ s❤♦✇s ❤♦✇ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t

❛♥② k✲str♦♥❣ ♥♦r♠❛❧✲❢♦r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ❛ k✲str♦♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡

❡①t❡♥❞❡❞ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❣❛♠❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✐s ❛ ♠✐♥♦r✐t②✿ k <

|I| /2✳ ❚❤❡ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐s r❡s✐st❛♥t t♦ ❝♦❛❧✐t✐♦♥❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♠✐♥♦r✐t✐❡s✳

✭✷✮ ●❡♥❡r❛❧ ❛❝t✐♦♥ s❡ts✿ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡

❣❛♠❡ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ♥♦✇ s❤♦rt❧② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s

♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t s✉❜s❡t ♦❢ ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡

♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✾ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤✐s s❡t✉♣✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤❡

r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ③❡r♦s ❛♥❞ ♦♥❡s✳

❊❛❝❤ s✉❝❤ ✏❜✐t✑ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✭✇❤❡r❡ t❤❡

♣❧❛②❡rs s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s❡♥❞ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❛t ❡❛❝❤ ♠✐❞✲♣❧❛② ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦

♣❤❛s❡✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦♥❧② ✉♥❞❡r str♦♥❣ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡

str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ tr❡❡✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❛t

❡❛❝❤ st❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

s❝❤❡♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ s❡ts

❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r ❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛s ❝❛♥ ❜❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉♥♠❡❞✐❛t❡❞ ❝❤❡❛♣✲t❛❧❦ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ❍❡❧❧❡r ❛♥❞ ❙♦❧❛♥ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ■sr❛❡❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✭❣r❛♥t

♥✉♠❜❡r ✷✶✷✴✵✾✮✳

✷✹



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆❜r❛❤❛♠ ■✳✱ ❉♦❧❡✈ ❉✳✱ ●♦♥❡♥ ❘✳✱ ❍❛❧♣❡r♥ ❏✳✱ ✷✵✵✻✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡❡ts ❣❛♠❡ t❤❡♦r②✿

r♦❜✉st ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r r❛t✐♦♥❛❧ s❡❝r❡t s❤❛r✐♥❣ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❛rt② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ Pr♦❝✳ ✷✺ ❆❈▼ ❙②♠♣✳

Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✺✸✲✻✷✳

❬✷❪ ❆❜r❛❤❛♠ ■✳✱ ❉♦❧❡✈ ❉✳✱ ●♦♥❡♥ ❘✳✱ ✷✵✵✽✳ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ r♦❜✉st ❛♥❞ r❡s✐❧✐❡♥t

♠❡❞✐❛t♦rs✳ ❚❈❈✱ ✷✵✵✽✳

❬✸❪ ❆✉♠❛♥♥ ❘✳❏✳✱ ✶✾✼✹✳ ❙✉❜❥❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ str❛t❡❣✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✿✻✼✕✾✺✳

❬✹❪ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❉✳✱ ❋❡r❣✉s♦♥ ❚✳❙✳✱ ✶✾✻✽✳ ❚❤❡ ❜✐❣✲♠❛t❝❤✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ✸✾✭✶✮✱

✶✺✾✲✶✻✸✳

❬✺❪ ❇❛r❛♥② ■✳✱ ✶✾✾✷✳ ❋❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ♦r ❤♦✇ t❤❡ ♣❧❛②❡rs r❡♣❧❛❝❡ ❢♦rt✉♥❡✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢

❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✳ ✶✼✱ ✸✷✾✲✸✹✵✳

❬✻❪ ❇❡♥✲❖r ▼✳✱ ●♦❧❞✇❛ss❡r ❙✳✱ ❲✐❣❞❡rs♦♥ ❆✳✱ ✶✾✽✽✳ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠s ❢♦r ♥♦♥✲❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝

❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭❡①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t✮✳ Pr♦❝✳ ✷✵ ❙❚❖❈ ❆❈▼✱ ✶✲✶✵✳

❬✼❪ ❇❡♥✲P♦r❛t❤ ❊✳✱ ✶✾✾✽✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♠❡❞✐❛t✐♦♥✿ ❡①♣❡♥❞✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♦✉t❝♦♠❡s ❜② ✏❝❤❡❛♣✑ ♣r❡✲♣❧❛② ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r② ✽✵✱ ✶✵✽✲✶✷✷✳

❬✽❪ ❇❡♥✲P♦r❛t❤ ❊✳✱ ✷✵✵✸✳ ❈❤❡❛♣ t❛❧❦ ✐♥ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝
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