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❆❜str❛❝t

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞❡♠♦❝r❛t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ r❡s♦✉r❝❡ ❡①♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s
✉s✐♥❣ ❛ t✇♦ ♣❡r✐♦❞ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts✿ ❡❧✐t❡
✇❤♦ ♦✇♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❝✐t✐③❡♥s ✇❤♦ ♦✇♥ ❧❛❜♦r✳ ❚❤❡ ❡❧✐t❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡✱
✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡✐r ♣❧❛♥s ❢♦r r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳
❈✐t✐③❡♥s✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✱ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ❡❧✐t❡
t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡✐r s❤❛r❡ ♦❢ r❡♥ts ❢r♦♠ ✉♥✲❡①tr❛❝t❡❞ r❡s♦✉r❝❡s✳ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡
❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧✐t❡ r❡♠❛✐♥ ✐♥ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❛t ❝✐t✐③❡♥s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡
✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ r❡✈♦❧t✳ ❚❤❡s❡ ♣♦❧✐❝✐❡s s✉❜s✐❞✐③❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst
♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t
s✉❜s✐❞② ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts ❝♦st✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡♠♦❝r❛❝② ❝❛s❡ ❛r❡ ♥♦t
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤r❡❛t ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈♦t❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡
r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♦✈❡r ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ❝❛s❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ❝❛s❡✳
❆❧s♦✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡s♦✉r❝❡ s❡❝t♦r ✐s ❧♦✇❡r✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✜♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✐s t❤❛t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ❣♦❡s ❛❣❛✐♥st ♣r✐❝❡ s✐❣♥❛❧s❀ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳ ◆♦♥✲❉❡♠♦❝r❛t✐❝ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ✐s
t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧✐t❡ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st❧② ♣♦❧✐❝✐❡s t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❉✼✷❀ ◗✸✷❀◗✸✹✳ ❑❡②✇♦r❞s✿ r❡s♦✉r❝❡ ❝✉rs❡❀ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥❀
✐♥st✐t✉t✐♦♥s

∗■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ ❢♦r ◆❣♦ ❱❛♥ ▲♦♥❣ ❢♦r ❤✐s ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ✇r✐t✐♥❣ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ■ ❛♠ ❛❧s♦ t❤❛♥❦❢✉❧
t♦ ❍❛ss❛♥ ❇❡♥❝❤❦r♦✉♥✱ ❘♦❜❡rt ❈❛✐r♥s✱ ❋r❛♥q✉❡ ●r✐♠❛r❞✱ ❏❡♥♥② ❍✉♥t✱ ❛♥❞ ▲✐❝✉♥ ❳✉❡ ❢♦r t❤❡✐r ✉s❡❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts
❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ■ ❛♠ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♦❢ ▼♦♥tr❡❛❧ ◆❛t✉r❛❧ ❘❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s
❲♦r❦s❤♦♣ ❛♥❞ t❤❡ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❆♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡✐r ❢❡❡❞❜❛❝❦✳

†❙❛♠❡r ❆t❛❧❧❛❤✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❉❡♣❛rt♠❡♥t✳ ▼❝●✐❧❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈■❘❊◗✳ ✽✺✺ ❙❤❡r❜r♦♦❦❡ ❙t ❲❡st✳ ▼♦♥tr❡❛❧✱ ◗❈
❍✸❆ ✷❚✼✳ ❊♠❛✐❧✿ s❛♠❡r✳❛t❛❧❧❛❤❅♠❝❣✐❧❧✳❝❛

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆♠♦♥❣ t❤❡ t♦♣ t✇❡♥t② ✜✈❡ ❢✉❡❧ ❡①♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ♦♥❧② ◆♦r✇❛② ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❛ ✏❢✉❧❧ ❞❡♠♦❝r❛❝②✑
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐st ■♥❞❡① ♦❢ ❉❡♠♦❝r❛❝②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ ❤❛♥❞❢✉❧ ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✏❢✉❧❧ ❞❡♠♦❝r❛❝✐❡s✑ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t♦♣ ❝♦✉♥tr✐❡s ❡①♣♦rt✐♥❣ ♦r❡s ❛♥❞ ♠✐♥❡r❛❧s✶✭❚❛❜❧❡ ✶✮✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
✐s ❜❛❝❦❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s t❤❛t ❢♦✉♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✱
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦✐❧✱ ❛♥❞ ❞❡♠♦❝r❛❝②✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t r❡s♦✉r❝❡s ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❞❡♠♦❝r❛❝②
❬❋r❛♥❦❡❧✱ ✷✵✶✵✱ ❏❡♥s❡♥ ❛♥❞ ❲❛♥t❝❤❡❦♦♥✱ ✷✵✵✹✱ ❘♦ss✱ ✷✵✵✶✱ ❙♠✐t❤✱ ✷✵✵✹❪✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐t ❝♦✉❧❞
❜❡ t❤❛t ♦✐❧ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❤❡r❡ ❞❡♠♦❝r❛❝② ✐s ❛❜s❡♥t✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ▼✐❞❞❧❡ ❊❛st ✇❤❡r❡ ❛✉t❤♦r✐t❛r✐❛♥ r❡❣✐♠❡s ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s
t♦ ♠❛❥♦r ♦✐❧ ❡①♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥ ❆❢r✐❝❛ s✉❝❤ ❛s ◆✐❣❡r✐❛✱ ●❛❜♦♥ ❛♥❞ ❙✉❞❛♥✳ ❊✐t❤❡r ✇❛②✱ t❤❡
q✉❡st✐♦♥ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ✇❤② ✐s ✐t t❤❛t r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s ❞♦ ♥♦t ♠❛❦❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦
❞❡♠♦❝r❛❝② ✇❤❡r❡❛s r❡s♦✉r❝❡ ♣♦♦r ❝♦✉♥tr✐❡s ♠❛❦❡ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚♦ ♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱
t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛tt❡♠♣t t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✉♥t✐❧ r❡❝❡♥t❧②✱ ❡❝♦♥♦♠✐sts ❤❛✈❡ ♥♦t ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❞❡♠♦❝r❛t✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳

❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❞❡♠♦❝r❛t✐③❛t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣♦❧✐t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❡✐t❤❡r
t❤r♦✉❣❤ ❛ r✐s❡ ♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝❧❛ss t❤❛t ❞❡♠❛♥❞s ♠♦r❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ♦r t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣♦❧✐t✐❝❛❧
♠❛ss t❤❛t ❤❛s ❛ ❝r❡❞✐❜❧❡ t❤r❡❛t ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝r♦✇❞s
♦✉t ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ ♦t❤❡r s❡❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❞❡❡♠❡❞ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❣r♦✇t❤ ❛♥❞
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s✉❝❤ ❛s ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❤✉♠❛♥ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ❬●②❧❢❛s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✱ ❙❛❝❤s ❛♥❞
❲❛r♥❡r✱ ✷✵✵✶❪✳ ❚❤✐s ❝r♦✇❞✐♥❣ ♦✉t ❡✛❡❝t ❜❧♦❝❦s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ♠♦❞❡r♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ▲✐♣s❡t
❬✶✾✺✾❪✱ ❛s ✐t ❤✐♥❞❡rs t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❣❡♥ts t❤❛t ✐s ♣♦✇❡r❢✉❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧❧②✳
❆s ❢♦r t❤❡ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡✇ str❡❛♠ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❛tt❡♠♣ts t♦ ❡①♣❧❛✐♥
♣♦❧✐t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❡s✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥✢✐❝t
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts✿ ❛ r✐❝❤ ♠✐♥♦r✐t② t❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ❤♦❧❞s ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❛ ♣♦♦r ♠❛❥♦r✐t②
t❤❛t ❞❡♠❛♥❞s ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✳ ■♥ ❛ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② s❡tt✐♥❣✱ ❡❧✐t❡ ✉s❡ t❤❡✐r ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r t♦ s❡t
r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♣♦❧✐❝✐❡s t♦ t❤❡✐r ❜❡♥❡✜t✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ♣♦♦r ❛❣❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❢❛✈♦r ❛ ♠♦r❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡
s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❜t❛✐♥ ✐♥ ❛ ❞❡♠♦❝r❛❝②✱ ✇❤❡r❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
t❤r♦✉❣❤ ✈♦t✐♥❣ ❛♥❞ r❡✢❡❝t t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈♦t❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ✐❢
❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ s♦❧❡❧② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✐❞❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ❛ ♣♦❧✐t✐❝❛❧
str✉❝t✉r❡ ♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❡❧✐t❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛s ✐t ✐s✳ ❚❤❡②
♠✐❣❤t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r ✏❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♥❝❤✐s❡✑ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝r❡❞✐❜❧❡ t❤r❡❛t ♦❢

✶■♥ ✷✵✵✽✱ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐st ■♥❞❡① ♦❢ ❉❡♠♦❝r❛❝② r❛♥❦❡❞ ✺✶ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛s ✏❛✉t❤♦r✐t❛r✐❛♥✑✱ ✸✻ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛s ✏❤②❜r✐❞
r❡❣✐♠❡s✑✱ ✺✵ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛s ✏✢❛✇❡❞ ❞❡♠♦❝r❛❝✐❡s✑ ❛♥❞ ✸✵ ❛s ✏❢✉❧❧ ❞❡♠♦❝r❛❝✐❡s✑✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥❞❡① ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s
t❤❡ ❋r❡❡❞♦♠ ❍♦✉s❡ ✐♥❞❡① ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss str✉❝t✉r❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐st ■♥❞❡① ♦❢ ❉❡♠♦❝r❛❝②✳ ❚❤❡ ✷✵✶✵ ❋r❡❡❞♦♠
❍♦✉s❡ ■♥❞❡① ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✹✼ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛s ✏♥♦t✲❢r❡❡✑✱ ✺✽ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛s ✏♣❛rt✐❛❧❧② ❢r❡❡✑ ❛♥❞ ✽✾ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛s ✏❢r❡❡✑✳ ❙♦♠❡
r❡s♦✉r❝❡ ❡①♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s s✉❝❤ ❛s ❈❤✐❧❡ ❛♥❞ ❇✉❧❣❛r✐❛ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✏✢❛✇❡❞ ❞❡♠♦❝r❛❝✐❡s✑ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs s✉❝❤ ❛s
●❡♦r❣✐❛ ❛♥❞ ❆r♠❡♥✐❛ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✏❤②❜r✐❞ r❡❣✐♠❡s✑✳

✷



r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦✈❡ ❢r♦♠ ❝✐t✐③❡♥s ❤❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ❡❧✐t❡ ❛s
t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❧♦s❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ❛✇❛② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞❡♠♦❝r❛❝②✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss
♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♦r ❞❡♠♦❝r❛t✐③❛t✐♦♥✱ ✐s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♥❝❤✐s❡ ❢♦r
❡❧✐t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❝✐t✐③❡♥s ❛r❡ ❜♦t❤ ❧♦✇✳ ■♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
r♦❧❡ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② t❤❡ ♠♦r❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ✇✐❧❧ ❤✉rt t❤❡ ❡❧✐t❡ ❛♥❞
❜❡♥❡✜t t❤❡ ♣♦♦r ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② ❬❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❘♦❜✐♥s♦♥✱ ✷✵✵✻✱ ✷✵✵✶❪✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡ t❤❛t
❞❡♠♦❝r❛t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❊✉r♦♣❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡ ❡✐❣❤t❡❡♥t❤ ❛♥❞ ❡❛r❧② ♥✐♥❡t❡❡♥t❤ ❝❡♥t✉r② ❤❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞
t❤✐s ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♣❡♥s t❤❡ ✜❡❧❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s
✇❤❡r❡ r❡s♦✉r❝❡ r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts ♦r
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✷✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛♥❞ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ r❡s♦✉r❝❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✐s t❤❡ ♥♦♥✲r❡♥❡✇❛❜❧❡ s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❞❡♠♦❝r❛t✐③❛t✐♦♥✳ ■t ❛❧s♦ ✉s❡s t❤❡ ✐♥s✐❣❤ts ♦♥
t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ r❡♥t s❡❡❦✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❡s✳ ❲❤❡♥ r❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② r❡s♦✉r❝❡ ❡①♣♦rts ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❣r♦✉♣ ✐♥ ♣♦✇❡r✱ t❤❡② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ st❛②✐♥❣ ✐♥ ♣♦✇❡r
❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ ✐t ❛✇❛② ❬❈❛s❡❧❧✐ ❛♥❞ ❈✉♥♥✐♥❣❤❛♠✱ ✷✵✵✾✱ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳
❲❤❡♥ ❢❛❝❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡r✱ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❜② ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✐s t♦ ❛❞♦♣t ♣♦❧✐❝✐❡s
s✉❝❤ ❛s ♣❛tr♦♥❛❣❡ ❛♥❞ ✉♥♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t t❤❛t ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡t❛✐♥✐♥❣
♣♦✇❡r✳ ❚❤❡s❡ ❝r❡❛t❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡s♦✉r❝❡ s❡❝t♦rs✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❝♦✉♣❧❡
♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✜rst
✐s t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ t❤r❡❛t ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❜② t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡ ♦♥❧② t❤r❡❛t t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ✐s ❛ t❤r❡❛t ♦❢ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣♦❧✐t✐❝✐❛♥ ✇✐t❤ ❛
❝♦♠♣❡t✐♥❣ s❡t ♦❢ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣♦❧✐t✐❝✐❛♥ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡❞✐❛♥
✈♦t❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞♦❡s ✐♥ ❢❛❝t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✱ ✐t ✐s ❢r♦♠ ♦♥ ❞✐❝t❛t♦r t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳
❚❤❡ ♦t❤❡r ♠✐ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡rs ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ■ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ♠✐ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ■ ♠♦❞❡❧ ❛ t❤r❡❛t ♦❢
r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❝✐t✐③❡♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜t ✐s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
r❡s♦✉r❝❡ r❡♥ts✳ ❚❤✐s t❤r❡❛t ✐s ❛ ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛
❢✉❧❧ ✢❡❞❣❡❞ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦r ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s♦❝✐❛❧ ✉♥r❡st t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛✛❡❝t ❡❧✐t❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧②✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡
t❤r❡❛t ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧✐t❡ ❛❞♦♣t ♣♦❧✐❝✐❡s t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❛t
t❤❡ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳

■ ❛❧s♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r ❛ r❡s♦✉r❝❡
❡♥❞♦✇♠❡♥t ✐s ❛ ❜❧❡ss✐♥❣ ♦r ❛ ❝✉rs❡✳ ❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ♥❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝✉rs❡ s❡❡♠ t♦ ❞✐s♠✐ss t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥✸✳ ■♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ q✉❛❧✐t② ✐s ♠♦❞❡❧❡❞

✷❖✐❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❖P❊❈ ✐s ❡✐t❤❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧② t❤r♦✉❣❤
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✜r♠s✳

✸❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝✉rs❡ ❢♦✉♥❞ r♦❜✉st ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞
❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ ❇r✉♥♥s❝❤✇❡✐❧❡r ❛♥❞ ❇✉❧t❡ ❬✷✵✵✽❪✱ ❙❛❝❤s ❛♥❞ ❲❛r♥❡r ❬✶✾✾✺✱ ✶✾✾✾✱ ✷✵✵✶❪✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡
♦✈❡r✈✐❡✇ s❡❡ ❍♦❞❧❡r ❬✷✵✵✻❪ ❛♥❞ ❙❛❝❤s ❛♥❞ ❲❛r♥❡r ❬✷✵✵✶❪✳

✸



❛s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ✐♥ ▼❡❤❧✉♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ♦r ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡
❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❛s ✐♥ ❇❛❧❛♥❞ ❛♥❞ ❋r❛♥❝♦✐s ❬✷✵✵✵❪✱ ♦r ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦r ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❣r♦✉♣s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛s ✐♥ ▲❛♥❡ ❛♥❞ ❚♦r♥❡❧❧ ❬✶✾✾✻❪✱ ❚♦r♥❡❧❧ ❛♥❞ ▲❛♥❡ ❬✶✾✾✾❪✱ ❍♦❞❧❡r ❬✷✵✵✻❪✳ ◆♦♥❡
♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡rs ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ ❛s t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❣✉❡s✳ ❚❤❡
❧✐♥❦❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦❧✐❝✐❡s
❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❤❡r❡ ✐s t❤❛t ❛ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛❞♦♣ts
❞✐st♦rt❡❞ ♣♦❧✐❝✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■ s❤♦✇ ❤♦✇ ♣♦❧✐❝✐❡s
❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ■ ♠❛♣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ r❡❛❧✐t② t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❞✐❝t❛t♦rs❤✐♣ ❛♥❞ ❞❡♠♦❝r❛❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r
t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ❡♠♣❧♦② t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♠♦❝r❛t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ r❡s♦✉r❝❡ ❡①♣♦rt✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✉s✐♥❣ ❛ t✇♦
❝❧❛ss ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt②
r✐❣❤ts ♦✈❡r ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡s♦✉r❝❡s✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♥♦♥✲r❡♥❡✇❛❜❧❡ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s s✉❝❤ ❛s ♦✐❧✱ ♠❡t❛❧s
❛♥❞ ♦r❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧✐t❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❢❛❝t♦r ❡♥❞♦✇♠❡♥t✱ ❝❛♣✐t❛❧✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦
✐♥❝♦♠❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❝✐t✐③❡♥s ❝❛♥ ♦♥❧② ❞❡r✐✈❡ ✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❧❛❜♦r ✐♥
❛ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦r✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t✇♦ ♣❡r✐♦❞s✳ P♦❧✐t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥
❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥✐t✐❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦✇❡r ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝
♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts✳ ■t ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡ ✐♥✐t✐❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ t❤r❡❛t ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛t
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ ❛ ❞❡♠♦❝r❛❝② ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝❛s❡✱ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦ s❡❝t♦rs ♦❢
t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤r❡❛t✳ ❚r❛♥s❢❡r ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ ❜♦t❤ s❡❝t♦rs r❡✢❡❝t
t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈♦t❡r ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ♦✈❡r r❡s♦✉r❝❡
❡①tr❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❡❧✐t❡ ❞✐st♦rt t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥
♣❧❛♥ t❤❛t ❧❡❛✈❡s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❢♦r ❝✐t✐③❡♥s t♦ r❡✈♦❧t ❢♦r✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ s✉❜s✐❞✐③✐♥❣ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡
❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐♥❣ t❤❡ s✉❜s✐❞② t❤r♦✉❣❤ t❛①❛t✐♦♥✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✜♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t
✜rst ♣❡r✐♦❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝✐❡s ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ❞❡♠♦❝r❛❝✐❡s✳ ❚❤❡ r❡t✉r♥ ❢r♦♠ ♦✈❡r✲
❡①tr❛❝t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ✐s ❤✐❣❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s s✉❜s✐❞✐③❡❞ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛✈❡rts t❤❡ t❤r❡❛t ♦❢ t❤❡
r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❘❡s♦✉r❝❡s r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣❡r✐♦❞✳
❘❡s♦✉r❝❡ ❜♦♦♠s✱ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ♣r✐❝❡✱ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✉❜s✐❞② ❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣r✐❝❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♠♦r❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ❞❡♠♦❝r❛❝②✱ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s❡❝t♦r ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
t❛①❡❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜❡✐♥❣ s✉❜s✐❞✐③❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛♥s ♦❢ tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❡❧✐t❡ t♦ ❝✐t✐③❡♥s✳ ❚❤❡s❡
❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s st❡♠ ♠❛✐♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ r❡s♦✉r❝❡
r❡♥ts ❛r❡ ❜❡✐♥❣ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② ❝❛s❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡♠♦❝r❛❝② ♦♥❡✳ ❚❤❡
♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ✜♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡❧✐t❡ s❛❝r✐✜❝❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s ✇❛❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❛❧s♦
❞✐st♦rt❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞② ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❞✉r✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ❜♦♦♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t
✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡s♦✉r❝❡ s❡❝t♦r ❢❛❧❧s s❤♦rt ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡♠♦❝r❛❝② ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
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✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞② ✐s ❤✐❣❤❡r✳ ❚❤✐s s✉♣♣♦rts t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝r♦✇❞✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ■t ♦♥❧② t❛❦❡s
♣❧❛❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ tr❛♥s❢❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦r t♦ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ s❡❝t♦r ❛s
✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲
❞❡♠♦❝r❛❝② st❛❣♥❛t❡s ❞✉r✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ❜♦♦♠s ✇❤✐❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ❣r♦✇s ✐♥ ❞❡♠♦❝r❛❝②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥
❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② s✉✛❡rs ❢r♦♠ t✇♦ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ■t s✉✛❡rs
❢r♦♠ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❡①tr❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦❝❛t❡s ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❛
r❡s♦✉r❝❡ ❜♦♦♠ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳ ■t ❛❧s♦ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❧♦✇❡r ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ t❤❡
♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✱ ✐♥❡✣❝✐❡♥t
❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t ✐t ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ❞✐❝t❛t♦rs❤✐♣ ✐s t❤❡
♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r✉❧✐♥❣ ❡❧✐t❡✳ ❚❤✐s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❤♦✐❝❡ r❡✢❡❝ts t❤❡
❝♦st❧② ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❞❡♠♦❝r❛❝② ❢♦r t❤❡ ❡❧✐t❡ ✐♥ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❡s✳ ❊❧✐t❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲
❞❡♠♦❝r❛❝② ✐s ❤✐❣❤❡r ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st❧② s✉❜s✐❞✐❡s t❤❡② ❛❞♦♣t t♦ ❞✐✈❡rt t❤❡ t❤r❡❛t ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■❢
❛ ❝♦✉♥tr② ✐s ❛ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝②✱ ✐t ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ s♦ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐ts ❡❝♦♥♦♠② ✐s r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞
❛s ❧♦♥❣ ❛s ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ♦✈❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥✳ ◆❡①t✱ t✇♦ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ t❤❡ ✜rst ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ♣r✐❝❡ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡❛❧s
✇✐t❤ ♣r✐❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♠❛r❦❡t✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ t✇♦ ♣❡r✐♦❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t✇♦ s❡❝t♦rs✿ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦r ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥
s❡❝t♦r✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✿ r✉❧✐♥❣ ❡❧✐t❡ ✇❤♦ ❛r❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞
❝✐t✐③❡♥s ✇❤♦ ❛r❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❧❛❜♦r✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ 1 ✇❤❡r❡ ❝✐t✐③❡♥s ❝♦♥st✐t✉t❡
❛ ❢r❛❝t✐♦♥ λ s✉❝❤ t❤❛t λ≫ 1/2✳ ❇♦t❤ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦r✳
❖✇♥❡rs❤✐♣ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥❛♥❝❡✳ ■♥ ❛
♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣✱ ❡❧✐t❡ ♦✇♥ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ♦✈❡r t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②✳
❚❤❡② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛♥❞ ❝❛♣t✉r❡ r❡s♦✉r❝❡ r❡♥ts✳ ■❢✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s
❞❡♠♦❝r❛t✐❝✱ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡ r❡♥ts ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡
s✐③❡✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦ S ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❡r✐♦❞s
s✉❝❤ t❤❛t x1 + x2 ≤ S✳ ■♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧✱ p1❛♥❞ p2 ❛r❡ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣r✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧
r❡s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ❣❛♠❡ st❛rts ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛t✐❝ s❡tt✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝✐❛♥ ✐♥ ♣♦✇❡r ❝❛r❡s ♦♥❧②
❛❜♦✉t ❡❧✐t❡✬s ✐♥❝♦♠❡ ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡❧✐t❡ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡✐r s✉♣♣♦rt
t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ ❡❧✐t❡✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡✐r ♣♦❧✐t✐❝✐❛♥✱ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞♦♣t✐♥❣ ❞❡♠♦❝r❛❝② ♦r r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛s ❛ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝②✳ ■❢ t❤❡②
❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ t❤❡ ❣❛♠❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛s ❛ ❞❡♠♦❝r❛❝② ✇❤❡r❡ ❝✐t✐③❡♥s r✉❧❡ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ tr❛♥s❢❡rs✳ ■❢✱
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❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❞❡❝✐❞❡ t♦ r❡t❛✐♥ ♣♦✇❡r✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❢❛❝❡ ❛ t❤r❡❛t ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝✐t✐③❡♥s t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s
t❤❡♠ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡✐r s❤❛r❡ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ r❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❡❧✐t❡ t❛❦❡
✐s ✇❤❡t❤❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r r❡✈♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ♦r ♥♦t✳ Pr❡✈❡♥t✐♥❣ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦st❧② ❛♥❞ s♦ ❛r❡
✐ts ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥ts t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ♣♦❧✐t✐❝✐❛♥ ✉s❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst
♣❡r✐♦❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✿ ❛♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞② ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞②✳ ❇♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❞✐st♦rt ❝✐t✐③❡♥s ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞② ✐♥❝r❡❛s❡s
t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ✈❡rs✉s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ✇❤❡r❡❛s ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞②
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s✹✳ ❚❤❡ t♦t❛❧
❝♦st ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜s✐❞✐❡s ✐s ❝♦✈❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡r ❤❡❛❞ t❛①✳ ❊❧✐t❡ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡✐r
✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♣r♦✜ts ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦r ❛♥❞ r❡♥ts ❢r♦♠ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❈✐t✐③❡♥s✱ ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝❛♥ ♦♥❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ ✇❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦r✳ ■❢✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
t❤❡② ❝♦♥❞✉❝t ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② t❤❡✐r s❤❛r❡ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ r❡♥ts ♥❡t
♦❢ ✇❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ s❛❝r✐✜❝❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛s ❛ ❝♦st ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❡✈❡♥ts
✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❘❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❣♦♦❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♠❛r❦❡t✱

• ●♦✈❡r♥♠❡♥t ✭❡❧✐t❡✮ s❡ts t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞✐❡s✱

• ❊❧✐t❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ t❤❛t ✇✐❧❧ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ r❡♥ts
❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❧❡✈❡❧ t❤❛t ✇✐❧❧ ♠❛①✐♠✐③❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♣r♦✜ts✱

• ❋✐rst ♣❡r✐♦❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✱

• ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✱ ❝✐t✐③❡♥s ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❝♦♥❞✉❝t
❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦r ♥♦t✱

• ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✱

• ■♥❝♦♠❡ ♦❢ ❡❧✐t❡ ❛♥❞ ❝✐t✐③❡♥s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❡✈❡♥ts ✐♥ ❛♥ ❞❡♠♦❝r❛❝② ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❤r❡❛t ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠
❝✐t✐③❡♥s ♦r ❡❧✐t❡✳ ❈✐t✐③❡♥s ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ r❡✈♦❧t s✐♥❝❡ tr❛♥s❢❡r ♣♦❧✐❝✐❡s ✇♦✉❧❞ r❡✢❡❝t t❤❡✐r
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❤r❡❛t ❢r♦♠ ❡❧✐t❡ t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❛ ❝♦✉♣ t♦ r❡❣❛✐♥ ♣♦✇❡r s✐♥❝❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ ♥♦t ❝❤♦s❡♥ ❞❡♠♦❝r❛❝② ✐❢ ✐t ✇❛s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳ ■ ❛❞♦♣t t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ s❡❝t♦rs✳

✹❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳ ■t
✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥❝♦♠❡ tr❛♥s❢❡rs ❛♥❞ s✉❜s✐❞✐❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡✈❡♥t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛❜str❛❝t
❢r♦♠ ❡❧✐t❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t t♦ tr❛♥s❢❡rs ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳

✻



❚❤❡♥✱ ♦♣t✐♠❛❧ s✉❜s✐❞✐❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥✳ ❆t ❡❛❝❤
st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ❡❧✐t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡✐r
❞❡❝✐s✐♦♥s✳

✷✳✶ ❖♣t✐♠❛❧ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ■♥✈❡st♠❡♥t

❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❡①tr❛❝t✐✈❡ ✜r♠ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s r❡s♦✉r❝❡ r❡♥ts✳ ❚❤❡
❝♦st ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ ❜♦t❤ ♣❡r✐♦❞s✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s✐❞② ✐s ❛ q✉❛♥t✐t② s✉❜s✐❞② ✐♥ t❤❡ ✜rst
♣❡r✐♦❞✳

R =Maxx1R1 +Maxx2βR2 =Maxx1,x2

[

(p1 + s1)x1 − c1x1 −
x21
2

+ β

(

p2x2 − c2x2 −
x22
2

)]

s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿
S − x1 − x2 > 0

❊①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r♠✿

R∗(s1) = L = (p1 + s1 − c1)x1 −
x21
2

+ β

[

(p2 − c2)x2 −
x22
2

]

+ ψ(S − x1 − x2) ✭✷✳✶✮

❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡✿
p1 + s1 − c1 − x1 = ψ

β (p2 − c2 − x2) = ψ

S = x1 + x2

❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r x∗1✱ x
∗

2✱ ❛♥❞ ψ
∗✿

x∗1 =
(p1 + s1 − c1)− β(p2 − c2 − S)

1 + β
✭✷✳✷✮

x∗2 =
β(p2 − c2)− (p1 + s1 − c1 − S)

1 + β
✭✷✳✸✮

ψ∗ =
β(p1 + s1 − c1 + p2 − c2 − S)

1 + β
✭✷✳✹✮

❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊♥✈❡❧♦♣❡ ❚❤❡♦r❡♠✿

∂R∗(s1)

∂s1
=
∂L

∂s1
= x∗1(s1)

✼



❆❧s♦✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t
dx∗

1

dp1
=

dx∗

1

ds1
= 1

1+β
> 0✺✳

❚❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦r ❡♠♣❧♦②s t❤❡ ❧❛❜♦r ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♦❢ ❡❧✐t❡✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❈♦❜❜✲
❉♦✉❣❧❛s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Q = λαK1−α

t ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❣♦♦❞ ❛s ❛ ♥✉♠❡r❛✐r❡✱ ♣r♦✜ts
t♦ ♦✇♥❡rs ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ❛r❡✿

πt = (1− α)λαK1−α
t

❲❤❡r❡ K2 = K1+ I✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦✜ts ❢r♦♠ ❜♦t❤ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s ♥❡t ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s✿

π =MaxI
[

(1− α)λαK1−α
1 − (1− q)I + β

[

(1− α)λα(K1 + I)1−α + Φ(K1 + I)
]]

❲❤❡r❡ Φ(K2) ✐s t❤❡ s❝r❛♣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ q ✐s t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t
s✉❜s✐❞②✳ ❊❧✐t❡ ❝❤♦♦s❡ I t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s✿

β

[

(1− α)2(
λ

K1 + I
)α + Φ

′

(K1 + I)

]

= 1− q ✭✷✳✺✮

❚❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦✜ts ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♥❡t ♦❢
s✉❜s✐❞②✳ ❆ss✉♠✐♥❣ Φ(K2) = φK2✱ s✉❝❤ t❤❛t 0 ≤ φ ≤ 1✱ t❤❡♥ Φ

′

(K1 + I) = φ✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧
st♦❝❦ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t✿

K2 = λ

[

β(1− α)2

1− q − φβ

]
1
α

✭✷✳✻✮

I∗(q) = λ

[

β(1− α)2

1− q − φβ

]
1
α

−K1 ✭✷✳✼✮

❋♦r ✐♥✈❡st♠❡♥t t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ K1 < λ
[

β(1−α)2

1−φβ

]
1
α

✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞②✳ ■t ❛❧s♦

❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ∂I∗(q)
∂q

= λ
α

[

(β(1−α)2)
1

1+α

1−q−φβ

]
1+α
α

> 0✻✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜ts ❢r♦♠ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦r ❛r❡✿

π∗(q) = (1− α)λαK1−α
1 − (1− q)I∗(q) + β

[

(1− α)λα(K1 + I∗(q))1−α + φ(K1 + I∗(q))
]

✺x∗
1
✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❤❡♥ p1+s1− c1 > β(p2− c2−S)✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞② ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡

t❤❡ t❤r❡❛t ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♥♦t t♦ s✉❜s✐❞✐③❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❧♦✇ ♣r✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s✉❜s✐❞② s1✱ p1 − c1 > β(p2 − c2 − S✮✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❞❡♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ st♦❝❦ ✐♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✿ p2 > c2 + S✳ ❆❧s♦✱ ❢♦r ψ∗ > 0✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤❛s t♦ ❜❡ ❤♦❧❞✿ p1 + p2 + s1 > c1 + c2 + S ✳

✻❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✮✿ 1− q − φβ > 0

✽



❇② t❤❡ ❊♥✈❡❧♦♣❡ ❚❤❡♦r❡♠✿ ∂π∗(q)
∂q

= I∗(q) > 0. ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❛❣❡
♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ ✐s✿

Wt = αλαK1−α
t

■❢ ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❝✐t✐③❡♥s✱ t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡✿ (1−θ)W2+λR2

✇❤❡r❡ R2 =
[

(p2 − c2)(S − x∗1)−
(S−x∗

1)
2

2

]

❛♥❞ θ ✐s t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❝♦st ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡

t❤♦✉❣❤t ❛s t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧❛❜♦r t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛♥❞ t♦ ♦✈❡rt❛❦❡
❡❧✐t❡s✼✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢r❡❡ r✐❞❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♦♥❝❡ ✐t ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞✽✳ ■❢ ❝✐t✐③❡♥s ❞♦
♥♦t ❝♦♥❞✉❝t ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ♥♦ r❡✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ r❡♥ts✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧✐❝② ♦❢ r❡♣r❡ss✐♦♥
❛❞♦♣t❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳

✷✳✷ ❖♣t✐♠❛❧ P♦❧✐❝✐❡s ✐♥ ◆♦♥✲❉❡♠♦❝r❛❝②

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞② s∗1 ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞② q∗ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝✐❛♥
♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❤❛t ✐s ✐♥ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❝✐t✐③❡♥s ✇✐❧❧ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡
✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ❡❧✐t❡❀ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Ye = R∗(s1) + π∗(q) +Ge − (1− λ)T ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ T ✐s t❤❡ ♣❡r ❤❡❛❞ t❛① ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❡❧✐t❡ ❛♥❞ ❝✐t✐③❡♥s s✉❝❤ t❤❛t T ≤ T ∗ ✇❤❡r❡ T ∗ ✐s ❛♥
❡①♦❣❡♥♦✉s ♠❛①✐♠✉♠ ❤❡❛❞ t❛①✳ ❚♦t❛❧ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ❝♦✈❡rs t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞✐❡s
❛♥❞ ❛ tr❛♥s❢❡r t♦ ❡❧✐t❡✱ Ge✿

T = qI∗(q) + s1x
∗

1(s1) +Ge ✭✷✳✾✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❢♦r Ge ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✾✮ ✐♥t♦ ✭✷✳✽✮✱ Ye ✐s✿

Ye = R∗(s1) + π∗(q) + λT − qI∗(q)− s1x
∗

1(s1) ✭✷✳✶✵✮

❈✐t✐③❡♥s ✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦♥❞✉❝t ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ t❤❡✐r ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥

✼❋♦r♠❛❧❧② ✇❛❣❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ✐s W2 = α ((1− θ′)λ)
α
K1−α

t
✇❤❡r❡ θ′ ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ❡♥❞♦✇♠❡♥t t❤❛t

✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣♦st r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s (1 − θ)W2 t♦ s✐♠♣❧✐❢②
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ λ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❡❧✐t❡ ♣r♦✜ts ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡ s✉❝❤ t❤❛t π(θ) < π(θ = 0).

✽❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❞❡♠♦❝r❛t✐③❛t✐♦♥ ✭❙❡❡ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❬✷✵✵✶✱ ✷✵✵✻❪✮✳
❆♥♦t❤❡r ✇❛② ♦❢ t❤✐♥❦✐♥❣ ♦❢ ✐t ✐s t❤❛t θ ✐s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦st ❢♦r ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛❝t✐♦♥✳ ■ ❛❧s♦ ❛❜str❛❝t
❢r♦♠ ✐❞❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ✇❡✐❣❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ❝♦sts ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

✾



t❤❡✐r ♥❡t ✐♥❝♦♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✿

W2 > (1− θ)W2 + λR2

❚❤❡ ♥♦♥✲r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❝❛♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

θW2 > λR2 ✭✷✳✶✶✮

❘❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t r❛t✐♦♥❛❧ ✐❢ ✐ts ❝♦st ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐ts ❜❡♥❡✜t✳ ❇♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛r❡
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧✐t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r
✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❜❡♥❡✜t ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡✐r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❧❛♥✳ ❚❤❡s❡ ❝♦st❧② tr❛♥s❢❡rs
❛r❡ st✐❧❧ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ t❤❡ ❡❧✐t❡✳ ■t s✉✣❝❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡ ✉♥❞❡r ❞✐❝t❛t♦rs❤✐♣ ✇✐t❤ tr❛♥s❢❡rs
t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✮ ✇✐t❤ t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✱
Ye(Rev)✿

Ye(Rev) = R1 + β(1− λ)R2 + π(θ)

❘❡s♦✉r❝❡ r❡♥ts ❛r❡ ❧❡ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞② ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ s❤❛r✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ r❡♥ts ✐♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ✇✐t❤ ❝✐t✐③❡♥s✳ ❆❧s♦✱ ❝❛♣✐t❛❧ ♣r♦✜ts ❛r❡ ❧❡ss ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❧❡ss ❧❛❜♦r ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡
♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦r ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞✐❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡❧✐t❡ r❡❝❡✐✈❡
❛ ♥❡t tr❛♥s❢❡r ♦❢ λT − qI∗(q) − s1x

∗

1(s1)✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ✉s❡ t❤❡ t❛①✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② s✉❝❤
t❤❛t T = T ∗✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ■t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❡❧✐t❡ t♦ ❞✐st♦rt t❤❡ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐t

t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡♥ λT ∗ − qI∗(q)− s1x
∗

1(s1) > 0✳ ❚r❛♥s❢❡rs t♦ ❡❧✐t❡ ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝②✳

Pr♦♦❢✳ Ye > Ye(Rev) ✇❤❡♥ λT ∗ − qI∗(q) − s1x
∗

1(s1) > 0✳ ❯♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ Ge = T ∗ −

qI∗(q)− s1x
∗

1(s1) > 0

❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ Ye s✉❜❥❡❝t t♦ ✭✷✳✾✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✶✮ ❛♥❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✿

L = R∗(s1) + π∗(q) + λT ∗ − qI∗(q)− s1x
∗

1(s1) ✭✷✳✶✷✮

+µ

[

θαλα (K1 + I∗(q)) α − λ

(

(p2 − c2) [S − x∗1(s1)]−
[S − x∗1(s1)]

2

2

)]

❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡✿

q∗ = µ∗

[

θα(1− α)

(

λ

K1 + I∗(q)

)α]

✭✷✳✶✸✮

s∗1 = µ∗λ [p2 − c2 − S + x∗1(s1)] ✭✷✳✶✹✮

✶✵



θαλα (K1 + I∗(q)) 1−α = λ

[

(p2 − c2) [S − x∗1(s1)]−
[S − x∗1(s1)]

2

2

]

✭✷✳✶✺✮

❖♣t✐♠❛❧ s✉❜s✐❞✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷✮✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮ ❡♥t❛✐❧s t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❜✐♥❞s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
s∗1 ❛♥❞ q∗ ✇✐❧❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳

✷✳✸ ❖♣t✐♠❛❧ P♦❧✐❝✐❡s ✐♥ ❉❡♠♦❝r❛❝②

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝②✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛ ❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡
♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈♦t❡r ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ❛ t❤r❡❛t ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ λ ≫ 1/2
t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈♦t❡r ✐s ❛ ❝✐t✐③❡♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❦❡② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t r❡s♦✉r❝❡ r❡♥ts ❛r❡ s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡❧✐t❡ ❛♥❞ ❝✐t✐③❡♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s❤❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ ✐♥❝♦♠❡ tr❛♥s❢❡r✱ Gc✱ ✐s
❣✐✈❡♥ t♦ ❝✐t✐③❡♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡❧✐t❡✳ ❯s✐♥❣ sd1 ❛♥❞ qd ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t
s✉❜s✐❞✐❡s ✐♥ ❞❡♠♦❝r❛❝② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ r❡s♦✉r❝❡ r❡♥ts✱ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t
❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② ❝❛s❡ ❛❢t❡r s✉❜st✐t✉t✐♥❣ sd1 ❢♦r s1 ❛♥❞ q

d ✐♥st❡❛❞ ♦❢ q ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s
✱ ✭✷✳✶✮✱ ✭✷✳✷✮❛♥❞ ✭✷✳✼✮✳ ❲❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦r ✐s✿

W ∗(qd) = W1 + βW2 = αλαK1−α
1 + βαλα

(

K1 + I∗(qd)
)1−α

■♥❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈♦t❡r ❝❛♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Y d
c = λR∗(sd1) +W ∗(qd) +Gc − λT

❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t❛①✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ❛s ✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝②✱ T ∗✱ s✉❝❤ t❤❛t T ≤ T ∗✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜✉❞❣❡t
❝♦♥str❛✐♥t ✐s✿

T = Gc + qdI∗(qd) + sd1x
∗

1(s
d
1)

❯s✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ t❛①✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈♦t❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐s✿

Y d
c = λR∗(s1) +W ∗(q) + (1− λ)T ∗ − qI∗(q)− s1x

∗

1(s1) ✭✷✳✶✻✮

❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ sd1 ✐s✿

λ
∂R∗(sd1)

sd1
− xd1(s

d
1)− sd1

∂x
d

1(s
d
1)

sd1
= 0

✶✶



❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t
∂R∗(sd1)

sd1
= xd1(s

d
1) ❛♥❞

∂xd
1(s

d
1)

sd1
= 1

1+β
✿

sd1 = −(1 + β)(1− λ)xd1(s
d
1)

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❢♦r xd1(s
d
1)✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞② ✐s✿

sd1 = −
(1− λ) [p1 − c1 − β(p2 − c2 − S)]

2− λ
✭✷✳✶✼✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ xd1(s
d
1) ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♠♦❝✲

r❛❝② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

xd1(s
d
1) =

(p1 − c1)− β(p2 − c2 − S)

(1 + β)(2− λ)
✭✷✳✶✽✮

❆❧s♦✱ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞② ✐s✿

∂W ∗(qd)

∂qd
− I∗(qd)− qd

∂I∗(qd)

∂qd
= 0

❯s✐♥❣ I∗(qd) = λ
[

β(1−α)2

1−qd−φβ

]
1
α

−K1✱
∂W ∗(qd)

∂qd
= λ

1−α

[

β(1−α)2

1−qd−φβ

]
1
α

❛♥❞ ∂I∗(qd)
∂qd

= λ
α

[

(β(1−α)2)
1

1+α

1−qd−φβ

]
1+α
α

t❤❡

✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s✿

α

1− α

[

1

1− qd − φβ

]
1
α

+
K1

λ (β(1− α)2)
1
α

−
qd

α

[

1

1− qd − φβ

]
1+α
α

= 0 ✭✷✳✶✾✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✾✮ ✐s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳

✷✳✹ ❖♣t✐♠❛❧ P♦❧✐❝✐❡s ❛♥❞ ❘❡s♦✉r❝❡ ❇♦♦♠s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❖♣t✐♠❛❧ s✉❜s✐❞✐❡s ❢♦r r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ ♥♦♥✲

❞❡♠♦❝r❛❝②✳ ❘❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s t❛①❡❞ ✐♥ ❞❡♠♦❝r❛❝② ✇❤❡♥ (p1 − c1) > β(p2 − c2 − S)✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦♥✲r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❜✐♥❞s ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮✮✱ µ∗ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ p2 > c2+S t❤❛t q∗ > 0 ❛♥❞ s∗1 > 0✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✳

■t ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ✐❢ ✐t ✇❡r❡ ♥♦t ❢♦r t❤❡ t❤r❡❛t ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❡❧✐t❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❝❤♦s❡♥ ③❡r♦ s✉❜s✐❞✐❡s ✐♥ ❜♦t❤ s❡❝t♦rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ s❛❝r✐✜❝❡ ❛♥② ♣❛rt ♦❢

✶✷



t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡ t♦ st❛② ✐♥ ♣♦✇❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s t❛①❡❞ ✐♥ ❞❡♠♦❝r❛❝② ❛s ❧♦♥❣
❛s ✐t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t✳ ❘❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ s✉❜s✐❞✐③❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ β(p2− c2−S) > (p1− c1)✱
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❢❡❛s✐❜❧❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❋✐rst ♣❡r✐♦❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✉♥❞❡r ❞❡♠♦❝✲

r❛❝②✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ✐s s✉❜s✐❞✐③❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② ✇❤❡r❡❛s ✐t ✐s t❛①❡❞ ✐♥ ❞❡♠♦❝✲
r❛❝② ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✮✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ st♦❝❦ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r
t❤❛t x∗1 > xd1✳

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s t❤❛t r❡s♦✉r❝❡s r❡♥ts ✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
✐♥ ❞❡♠♦❝r❛❝② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦✈❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❘❡s♦✉r❝❡ r❡♥ts ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② t❤❛♥ ✐♥ ❞❡♠♦❝r❛❝②✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ x∗1 > xd1 ❛♥❞ s✐♥❝❡
∂R∗(s∗1)

s∗1
= x∗1(s

∗

1) > 0 ❛♥❞
∂R∗(sd1)

sd1
= xd1(s

d
1) > 0 ✱ t❤❡♥ R∗(s∗1)❃R

∗(sd1)

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦rs ✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② ❛♥❞
❞❡♠♦❝r❛❝② ✐s ♥♦t ❛s ❡✈✐❞❡♥t ❛s ✐♥ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ s❡❝t♦r✳ ❖♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ♣r♦✜ts ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞
♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞✐❡s✳ ■❢ qd > q∗✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ♣r♦✜ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥
❞❡♠♦❝r❛❝② t❤❛♥ ✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝②✳ ■♥t✉✐t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❜♦t❤ s✉❜s✐❞✐❡s ❞❡♣❡♥❞s
❧❛r❣❡❧② ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α✳ ■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t qd ❛♥❞ q∗ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ α ❜✉t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥s✳ ■♥
❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❤✐❣❤❡r α ❧❡❛❞s t♦ ❧♦✇❡r ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ❛s α ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❝✐t✐③❡♥s ✐♥
❞❡♠♦❝r❛❝② ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t♦
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r r❡❞✉❝❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❡❧✐t❡ ✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② ✇✐❧❧ ❤❛✈❡
❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ q∗ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦st ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❧♦✇ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ p2 ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞② ❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞

✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝②✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✭❇✳✶✮

❊①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ♣r✐❝❡ ❜♦♦♠s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s s✐♠♣❧❡✿ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ p2 ❝❛✉s❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞② ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✳
❋✐rst✱ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞② ❝r❡❛t❡s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s
❢♦r ❢♦r❣♦♥❡ ♣r♦✜ts ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ s✉❜s✐❞② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r ❝✐t✐③❡♥s
t♦ r❡✈♦❧t ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ r❡✈❡♥✉❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞

✶✸



s♦❧❡❧② ❜② t❤❡ ♥♦♥✲r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❘♦❜✐♥s♦♥
❡t✳ ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ✇❤❡r❡ t❤❡② ✜♥❞ t❤❛t r❡s♦✉r❝❡ ❜♦♦♠s r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ t❤✐s ✐s ❛
s❤❛r♣ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❞❡♠♦❝r❛❝② ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♣r✐❝❡ ❜♦♦♠s ✇♦✉❧❞ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧❡❛❞ t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ t❛① t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ r❡❛❧❧♦❝❛t❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞

t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ r❡♥ts ✭❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✽✿
∂xd

1

dp2
= −β

(1+β)(2−λ)
< 0✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ p2 ❞❡❝r❡❛s❡s ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞② ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t

✐❢ p1 + s1 − c1 − S > β(2 + β)(p2 − c2)✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✭❇✳✶✮✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣r✐❝❡ ❜♦♦♠s ♦♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞② ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛s ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡
❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞②✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♦♣♣♦s✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ p2 r❡❞✉❝❡s t❤❡
st♦❝❦ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s r❡♠❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✱ t❤❡r❡ ✐s ❧❡ss ♦❢ ❛♥
✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r ❡❧✐t❡ t♦ s✉❜s✐❞✐③❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐♥❣
❡✛❡❝t ✐s t❤❛t ❧♦✇❡r ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞② ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢
❡❧✐t❡ t❤r♦✉❣❤ ❧♦✇❡r ♣r♦✜ts✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❡✛❡❝t ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜rst
❡✛❡❝t✳ ❲♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞② ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❞❡♠♦❝r❛❝② ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞
♦♥ r❡s♦✉r❝❡ ♣r✐❝❡s ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝②✳

✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥s✐❣❤t ♦♥ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
✇❛s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ r♦❜✉st t♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①
❈✳ ❚❤❡ ✜rst r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞② ✐♥ ❞❡♠♦❝r❛❝② ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝②✳ ❚❤❡
✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s r❡s✉❧t ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜s✐❞② ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ■♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝②✱
❡❧✐t❡ ❢❛❝❡ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ q∗, t❤❡ t❛①✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲r❡✈♦❧✉t✐♦♥
❝♦♥str❛✐♥t✳ ■❢ t❤❡② ✇❡r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❧②✱ ♦♣t✐♠❛❧ q∗✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ③❡r♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r❝❡s t❤❡ ❡❧✐t❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ q∗✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞② ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛
t♦♦❧ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞② ✐♥ ❞❡♠♦❝r❛❝② ✐s ❛ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❡❧✐t❡ t♦ ❝✐t✐③❡♥s ❛♥❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝✐t✐③❡♥s✳
■t ✐s ♦♥❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t❛①✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ✭❋✐❣✉r❡ ❈✳✹✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ ❲❤❡♥ qd > q∗✱ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦r ♣r♦✜ts ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥

❞❡♠♦❝r❛❝② t❤❛♥ ✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝②✳
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Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ∂I∗(q)
∂q

> 0 t❤❡♥ I∗(qd) > I∗(q∗) ✇❤❡♥ qd > q∗✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② s✐♥❝❡ ∂π∗(q)
∂q

> 0✱ t❤❡♥

π∗(qd) > π∗(q∗) ✇❤❡♥ qd > q∗

✸✳✶ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ■♥st✐t✉t✐♦♥

❊❧✐t❡ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❛❞♦♣t ❞❡♠♦❝r❛❝② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ t❤❡② ❣❡t ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧
✐♥st✐t✉t✐♦♥✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✿

Ye = R∗(s∗1) + π∗(q∗) + λT ∗ − q∗I∗(q∗)− s∗1x
∗

1(s1)

❲❤✐❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ❡❧✐t❡ ✉♥❞❡r ❞❡♠♦❝r❛❝② ✐s✿

Y d
e = (1− λ)R∗(sd1) + π∗(qd)− (1− λ)T ∗

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❡❧✐t❡ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ ❞✐❝t❛t♦rs❤✐♣ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♣♦❧✐t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐❢✿

Ye > Y d
e

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

T ∗ − q∗I∗(q∗)− s∗1x
∗

1(s1) >
[

(1− λ)R∗(sd1)−R∗(s∗1)
]

+
[

π∗(qd)− π∗(q∗)
]

✭✸✳✶✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt
♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✼✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ r❡♥ts t❤❛t ❡❧✐t❡ ❤❛✈❡ t♦ ❧❡t ❣♦ ✐♥ ❞❡♠♦❝r❛❝② ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦✜ts t❤❡② ❣❛✐♥ ✐♥ r❡t✉r♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥❡t tr❛♥s❢❡r
✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② ✐s ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥❡t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✏❣❛✐♥✑ ✐♥ ❞❡♠♦❝r❛❝② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r✐❣❤t
❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❋✐❣✉r❡ ❈✳✺✮✳ ❊❧✐t❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ r❡t❛✐♥ ♣♦✇❡r
❛♥❞ ❞✐s❝❛r❞ ❞❡♠♦❝r❛❝② ❛s ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥✳

✸✳✷ ❘❡s♦✉r❝❡ ❇♦♦♠s

❊①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞② ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ♣r✐❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ❈✳✶✮✳ ❚❤❡ ♠♦st
✐♥tr✐❣✉✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ ❜♦♦♠s ♦♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♠♦❝r❛❝✐❡s
❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝✐❡s ✭❋✐❣✉r❡s ❈✳✷ ❛♥❞ ❈✳✸✮✳ ■♥ t❤❡ ❞❡♠♦❝r❛❝② ❝❛s❡✱ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
✜rst ♣❡r✐♦❞ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❢✉t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r✐❝❡✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ♦♣♣♦s✐t❡ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡
✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝②✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦ ✐s ♥❡❛r❧② ❞❡♣❧❡t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ♦✈❡r✲
❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s p2 ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸ ❛♥❞ ✺✳ ❖♣t✐♠❛❧
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✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞② ❞♦❡s ✐♥ ❢❛❝t ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ p2 ✭❋✐❣✉r❡ ❈✳✹✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦
❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♥♦♥✲r❡s♦✉r❝❡ s❡❝t♦r ❞✉r✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ❜♦♦♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞
❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❞❡♠♦❝r❛❝② ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② ❢♦r ❛❧❧
✈❛❧✉❡s ♦❢ p2/p1✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ❞❡♠♦❝r❛❝✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ ♣r✐❝❡ ❜♦♦♠s ✇❤❡r❡❛s ✐♥❝♦♠❡ ✐♥
♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞❡♠♦❝r❛❝✐❡s ✭❋✐❣✉r❡ ❈✳✻✮✳ ❚❤✐s
r❡✢❡❝ts t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜♦t❤ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ✐♥ r❡s♦✉r❝❡ s❡❝t♦r✿ t❤❡ s✉❜s✐❞② ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ✐♥❡✣❝✐❡♥t
✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■t ❛❧s♦ r❡✢❡❝ts t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦r✳ ■♥❝♦♠❡ ✐♥
❞❡♠♦❝r❛❝② ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② ❛t ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s p2/p1♦❢ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥
t❛①❛t✐♦♥✳

✹ ▼♦❞❡❧ ❊①t❡♥s✐♦♥s

❚❤❡ ✜rst ❡①t❡♥s✐♦♥ st✉❞✐❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ ♣r✐❝❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞
♣r✐❝❡s✱ ♦♥ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♣r✐❝❡s ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ ❣♦♦❞ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ❝♦✉♥tr②✳

✹✳✶ ❙❡❝♦♥❞ P❡r✐♦❞ Pr✐❝❡ ❯♥❝❡rt❛✐♥t②

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ♣r✐❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐✈❡ ✜r♠ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦✈❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ r❡♥ts✱ U(R)✱
✐s ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t U ′ > 0 ❛♥❞ U” < 0 ✳ Pr✐❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥ s✉❝❤
t❤❛t p2 = p̃2 + ǫ ❛♥❞ E(p2) = p̃2✳ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❙❛♥❞♠♦ ❬✶✾✼✶❪ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ♣r✐❝❡ ♦♥ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ✜r♠
♠❛①✐♠✐③❡s ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❡①tr❛❝t✐♦♥ r❡♥ts✿

E [U(R)] = EU

[

(p1 + s1 − c1)x1 −
x21
2

+ β

(

(p2 − c2)(S − x1)−
(S − x1)

2

2

)]

❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x1✐s✿ E
[

U ′(R). ∂R
∂x1

]

= 0 ✇❤❡r❡✿ ∂R
∂x1

= p1+s1−βp2−C
′(x1)

❛♥❞ C ′(x1) = c1 − β(c2 + S) + (1 + β)x1✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s✿

E

[

U ′(R).
∂R

∂x1

]

= E [U ′(R)(p1 + s1 − βp2 − C ′(x1))]

E [U ′(R) (p1 + s1 − C ′(x1))] = E [U ′(R)βp2]

s✉❜tr❛❝t✐♥❣ E [U ′(R)βp̃2] ❢r♦♠ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

E [U ′(R) (p1 + s1 − C ′(x1)− βp̃2)] = E
[

U ′(R)
(

β(p2 − p̃2)
)]

✭✹✳✶✮

✶✻



❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s♦✉r❝❡ r❡♥ts ❛r❡✿

E(R) = E

[

(p1 + s1 − c1)x1 −
x21
2

+ β

(

(p2 − c2)(S − x1)−
(S − x1)

2

2

)]

E(R) = (p1 + s1 − c1)x1 −
x21
2

+ β

[

(p̃2 − c2)(S − x1)−
(S − x1)

2

2

]

✇❤❡r❡❛s✿

R = (p1 + s1 − c1)x1 −
x21
2

+ β

[

(p2 − c2)(S − x1)−
(S − x1)

2

2

]

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦✿
R = E(R) + (p2 − p̃2)(S − x1)

R = E(R) + ǫ(S − x1)

■❢ ǫ > 0 t❤❡♥ R > E(R) ❛♥❞ U ′(R) < U ′ (E(R)) ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦✿

U ′(R)
(

β(p2 − p̃2)
)

< U ′ (E(R))
(

β(p2 − p̃2)
)

❚❛❦✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ s✐❞❡s✿

E
[

U ′(R)
(

β(p2 − p̃2)
)]

< E
[

U ′ (E(R))
(

β(p2 − p̃2)
)]

❙✐♥❝❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❡q✉❛❧s ③❡r♦✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t E
[

U ′(R)
(

β(p2 − p̃2)
)]

< 0✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✹✳✶✮✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s E [U ′(R) (p1 + s1 − C ′(x1)− βp̃2)] < 0✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t✿

p1 + s1 < C ′(x1) + βp̃2

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❢♦r C ′(x)✿

x1 >
p1 + s1 − c1 − β ˜(p2 − c2 − S)

1 + β
✭✹✳✷✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳ ❘❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❣r❡❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r✐❝❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤❛♥ ✐t ✐s ✐♥ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ♣r✐❝❡ ❝❡rt❛✐♥t②✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥t② ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✮✱
t❤❡ ❡①tr❛❝t✐✈❡ ✜r♠ ♦✈❡r✲❡①tr❛❝ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ❝❛s❡✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝②✱ ♦✈❡r✲❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ✇✐❧❧ ❣♦ ♦✈❡r ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ✇❤❛t

✶✼



✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞②✳ ❚❤✐s ✐s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❜❡♥❡✜t ❢♦r ❝✐t✐③❡♥s
✐♥ t❤❡✐r r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p2✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡✳

✹✳✷ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ❘❡s♦✉r❝❡ Pr✐❝❡

❆ s✐♠♣❧❡ ❈♦✉r♥♦t ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❝♦✉♥tr② ❛s ❛ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② ✭❝♦✉♥tr② i✮ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❛s ❛
❞❡♠♦❝r❛❝② ✭❝♦✉♥tr② j✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ ♣r✐❝❡s ✐♥ ✇♦r❧❞ ♠❛r❦❡t ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❡①tr❛❝t✐♦♥
s✉❜s✐❞✐❡s ✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝✐❡s✾✳ ❆♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❡①tr❛❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r✐❝❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♣❡r✐♦❞s✿

p1 = a− b(xi1 + xj1)

p2 = a− b(xi2 + xj2)

❯s✐♥❣ Si = xi1 + xi2 ❛♥❞ Sj = xj1 + xj2 ✱ p2 ✐s✿

p2 = a+ b(xi1 + xj1)− b(Si + Sj)

❯s✐♥❣ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦st ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ✜r♠ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲
❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ❝♦✉♥tr② ♠❛①✐♠✐③❡s r❡s♦✉r❝❡ r❡♥ts✿

Ri ≡Max
[

a− b(xi1 + xj1)
]

xi1 + s1x
i
1 − c1x

i
1 − (xi1)

2

+β
[(

a+ b(xi1 + xj1)− b(Si + Sj)
)

(Si − xi1)− c2(S
i − xi1)− (Si − xi1)

2
]

✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❝♦✉♥tr② j✿
Rj ≡Max

[

a− b(xi1 + xj1)
]

xj1 − c1x
j
1 − (xj1)

2

+β
[(

a+ b(xi1 + xj1)− b(Si + Sj)
)

(Sj − xj1)− c2(S
j − xj1)− (Sj − xj1)

2
]

❯s✐♥❣ t❤❡ ❊♥✈❡❧♦♣❡ ❚❤❡♦r❡♠✿ ∂Ri

∂s1
= xi1 ❛♥❞

∂Rj

∂xi
1
= βbSj − (1 + β)bxj1✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ✐s✿

xi1 =
a(1− β)− bxj1(1 + β) + s1 − c1 + β [(2b+ 1)Si + bSj + c2]

(2b+ 1)(1 + β)

xj1 =
a(1− β)− bxi1(1 + β)− c1 + β [(2b+ 1)Sj + bSi + c2]

(2b+ 1)(1 + β)

✾❚❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❛❜str❛❝ts ❢r♦♠ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ t❛①❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♠♦❝r❛❝② ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❞ ❛♥② ♥❡✇ ✐♥t✉✐t✐♦♥
t♦ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✶✽



❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ xj1✐♥t♦ x
i
1✿

xi1 =
a(1− β)− c1 + β [(2b+ 1)Si + bSj + c2]

(3b2 + 2b+ 1)

[

1 + b

(1 + β)

]

+
(2b+ 1)s1

(3b2 + 2b+ 1)(1 + β)

❆♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ xi1✐♥t♦ x
j
1✿

xj1 =
a(1− β)− c1 + β [(2b+ 1)Sj + bSi + c2]

(3b2 + 2b+ 1)

(1 + b)

(1 + β)
−

bs1
(3b2 + 2b+ 1)(1 + β)

■♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ Si = SJ ✱ xi1 > xj1 ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✉❜s✐❞② ❛s ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧
✇❤❡r❡ ✜r♠s ✇❡r❡ ♣r✐❝❡ t❛❦❡rs ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✮✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳ Pr✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞② ✇❤✐❧❡ ♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞

♣❡r✐♦❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ s✉❜s✐❞②✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r xi1 ❛♥❞ xj1 ✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r p1❛♥❞ p2✿

∂p1
∂s1

=
−b(b+ 1)

(3b2 + 2b+ 1)(1 + β)
< 0

∂p2
∂s1

=
b(b+ 1)

(3b2 + 2b+ 1)(1 + β)
> 0

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❉❡♠♦❝r❛t✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞✐❡s ✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

Pr♦♦❢✳ ■❢
∂Rj

∂xi
1
> 0 t❤❡♥

∂Rj

∂s1
> 0✳

∂Rj

∂xi
1
> 0 ✇❤❡♥ Sj >

(1+β)xj
1

β
✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r xj1 ✐♥

❣✐✈❡s✿

Sj >
1

β

[

(1 + b) [a(1− β)− c1 + β(bSi + c2)]

[3b2 + (2b+ 1)(1− β)]
−

bs1
[3b2 + (2b+ 1)(1− β)]

]

❯♥❞❡r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
∂Rj

∂s1
> 0

❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞②✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
♠❛❦✐♥❣ ✐t ❡❛s✐❡r ❢♦r t❤❡ ❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ❝♦✉♥tr② ❣❛✐♥✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ s❡❧❧✐♥❣ ♠♦r❡ ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r
♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳ ❆t t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ♦✈❡r✲❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦✉♥tr② i ❞❡♣❧❡t❡s ✐ts
st♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✱ ❝♦✉♥tr② j ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛r❦❡t✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱
✐❢ t❤❡ st♦❝❦ ✐♥ ❝♦✉♥tr② i ✐s ✐♥✜♥✐t❡✱ ❝♦✉♥tr② j ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞②✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❣❛✐♥s ✐♥ ❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ❝♦✉♥tr② ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡✐r st♦❝❦ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✐♥✜♥✐t❡✳

✶✾



✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧
❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r s❤♦✇s
t❤❛t ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❜❧❡ss✐♥❣ ♦r ❛ ❝✉rs❡✳
■t s❤♦✇s t❤❛t ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝②✱ ❛s ❛♥ t②♣❡ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠s ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ❞❡♠♦❝r❛❝②
❞✉r✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ❜♦♦♠s❀ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❛❞❞s t♦ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝✉rs❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t
♦✈❡r✲❡①tr❛❝t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉❜s✐❞✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞
t♦ s✉st❛✐♥ ❞✐❝t❛t♦rs❤✐♣✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦ ✐s ❛❧♠♦st ❞❡♣❧❡t❡❞ ✐♥
t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✳ ❘❡s♦✉r❝❡ ❜♦♦♠s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❝✉rs❡ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝② ❜❡❝❛✉s❡ ♦✈❡r✲❡①tr❛❝t✐♦♥
✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ❞❛♠♣❡♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r s✉❣❣❡sts ❛ ♥❡✇ ❝❤❛♥♥❡❧
t❤❛t ❝❛✉s❡s ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s ✐♥❢❡r✐♦r ✐♥ ♥♦♥✲❞❡♠♦❝r❛❝✐❡s✳
❚❤❡ ♦t❤❡r ♥♦✈❡❧t② ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t ✐t ❡♠♣❧♦②s t❤❡ t❤r❡❛t ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ t♦ st✉❞② t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢
♣♦❧✐t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ r❡s♦✉r❝❡ ❡①♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■t ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡s t❤❡ ❜❡♥❡✜t ❛♥❞ ❝♦st ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❧❛♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❡❧✐t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈✐t✐③❡♥s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥❞✉❝t
❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❝♦st❧② ❛♥❞ ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ ❜❡♥❡✜t✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛♣❡r✬s ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ❜②
t❤❡ r✉❧✐♥❣ ❡❧✐t❡✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ r❡t❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r t❤r♦✉❣❤ s❡tt✐♥❣ tr❛♥s❢❡rs ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ t❤❡
❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❤♦❧❞✐♥❣ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ♦✈❡r r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❛❦❡ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❞❡♠♦❝r❛❝②
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♦❢ ♣❛r❛❞♦①❡s ❛♥❞ r❡❞ ❤❡rr✐♥❣s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ✺✺✭✸✮✿
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◆❛t❤❛♥ ❏❡♥s❡♥ ❛♥❞ ▲❡♦♥❛r❞ ❲❛♥t❝❤❡❦♦♥✳ ❘❡s♦✉r❝❡ ✇❡❛❧t❤ ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡s ✐♥ ❛❢r✐❝❛✳ ❈♦♠✲
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❙❡②♠♦✉r ▼❛rt✐♥ ▲✐♣s❡t✳ ❙♦♠❡ s♦❝✐❛❧ r❡q✉✐s✐t❡s ♦❢ ❞❡♠♦❝r❛❝②✿ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧
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❍❛❧✈♦r ▼❡❤❧✉♠✱ ❑❛r❧ ▼♦❡♥❡✱ ❛♥❞ ❘❛❣♥❛r ❚♦r✈✐❦✳ ■♥st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝✉rs❡∗✳ ❚❤❡
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✾✭✶✮✿✹✸✕✼✻✱ ✶✾✾✾✳

❏❡✛r❡② ❉✳ ❙❛❝❤s ❛♥❞ ❆♥❞r❡✇ ▼✳ ❲❛r♥❡r✳ ❚❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❘❡✈✐❡✇✱ ✹✺✭✹✲✻✮✿✽✷✼✕✽✸✽✱ ✷✵✵✶✳

❆❣♥❛r ❙❛♥❞♠♦✳ ❖♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✜r♠ ✉♥❞❡r ♣r✐❝❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✻✶✭✶✮✿✻✺✕✼✸✱ ✶✾✼✶✳

❇❡♥❥❛♠✐♥ ❙♠✐t❤✳ ❖✐❧ ✇❡❛❧t❤ ❛♥❞ r❡❣✐♠❡ s✉r✈✐✈❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ✇♦r❧❞✱ ✶✾✻✵✲✶✾✾✾✳ ❆♠❡r✐❝❛♥

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✹✽✭✷✮✿✷✸✷✕✷✹✻✱ ✷✵✵✹✳

✷✶



❆❛r♦♥ ❚♦r♥❡❧❧ ❛♥❞ P❤✐❧✐♣ ❘✳ ▲❛♥❡✳ ❚❤❡ ✈♦r❛❝✐t② ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✾✭✶✮✿
✷✷✕✹✻✱ ✶✾✾✾✳

✷✷



❆ ❘❡s♦✉r❝❡ ❊①♣♦rt✐♥❣ ❈♦✉♥tr✐❡s

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❘❡s♦✉r❝❡ ❊①♣♦rt✐♥❣ ❈♦✉♥tr✐❡s

❋✉❡❧ ❊①♣♦rt✐♥❣ ❈♦✉♥tr✐❡s
❋✉❡❧

❊①♣♦rts✯
❖r❡s ❛♥❞ ▼❡t❛❧s
❊①♣♦rt✐♥❣ ❈♦✉♥tr✐❡s

❖r❡s ❛♥❞
▼❡t❛❧s
❊①♣♦rts✯

❇❛❤r❛✐♥ ✻✵✳✾ ❈❤✐❧❡ ✶✾✳✹
◗❛t❛r ✺✺✳✹ ❇❛❤r❛✐♥ ✶✷✳✹
❯♥✐t❡❞ ❆r❛❜ ❊♠✐r❛t❡s ✺✵✳✹ ❩❛♠❜✐❛ ✶✷✳✸
◆✐❣❡r✐❛ ✹✾✳✵ P❡r✉ ✾✳✽
❑✉✇❛✐t ✹✽✳✼ ❩✐♠❜❛❜✇❡ ✽✳✹
❖♠❛♥ ✹✼✳✵ ❆r♠❡♥✐❛ ✽✳✸
●❛❜♦♥ ✹✻✳✻ ❑❛③❛❦❤st❛♥ ✼✳✽
▲✐❜②❛ ✹✹✳✻ ●❡♦r❣✐❛ ✼✳✼
❆③❡r❜❛✐❥❛♥ ✹✵✳✽ ▲✉①❡♠❜♦✉r❣ ✼✳✸
❆❧❣❡r✐❛ ✸✾✳✷ ❇✉❧❣❛r✐❛ ✼✳✸
❑❛③❛❦❤st❛♥ ✸✻✳✵ ■❝❡❧❛♥❞ ✻✳✾
❙❛✉❞✐ ❆r❛❜✐❛ ✸✺✳✷ ●✉②❛♥❛ ✻✳✶
❱❡♥❡③✉❡❧❛ ✸✵✳✻ ❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛ ✺✳✾
❙❡②❝❤❡❧❧❡s ✷✽✳✷ ❇♦❧✐✈✐❛ ✺✳✽
◆♦r✇❛② ✷✼✳✽ ❏♦r❞❛♥ ✺✳✽
❙②r✐❛ ✷✸✳✼ ❚♦❣♦ ✹✳✸
❨❡♠❡♥ ✷✸✳✵ ●❛❜♦♥ ✸✳✹
■r❛♥ ✷✶✳✵ ❑②r❣②③ ❘❡♣✉❜❧✐❝ ✸✳✶
❇❡❧❛r✉s ✶✽✳✸ ◆♦r✇❛② ✸✳✶
❘✉ss✐❛ ✶✼✳✺ ▼♦r♦❝❝♦ ✷✳✼
❊❝✉❛❞♦r ✶✹✳✹ ❘✉ss✐❛♥ ❋❡❞❡r❛t✐♦♥ ✷✳✼
▲✐t❤✉❛♥✐❛ ✶✸✳✻ ❍♦♥❣ ❑♦♥❣ ✷✳✻
❊❣②♣t ✶✷✳✸ ❉♦♠✐♥✐❝❛ ✷✳✻
❙✉❞❛♥ ✶✷✳✶ ❙❧♦✈❡♥✐❛ ✷✳✺
❈❛♠❡r♦♦♥ ✶✶✳✾ P❛♥❛♠❛ ✷✳✺

✯ ❊①♣♦rts ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✪ ♦❢ ●❉P✳ ❉❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦ ❲♦r❧❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ■♥❞✐❝❛t♦rs
✭✷✵✵✹✮❄❄❄ ❬✷✵✵✹❪ ✳

✷✸



❇ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❆♣♣❡♥❞✐①

❇✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ❛♥❞ ✻

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✷✮✿

Lµ = αθ

[

β(1− α)2

1− q − φβ

]
1−α
α

−

[

(p2 − c2)(S −
(p1 + s1 − c1)− β(p2 − c2 − S)

(1 + β)
)−

1

2
(S −

(p1 + s1 − c1)− β(p2 − c2 − S)

(1 + β)
)2
]

= 0

Lq = −q + µαθ
1− q − φβ

β(1− α)
= 0

Ls1 = −s1 + µλ

[

p2 − c2 − S +
(p1 + s1 − c1)− β(p2 − c2 − S)

(1 + β)

]

= 0

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡✿







∂Lµ

∂µ

∂Lµ

∂q

∂Lµ

∂s1
∂Lq

∂µ

∂Lq

∂q

∂Lq

∂s1
∂Ls1

∂µ

∂Ls1

∂q

∂Ls1

∂s1











∂µ
∂q
∂s1



 =









−
(

(p1+s1−c1−S)+(p2−c2)
(1+β)2

)

∂p1 +
(

β(2+β)(p2−c2)−(p1+s1−c1−S)
(1+β)2

)

∂p2

0

− µλ

1+β
∂p1 −

(

µλ1+2β
1+β

)

∂p2









s✉❝❤ t❤❛t✿
∂Lµ

∂µ
= 0❀∂Lµ

∂q
= (1−α)θ[β(1−α)]

2(1−α)
α

(1−q−φβ)
1
α

> 0;∂Lµ

∂s1
= (p1+s1−c1−S)+(p2−c2)

(1+β)2
> 0✳

∂Lq

∂µ
= αθ 1−q−φβ

β(1−α)
> 0❀∂Lq

∂q
= −(1 + µαθ

β(1−α)
) < 0❀∂Lq

∂s1
= 0✳

∂Ls1

∂µ
= λ

[

(p1+s1−c1−S)+(p2−c2)
1+β

]

> 0❀
∂Ls1

∂q
= 0❀

∂Ls1

∂s1
= µλ

1+β
− 1 < 0 ✐❢ µλ < 1 + β✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r
❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❤♦❧❞✳

✷✹



∂s∗1
dp2

=

det











0 (1−α)θ[β(1−α)]
2(1−α)

α

(1−q−φβ)
1
α

β(2+β)(p2−c2)−(p1+s1−c1−S)
(1+β)2

αθ 1−q−φβ

β(1−α)
−(1 + µαθ

β(1−α)
) 0

λ
[

(p1+s1−c1−S)+(p2−c2)
1+β

]

0 −µλ1+2β
1+β











det







∂Lµ

∂µ

∂Lµ

∂q

∂Lµ

∂s1
∂Lq

∂µ

∂Lq

∂q

∂Lq

∂s1
∂Ls1

∂µ

∂Ls1

∂q

∂Ls1

∂s1







■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ✐s ❛❧s♦ ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡
∂s∗1
dp2

> 0✳ ❆♥❞ s✐♥❝❡
dx∗

1

ds1
= 1

1+β
❃✵✱ t❤❡♥

dx∗

1

dp2
> 0✳

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣r✐❝❡ ❜♦♦♠s ♦♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉❜s✐❞② ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞✿

∂q∗

dp2
=

det









0 β(2+β)(p2−c2)−(p1+s1−c1−S)
(1+β)2

(p1+s1−c1−S)+(p2−c2)
(1+β)2

αθ 1−q−φβ

β(1−α)
0 0

λ
[

(p1+s1−c1−S)+(p2−c2)
1+β

]

−µλ1+2β
1+β

µλ

1+β
− 1









det







∂Lµ

∂µ

∂Lµ

∂q

∂Lµ

∂s1
∂Lq

∂µ

∂Lq

∂q

∂Lq

∂s1
∂Ls1

∂µ

∂Ls1

∂q

∂Ls1

∂s1







✭❇✳✶✮

❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❤❡♥ p1 + s1 − c1 − S > β(2 + β)(p2 − c2)✳ ❙✐♥❝❡
∂q∗

dp2
> 0 ❛♥❞

s✐♥❝❡∂I(q∗)
∂q∗

> 0✱ t❤❡♥ ∂I(q∗)
dp2

✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❇✳✷ ❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r ❖♣t✐♠❛❧ ❙✉❜s✐❞✐❡s

❉✐✈✐❞✐♥❣ ✭✷✳✶✸✮❜② ✭✷✳✶✹✮✿

q∗

s∗1
=

(1− α)αθ [K1 + I∗(q)]−α λα

λ [p2 − c2 − S + x∗1(s1)]
✭❇✳✷✮

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✻✮✱ t❤❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✷✮ ❜❡❝♦♠❡s✿✿

q∗

1− q∗ − φβ
=

αθ(1 + β)s∗1
λβ(1− α) [(p2 − c2 − S) + (p1 + s∗1 − c1)]

✭❇✳✸✮

❆❧s♦✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✷✳✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✻✮ ✐♥t♦ ✭✷✳✶✺✮ ❣✐✈❡s✿

✷✺



q∗ = 1− φβ − β(1− α)2





αθ

(p2 − c2)(
β(p2−c2)−(p1+s∗1−c1−S)

(1+β)
)− 1

2
(
β(p2−c2)−(p1+s∗1−c1−S)

(1+β)
)2





α
1−α

✭❇✳✹✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❇✳✹ ✐♥t♦ ❇✳✸✿

(1− φβ)
[

(p2 − c2)(
β(p2−c2)−(p1+s1−c1−S)

(1+β)
)− 1

2
(β(p2−c2)−(p1+s1−c1−S)

(1+β)
)2
]

α
1−α

β(1− α)2(αθ)
α

1−α

✭❇✳✺✮

−
αθ(1 + β)s1

λβ(1− α) [(p2 − c2 − S) + (p1 + s1 − c1)]
− 1 = 0

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r s∗1 ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳

✷✻



❈ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❊q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✺✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◗✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ ▼❛t❧❛❜ r♦✉t✐♥❡✳ ❘❡s♦✉r❝❡ ♣r✐❝❡
✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✱ p2✱ ✐s ✈❛r✐❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ ❜♦♦♠s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s∗1 ✐s ✉s❡❞
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s x∗1(s1)✱q

∗✱ I(q∗) ❛♥❞ t♦t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ❡❧✐t❡ ❛♥❞ ❝✐t✐③❡♥s✳ ❆❧s♦
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✾✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ t❤❡ s❛♠❡ r♦✉t✐♥❡✳ ❯♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ t❤❡ t❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

α β λ θ K S φ c1 c2 p1
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