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❚❤❡ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡

❚❤❡ ❥♦❜ ♠❛r❦❡t ❢♦r s❝✐❡♥t✐sts ❛♥❞ ✜r♠s✬ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

❆♥❞r❡❛ ❈❛♥✐❞✐♦

❈❡♥tr❛❧ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②

❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✵

❆❜str❛❝t

❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡t✉r♥ ♦♥ ❘✫❉ s♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s❡❛r❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s

✇✐t❤ ✜r♠ s✐③❡✳ ■ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❢❛❝t ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

✇❤❡r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛r❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✜r♠s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

✐s t❤❛t ✜r♠s ✐♥✈❡st ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✿ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞

s❝✐❡♥t✐✜❝ ✜♥❞✐♥❣s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡✳ ❋✐r♠s ❝r❡❛t❡ ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❧❛❜s ❛♥❞ ❤✐r✐♥❣

r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛r❦❡t✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✱ ✜r♠s ✉♥❞❡r✐♥✈❡st ✐♥ ❧❛❜s✳ ▼♦r❡

✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♥❞ ❧❛❜s ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡s ✐♥ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡

❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥

s❝✐❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ✇♦r❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✜r♠✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥♦✈❡❧

❢♦r♠ ♦❢ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝②✿ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ✜r♠s ✐s ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✳

❑❡②✇♦r❞s✿ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ❊①t❡r♥❛❧✐t②✱

❆❜s♦r♣t✐✈❡ ❈❛♣❛❝✐t②✱ ▼❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ■♥✈❡st♠❡♥t✳

❏❊▲ ◆✉♠❜❡rs✿ ❉✷✶✱ ❍✷✸✱ ▲✷✷✱ ❖✸✶✱ ❖✸✷✱ ❖✸✽✳

❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣❡rs♦♥❛❧✳❝❡✉✳❤✉✴st❛✛✴❆♥❞r❡❛❴❈❛♥✐❞✐♦✴

❝❛♥✐❞✐♦❛❅❝❡✉✳❤✉

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t✳ ■✬♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❆♥❞r❡✇ ◆❡✇♠❛♥ ❢♦r ❤✐s ❤❡❧♣ ❛♥❞ ❛❞✈✐❝❡✳ ■✬♠ ❛❧s♦ ✐♥✲

❞❡❜t❡❞ t♦ ▲✉❝✐❛ ❊s♣♦s✐t♦✱ ❏❡✛r❡② ❋✉r♠❛♥✱ ❚❤♦♠❛s ●❛❧❧✱ ❏♦s❤✉❛ ●❛♥s✱ ❏❛❝♦❜ ●❧❛③❡r✱ ▼✐❦❧♦s

❑♦r❡♥✱ P❛tr✐❝❦ ▲❡❣r♦s✱ ❏♦s❤ ▲✉st✐❣✱ ▼❡❣❛♥ ▼❛❝●❛r✈✐❡✱ ❉✐❧✐♣ ▼♦♦❦❤❡r❥❡❡✱ ❏✉❧✐❡ ❲✉❧❢✱ ❆❞❛♠

❙③❡✐❞❧✱ ❚✐♠♦t❤② ❙✐♠❝♦❡✱ ❙❝♦tt ❙t❡r♥ ❛♥❞ t✇♦ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡❢❡r❡❡s ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞

❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❝♦♠♠❡♥ts✳

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■❢ ✜r♠s ✐♥✈❡st ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✜♥❞✐♥❣s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧❧②✱ ❜✐❣

✜r♠s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ t❤❛♥ s♠❛❧❧ ✜r♠s ✐♥ t❤❡✐r r❡s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt✳ ❇✐❣ ✜r♠s ❣❛✐♥

♠♦r❡ t❤❛♥ s♠❛❧❧ ✜r♠s ❢r♦♠ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡✐r s❝✐❡♥t✐✜❝ ♦✉t♣✉t✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❝❛♣t✉r❡ ❛ ❣r❡❛t❡r

s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❜❡♥❡✜t ✭♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜t ♣❧✉s s♦❝✐❛❧ ❜❡♥❡✜t✮ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①tr❛ s❝✐❡♥❝❡

♣r♦❞✉❝❡❞✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❜✐❣ ✜r♠s s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ♠❛♥❛❣❡ t♦ ♦✉t❜✐❞ s♠❛❧❧ ✜r♠s ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ♣✉r❝❤❛s❡ ❛♥② ❢❛❝t♦r r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡✳ ❇✐❣ ✜r♠s s❤♦✉❧❞ ❤✐r❡ t❤❡

♠♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs✱ ♣✉r❝❤❛s❡ t❤❡ ❜❡st ❡q✉✐♣♠❡♥t✱ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡st s♣♦ts ❛♥❞✱

✉❧t✐♠❛t❡❧②✱ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ t❤❛♥ s♠❛❧❧ ✜r♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r s❡✈❡r❛❧ s♦✉r❝❡s ❞♦❝✉♠❡♥t t❤❛t

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡t✉r♥ ♦♥ r❡s❡❛r❝❤ s♣❡♥❞✐♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✜r♠ s✐③❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❍❛❧♣❡r✐♥ ❛♥❞

❈❤❛❦r❛❜❛rt✐ ✭✶✾✽✼✮ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛♣❡rs ♣r♦❞✉❝❡❞ ♣❡r ❞♦❧❧❛r ♦❢ ❘✫❉ s♣❡♥❞✐♥❣ ✐s

♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ✜r♠s s✐③❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ t♦t❛❧ ❘✫❉ s♣❡♥❞✐♥❣✳✶

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ■ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛r❡

❤✐r❡❞ ❜② ✜r♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡✐r ❧❛❜s✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ r❡s❡❛r❝❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡

s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✜r♠✬s ❧❛❜✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣✉③③❧❡ ❞✐s❝✉ss❡❞

❛❜♦✈❡✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✜r♠s ❝❛rr② ♦✉t r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✿

t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ ♦✉ts✐❞❡ s❝✐❡♥❝❡✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ✏❛ t✐❝❦❡t ♦❢ ❛❞♠✐ss✐♦♥ t♦ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♥❡t✇♦r❦✑✿✷ ✐t ❛❧❧♦✇s ✜r♠s t♦ ❜❡ ❛❧✇❛②s ✉♣ t♦ ❞❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦t❤❡r ✜r♠s

❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s✳ ❆❧s♦✱ s❝✐❡♥❝❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t✿ ♦♥❧② s❝✐❡♥t✐sts t❤❛t ❛r❡ ❛❝t✐✈❡❧② ❡♥❣❛❣❡❞ ✐♥ r❡s❡❛r❝❤

❝❛♥ r❡❛❞ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs ✐♥ ❛ t✐♠❡❧② ❢❛s❤✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✉s✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❧②

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❝✐❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦st❧② t♦ ✜r♠s❀ t❤✐s ❝♦st ✐s ❧♦✇❡r ✇❤❡♥ ✜r♠s ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ✐♥✲❤♦✉s❡

r❡s❡❛r❝❤✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✜r♠s ♣r♦❞✉❝❡ s❝✐❡♥❝❡ s♦ t❤❛t t❤❡✐r ✐♥✲❤♦✉s❡

r❡s❡❛r❝❤❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❖♥❝❡ ✜r♠s r❡❛❝❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s❝✐❡♥t✐✜❝

♦✉t♣✉t✱ ❞♦✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ❧✐tt❧❡ ❡①tr❛ ❜❡♥❡✜t✿ ✜r♠s ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ♣r♦❞✉❝❡

◆♦❜❡❧✲♣r✐③❡✲✇✐♥♥✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❣♦❛❧✱ ✜r♠s ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ✐♥✈❡st ✐♥ ❧❛❜s

♦r ❤✐r❡ ❛ ✈❡r② ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡r✿ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♥❞ ❧❛❜s ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡s ✐♥ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡

❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛r❦❡t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♠✐s❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs

t♦ ❧❛❜s✳ ■♥ ♠② st②❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❆ss♦rt❛t✐✈❡ ▼❛t❝❤✐♥❣ ✭◆❆▼✮

r✉❧❡✿ t❤❡ ✇♦rst r❡s❡❛r❝❤❡r ✇♦r❦s ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❧❛❜✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ r❡s❡❛r❝❤✱

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣r♦✲

❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❆❧s♦✱ ✐❢ ❜✐❣❣❡r ✜r♠s ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ❝♦st ♦❢ ✐♥✈❡st✐♥❣✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

✶ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❙❝❤❡r❡r ✭✶✾✻✺✮✱ ❆❝s ❛♥❞ ❆✉❞r❡ts❝❤ ✭✶✾✽✼✮✱ ❈♦❤❡♥ ❛♥❞ ❑❧❡♣♣❡r ✭✶✾✾✻✮ ✇❤♦ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ❍❛❧♣❡r✐♥ ❛♥❞ ❈❤❛❦r❛❜❛rt✐ ✭✶✾✽✼✮ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❧♦♦❦s ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❛t s❝✐❡♥t✐✜❝ ♦✉t♣✉t✳

✷ ❘♦s❡♥❜❡r❣ ✭✶✾✾✵✮✱ ♣✳✶✼✵



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸

❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s s✐③❡ ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡

s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❘✫❉ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛♥ ✉♥♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❘✫❉ ✇♦r❦❡rs t♦

❜❡ ❤✐r❡❞ ❜② s♠❛❧❧ ✜r♠s✳✸

❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♥❞ ❧❛❜s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❀ t❤❡ t♦t❛❧ s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✉♥❞❡r ❛ P♦s✐t✐✈❡ ❆ss♦rt❛t✐✈❡

▼❛t❝❤✐♥❣ ✭P❆▼✮ r✉❧❡ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡st r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❧❛❜s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ❧❛❜s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣

s❝✐❡♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ ✜r♠s ❛✐♠ ❛t ✉s✐♥❣ s❝✐❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❧❛❜s t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r

♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦

❧❛❜s ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ♥♦✈❡❧ ❛♥❞ ❛r✐s❡s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✉♥❞❡r✐♥✈❡st✲

♠❡♥t ✐♥ s❝✐❡♥❝❡✳ ■ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡t ♦❢ t❛①❡s✴s✉❜s✐❞✐❡s t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❝✐❡♥❝❡

♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✜r♠ ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✜rst✲❜❡st ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞

t❤❡ ✜rst✲❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡r t♦ ✜r♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❜s✐❞✐❡s t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❧❛❜s

❝❛♥♥♦t r❡st♦r❡ ❡✣❝✐❡♥❝② s✐♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❥♦❜✲♠❛r❦❡t ❢♦r r❡s❡❛r❝❤❡rs✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ■ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s✳ ■ ❛ss✉♠❡

t❤❛t t❤❡✐r ♠✐ss✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❛t ❛❝❛❞❡♠✐❝ s❝✐❡♥t✐sts ❝❛♥ ✇♦r❦ ❛s ❝♦♥s✉❧t❛♥ts

❢♦r t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❥♦❜ ♦❢ ❛ ❝♦♥s✉❧t❛♥t ✐s t♦ ❤❡❧♣ ❛ ✜r♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ st♦❝❦ ♦❢

s❝✐❡♥❝❡✳ ❙❝✐❡♥t✐sts ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② s♦rt ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② s❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳

❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜❡st r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛r❡ ❤✐r❡❞ ❜② ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s✱ ❛♥❞

✇✐t❤✐♥ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ P❆▼✿ ❜❡tt❡r r❡s❡❛r❝❤❡rs ❣❡t t♦

✇♦r❦ ✇✐t❤ ❜✐❣❣❡r ❧❛❜s✳ ❚❤❡s❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❝♦♥s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ✜r♠s✱ ✇❤✐❧❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞

♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✜r♠s ✇✐❧❧ ❤✐r❡ s❝✐❡♥t✐sts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② s❡❝t♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧

♣r❡❞✐❝ts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t r❡s❡❛r❝❤❡rs ❝❛r❡ ❛❜♦✉t r❡♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❜✉✐❧t ❜② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ s❝✐❡♥❝❡✳ ■ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ❛r❡ str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ♠❛② s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ◆❆▼ t♦ P❆▼✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs

❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❧♦✇❡r ✇❛❣❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ✜r♠s ✇✐t❤ ❜✐❣ ❧❛❜s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❛❜✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❢♦r❢❡✐t ❛ ❜✐❣❣❡r ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ✇❛❣❡s

t❤❛♥ ✉♥♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs✳ ■♥ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs

✇♦r❦ ✐♥ ❜✐❣ ❧❛❜s✱ ❜✉t ♠❛② ❜❡ ♣❛✐❞ ❧❡ss t❤❛♥ ✉♥♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② r❡❝❡✐✈❡

❛ ❤✐❣❤❡r r❡♣✉t❛t✐♦♥ r❡✇❛r❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ♥♦t ❜②

❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs✬ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✭❛s ✐♥ ❉❛s❣✉♣t❛ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ✭✶✾✽✺✮✮ ❜✉t ❜② ❛✛❡❝t✐♥❣

t❤❡ ❥♦❜ ♠❛r❦❡t ❢♦r s❝✐❡♥t✐sts✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t s❝✐❡♥t✐✜❝ s❡❝t♦rs ✇❤❡r❡

✸ ❙❡❡ ❩❡♥❣❡r ✭✶✾✾✹✮ ❛♥❞ ❊❧❢❡♥❜❡✐♥✱ ❍❛♠✐❧t♦♥✱ ❛♥❞ ❩❡♥❣❡r ✭✷✵✶✵✮✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t s✐♥❝❡
✐t ❧♦♦❦s ❛t s❝✐❡♥t✐sts✳ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♦✛❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t s♠❛❧❧ ✜r♠s
♦✛❡r t✐❣❤t❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✲❝♦♥t✐♥❣❡♥t ❝♦♥tr❛❝ts t❤❛♥ ❜✐❣ ✜r♠s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ttr❛❝t ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❛❣❡♥ts✳
❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❥♦❜ ♠❛r❦❡t ❢♦r s❝✐❡♥t✐sts✱ ♠② ♣❛♣❡r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱
❤❛✈✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❡✣❝✐❡♥❝② ✭s❡❡ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✮✳



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✹

r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ❛r❡ str♦♥❣❡r ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❞✐s♣❧❛② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳

✶✳✶ ❘❡❧❡✈❛♥t ▲✐t❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ s♣✐❧❧♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢

✈❡r② ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ s❝✐❡♥t✐sts ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ✜r♠s✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

❡✣❝✐❡♥❝② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡ ❥♦❜ ♠❛r❦❡t ❢♦r r❡s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✱

❞❡s♣✐t❡ ❤❡❛❞❧✐♥❡✲❣r❛❜❜✐♥❣ st♦r✐❡s ❛❜♦✉t ❡❧✐t❡ s❝✐❡♥t✐sts ❧❡❛✈✐♥❣ ♦♥❡ ❝♦✉♥tr② ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❝♦✉♥✲

tr②✱ ♦r ❧❡❛✈✐♥❣ ♦♥❡ ✜r♠ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ✜r♠✳✺❲✐t❤ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s

t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❝✐❡♥t✐sts ❛❝r♦ss ✜r♠s ✐s ♥♦t ❛ ③❡r♦✲s✉♠ ❣❛♠❡✿ t❤❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✲

✐③❡❞ ❥♦❜ ♠❛r❦❡t ❢♦r s❝✐❡♥t✐sts ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ■❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ❝♦✉❧❞ r❡❛❧❧♦❝❛t❡ s♦♠❡

s❝✐❡♥t✐sts✱ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥t❡❞ ❛❣❡♥ts ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs ❛♥❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❤❛✈❡

✐♠♣♦rt❛♥t ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ✐s ♥♦t ♥❡✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ✉s✉❛❧❧②

t❤❛t✱ ❜② ❥♦✐♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t♦rs✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❤✐♥❣s ✭s❡❡✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❇❛✉♠♦❧ ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❞ ▼✉r♣❤②✱ ❙❤❧❡✐❢❡r✱ ❛♥❞ ❱✐s❤♥② ✭✶✾✾✶✮✮✱ ♦r t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ s✉❜❥❡❝t

t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✭✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s❡❛r❝❤✱ s❡❡ ❆❣❤✐♦♥✱

❉❡✇❛tr✐♣♦♥t✱ ❛♥❞ ❙t❡✐♥ ✭✷✵✵✽✮✮✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡s❡ ✇♦r❦s✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠② ♣❛♣❡r

✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ s❝✐❡♥t✐sts ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❞♦✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t ❞♦❡s ♠❛tt❡rs ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ r❡s❡❛r❝❤❡r ❥♦✐♥s t❤❡ ❢♦r✲♣r♦✜t r❡s❡❛r❝❤ s❡❝t♦r ♦r

t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② s❡❝t♦r✱ ❜❡❝❛✉s❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t♦rs✳

■t ❤❛s ❧♦♥❣ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t s♦♠❡t✐♠❡s ✜r♠s ❝❛rr② ♦✉t s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s❡❛r❝❤ t♦ ❜❡ ♠♦r❡

❡✛❡❝t✐✈❡ ❛t ✉s✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡ s❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✇❛s ✜rst ❜r♦✉❣❤t ❢♦r✇❛r❞ ❜② ❚✐❧t♦♥ ✭✶✾✼✶✮✱

✇❤♦ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ✐♥❞✉str② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✬✺✵s ❛♥❞ ✬✻✵s✳ ❚✐❧t♦♥ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t✱

❢♦r t❤❡s❡ ✜r♠s✱ ✐♥✈❡st✐♥❣ ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥s✉r❛♥❝❡✿ t❤❡② ✇❡r❡ ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞

t♦ ❜❡ ✉♣ t♦ ❞❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛t❡st s❝✐❡♥t✐✜❝ ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤✳ ❚❤❡ t❡r♠ ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✇❛s

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈♦❤❡♥ ❛♥❞ ▲❡✈✐♥t❤❛❧ ✭✶✾✽✾✮✱ ✇❤♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❜♦t❤ t❤❡ ✜rst t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢

t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ✐ts ✜rst ❡♠♣✐r✐❝❛❧ t❡st✳ ❖t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✇♦r❦s ❛r❡ ❈♦❝❦❜✉r♥ ❛♥❞

❍❡♥❞❡rs♦♥ ✭✶✾✾✽✮✱ ●❛♠❜❛r❞❡❧❧❛ ✭✶✾✾✷✮ ❛♥❞ ●r✐✣t❤✱ ❘❡❞❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❘❡❡♥❡♥ ✭✷✵✵✹✮✳ ❖♥ t❤❡

t❤❡♦r② s✐❞❡✱ s❡✈❡r❛❧ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t②

✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❍❛♠♠❡rs❝❤♠✐❞t ✭✷✵✵✻✮✱ ❑❛♠✐❡♥ ❛♥❞ ❩❛♥❣ ✭✷✵✵✵✮ ❛♥❞ ▲❡❛❤② ❛♥❞ ◆❡❛r②

✭✷✵✵✼✮✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ▲❡❛❤② ❛♥❞ ◆❡❛r② ✭✷✵✵✼✮ ❞❡r✐✈❡ s♦♠❡ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜② s❤♦✇✐♥❣

t❤❛t r❡s❡❛r❝❤ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡s ♠❛② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ✜r♠s✳ ❚❤❡

✹ ❙❡❡ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♣✐❧❧♦✈❡r ❛♥❞ ❣❡♦❣r❛♣❤② ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❆✉❞r❡ts❝❤ ❛♥❞ ❋❡❧❞♠❛♥
✭✷✵✵✹✮✳

✺ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ▲✐✉✱ ▼✳ ✭✷✵✵✾✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✹✮✳ ❙t❡❛❧ ❚❤✐s ❙❝✐❡♥t✐st✳ ◆❡✇s✇❡❡❦ ❀ ♦r ❈❧✐♠❜✐♥❣ ▼♦✉♥t P✉❜✲
❧✐s❤❛❜❧❡✿ t❤❡ ♦❧❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣♦✇❡rs ❛r❡ st❛rt✐♥❣ t♦ ❧♦s❡ t❤❡✐r ❣r✐♣✳ ✭✷✵✶✵✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✶✮✳ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐st✳



✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧ ✺

r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✜r♠s ✐♥✈❡st ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ♣❛rt❧② t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ ♦✉ts✐❞❡ s❝✐❡♥❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡

❛❝❝❡ss t♦ s❝✐❡♥❝❡ ✐s ♠❛❞❡ ❡❛s✐❡r ❜② t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛rr②

♦✉t ♠✉❝❤ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥②♠♦r❡✳

▼② ♣❛♣❡r r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣

❢♦r♠ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥s ✐♥ s❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ●✐tt❡❧♠❛♥

❛♥❞ ❑♦❣✉t ✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡✐r ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✇❤❡t❤❡r ✈❛❧✉❛❜❧❡ s❝✐❡♥❝❡ ❧❡❛❞s

t♦ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ♣❛t❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♦✉t♣✉t ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✐t❛t✐♦♥s r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ♣❛♣❡rs ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✜r♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡②

♠❡❛s✉r❡ ♣❛t❡♥t q✉❛❧✐t② ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝✐t❛t✐♦♥s r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ♣❛t❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡

✜r♠✳ ❚❤❡② ✜♥❞ t❤❛t ✏s❝✐❡♥t✐✜❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ♣❛t❡♥ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞✱ ❜✉t ❣♦♦❞ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞

❣♦♦❞ ♣❛t❡♥ts ❛r❡ ♥♦t✳✑✻ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ s❝✐❡♥❝❡ ❞❡❧✐✈❡r s♦♠❡ ❜❡♥❡✜t✱ ❜✉t

♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❧♦t ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ✭❛❝t✉❛❧❧②✱ ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

❜❡t✇❡❡♥ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ♣❛t❡♥ts ❛♥❞ ✈❛❧✉❛❜❧❡ s❝✐❡♥❝❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s t♦ r❡s❡❛r❝❤❡rs

❞❡❛❧ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❆r♦r❛✱ ❉❛✈✐❞✱ ❛♥❞ ●❛♠✲

❜❛r❞❡❧❧❛ ✭✶✾✾✽✮ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❢✉♥❞✐♥❣ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❈◆❘ ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

t❤❡ ◆❙❋✮ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ✭♣❛st ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ r❡❝♦r❞✮ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❡①♣❧❛♥❛t♦r②

✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■ ❛♠ ♥♦t ❛✇❛r❡ ♦❢ ❛♥② st✉❞② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢

r❡s♦✉r❝❡s t♦ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜s✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ❧❛❜s✱ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ✐ts ❡①✐st❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ s❡❝t✐♦♥ ■

❞✐s❝✉ss t❤❡ ♥♦r♠❛t✐✈❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✜❢t❤ s❡❝t✐♦♥✱

❛♥❞ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✐①t❤ s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ■ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡

❡♠♣✐r✐❝❛❧ t❡sts✱ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳

✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ✜r♠s ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs✳ ❋✐r♠s

❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r s✐③❡ s✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r S = [0, s̄]✳ ❘❡s❡❛r❝❤❡rs ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r

❛❜✐❧✐t② a✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r A = [0, ā]✳ ❆❧❧ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥

❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② r✉♥s ❢♦r t❤r❡❡ ♣❡r✐♦❞s✳

✷✳✶ ■♥✈❡st✐♥❣ ✐♥ ▲❛❜s✳

■♥ ♣❡r✐♦❞ t = 0 ✜r♠s ❜✉✐❧❞ ❧❛❜s✳ ■❢ ❛ ✜r♠ s s❡ts ✉♣ ❧❛❜s ♦❢ s✐③❡ L ✐t ❜❡❛rs ❛ ❝♦st c(s, L)

❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ L✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

✻ ●✐tt❡❧♠❛♥ ❛♥❞ ❑♦❣✉t ✭✷✵✵✸✮✱ ♣✳ ✸✽✵✳



✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧ ✻

t = 3t = 2t = 1

■♥✈❡st ✐♥ ❧❛❜s ❙♣❧✐t s✉r♣❧✉s▼❛t❝❤ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ s❝✐❡♥❝❡
●❡♥❡r❛t❡ s✉r♣❧✉s

❋✐❣✳ ✶✿ ❚✐♠❡❧✐♥❡

✐♥ s✱ ✇✐t❤ ∂2c(s,L)
∂L2 ≥ 0✱ ∂2c(s,L)

∂L∂s
< 0 ❛♥❞ c(s, 0) = 0∀s✳

✷✳✷ Pr♦❞✉❝✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡✳

■♥ ♣❡r✐♦❞ t = 1✱ ❡❛❝❤ r❡s❡❛r❝❤❡r ✐s ❤✐r❡❞ ❜② ♦♥❡ ✜r♠ ❛♥❞ ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ✜r♠✬s ❧❛❜✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♠❛t❝❤ ✐s✿

R(a, L) = af(L)

✇❤❡r❡ f(L) ≥ 0, f ′(L) > 0, ❛♥❞ f ′′(L) ≤ 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉ts ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ✐♥

t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❣✐✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜s✱ t❤❡ ❛❧❧♦✲

❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ❧❛❜s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ✐s P♦s✐t✐✈❡ ❆ss♦rt❛t✐✈❡

▼❛t❝❤✐♥❣ ✭P❆▼✮✿ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡r s❤♦✉❧❞ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❧❛❜✳

❚❤❡ r❡❛❞❡r s❤♦✉❧❞ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❧❛❜ s✐③❡ L ❛s ❡✈❡r②t❤✐♥❣ t❤❛t ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢

❛ ❞✐s❝♦✈❡r② ❢♦r ❣✐✈❡♥ r❡s❡❛r❝❤❡r✬s ❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ✭❛ ❜✐❣❣❡r t❡❧❡s❝♦♣❡✱

❛ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❉◆❆ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡❝❤♥✐❝✐❛♥s ❛♥❞ ♣♦st✲❞♦❝s✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥♣✉ts ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡

❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❡①✲❛♥t❡ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❛❢t❡r ❤✐r✐♥❣ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ✇✐❧❧ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡

✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ■ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✜r♠s ✐♥✈❡st t❛❦❡♥ ❛s ❣✐✈❡♥

t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ t✐♠✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡✈❡rs❡❞ ✇✐t❤ ♥♦

❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ r❡❛❧ ❧✐❢❡✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇♦r❦ ✐♥ t❡❛♠✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧

❜② ❞❡✜♥✐♥❣ a ❛s t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ t❡❛♠✬s ❛✈❡r❛❣❡ q✉❛❧✐t②✳ ❆ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❛t❝❤✐♥❣ st❛❣❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s

❤♦✇ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❢♦r♠ r❡s❡❛r❝❤ t❡❛♠s✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ❢r♦♠ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❜✐❧✐t② ✇❡

❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ a✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ■ ✇✐❧❧ ♥♦t

♣✉rs✉❡ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢✉rt❤❡r✳

✷✳✸ ❚❤❡ Pr✐✈❛t❡ ❇❡♥❡✜t ♦❢ ❘❡s❡❛r❝❤✳

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ♣❡r✐♦❞ ✭t = 2✮ t❤❡r❡ ✐s ❛ st♦❝❦ ♦❢ ♥❡✇ s❝✐❡♥❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡

❡❝♦♥♦♠②✳ ❈❛❧❧ ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡ V ✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t ✐t ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡

♣❛t❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s✉r♣❧✉s ❣❡♥❡r❛t❡❞

❜② ❛ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ r❡s❡❛r❝❤❡r ❛♥❞ ❛ ✜r♠ ❞✉r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ t = 1 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
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r❡s❡❛r❝❤ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❤♦✉s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❝✐❡♥❝❡ V ✳ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s✉r♣❧✉s

❤❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢♦r♠✿

Φ(a, L, s) = sV − g(af(L))

✇❤❡r❡ g() ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ g′() < 0 ❛♥❞ g′′() > 0✳ ❚❤❡ s✉r♣❧✉s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐s

t❤❡♥ s♣❧✐t ❜❡t✇❡❡♥ r❡s❡❛r❝❤❡r ❛♥❞ ✜r♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ V ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ✜r♠s ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs

❜✉t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧②✳

◆♦t❡ t✇♦ t❤✐♥❣s✳ ❋✐rst✱ ✜r♠s ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♠❛r❦❡t✳

❚❤❡ r❡❛❞❡r s❤♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✜❡❧❞ ✇❤❡r❡ ♠❛♥② s♠❛❧❧ ✜r♠s ♣r♦❞✉❝❡ ♣❛t❡♥ts ♦✉t

♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❜❛s❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✜r♠s ♠❛② ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐♦✲t❡❝❤ s❡❝t♦r✱ s♦♠❡

❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❉◆❆ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ s♦♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❞r✉❣s✱ ♦t❤❡rs ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❜❛❝t❡r✐❛

t❤❛t ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❜✐♦✲❢✉❡❧ ♦✉t ♦❢ ❣❛r❜❛❣❡✳ ❙♦♠❡ ✜r♠s ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❡t❡✱ s♦♠❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦♠♣❡t❡✱

s♦♠❡ ♦t❤❡r ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ■ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐ss✉❡s✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✜r♠✬s s✐③❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ s❝✐❡♥❝❡✿ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣❛t❡♥t ❛r❡

❣r❡❛t❡r ❢♦r ❜✐❣❣❡r ✜r♠s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t s✐③❡ ♠❛tt❡rs ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿ ❞✐r❡❝t❧② ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

✐♥✈❡st♠❡♥t L✳✼

❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t②✱

✜r♠s ❝❛rr② ♦✉t ✐♥✲❤♦✉s❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ st♦❝❦ ♦❢

s❝✐❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(x) ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t s❝✐❡♥❝❡ ✐s

❛❧✇❛②s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ❛ ❞✐r❡❝t ❜❡♥❡✜t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦t❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

♣r❡s❡♥t❡❞ s♦ ❢❛r ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

❢♦r♠❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐t ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳ ■t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ♣✐❡❝❡ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ✐❢ ♥♦ r❡s❡❛r❝❤ ✐s

❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❤♦✉s❡✿ ❧✐♠
x→0

g(x) = ∞✳

❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t V r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥❡✇ s❝✐❡♥❝❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦♠♦rr♦✇✳ ❯♥❞❡r

t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✜r♠s ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ✐♥✲❤♦✉s❡ s❝✐❡♥❝❡ t♦❞❛② ✐❢ t❤❡② ✇❛♥t t♦

❜❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♥❡✇ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❝✐❡♥❝❡ V ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t

✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥✲❤♦✉s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥② ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♦r

s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞✐s❝♦✈❡r②✱ ♥❡✐t❤❡r ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✜r♠s ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥✈❡st ✐♥ ❧❛❜s

✭✐t ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ f(L)✮✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♠❡❛♥ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✜r♠s

❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❤✐r❡ ❛ r❡s❡❛r❝❤❡r✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ s❝✐❡♥❝❡ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛♣✐❞❧②✿ g′′′(x) > 0✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❆❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

✜r♠s ♣r♦❞✉❝❡ s❝✐❡♥❝❡ s♦ t❤❛t t❤❡✐r ✐♥✲❤♦✉s❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠✲

♠✉♥✐t②✳ ▲❡t✬s s❛② t❤❛t t❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛tt❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❛ ✜r♠ ✇✐❧❧

✼ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s✉r♣❧✉s ❝♦✉❧❞ ❜❡ Φ(a, L, s) = η(s)V − g(af(L)) ✇✐t❤ η(s) str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚♦
s❛✈❡ ♦♥ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t η(s) = s✳
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✇❛♥t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❡♥♦✉❣❤ s❝✐❡♥❝❡ s♦ t❤❛t ✐ts r❡s❡❛r❝❤❡r ❝❛♥ ❛tt❡♥❞ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s✱ ❜✉t ♣r♦❞✉❝✐♥❣

❡✈❡♥ ♠♦r❡ s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❧✐tt❧❡ ❡①tr❛ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❡♥❡✜t ❛ ✜r♠✬s ❡♥❥♦②

❢r♦♠ ❞♦✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛♣✐❞❧②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❯♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✬s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡ t✇♦

✐♥♣✉ts ❛r❡ ❛❧✇❛②s s✉❜st✐t✉t❡s✿

∂2Φ(a, L, s)

∂a∂L
< 0 ❢♦r ❡✈❡r② a, L ∈ R

+

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷

❤♦❧❞✱ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ g() ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

−
g′′(af(L))

g′(af(L))
>

∂2R
∂a∂L
∂R
∂a

∂R
∂L

=
1

af(L)

❚❤✐s ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♠♣❧✐❡s s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t②✳

❆r❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ str♦♥❣❄ ❆r❡ t❤❡② r❡❛❧✐st✐❝❄ ❚♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❣r❛s♣ ♦❢ ✇❤❛t

✐s ❣♦✐♥❣ ♦♥✱ ❛ss✉♠❡ ❢♦r ❛ ♠♦♠❡♥t t❤❛t g() ✐s ❛♥ ✐s♦❡❧❛st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷

✐♠♣❧② t❤❛t g() ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤✐s ✐s q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠♦t✐✈❡ ❛♥❞

g() ♦♥❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❝✐❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✜r♠s ✐♥✈❡st ✐♥ ❧❛❜s t♦

r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❝♦st✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❜❡♥❡✜t ❛ ✜r♠ r❡❝❡✐✈❡s ❢r♦♠ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t r❡s❡❛r❝❤ ✐s

♥❡✈❡r ❛❜♦✈❡ V ✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t

❜❡♥❡✜t ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ s❝✐❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t g() ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤✐s ❜❡♥❡✜t

❤❛s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳✽ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛② ❜❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠♦t✐✈❡ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

str♦♥❣✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ■ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✜r♠s

❝❛rr② ♦✉t r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ■♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ■

✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡♣t❤ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

✷✳✹ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ❙❝✐❡♥❝❡✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ✜r♠s ❜✉t ✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣

❛❧❧ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❈❛❧❧ ν t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐t

♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ h(L) t❤❡ p.d.f ♦❢ L✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

V = ν

∫

m(L)f(L)h(L)dL ✭✶✮

✽ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ✐♠♣❧✐❡s ❧♦❝❛❧ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ af(L)✳ ❍♦✇❡✈❡r
t♦ ❤❛✈❡ ❣❧♦❜❛❧ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❛ss✉♠❡ ✶ ❛♥❞ ✷✿ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ♦r ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss
❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ❛r❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤✳



✸ ❚❤❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r ●✐✈❡♥ ■♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ▲❛❜s ❛♥❞ ❢♦r ●✐✈❡♥ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ❙❝✐❡♥❝❡✳ ✾

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ m(L) : R+ → {A, ∅} ❛ss✐❣♥s ❧❛❜s t♦ r❡s❡❛r❝❤❡rs✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t

m(L) = ∅ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ ✜r♠✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ m(L) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

✸ ❚❤❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r ●✐✈❡♥ ■♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ▲❛❜s ❛♥❞ ❢♦r ●✐✈❡♥

❆❣❣r❡❣❛t❡ ❙❝✐❡♥❝❡✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t = 1✱ ✇❤❡♥ ✜r♠s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞②

✐♥✈❡st❡❞ ✐♥ ❧❛❜s✳ ■ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❛❦✐♥❣ ❛s ❣✐✈❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞

✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② V ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♠❛❞❡ ❜② ❡❛❝❤ ✜r♠✳

▲❡t✬s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✿

• i(s) : S → R
+✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❧❛❜s ♠❛❞❡ ❜② ❛ ✜r♠ s✳

• m̃(s) ≡ m(i(s)) : S → A✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ r✉❧❡ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤ ✭❢♦r ✐♥✈❡st♠❡♥t

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s♦♠❡ ✜r♠s✮ ♠❛♣♣✐♥❣ ✜r♠s t♦ r❡s❡❛r❝❤❡rs✳

• x(s, L) : S × R
+ → R

+✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛ ✜r♠ ♦❢ s✐③❡ s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❧❛❜ L✳

• x̃(s) ≡ x(s, i(s)) : S → R
+✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ ✜r♠s ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✳

• w(a) : A → R
+✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛ r❡s❡❛r❝❤❡r ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② a✳

■ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ i(s) ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤✐s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈❡♥

✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ❋♦r ❣✐✈❡♥ V ✱ t❤❡ ❥♦❜ ♠❛r❦❡t ❢♦r r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢✿

• ❋❡❛s✐❜✐❧✐t②✿ x̃(s) + w(m̃(s))) ≤ Φ(m̃(s)), i(s), s) ∀s✳

• ❙t❛❜✐❧✐t②✿ x̃(s) + w(m̃(s′))) ≥ Φ(m̃(s′)), i(s), s) ∀s, s′✳

❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r ❣✐✈❡♥ V ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ r❡s✉❧t ✐♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡♦r②

✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❑❛♠❡❝❦❡ ✭✶✾✾✷✮✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✭◆❆▼✮ ✐♥ t❤❡ ❥♦❜ ♠❛r❦❡t ❢♦r r❡s❡❛r❝❤❡rs✿

t❤❡ ♠♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❧❛❜s ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs

✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❧❛❜s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✜r♠s

❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ✜r♠✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❣✐✈❡♥ s✱ t❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉ts L ❛♥❞ a ❛r❡ ❣❧♦❜❛❧ s✉❜st✐t✉t❡s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ❢♦r ❣✐✈❡♥

s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ a ❛♥❞ L ✐s ◆❆▼✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

i(s) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ s✱ s✐♥❝❡ s ❡♥t❡rs ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s✉r♣❧✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✳



✸ ❚❤❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r ●✐✈❡♥ ■♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ▲❛❜s ❛♥❞ ❢♦r ●✐✈❡♥ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ❙❝✐❡♥❝❡✳ ✶✵

❋r♦♠ t❤❡ ✜r♠s✬ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♥❞ ❧❛❜s ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡

s❡❝t♦r ❛❧❧♦❝❛t❡s r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ❧❛❜s s♦ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ✐♥

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❧❛❜s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧❛❜s

❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs✬ ❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣

r✉❧❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ st♦❝❦ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ✐s P❆▼✿ t❤❡ ❜❡st r❡s❡❛r❝❤❡r s❤♦✉❧❞ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡

❜✐❣❣❡st ❧❛❜✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜s✱ ✐s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ V ✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✉s❡

♦❢ s❝✐❡♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❧❛tt❡r✱ t❤❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ❋♦r ❣✐✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜s✱ ✐❢ ν ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥

❡♠❡r❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳✾

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

✸✳✶ ❉✐s❝✉ss✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ❧❛❜s ✐s

✐♥❡✣❝✐❡♥t s♦ t❤❛t✱ ❢♦r ❣✐✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜s✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤✐s

r❡s✉❧t ✐s r♦❜✉st t♦ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛②

❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❝✐❡♥❝❡ ❡♥t❡rs ❛❞❞✐t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡✲s✉r♣❧✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t

r❡❧❡✈❛♥t✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ Φ(a, L, s)✳ ■❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ❤♦❧❞ ✭✇✐t❤ t❤❡

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✮ t❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉ts ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ s✉❜st✐t✉t❡s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡

s♦❝✐❛❧✲✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s s♦♠❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✱ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s✱ ❛❣❛✐♥✱ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳

❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ s❤♦✇s t❤❛t ✐❢ ♦✈❡r

s♦♠❡ r❛♥❣❡ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛ss ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♥❞ ❧❛❜s t❤❡ s♦❝✐❛❧✲✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✉♣❡r✲

♠♦❞✉❧❛r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡✲s✉r♣❧✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✉❜♠♦❞✉❧❛r t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s

✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t✱ ♦✈❡r t❤❛t s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❣❡✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡

◆❆▼✱ ❜✉t ✇❡❧❢❛r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ P❆▼✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✈❡♥ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s

✇❤❡r❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥

t♦ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Φ(a, L, s) ✐s ♥♦t ❣❧♦❜❛❧❧② s✉❜♠♦❞✉❧❛r ✐♥ a ❛♥❞

L✱ t❤❡ ❡①❛❝t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜s t♦ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳

■t ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉ts ❛r❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts

✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡✲s✉r♣❧✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ st❛❣❡✳ ▲❡♠♠❛

✾ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♣t ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❋✲❝♦r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ✐s ❝❛❧❧❡❞
✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❡①t❡r♥❛❧✐t②✳ ❋♦r ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ♦❢ ❛♥ ❋✲❝♦r❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞
❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s s❡❡ ❍❛♠♠♦♥❞✱ ❑❛♥❡❦♦✱ ❛♥❞ ❲♦♦❞❡rs ✭✶✾✽✾✮ ❛♥❞ ❍❛♠♠♦♥❞ ✭✶✾✾✺✮✳



✹ ❚❤❡ ❊①✲❆♥t❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✶✶

✽ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✜r♠s ✉♥❞❡r✐♥✈❡st ✐♥ ❧❛❜s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❢✉❧❧② ❛♣♣r♦✲

♣r✐❛t❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ♥❡✇ s❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❧❛❜s ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛r❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts✱

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❧❧❛♣s❡s ❜❛❝❦ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❧② s♦✉r❝❡

♦❢ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ✐s t❤❡ ✜r♠s✬ ✉♥❞❡r✐♥✈❡s♠❡♥t✳

✹ ❚❤❡ ❊①✲❆♥t❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ■ ✉s❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❈♦❧❡✱ ▼❛✐❧❛t❤✱ ❛♥❞ P♦st❧❡✇❛✐t❡

✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ t❤❛t✱ ❤❡r❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ✐♥✈❡sts✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜r♠✬s t②♣❡

❛✛❡❝t t❤❡ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ♥♦t ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❞✐r❡❝t❧②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❚❤❡ q✉❛❞r✉♣❧❡ {i(.),m(.), x(.), w(.)} ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢✿

✶✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s ♦♣t✐♠❛❧✿

i(s) = argmax
L≥0

{x(s, L)− c(s, L)}

✷✳ ❊① ♣♦st✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ {i(.), m̃(.), x̃(.), w(.)} ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡✿

• ❋❡❛s✐❜✐❧✐t②✿ x̃(s) + w(m̃(s)) ≤ Φ(m̃(s), i(s), s) ∀s ∈ S✳✶✵

• ❙t❛❜✐❧✐t②✿ x̃(s) + w(m̃(s′)) ≥ Φ(m̃(s′), i(s), s) ∀s, s′ ∈ S✳

✸✳ ❋♦r ❛♥② ✜r♠ s✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ ❢r♦♠ ✐♥✈❡st✐♥❣ ✐s

x(s, L) = ♠❛①a {Φ(a, L, s)− w(a)}

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡✈✐❛✲

t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ✜r♠✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❛♥② ❛❝t✐♦♥ t❤✐s ✜r♠ ♠❛② t❛❦❡

❤❛s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ w(a)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ t❤✐s ✜r♠ ❝❛♥

♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡r a ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ✐t ♣❛②s w(a)✳

▲❡♠♠❛ ✽✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❢♦r L ≥ 0✿

∂x(s, L)

∂L
=

∂Φ(a, L, s)

∂L
|a=m(L)

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ♣♦✐♥t ✸ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

✶✵ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✭s❡❡ ❈♦❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s
■ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤✐s s✐♠♣❧❡r ✈❡rs✐♦♥✳



✹ ❚❤❡ ❊①✲❆♥t❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✶✷

▲❡♠♠❛ ✽ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✜r♠s✬ ✐♥✈❡st♠❡♥t s♦❧✈❡s✿

∂c(s, L)

∂L
=

∂Φ(a, L, s)

∂L
|a=m(L) ✭✷✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✜r♠s ♠❛①✐♠✐③❡ s✉r♣❧✉s t❛❦✐♥❣ V ❛♥❞ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞

✇✐t❤ ❛s ❣✐✈❡♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✐♥✈❡st♠❡♥t ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ st♦❝❦ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡✱ ❧❡♠♠❛ ✽ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❡♠❡r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❛✛❡❝ts

t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t ❛♥② ♣♦❧✐❝② ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ❧❛❜s ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ♠❛② t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❝♦✉♥t❡r✲

♣r♦❞✉❝t✐✈❡✳✶✶ ❆❧s♦✱ ❛♥② s✉❜s✐❞② t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❧❛❜s ♠❛② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✉♥❞❡r✐♥✈❡st♠❡♥t✱

❜✉t ✐t ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛❜s ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs✳ ■♥

t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ■ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ✜rst ❜❡st ✐♥ t❤✐s ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✉s✐♥❣

❛ s❡t ♦❢ t❛①❡s ❛♥❞ s✉❜s✐❞✐❡s t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✜r♠✳

▲❡♠♠❛ ✾✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ✜r♠ ❤✐r❡s t❤❡ ❧❡❛st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡r✿

m̃′(s) < 0

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐①

❇❡❢♦r❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❧❡t✬s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✳

▲❡t✬s ❝❛❧❧ l(a) ≡ i(m̃−1(a)) t❤❡ ❧❛❜ ❛ r❡s❡❛r❝❤❡r ♦❢ ❛❜✐❧✐t② a r❡❝❡✐✈❡s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❆♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ③❡r♦ r❡s❡❛r❝❤ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡

♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ν ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇❤❡r❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❝✐❡♥❝❡

✐s ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡t [a, a] ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ✜r♠s

✐♥✈❡st✐♥❣ l(a)✱ ✇❤❡r❡✿

l(a) = ♠❛①

{{

L ∈ R
+ :

∂Φ

∂L
=

∂c

∂L

}

, 0

}

✭✸✮

a : ν

∫ a

a

af(l(a))z(a)da =
P (a) + g(af(l(a)))

m̃−1(a)
✭✹✮

P (a) =

∫ m̃−1(a)

m̃−1(a)

∂c(s, i(s))

∂L
γ(s)ds ✭✺✮

z(a) ✐s t❤❡ ♣✳❞✳❢✳ ♦❢ a✱ ❛♥❞ γ(s) ✐s t❤❡ ♣✳❞✳❢ ♦❢ s✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳



✺ ❚❤❡ ❋✐rst ❇❡st ✶✸

a(V )

a

V

a

V (a)

❋✐❣✳ ✷✿ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ a ❛♥❞ V ✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝✲

t✐♦♥ ♦❢ V (a) ❛♥❞ a(V ), ✇❤❡r❡ V (a) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❛♥❞ a(V ) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇♦rst r❡s❡❛r❝❤❡r ❡♠♣❧♦②❡❞

✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❢♦r ❣✐✈❡♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❝✐❡♥❝❡ V ✳ ❖❢ t❤❡ t✇♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✱

♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ st❛❜❧❡ ✭t❤❡ ❤✐❣❤ V ✱ ❧♦✇ a ♦♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✉♥st❛❜❧❡✳

❇② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❢❡✇ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝

❡①❡r❝✐s❡s✳ ■❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❞✐s❝♦✈❡r② ν ✐♥❝r❡❛s❡s✱ V (a) ♠♦✈❡s ✉♣✇❛r❞✿ ♠♦r❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛r❡

♠❛t❝❤❡❞ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s st♦❝❦

♦❢ s❝✐❡♥❝❡ V f ✱ s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② ❛ ❢♦r❡✐❣♥ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡

♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ✇r✐t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①❡s V h ✐♥st❡❛❞ ♦❢ V ✱ ❛♥❞ ❜② s❤✐❢t✐♥❣ a(V h) ❞♦✇♥✇❛r❞✿

❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr② ✐s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♠♦r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛s ✇❡❧❧✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ❛r❡

r❡✈❡rs❡❞ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

✺ ❚❤❡ ❋✐rst ❇❡st

❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♠❛t❝❤ ✐s✿

SW (a, L) = sνaf(L)− g(af(L))

✶✶ ●❛❧❧✱ ▲❡❣r♦s✱ ❛♥❞ ◆❡✇♠❛♥ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❛❧②③❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①t✳



✻ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❘❡s❡❛r❝❤ ❙❡❝t♦r ✶✹

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❣❧♦❜❛❧❧② s✉♣❡r♠♦❞✉❧❛r ♥♦r ❣❧♦❜❛❧❧② s✉❜♠♦❞✉❧❛r✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ❧❛❜s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ ✐t ♠❛②

✐♥✈♦❧✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ P❆▼ ♦✈❡r s♦♠❡ r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ◆❆▼ ♦✈❡r s♦♠❡ ♦t❤❡r r❛♥❣❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱

t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ♠❛②✱ ♦✈❡r s♦♠❡ r❛♥❣❡✱ ❣✐✈❡ ♣r✐♦r✐t② t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ♦✈❡r

s♦♠❡ ♦t❤❡r t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t t❤❡ ✜rst ❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐❢ tr❛♥s❢❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✜r♠ ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✳✶✷

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳ ❚❤❡ ✜rst ❜❡st ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡ ❛♥♥♦✉♥❝✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿ ❡✈❡r② ✜r♠

♣r♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ s❝✐❡♥❝❡ r❡❝❡✐✈❡s ❛ tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts s✐③❡ t✐♠❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡

♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❛t ✜r♠ ♠✐♥✉s V ✳

❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛ss ✶ ♦❢ ✜r♠s✱ V ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✜r♠s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝❡✐✈❡ ❛ s✉❜s✐❞②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡

t❛①❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♦✉t♣✉t ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦♥ ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ❛♥❞✱

t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦♥ t❛①❛❜❧❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ✜rst✲❜❡st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❧✐tt❧❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧

✐♥t❡r❡st✳

✻ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❘❡s❡❛r❝❤ ❙❡❝t♦r

●✐✈❡♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❜❡st✱ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ■ s✇✐t❝❤ t♦ ❛

♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts✿ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱

❛♥❞ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ❢♦r r❡s❡❛r❝❤❡rs✳ ■ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡② ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡

♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ ■ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛♥❞

✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❤♦✇ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ r❡s❡❛r❝❤❡rs✳

❚♦ st❛rt✱ ■ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s❡❝t♦r t❤❛t✱ ✐♥ ♠♦st ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡

✈❛st ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♥❡✇ s❝✐❡♥❝❡✿ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s✳

✻✳✶ ❈♦♥s✉❧t❛♥ts✳

❆s ❜❡❢♦r❡✱ ❧❡t✬s st❛rt ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜s ❛s ❣✐✈❡♥✳ ❯♥✐✈❡r✲

s✐t✐❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❧❛❜s✳ ■❢ ❛ r❡s❡❛r❝❤❡r a ✇♦r❦s ✐♥ ❛ ✉♥✐✈❡rs✐t②✱ ❤❡ r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❧❛❜ ♦❢ s✐③❡

lu(a)✳ ❘❡s❡❛r❝❤❡rs ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ❛ ✉♥✐✈❡rs✐t② ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t = 1 ❝❛♥ t❤❡♥ ✇♦r❦ ❛s ❝♦♥s✉❧t❛♥ts ✐♥

♣❡r✐♦❞ t = 2✳

❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ st❛r s❝✐❡♥t✐sts✳ ❩✉❝❦❡r✱ ❉❛r❜②✱ ❛♥❞

❇r❡✇❡r ✭✶✾✾✽✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜✐rt❤ ♦❢ t❤❡ ❜✐♦t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥❞✉str② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✶✾✼✵s ✐♥ ❛

♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ st❛r s❝✐❡♥t✐sts✿ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇✐t❤ ❛♥

✶✷ ❙❡❡ ❍❛♠♠♦♥❞ ✭✶✾✾✺✮✳



✻ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❘❡s❡❛r❝❤ ❙❡❝t♦r ✶✺

♦✉tst❛♥❞✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ tr❛❝❦ ✐♥ ❣❡♥❡t✐❝s✳ ❚❤❡s❡ s❝✐❡♥t✐sts ✇♦r❦❡❞ ✐♥ ❛❝❛❞❡♠✐❛✱ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡

s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇❡r❡ ❛❝t✐✈❡ ❛s ❝♦♥s✉❧t❛♥ts✱ ✇❡r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞ ♦❢ ❝♦♠♣❛♥✐❡s✱ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s

❡✈❡♥ ❝r❡❛t❡❞ t❤❡✐r ♦✇♥ st❛rt✲✉♣s✳ ❉♦✐♥❣ s♦✱ t❤❡② ❜r♦✉❣❤t ✐♥t♦ t❤❡s❡ ♣r✐✈❛t❡ ❧❛❜s t❤❡ ♣✉❜❧✐❝

s❝✐❡♥❝❡ t❤❡② ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡✳✶✸ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ■ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛s

s✐♠♣❧② ❝♦♥s✉❧t✐♥❣✳

■❢ ❛♥ ❛❝❛❞❡♠✐❝ r❡s❡❛r❝❤❡r ✇♦r❦s ❛s ❝♦♥s✉❧t❛♥t✱ t❤❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ❤❛s t♦ ✐♥❝✉r

✐♥ ♣❡r✐♦❞ t = 2 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ g(R(a, lu(a)))✱ s♦ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ ♠❛t❝❤

❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✜r♠ ❛♥❞ ❛ r❡s❡❛r❝❤❡r✴❝♦♥s✉❧t❛♥t ✐s✿

Φ = sV − g(R(a, lu(a)))

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✭❛♥❞ ✜r♠s✮ ♣r❡❢❡r t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r t♦ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② s❡❝t♦r ✐❢

lu(a) ≥ l(a)✿ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② s❡❝t♦r t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ✇♦r❦s ✐♥ ❛ ❧❛❜ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ s❤❡

✇♦✉❧❞ ✇♦r❦ ✐♥ ✐❢ s❤❡ ❤❛❞ st❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ◆❆▼ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱

❢♦r ❛♥② lu(a)✱ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❥♦✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② s❡❝t♦r✳ ❚❤❡s❡

r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❝♦♥s✉❧t ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✜r♠s ✭t❤❛t✱ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ t❤✐s✱ ✇✐❧❧ ♥♦t ✐♥✈❡st✮✱

✇❤✐❧❡ ❜✐❣ ✜r♠s ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st ✐♥ ❧❛❜ ❛♥❞ ❤✐r❡ t❤❡✐r ♦✇♥ r❡s❡❛r❝❤❡rs✳

✻✳✷ ❯♥✐✈❡rs✐t② ▲❛❜s ❛♥❞ ❙✉❜s✐❞✐❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② s❡❝t♦r ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧②✱ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛

❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ st♦❝❦ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ✉♥❞❡r

❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳✶✹ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ str❡ss ■✬♠ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♥♦t ❛ ♥♦r♠❛t✐✈❡ ♦♥❡✳ ■♥ ♠♦st ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥

❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ▼② ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡

✐t ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ♠♦st r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✇❛② ❛♥❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐ts ♣♦❧✐❝✐❡s ♦♥

t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡✳

■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ❡♠♣❧♦② ✐ts r❡s♦✉r❝❡s ❡✐t❤❡r t♦ s✉❜s✐❞✐③❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

♦❢ ❧❛❜s✱ ♦r t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ✉♥✐✈❡rs✐t② r❡s❡❛r❝❤ s❡❝t♦r✳ ❙✉❜s✐❞✐❡s ❛r❡ ❝❤❡❛♣❡r t❤❛♥ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ✉♥✐✈❡r✲

s✐t✐❡s s✐♥❝❡ t❤❡② ❜✉✐❧❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✇❤❛t ✜r♠s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥✈❡st✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❜s✐❞✐❡s ❤❛✈❡

♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡✱

❛❧❧♦✇s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡r t♦ ❧❛❜s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥

t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐r❡❝t ♣r♦✈✐s✐♦♥

♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ♦r s✉❜s✐❞✐❡s t♦ ♣r✐✈❛t❡ r❡s❡❛r❝❤✳ ❍❡r❡ t❤❡s❡ t✇♦ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛❝❤✐❡✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣♦❛❧s

✶✸ ◆♦t❡ ❤♦✇ ❜♦t❤ t❤❡ st❛r s❝✐❡♥t✐sts ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦❝✉s ♦♥ s❡❝t♦rs ✇❤❡r❡✱
❢♦r ✜r♠s✱ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❜❡ ✉♣ t♦ ❞❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛t❡st s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞✐s❝♦✈❡r②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❜✐♦t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱
♦♥❝❡ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ r❡❛❝❤❡s ❛ t❡①t❜♦♦❦ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❜✉✐❧❞✐♥❣
♦r st❛r s❝✐❡♥t✐st ❤❡❧♣✱ t❤✐s ✈❡r② s❛♠❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❧❡ss t♦ ✜r♠s✳
✶✹ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❘❡❛❞❡rs ♠❛② s❛❢❡❧②

s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ✇♦r❞ ✏❣♦✈❡r♥♠❡♥t✑ ✇✐t❤✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✏❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✳✑



✻ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❘❡s❡❛r❝❤ ❙❡❝t♦r ✶✻

❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦sts✿ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ✉s❡ ♦♥❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦r

❜♦t❤✳

❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜s✐❞✐❡s ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦♥❧②

♠❛r❣✐♥❛❧❧②✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣❤❛s❡ ❜❡❣✐♥s✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥♥♦✉♥❝❡s lu(a)✱ t❤❡ ❧❛❜ ❛

❣✐✈❡♥ r❡s❡❛r❝❤❡r ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ✐❢ ❤❡ ❥♦✐♥s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② s❡❝t♦r✳ ■❢ ❛ ✜r♠ ❡①♣❡❝ts t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞

✇✐t❤ ❛ r❡s❡❛r❝❤❡r t❤❛t✱ ❜② ♠♦✈✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② s❡❝t♦r✱ ✇♦✉❧❞ ✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❧❛❜ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥

t❤❡ ♦♥❡ t❤❡ ✜r♠ ♦✇♥s✱ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤❡r s❤♦✉❧❞ ✇♦r❦ ✐♥ ❛ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❧❛❜ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❝t ❛s ❛

❝♦♥s✉❧t❛♥t✳ ■♥ t❤❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡✈❡♥t s✉❝❤ ❛ ✜r♠ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈❡st ❛t ❛❧❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ✜r♠ r❡❝❡✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛ tr❛♥s❢❡r τ(L)✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s✉r♣❧✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ Φ(a, L, s) + τ(L)✳ ❇② ❧❡♠♠❛ ✽

✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ∂Φ(a,L,s)
∂L

+ ∂τ
∂L

= ∂c
∂L

✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥✈❡st♠❡♥t

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts ❛♥❞ t❤❡ ✇♦rst r❡s❡❛r❝❤❡r ♠❛t❝❤❡❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Φ(a, l(a), m̃−1(a))+τ(l(a))−

P (a) = c(l(a))✳ ❆s ❢❛r ❛s τ(l(a)) = 0✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ V ❛♥❞ a ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

max
Lu(a),τ(l(a))

{ν
∫ a

a
af(l̂(a))z(a)da} ✭✻✮

s✳t✳











































l̂(a) = max{l(a), lu(a)} ✭■✮

G =
∫ a

a
(τ(l(a)) + lu(a)) z(a)da ✭■■✮

l(a) =
{

L : ∂Φ(a,L,s)
∂L

|a=m(L) +
∂τ
∂L

= ∂c
∂L

}

✭■■■✮
∂l(a)
∂a

≤ 0 ✭■❱✮

a : ν
∫ a

a
af(l(a))z(a)da = c(l(a)) + g(af(l(a))) + P (a) ✭❱✮

τ(L) ≥ 0 ✭❱■✮

✇❤❡r❡ l̂(a) ❛r❡ t❤❡ ❧❛❜s ✐♥ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r✐✈❛t❡ l(a) ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢

✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s lu(a)✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥str❛✐♥t s❛②s t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r r❡s❡❛r❝❤❡rs ❝❛♥

❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ❧❛❜s✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❧❛❜✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❧❛❜s

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✉❜s✐❞✐❡s ✐s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ r❡str✐❝ts

τ(L) t♦ ❜❡ ❛ s✉❜s✐❞② r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ t❛①✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳ ■♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② r❡s❡❛r❝❤ s❡❝t♦r✱ ❜❡tt❡r r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇♦r❦ ✐♥ ❜✐❣❣❡r ❧❛❜s✳

Pr♦♦❢✳ ■♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❧❛❜s✱ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t ♠❛tt❡rs ✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✭■■✮✳ ❚❤❡r❡✲



✻ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❘❡s❡❛r❝❤ ❙❡❝t♦r ✶✼

❢♦r❡✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ s❡t✿

f ′(lu(a)) =

(

a′

a

)

f ′(lu(a′))

❢♦r ❛❧❧ a ❛♥❞ a′ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② s❡❝t♦r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳ ❆❧❧ ✜r♠s r❡❝❡✐✈✐♥❣ s✉❜s✐❞✐❡s ✐♥✈❡st t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② r❡s❡❛r❝❤ s❡❝t♦r ✐s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ s✉❜s✐✲

❞✐❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ✭■❱✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✉s❡s s✉❜s✐❞✐❡s✱ ❝♦♥str❛✐♥t ✭■❱✮

✐s ❜✐♥❞✐♥❣✿

l(a) = l

❢♦r ❛❧❧ l(a) r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜s✐❞②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✳ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❧❛❜s ❛r❡ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ s✉❜s✐❞✐③❡❞ ♣r✐✈❛t❡ ❧❛❜s✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ t❤✐s ✇❡r❡ ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦✉❧❞ s❛✈❡ ♠♦♥❡② ❜② t✉r♥✐♥❣ s♦♠❡ ✉♥✐✈❡rs✐t②

❧❛❜s ✐♥t♦ s✉❜s✐❞✐③❡❞ ♣r✐✈❛t❡ ❧❛❜s✳ ■t ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❜❡st

r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② s❡❝t♦r✳

❋✐❣✉r❡ ✸ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤❡ t♦♣ ❣r❛♣❤✱ t❤❡ s❤❛❞❡❞

❛r❡❛ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦st ❜♦r♥❡ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❣r❛♣❤✱ t❤❡ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ V ❞✉❡ t♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✳

❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ■ r❡s♦rt

t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s❤♦✉❧❞ s✉❜s✐❞✐③❡✱ ❜✉✐❧❞

✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s ♦r ❞♦ ❜♦t❤ ✭t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡

r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✹ ❛♥❞ ✺✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✹ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛❞r❛♥ts r❡♣♦rt t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s

♦❢ a ❛♥❞ G ✭G ✐♥❝r❡❛s❡s ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ❛♥❞ a ✐♥❝r❡❛s❡s ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ ❞♦✇♥✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡①❡r❝✐s❡ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ a ❛♥❞ G✳ ■♥ ❜♦t❤

✜❣✉r❡s ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡st r❡s❡❛r❝❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s

♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜✉✐❧❞ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❧❛❜s✳ ❲❤❡♥ ❛ r❡s❡❛r❝❤❡r ✐s ✈❡r② ♣r♦❞✉❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❧❛❜ t❤❛t

❤❡ ✇♦✉❧❞ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✿ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s ❛❧❧♦✇s t❤❡

❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ♠♦r❡ r❡s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✜❣✉r❡

✺ s❤♦✇s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❤❛s ♠♦r❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✉s❡ ❛ ♠✐① ♦❢

✉♥✐✈❡rs✐t② ❧❛❜s ❛♥❞ s✉❜s✐❞✐❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦❧✐❝✐❡s✳

❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ V ✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤♦✉t

❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ♥♦✇ ♠♦r❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ✐♥✈❡st ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞✳ ❚❤✐s ✐s

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸ ❜② ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ a ❢r♦♠ a(V ′) ✭✇❤❡r❡ V ′ ✐s t❤❡



✻ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❘❡s❡❛r❝❤ ❙❡❝t♦r ✶✽

a(V ) aa(V ′)

Subsidized Private SectorPrivate Sector University Sector

a2a1

Increase in V

a

l

a1 a2a(V ′)

L

a(V ) a a

Government Expenditure

R(a, lu(a))

R(a, l)

R(a, l(a))

R

l(a)
lu(a)

❋✐❣✳ ✸✿ ❈♦st ❛♥❞ ❇❡♥❡✜t ♦❢ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ■♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✳



✻
❚
❤
❡
❯
♥
✐✈❡rs✐t②

❘
❡s❡❛r❝❤

❙
❡❝t♦

r
✶
✾

❋✐❣✳ ✹✿ ❖♣t✐♠❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❜s ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✱ ♥♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t❀ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✱ ✇✐t❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✮✳



✻ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❘❡s❡❛r❝❤ ❙❡❝t♦r ✷✵

❋
✐❣
✳
✺✿

❖
♣
t✐
♠
❛❧

P
♦❧
✐❝
②✳



✼ ❘❡♣✉t❛t✐♦♥ ✷✶

st♦❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❡❢♦r❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✮ t♦ a(V )✳ ❲❤❡t❤❡r ✉♥✐✈❡rs✐t② r❡s❡❛r❝❤

✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦r ❛ s✉❜st✐t✉t❡ t♦ ♣r✐✈❛t❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✇ ✜r♠s

✐♥✈❡st✐♥❣ ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s t❤❛t st♦♣ ✐♥✈❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡

❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❧❛❜s✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✹✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② s❡❝t♦r ✇♦✉❧❞

✇♦r❦ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❧❛❜s ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱ s♦ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐❢

t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭♥♦t r❡♣♦rt❡❞✮ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r s❡✈❡r❛❧

♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s ❛❧✇❛②s ❢♦✉♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs✐t② r❡s❡❛r❝❤ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡

✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❉❛✈✐❞✱ ❍❛❧❧✱ ❛♥❞ ❚♦♦❧❡ ✭✷✵✵✵✮ r❡✈✐❡✇

t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❡✈✐❞❡♥❝❡ tr②✐♥❣ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✐❢ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡

s✉❜st✐t✉t❡s ♦r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡② r❡♣♦rt t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡rs ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡

♠❡❛s✉r❡s ✜♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❡✛❡❝t✱ ✇❤✐❧❡✱ ❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✜r♠ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡r❡ ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢

❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳

✼ ❘❡♣✉t❛t✐♦♥

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▼❡rt♦♥ ✭✶✾✺✼✮✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t r❡s❡❛r❝❤❡rs ❝❛r❡ ❛❜♦✉t r❡♣✉t❛t✐♦♥✳

▼❡rt♦♥ ❝❛❧❧s ✐t t❤❡ r❛❝❡ ❢♦r ♣r✐♦r✐t② ✿ s❝✐❡♥t✐sts ✇❛♥t t♦ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s t❤❡ ✜rst t♦ ❞✐s❝♦✈❡r

s♦♠❡t❤✐♥❣✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ s❝✐❡♥❝❡ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜② ❉❛s❣✉♣t❛ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ✭✶✾✽✺✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱

r❡♣✉t❛t✐♦♥ ♠♦t✐✈❛t❡s r❡s❡❛r❝❤❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞

❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♦✉t♣✉t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❙❡❝♦♥❞✱

✐t ❢♦st❡rs ♦♣❡♥♥❡ss✳ ❚❤✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡❛s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❢❛st❡r ♣❛❝❡

♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣r♦❣r❡ss✳ ❍❡r❡ ■ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t r❡♣✉t❛t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝t✳ ■❢

r❡s❡❛r❝❤❡rs ❝❛r❡ ❛❜♦✉t s❝✐❡♥❝❡✱ t❤❡② ♠❛② ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❛❝❝❡♣t ❛ ❧♦✇❡r ♣❛②♠❡♥t t♦ ✇♦r❦ ✐♥

❛ ✜r♠ ✇✐t❤ ❛ ❜✐❣ ❧❛❜✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❣♦♦❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs ♠❛② ♦✉t❜✐❞ ❜❛❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❢♦r t❤❡

r✐❣❤t t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✜r♠✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳

▲❡t✬s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs✬ ✉t✐❧✐t② ✐s✿

U(a) = w(a) + ρ(R(a, l(a)))

✇❤❡r❡ w(a) ✐s t❤❡ ♥❡t ♣❛②♠❡♥t r❡❝❡✐✈❡❞ ✇♦r❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✜r♠✱ ❛♥❞ ρ() ✐s t❤❡ r❡♣✉t❛t✐♦♥

❝♦♥❝❡r♥✿ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❞♦✐♥❣ s❝✐❡♥❝❡✳ ❘❡s❡❛r❝❤❡rs ♠❛② ❝❛r❡ ❛❜♦✉t s❝✐❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡✐r ❢✉t✉r❡ ❡❛r♥✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐t ✭t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡♣✉t❛t✐♦♥ t❤❡② ❜✉✐❧❞ t♦❞❛②✮✱ ♦r s✐♠♣❧②

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❧✐❦❡ s❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ s❤♦✇s t❤❛t ✐❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ❛r❡ str♦♥❣

❡♥♦✉❣❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ✜r♠s ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡✳



✼ ❘❡♣✉t❛t✐♦♥ ✷✷

▲❡♠♠❛ ✶✺✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❡①✐sts✳ ■❢✿

ρ′(x) ≥ 0 ∀x ✭✼✮

ρ′′(x) = g′′(x) ∀x ✭✽✮

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s P❆▼ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛❜s ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡ ✉♣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡✐r ♣❛②♠❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✇♦r❦ ✐♥

❛ ✜r♠ ✇✐t❤ ❛ ❜✐❣❣❡r ❧❛❜✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛❜s ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs✱ ❛

♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ✐s ❛❧✇❛②s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡ ✉♣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛♥ ✉♥♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ❢♦r

t❤❡ r✐❣❤t t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❛ ✜r♠ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❛❜✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs

t♦ ❧❛❜s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ρ()✿ ❤♦✇ ❢❛st t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❣r♦✇s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ tr✉❡ ❡✈❡♥ ✐❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✽ ✐s ♥♦t

s❛t✐s✜❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ρ′(x) s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣

❜♦t❤ g′′(x) ❛♥❞ ρ′′(x) ✭s❡❡ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ρ() t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❧❡♠♠❛ ✶✺ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ρ() t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❧❡♠♠❛ ✶✺✳ ❆♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ③❡r♦ r❡s❡❛r❝❤

❛❧✇❛②s ❡①✐sts✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ν ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛

✇❤❡r❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♥❡t ♣❛②♠❡♥t s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❡♠❡r❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t

✇❤❡♥ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✶✺✳

▲❡♠♠❛ ✶✼✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ρ() t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❧❡♠♠❛ ✶✺✳ ■❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ❛r❡ str♦♥❣✱ ❣♦♦❞

r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ♥❡t ♣❛②♠❡♥t t❤❛♥ ✉♥♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱

✐❢ ρ′(R(a, L)) ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ w′(a) < 0✳

■❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ❛r❡ str♦♥❣✱ ❣♦♦❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❤✐❣❤ r❡♣✉t❛t✐♦♥ r❡✇❛r❞

ρ(R(a, L))✳ ❙✐♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s P❆▼✱ t❤❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② g() ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❛❜✐❧✐t②✱ t❤✐s

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣r♦ss ♣❛②♠❡♥t ✭t❤❡ ✇❛❣❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ a✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❙t❡r♥ ✭✷✵✵✹✮✳ ■♥ ❤✐s ♣❛♣❡r ✏❉♦ ❙❝✐❡♥t✐sts P❛②

t♦ ❜❡ ❙❝✐❡♥t✐sts❄✑ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❝♦❧❧❡❝ts ❞❛t❛ ♦♥ ❥♦❜ ♦✛❡rs r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣②

P❤✳❉✳ ❥♦❜ ♠❛r❦❡t ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ❍❡ ✜♥❞s t❤❛t ✜r♠s ❡♥❣❛❣❡❞ ✐♥ s❝✐❡♥❝❡ ♦✛❡r ✇❛❣❡s ✷✺✪ ❧♦✇❡r

t❤❛♥ ✜r♠s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❡♥❣❛❣❡❞ ✐♥ s❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ✐♥t❡r♣r❡ts ❤✐s r❡s✉❧ts ❛❣❛✐♥st t❤❡

❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ ✜r♠s ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡



✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✷✸

s❤♦✉❧❞ ♣❛② r❡s❡❛r❝❤❡rs t❤❛t ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ s❝✐❡♥❝❡ ♠♦r❡✳ ❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s

❜❛s❡❞ ♦♥ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s✿ ✜r♠s ❞♦ s❝✐❡♥❝❡ ❛s ❛ ✇❛② t♦ r❡✇❛r❞ s❝✐❡♥t✐sts ❜② ❧❡tt✐♥❣ t❤❡♠

❜✉✐❧❞ t❤❡✐r r❡♣✉t❛t✐♦♥✳ ▲❡♠♠❛ ✶✼ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❝♦❡①✐st✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❦❡t❝❤ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s✱ ✉♥✐✲

✈❡rs✐t✐❡s✱ ❛♥❞ s✉❜s✐❞✐❡s✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ✐❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s s❛t✐s❢② ❧❡♠♠❛ ✶✺✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞

❢♦r ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ s♣❡♥❞ ❛❧❧ ✐ts r❡s♦✉r❝❡s ✐♥ s✉❜s✐❞✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢

t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ◆❆▼ ♦✈❡r s♦♠❡ r❛♥❣❡ ❛♥❞

P❆▼ ♦✈❡r s♦♠❡ ♦t❤❡r✳ ❯♥✐✈❡rs✐t✐❡s ♠❛② st✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❡ ❜❡st r❡s❡❛r❝❤❡rs

r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❧❛❜s✳

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s ❢♦r ✜r♠s t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦st ♦❢t❡♥ ✐♥ t❤❡

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✿ ✜r♠s ✐♥✈❡st ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✇❛♥t t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡

st♦❝❦ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐♠♣❧② t❤❛t ❜✐❣❣❡r ✜r♠s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡✐r

❘✫❉ ❡✛♦rt t❤❛♥ s♠❛❧❧ ✜r♠s✳ ❇✐❣ ✜r♠s ❣❛✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ s♠❛❧❧ ✜r♠s ❢r♦♠ ❛♥② ❡①tr❛ s❝✐❡♥❝❡

♣r♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❤✐r❡ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs✱ ❤❛✈❡

❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❧♦❝❛t❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥ t❤❡ ❜❡st ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡r❡ ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✜r♠s✬

s✐③❡✳

❆ s❡❝♦♥❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ ✇❤② ✜r♠s ✐♥✈❡st ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❯s✐♥❣

♦✉ts✐❞❡ s❝✐❡♥❝❡ ✐s ❝♦st❧② t♦ ✜r♠s✳ ❚❤✐s ❝♦st ✐s ❧♦✇❡r ✐❢ ✜r♠s ♣r♦❞✉❝❡ s❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

✜r♠s ✐♥✈❡st ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡✐r ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ t❤❡

♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ st♦❝❦ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ■ s❤♦✇ t❤❛t ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥

t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s✬ s✐③❡ ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳

■ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ✜r♠s ❜✉✐❧❞ ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ ♦✉ts✐❞❡ s❝✐❡♥❝❡✳ ■

s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t ❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ✜r♠s ♦✇♥✐♥❣ ❧❛❜s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✳ ❚❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❛❧❧♦❝❛t❡s

r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♥❞ ✜r♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ◆❆▼✿ t❤❡ ❜❡st r❡s❡❛r❝❤❡r ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❧❛❜✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ t♦t❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳

■ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s✳ ■ s❤♦✇ t❤❛t

t❤❡ ❜❡st r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇♦r❦ ✐♥ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❧❛❜s✱ ❛♥❞ t❤❛t✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② s❡❝t♦r✱ ❜❡t✲

t❡r r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❜✐❣❣❡r ❧❛❜s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s❡❛r❝❤

♣r♦❞✉❝❡❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥✳ ■❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❝❛r❡ ❛❜♦✉t ❞♦✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡

♠❛r❦❡t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ✜r♠s ♠❛② ❝❤❛♥❣❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤❡

r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ❛r❡ str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ❡♠❡r❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r



✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✷✹

✐s P❆▼✿ ❣♦♦❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇♦r❦ ✐♥ ❜✐❣ ❧❛❜s✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡

t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ❧❛❜s ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡s ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ❙✉❜st✐t❛❜✐❧✐t②

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r❡✈❡♥✉❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❡❛t❡r ✐♥ ✜r♠s ✇✐t❤ r❡s❡❛r❝❤❡rs t❤❛t ❛r❡ ❧❡ss ♣r♦❞✉❝t✐✈❡✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞

❝❤❡❝❦ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ✜r♠s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❡st s❤♦✉❧❞

t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s✳ ❲✐t❤♦✉t r❡♣✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡

♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ◆❆▼✳ ■❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ❡①✐st ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ■ ❞❡r✐✈❡❞✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞

♦❜s❡r✈❡ P❆▼✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ♦❧❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛r❡ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ r❡♣✉t❛t✐♦♥

t❤❛♥ ②♦✉♥❣ ♦♥❡s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ②♦✉♥❣ r❡s❡❛r❝❤❡rs s❤♦✉❧❞ ✇♦r❦ ✐♥ ❜✐❣

❧❛❜s ❛♥❞ ✉♥♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ②♦✉♥❣ r❡s❡❛r❝❤❡r s❤♦✉❧❞ ✇♦r❦ ✐♥ s♠❛❧❧ ❧❛❜s✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♦❧❞

r❡s❡❛r❝❤❡rs s❤♦✉❧❞ ✇♦r❦ ✐♥ s♠❛❧❧ ❧❛❜s ❛♥❞ ✉♥♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♦❧❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs s❤♦✉❧❞ ✇♦r❦ ✐♥ ❜✐❣

❧❛❜s✳

■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦♣❡♥s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦❧✐❝② q✉❡st✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤✐s

❝♦♥t❡①t ❛❝❝❡ss t♦ s❝✐❡♥❝❡ ✐s ❛ ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✜r♠s ❝❛♥ ❧❡❛r♥ ❛❜♦✉t ♥❡✇

❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ♦♥❧② ❜② s❡♥❞✐♥❣ t❤❡✐r r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆ r✉❧❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s r❡s❡❛r❝❤❡rs

❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s ♦♥❧② ✐❢ t❤❡✐r s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s

❛❜♦✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ♣r✐✈❛t❡

s❡❝t♦r✳✶✺ ❆❧s♦✱ t❤❡ ✇❛② r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛r❡ r❡✇❛r❞❡❞ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐③❡s ❛♥❞ ❛✇❛r❞s ❛

r❡s❡❛r❝❤❡r ♠❛② r❡❝❡✐✈❡ ❞✉r✐♥❣ ❤✐s ❝❛r❡❡r ✐♥t♦ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥t✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❝s✱ ❩✳ ❛♥❞ ❉✳ ❆✉❞r❡ts❝❤ ✭✶✾✽✼✮✳ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ✜r♠s✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ▲❡t✲

t❡rs ✷✸ ✭✶✮✱ ✶✵✾✕✶✶✷✳

❆❣❤✐♦♥✱ P✳✱ ▼✳ ❉❡✇❛tr✐♣♦♥t✱ ❛♥❞ ❏✳ ❈✳ ❙t❡✐♥ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ ❢r❡❡❞♦♠✱ ♣r✐✈❛t❡✲s❡❝t♦r ❢♦❝✉s✱

❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✳ ❘❆◆❉ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✸✾ ✭✸✮✱ ✻✶✼✕✻✸✺✳

❆r♦r❛✱ ❆✳✱ P✳ ❉❛✈✐❞✱ ❛♥❞ ❆✳ ●❛♠❜❛r❞❡❧❧❛ ✭✶✾✾✽✮✳ ❘❡♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t❡♥❝❡ ✐♥ ♣✉❜❧✐❝❧②

❢✉♥❞❡❞ s❝✐❡♥❝❡✿ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❆♥♥❛❧❡s ❞✬❊❝♦♥♦♠✐❡

❡t ❞❡ ❙t❛t✐st✐q✉❡✱ ✶✻✸✕✶✾✽✳

❆rr♦✇✱ ❑✳ ✭✶✾✻✷✮✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❲❡❧❢❛r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❡s♦✉r❝❡s ❢♦r ■♥✈❡♥t✐♦♥✳ ◆❇❊❘

❈❤❛♣t❡rs✱ ✻✵✾✕✻✷✻✳

✶✺ ▲❡❛❤② ❛♥❞ ◆❡❛r② ✭✷✵✵✼✮ ❛❞❞r❡ss ❡①❛❝t❧② t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❜✉t ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①t✳



✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✷✺

❆✉❞r❡ts❝❤✱ ❉✳ ❛♥❞ ▼✳ ❋❡❧❞♠❛♥ ✭✷✵✵✹✮✳ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ s♣✐❧❧♦✈❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦❣r❛♣❤② ♦❢ ✐♥♥♦✈❛✲

t✐♦♥✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ r❡❣✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✉r❜❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ✹✱ ✷✼✶✸✕✷✼✸✾✳

❇❛✉♠♦❧✱ ❲✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❊♥tr❡♣r❡♥❡✉rs❤✐♣✿ Pr♦❞✉❝t✐✈❡✱ ✉♥♣r♦❞✉❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐✈❡✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❱❡♥t✉r✐♥❣ ✶✶ ✭✶✮✱ ✸✕✷✷✳

❇❡❝❦❡r✱ ●✳ ✭✶✾✼✸✮✳ ❆ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼❛rr✐❛❣❡✿ P❛rt ■✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✽✶ ✭✹✮✱ ✽✶✸✳

❇♦❧t♦♥✱ P✳ ❛♥❞ ▼✳ ❉❡✇❛tr✐♣♦♥t ✭✶✾✾✹✮✳ ❚❤❡ ✜r♠ ❛s ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧②

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✽✵✾✕✽✸✾✳

❈♦❝❦❜✉r♥✱ ■✳ ❛♥❞ ❘✳ ❍❡♥❞❡rs♦♥ ✭✶✾✾✽✮✳ ❆❜s♦r♣t✐✈❡ ❈❛♣❛❝✐t②✱ ❈♦❛✉t❤♦r✐♥❣ ❇❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞

t❤❡ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❉r✉❣ ❉✐s❝♦✈❡r②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥❞✉str✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✹✻ ✭✷✮✱

✶✺✼✕✶✽✷✳

❈♦❤❡♥✱ ❲✳ ❛♥❞ ❙✳ ❑❧❡♣♣❡r ✭✶✾✾✻✮✳ ❆ r❡♣r✐s❡ ♦❢ s✐③❡ ❛♥❞ ❘ ✫ ❉✳ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r✲

♥❛❧ ✶✵✻ ✭✹✸✼✮✱ ✾✷✺✕✾✺✶✳

❈♦❤❡♥✱ ❲✳ ▼✳ ❛♥❞ ❉✳ ❆✳ ▲❡✈✐♥t❤❛❧ ✭✶✾✽✾✮✳ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✿ ❚❤❡ t✇♦ ❢❛❝❡s ♦❢ r✫❞✳

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ✾✾ ✭✸✾✼✮✱ ✺✻✾✕✾✻✳

❈♦❧❡✱ ❍✳✱ ●✳ ▼❛✐❧❛t❤✱ ❛♥❞ ❆✳ P♦st❧❡✇❛✐t❡ ✭✷✵✵✶✮✳ ❊✣❝✐❡♥t ◆♦♥✲❈♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ■♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥

▲❛r❣❡ ❊❝♦♥♦♠✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r② ✶✵✶ ✭✷✮✱ ✸✸✸✕✸✼✸✳

❉❛s❣✉♣t❛✱ P✳ ❛♥❞ P✳ ❉❛✈✐❞ ✭✶✾✽✺✮✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞

t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❈❊P❘ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ P❛♣❡rs✳

❉❛✈✐❞✱ P✳ ❆✳✱ ❇✳ ❍✳ ❍❛❧❧✱ ❛♥❞ ❆✳ ❆✳ ❚♦♦❧❡ ✭✷✵✵✵✮✳ ■s ♣✉❜❧✐❝ r✫❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦r s✉❜st✐t✉t❡

❢♦r ♣r✐✈❛t❡ r✫❞❄ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ❘❡s❡❛r❝❤ P♦❧✐❝② ✷✾✱ ✹✾✼✕✺✷✾✳

❉❡✇❛tr✐♣♦♥t✱ ▼✳ ❛♥❞ ❏✳ ❚✐r♦❧❡ ✭✷✵✵✺✮✳ ▼♦❞❡s ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥✲

♦♠② ✶✶✸ ✭✻✮✱ ✶✷✶✼✕✶✷✸✽✳

❊❧❢❡♥❜❡✐♥✱ ❉✳✱ ❇✳ ❍❛♠✐❧t♦♥✱ ❛♥❞ ❚✳ ❩❡♥❣❡r ✭✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ✜r♠ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✲

tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ s♣❛✇♥✐♥❣ ♦❢ s❝✐❡♥t✐sts ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡rs✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡ ✺✻ ✭✹✮✱ ✻✺✾✕✻✽✶✳

●❛❧❧✱ ❚✳✱ P✳ ▲❡❣r♦s✱ ❛♥❞ ❆✳ ◆❡✇♠❛♥ ✭✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ❚✐♠✐♥❣ ♦❢ ❊❞✉❝❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡

❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✹✱ ✹✷✼✕✹✸✺✳

●❛❧❧✱ ❚✳✱ P✳ ▲❡❣r♦s✱ ❛♥❞ ❆✳ ◆❡✇♠❛♥ ✭✷✵✵✾✮✳ ▼✐s♠❛t❝❤✱ r❡♠❛t❝❤ ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ❲♦r❦✐♥❣

P❛♣❡r ✳

●❛♠❜❛r❞❡❧❧❛✱ ❆✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❈♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❢r♦♠ ✐♥✲❤♦✉s❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s❡❛r❝❤✿ t❤❡ ❯❙

♣❤❛r♠❛❝❡✉t✐❝❛❧ ✐♥❞✉str② ✐♥ t❤❡ ✶✾✽✵s✳ ❘❡s❡❛r❝❤ P♦❧✐❝② ✷✶ ✭✺✮✱ ✸✾✶✕✹✵✼✳



✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✷✻

●✐tt❡❧♠❛♥✱ ▼✳ ❛♥❞ ❇✳ ❑♦❣✉t ✭✷✵✵✸✮✳ ❉♦❡s ●♦♦❞ ❙❝✐❡♥❝❡ ▲❡❛❞ t♦ ❱❛❧✉❛❜❧❡ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡❄

❇✐♦t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❋✐r♠s ❛♥❞ t❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▲♦❣✐❝ ♦❢ ❈✐t❛t✐♦♥ P❛tt❡r♥s✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐✲

❡♥❝❡ ✹✾ ✭✹✮✱ ✸✻✻✳

●r✐✣t❤✱ ❘✳✱ ❙✳ ❘❡❞❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❏✳ ❘❡❡♥❡♥ ✭✷✵✵✹✮✳ ▼❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❚✇♦ ❋❛❝❡s ♦❢ ❘✫❉✿ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t②

●r♦✇t❤ ✐♥ ❛ P❛♥❡❧ ♦❢ ❖❊❈❉ ■♥❞✉str✐❡s✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s ✽✻ ✭✹✮✱ ✽✽✸✕

✽✾✺✳

❍❛❧♣❡r✐♥✱ ▼✳ ❛♥❞ ❆✳ ❈❤❛❦r❛❜❛rt✐ ✭✶✾✽✼✮✳ ❋✐r♠ ❛♥❞ ✐♥❞✉str② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣

♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s❝✐❡♥t✐sts ✐♥ ❧❛r❣❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❝♦♠♣❛♥✐❡s✳ ❘✫❉ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✶✼ ✭✸✮✱ ✶✻✼✕

✶✼✸✳

❍❛♠♠❡rs❝❤♠✐❞t✱ ❆✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆ str❛t❡❣✐❝ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛✲

♣❛❝✐t②✳ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs ✳

❍❛♠♠♦♥❞✱ P✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❋♦✉r ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ P❛r❡t♦ ❊✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ❈♦♥t✐♥✉✉♠

❊❝♦♥♦♠✐❡s ✇✐t❤ ❲✐❞❡s♣r❡❛❞ ❊①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ❏❛♣❛♥❡s❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✹✻ ✭✷✮✱ ✶✵✸✕✶✷✹✳

❍❛♠♠♦♥❞✱ P✳✱ ▼✳ ❑❛♥❡❦♦✱ ❛♥❞ ▼✳ ❲♦♦❞❡rs ✭✶✾✽✾✮✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✇✐t❤ ✜♥✐t❡

❝♦❛❧✐t✐♦♥s✿ ❈♦r❡✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ❛♥❞ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r② ✹✾✱

✶✶✸✕✶✸✹✳

❑❛♠❡❝❦❡✱ ❯✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❖♥ t❤❡ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛ ▲❛r❣❡ ▲✐♥❡❛r ❆ss✐❣♥❡♠❡♥t

Pr♦❜❧❡♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✷✶✱ ✺✵✾✕✷✶✳

❑❛♠✐❡♥✱ ▼✳ ❛♥❞ ■✳ ❩❛♥❣ ✭✷✵✵✵✮✳ ▼❡❡t ♠❡ ❤❛❧❢✇❛②✿ r❡s❡❛r❝❤ ❥♦✐♥t ✈❡♥t✉r❡s ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐✈❡

❝❛♣❛❝✐t②✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥❞✉str✐❛❧ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✶✽ ✭✼✮✱ ✾✾✺✕✶✵✶✷✳

❑❛♥❡❦♦✱ ▼✳ ❛♥❞ ▼✳ ❲♦♦❞❡rs ✭✶✾✾✻✮✳ ❚❤❡ ♥♦♥❡♠♣t✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢✲❝♦r❡ ♦❢ ❛ ❣❛♠❡ ✇✐t❤♦✉t s✐❞❡

♣❛②♠❡♥ts✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r② ✷✺ ✭✷✮✱ ✷✹✺✕✷✺✽✳

▲❡❛❤②✱ ❉✳ ❛♥❞ ❏✳ ◆❡❛r② ✭✷✵✵✼✮✳ ❆❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ❘✫❉ s♣✐❧❧♦✈❡rs✱ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝②✳

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥❞✉str✐❛❧ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✷✺ ✭✺✮✱ ✶✵✽✾✕✶✶✵✽✳

▲❡❣r♦s✱ P✳ ❛♥❞ ❆✳ ❋✳ ◆❡✇♠❛♥ ✭✷✵✵✷✮✳ ▼♦♥♦t♦♥❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❛♥❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t ✇♦r❧❞s✳

❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s ✻✾ ✭✹✮✱ ✾✷✺✕✹✷✳

▲❡❣r♦s✱ P✳ ❛♥❞ ❆✳ ❋✳ ◆❡✇♠❛♥ ✭✷✵✵✼✮✳ ❇❡❛✉t② ■s ❛ ❇❡❛st✱ ❋r♦❣ ■s ❛ Pr✐♥❝❡✿ ❆ss♦rt❛t✐✈❡

▼❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ◆♦♥tr❛♥s❢❡r❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✼✺ ✭✹✮✱ ✶✵✼✸✕✶✶✵✷✳

▼❡rt♦♥✱ ❘✳ ✭✶✾✺✼✮✳ Pr✐♦r✐t✐❡s ✐♥ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞✐s❝♦✈❡r②✿ ❛ ❝❤❛♣t❡r ✐♥ t❤❡ s♦❝✐♦❧♦❣② ♦❢ s❝✐❡♥❝❡✳

❆♠❡r✐❝❛♥ ❙♦❝✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ✷✷ ✭✻✮✱ ✻✸✺✕✻✺✾✳



❆ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✼

▼❡rt♦♥✱ ❘✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ❚❤❡ s♦❝✐♦❧♦❣② ♦❢ s❝✐❡♥❝❡✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ❯♥✐✲

✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❤✐❝❛❣♦ Pr❡ss✳

▼✉r♣❤②✱ ❑✳✱ ❆✳ ❙❤❧❡✐❢❡r✱ ❛♥❞ ❘✳ ❱✐s❤♥② ✭✶✾✾✶✮✳ ❚❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥t✿ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r

❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✵✻ ✭✷✮✱ ✺✵✸✕✺✸✵✳

◆❡❧s♦♥✱ ❘✳ ✭✶✾✺✾✮✳ ❚❤❡ ❙✐♠♣❧❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ❇❛s✐❝ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❘❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✻✼ ✭✸✮✱ ✷✾✼✳

❘♦s❡♥❜❡r❣✱ ◆✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ❲❤② ❞♦ ✜r♠s ❞♦ ❜❛s✐❝ r❡s❡❛r❝❤ ✭✇✐t❤ t❤❡✐r ♦✇♥ ♠♦♥❡②✮❄ ❘❡s❡❛r❝❤

P♦❧✐❝② ✶✾ ✭✷✮✱ ✶✻✺✕✶✼✹✳

❙❝❤❡r❡r✱ ❋✳ ✭✶✾✻✺✮✳ ❋✐r♠ s✐③❡✱ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡✱ ♦♣♣♦rt✉♥✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ♣❛t❡♥t❡❞

✐♥✈❡♥t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✺✺ ✭✺✮✱ ✶✵✾✼✕✶✶✷✺✳

❙♣❡♥❝❡✱ ▼✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ❈♦st r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥❞✉str② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✿

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❙♦❝✐❡t② ✺✷ ✭✶✮✱ ✶✵✶✕✶✷✶✳

❙t❡r♥✱ ❙✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❉♦ s❝✐❡♥t✐sts ♣❛② t♦ ❜❡ s❝✐❡♥t✐sts❄ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✽✸✺✕✽✺✸✳

❚✐❧t♦♥✱ ❏✳ ✭✶✾✼✶✮✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❉✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✿ ❚❤❡ ❈❛s❡ ♦❢ ❙❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✳ ❚❤❡

❇r♦♦❦✐♥❣s ■♥st✐t✉t✐♦♥✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈ ✳

❩❡♥❣❡r✱ ❚✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❊①♣❧❛✐♥✐♥❣ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s❡❝♦♥♦♠✐❡s ♦❢ s❝❛❧❡ ✐♥ ❘✫❉✿ ❆❣❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠s

❛♥❞ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ t❛❧❡♥t✱ ✐❞❡❛s✱ ❛♥❞ ❡✛♦rt ❜② ✜r♠ s✐③❡✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

❙❝✐❡♥❝❡ ✹✵ ✭✻✮✱ ✼✵✽✕✼✷✾✳

❩✉❝❦❡r✱ ▲✳✱ ▼✳ ❉❛r❜②✱ ❛♥❞ ▼✳ ❇r❡✇❡r ✭✶✾✾✽✮✳ ■♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐rt❤ ♦❢

❯❙ ❜✐♦t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❡♥t❡r♣r✐s❡s✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✽✽ ✭✶✮✱ ✷✾✵✕✸✵✻✳

❆ ❆♣♣❡♥❞✐①

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳

■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ â, L̂ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

g′′(âf(L̂))âf(L̂)

−g′(âf(L̂))
> 0

t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t✇♦ st❡♣s✿



❆ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✽

✶✳ ❙❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ r(x) ≡
[

g′′(x)x
−g′(x)

]

✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ x✳

❈♦♠♣✉t❡ r′(x)

r′(x) =
g′′(x)

−g′(x)
+

g′′′(x)x

−g′(x)
+

g′′(x)x

(g′(x))
2

t❤❛t ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐❢ g′′′(x) > 0✳

✷✳ ❙❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✱ ❧✐♠x→0r(x) ≥ 1

s✉♣♣♦s❡ ♥♦t✿ ∃ǫ > 0 ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ s✉❝❤ t❤❛t g′′(ǫ)ǫ < −g′(ǫ)✳ ❚❛❦❡ ❛♥

❛r❜✐tr❛r② σ > 0 ❛♥❞ ❞❡✜♥❡✿

Kǫ,σ(x) ≡ aǫ,σ

(

x1−σ

1− σ

)

+ bǫ,σ

✇❤❡r❡ aǫ,σ ❛♥❞ bǫ,σ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t✿

Kǫ,σ(ǫ) ≡ aǫ,σ

(

ǫ1−σ

1− σ

)

+ bǫ,σ = g(ǫ)

K ′
ǫ,σ(ǫ) ≡ aǫ,σǫ

−σ = g′(ǫ)

s✐♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t g′′(ǫ)ǫ < −g′(ǫ)✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✿

g′′(ǫ) <
−g′(ǫ)

ǫ
= aǫ,σǫ

−σ−1

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ str✐❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ❛ σ < 1✱ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡

t♦ ♦♥❡✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

g′′(ǫ) < aǫ,σσǫ
−σ−1 = K ′′

ǫ,σ(ǫ)

t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r ♦❢ ǫ✱ g(x) < Kǫ,σ(x)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t x = 0 ✐s ✐♥ ❛

♥❡✐❣❤❜♦✉r ♦❢ ǫ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ Kǫ,σ(0) ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r σ < 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ g(0)

✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ✜♥✐t❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

P♦✐♥t ✷ ❛❧♦♥❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉ts ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡s ❢♦r s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ af(L)✳ P♦✐♥t ✶ ❛♥❞

♣♦✐♥t ✷ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉ts ❛r❡ ❛❧✇❛②s s✉❜st✐t✉t❡s✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳

❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♠❛t❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦✿

SW (a, L) = sνaf(L)− g(af(L))



❆ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✾

♦♥❡ ♦❜✈✐♦✉s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥

✇❤♦ ✐s ♠❛t❝❤❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♥❞ ❧❛❜s ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✐❢ sV ≥ g(af(L))✳

◆♦t❡ t❤❛t V ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧②✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ♠❛t❝❤❡❞ ✐s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠❛❧

♦♥❡✳

●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥✱ ♥♦t❡ t❤❛t ◆❆▼ ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t ♦♥❧② ✉♥❞❡r s♦♠❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ν✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s s♦ ✉♥♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✭❧♦✇ ν✮ t❤❛t

❜♦t❤ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♥♦❜♦❞② s❤♦✉❧❞ ❜❡

♠❛t❝❤❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥② ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✭③❡r♦✮ s♦ t❤❛t

◆❆▼ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t SW12 > 0 ✐❢✿

sν > g′(x) + xg′′(x)

●✐✈❡♥ t❤✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦✉t ♦❢ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥

✜❣✉r❡ ✻❛✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ◆❆▼ ✐s ❡✣❝✐❡♥t✳ ■♠❛❣✐♥❡ ♥♦✇ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ν✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②

❡①♣❛♥❞s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✇❡ r❡❛❝❤ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻❜✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s

♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r t♦ r❡❛❧❧♦❝❛t❡ s♦♠❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♥❞ s♦♠❡ ❧❛❜s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡

❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ P❆▼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❧❡❛✈❡s s♦♠❡ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ ❛❣❡♥ts✱ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡✲♠❛t❝❤❡❞

s♦♠❡❤♦✇✳ ❲❤❡t❤❡r t❤✐s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ♦r ♥♦t ✐s ❧❡❢t t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥

❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✳ ■❢ ν ✐s ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐❧❧ r❡❛❝❤ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡♣✐❝t❡❞

✐♥ ✜❣✉r❡ ✻❝✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♠❛t❝❤ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❜❡t✇❡❡♥ a1 ❛♥❞ a2 ✇✐t❤ ❧❛❜s

❢r♦♠ L1 ❛♥❞ L2 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ P❆▼ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✾✳

❇② ♣♦✐♥t ✶ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✽ ✇❡ ❣❡t✿

i′(s) =
csL

ΦLL − cLL

♥♦t❡ t❤❛t csL < 0✱ cLL > 0✱ ❛♥❞

ΦLL = −

[

g′′(af(L))
+

(af ′(L))
2

+

+ g′(af(L))
−

af ′′(L)
−

]

< 0

s♦ t❤❛t i′(s) > 0✿ ❜✐❣❣❡st ✜r♠s ✐♥✈❡st t❤❡ ♠♦st✳ ❇② ◆❆▼ ❜❡t✇❡❡♥ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♥❞ ❧❛❜s✱ t❤✐s

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❜✐❣❣❡st ✜r♠s ❤✐r❡ t❤❡ ❧❡❛st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡r✳
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a

ā

Complementarity

LL̄

✭❛✮ ◆♦ ■♥❡✣❝✐❡♥❝②✳

a

ā

Complementarity

LL̄

✭❜✮ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡✿ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✳

L

a

ā

Complementarity

L2L1 L̄

a1

a2

✭❝✮ ■♥❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✳

❋✐❣✳ ✻✿ ❈♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② r❛♥❣❡ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
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Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳

❋♦r t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✜r♠s ❡①♣❡❝t V = 0✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦ r❡❛s♦♥ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ r❡s❡❛r❝❤✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ③❡r♦✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♥❞

❛❧❧ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇❡r❡ ♠❛t❝❤❡❞✱ t❤❡ ✇♦rst ♠❡♠❜❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ❝♦✉❧❞

❡♥❥♦② ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛②♦✛✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✇♦rst r❡s❡❛r❝❤❡r ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s

a = 0 ❛♥❞ lim
a→0

Φ(a, L) = −∞✱ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s s♦♠❡♦♥❡ t❤❛t ✐s ♥♦t ♠❛t❝❤❡❞✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜r♠ t❤❛t ✐♥✈❡st❡❞ t❤❡ ♠♦st ❛♥❞ t❤❡ ✇♦rst r❡s❡❛r❝❤❡r✳ ❚❤❡

r❡s❡❛r❝❤❡r r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣❛②♦✛ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜r♠ r❡❝❡✐✈❡s

x̃(s) =

∫ m̃−1(a)

m̃−1(a)

∂Φ(m̃(s), i(s), s)

∂L
γ(s)ds =

∫ m̃−1(a)

m̃−1(a)

∂c(s, i(s))

∂L
γ(s)ds ≡ P (a)

✇❤❡r❡ γ(s) ✐s t❤❡ ♣✳❞✳❢✳ ♦❢ s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❧❡♠♠❛ ✽ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✜r♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

♦❢ t❤❡ ✇♦rst r❡s❡❛r❝❤❡r ♠❛t❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ a ❛♥❞ V ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦✿

a =
{

a : Φ(a, l(a), m̃−1(a)) = P (a)
}

✭✾✮

❛♥❞✿

V = ν

∫ a

a

af(L(a))z(a)da ✭✶✵✮

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❡①✐sts ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ {a, V } s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✾

❛♥❞ ✶✵✳

◆♦t❡ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✵ ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ❛t a = 0✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❛t a = a✱ ❛♥❞ ✐s str✐❝t❧②

❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✾ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

V =
P (a) + g(af(L(a)))

m̃−1(a)
✭✶✶✮

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✱ ✐❢ a → 0 t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✶✶ ❞✐✈❡r❣❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ ❤❛s ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r

a ∈ (o, a]✱ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ν ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ✾ ❛♥❞ ✶✵ ✇✐❧❧ ❝r♦ss✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳

❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♠❛t❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦✿

SW (a, L) = sνaf(L)− g(af(L))
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t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s✉r♣❧✉s ✐s✿

Φ(a, L) = sV − g(af(L))

❝❧❡❛r❧②✱ ❛ tr❛♥s❢❡r ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s✉r♣❧✉s ✐♥t♦ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡

❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✽✱ ✇❤❡♥ ✜r♠s ✐♥✈❡st t❤❡② ❡q✉❛t❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st t♦

♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❡♥❡✜t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✜r♠s✬ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s ❡✣❝✐❡♥t✳

❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

■ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s✿

• c(s, L) = (1 + r)L

• R(a, L) = af(L) = a(1 + L)
1
2

• g(R(a, L)) = 1

a(1+L)
1
2

❛♥❞ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t τ(l(a)) = 0✿ t❤❡ ✜r♠ ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦rst r❡s❡❛r❝❤❡r r❡❝❡✐✈❡s ♥♦

s✉❜s✐❞②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❤❛s✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ✜r♠s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳

❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

max
lu(a),l,a1,a2

{
∫ a2

a1
a(1 + l)

1
2 da+

∫ a

a2
a2(1 + lu(a))

1
2 da−

∫ a2

a1
a(1 + l(a))

1
2 da} ✭✶✷✮

s✳t✳































l =
(

1
2(1+r)a1

)
2
3

− 1 (1)

a1 ≤ a2 ≤ a (2)
(

a2

a

)

(1 + lu(a))− 1 ≥ l (3)
∫ a2

a1

(

l −♠❛①

{

(

1
2(1+r)a

)
2
3

− 1, 0

})

da+
∫ a

a2

[

(

a
a

)2
(1 + lg(a))− 1

]

da = G (4)

❋✐❣✉r❡ ✸ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✽ r❡♣r❡s❡♥ts ✐t ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡①tr❛ r❡s❡❛r❝❤

♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥ ♣❧❛❝❡ ✭t❤❡ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛①❡s✮ ❛t ❛ ❝♦st s✉♠✲

♠❛r✐③❡❞ ❜② ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✮ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛①✐s✳ ◆♦t❡ t❤❛t

t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜s ✭❜❡t✇❡❡♥ a(V ) ❛♥❞ a(V ′)✮

❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ✐❣♥♦r❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛ r❡s❡❛r❝❤ V ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②

t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✐♠♣❧② ❝♦♠♣❛r❡s ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t a2 ❛♥❞

l̄✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s ♥♦t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡①❛❝t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝②✱ ❜✉t t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ✐s ❛♥

✐♥t❡r✐♦r s♦❧✉t✐♦♥ ✭❜♦t❤ s✉❜s✐❞✐❡s ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❧❛❜s✮ ♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦r♥❡r s♦❧✉t✐♦♥s ✭♦♥❧②

s✉❜s✐❞✐❡s✱ ♦♥❧② ✉♥✐✈❡rs✐t② ❧❛❜s✮✳
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x(L)

Φ(a, L, s)

p(R(L, a)) w(a) + p(R(L, a))

❋✐❣✳ ✼✿ ❯t✐❧✐t② P♦ss✐❜✐❧✐t② ❋r♦♥t✐❡r✳

■ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❣r✐❞ {0, ..., a} ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ a2✳ ❋♦r ❡✈❡r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ a2✱ ■

❝♦♥str✉❝t ❛ ❣r✐❞ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ l ∈

{

(

1
2(1+r)a2

)
2
3

− 1, ..., l̃

}

✇❤❡r❡ l̃ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡

❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❋♦r ❡✈❡r② a2 ❛♥❞ l ■ ❝♦♠♣✉t❡ lu(a) ✉s✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✮ ♦❢ ✶✷✳ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

♣❛✐r a2 ❛♥❞ l ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐❢ lu(a2) =
(

a2

a

)

(1 + lu(a))− 1 ≥ l✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣❛✐r
{

a2, l
}

r❡t✉r♥✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st

✈❛❧✉❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r r ✐s 0.01 ❛♥❞ ❢♦r ν ✐s 100✳ ❲❤❡♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣

❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ♦r s✉❜st✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs✐t② r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

■ tr✐❡❞ ❛r❡✿ a ∈ [0, 5]✱ G ∈ [0, 5]✱ r ∈ {0.01, 0.1, 1} ❛♥❞ ν ∈ {75, 100, 150}❀ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s

r❡str✐❝t❡❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ν❀ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ♣✐❝❦❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧②✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✺✳

❋✐❣✉r❡ ✼ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢r♦♥t✐❡r ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜s✱

✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛s ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ✹✺ ❞❡❣r❡❡s ♣❛rt✱ ✉♥❞❡r ❧❡♠♠❛ ✶✺ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s P❆▼✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ Φ(a, L, s) + ρ(R(a, L))

✭tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♥❞ ✜r♠s✮ ✐s s✉♣❡r♠♦❞✉❧❛r✿ ✜r♠s ✇✐t❤ ❜✐❣❣❡r ❧❛❜s ❛r❡

❜❡tt❡r ♦✛ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳

❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✇❛❣❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢r♦♥t✐❡r ❤❛s ❛ ❦✐♥❦✳ ❆t

t❤❡ ❦✐♥❦✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs r❡❝❡✐✈❡ ρ(R(a, L)) ❛♥❞ ✜r♠s r❡❝❡✐✈❡ Φ(a, L, s)✳ ❆❣❛✐♥✱ ❢♦r ❣✐✈❡♥ s✱ t❤❡

♣❛②♦✛ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✬s t②♣❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✐s P❆▼ ❢♦r t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ❛s ✇❡❧❧✳



❆ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✹

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ s✐❞❡s ♣r❡❢❡r t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ t②♣❡ t❤❛♥ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇

t②♣❡✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✐t ♠❡❛♥s s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❦✐♥❦ r❡❣✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡ ✹✺ ❞❡❣r❡❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s P❆▼ ♦✈❡r❛❧❧✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✳

❙✐♥❝❡ ❧❡♠♠❛ ✶✺ ✐♠♣♦s❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ ρ() ■ ❝❛♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡ ρ(R(a, l(a))) =

0✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✇♦rst r❡s❡❛r❝❤❡r ♠❛t❝❤❡❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Φ(a, l(a), s) = c(l(a)) + P (a)

❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ st♦❝❦ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

V = ν

∫ a

a

af(l(a))z(a)da

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✼✳

❇② st❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤❡♥❡✈❡r w(a) > 0✿

Φ(a, i(s), s) + ρ(R(a, i(s)))− x̃(s)) ≥ Φ(a, i(s′), s′) + ρ(R(a, i(s′))− x̃(s′)

❲r✐t❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r a′✱ ❛♥❞ t❛❦❡ ❧✐♠✐ts ❢♦r a′ → a✿

x̃′(s) = ΦLi
′(s) + Φs + ρ′RLi

′(s)

♥♦t❡ t❤❛t i′(s) > 0 s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡✲✉t✐❧✐t② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t②

♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢r♦♥t❡❡r✳ ❇② ❢❡❛s✐❜✐❧✐t②✿

Φ(m(i(s)), i(s), s) = x̃(s) + w(i(s))

❉✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜♦t❤ s✐❞❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s✳ ❇② s✐♠♣❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✿

w′(a) = Φam
′(a) + ΦL + [i′(s)]−1 [Φs − Φa − ρ′]

t❤❛t ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐❢ ρ′ ✐s ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✳
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