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§ 1 Inleiding.

'Bij het modelleren van relaties tussen economische grootheden is het
gebruikeli jk om veronderstellingen te maken met betrekking tot de
functionele vorm van het model en niet waargenomen variabelen. Vaak wordt er
voor een model gekozen met een eindig aantal onbekende parameters. Deze
onbekende parameters kunnen dan worden geschat met een schattingsmethode die
gebagseerd is op onder andere de gemaakte veronderstellingen.

De meest bekende econometrische modellen verklaren de endogene variabele(n)
rechtstreeks of wvia een achterliggend latent model, lineair uit de exogene
variabelen. Het niet verklaarde gedeelte van een endogene wordt
gerepresenteerd door een storingsterm. Ten aanzien van de niet waar te nemen
storingen wordt vaak verondersteld dat ze onafhankelijk en identiek verdeeld
zijn. In heel veel modellen wordt zelfs het 'identiek' verdeeld zijn,
vervangen  door 'identiek  normaal' verdeeld =zijn. Door dergelijke
veronderstellingen te maken wordt het =zoeken naar een consistente en

efficiénte schattingsmethode, aanzienlijk vereenvoudigd.

Het standaard lineaire regressiemodel met de sterke condities (zie bijv. Van
der Genugten, 1988) is een voorbeeld van een model waarin de storingen
onafhankelijk en identiek normaal verdeeld zijn. De schattingsmethode voor
dit model, de kleinste kwadraten of OLS-methode, levert consistente en
efficiénte schatters. Indien in werkelijkheid de verdeling van de storingen
geen normale verdeling is, zal de OLS-schatter aan efficiéntie verliezen,
maar vaak nog wel consistent zijn.

In bepaalde andere modellen, waaronder de keuzemodellen, is het maken van
een verkeerde verdelingsveronderstelling veel minder onschuldig; het model
schatten met de methode die uitgaat van de verkeerde verdeling hoeft dan
zelfs geen consigstente schatters meer te geven.

Semi-parametrische schattingsmethoden =zijn wvaak wel consistent en baseren
zich niet op een functionele vorm van de storingsterm, wat onder andere

impliceert dat ze geen bepaalde verdeling veronderstellen.

In deze scriptie behandelen we één semi-parametrische schattingsmethode: de

Maximum-Score-methode wvan Manski (1988). Deze methode stelt ten aanzien van
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de storingen een hele zwakke eis: ze baseert zich alleen op de mediaan van
de storingen die, gegeven de exogenen, de waarde nul aanneemt.

Vanwege het feit dat de Maximum-Score-methode een schattingsmethode voor het
binaire keuzemodel is, behandelen we dit model uitvoerig.

Het doel dat wij hierbij hebben gesteld, is het vergelijken van de semi-
parametrische methode met de Maximum-Likelihood-methode gebaseerd op
normaliteit, een methode die weél expliciet gebruik maakt wvan de
verdelingsveronderstelling. Bekend is dat Maximum Likelihood een hele goede
schattingsmethode is, die meestal hele prettige eigenschappen heeft (zoals
.consistentie, asymptotische efficiéntie en asymptotische normaliteit van de
Maximum-Likelihood~schatters), mits de methode gebaseerd is op de juiste
verdeling. Wij trachten te achterhalen wat de gevolgen kunnen zijn van het
verkeerd gebruik van de Maximum-Likelihood-methode, dat wil zeggen Maximum
Likelihood baseren op een verkeerde verdelingsveronderstelling en proberen
een antwoord te vinden op de vraag hoe 'slecht' Maximum Likelihood en hoe

'goed' Maximum Score in dergelijke gevallen zal zijn.

Om beide schattingsmethoden met elkaar te kunnen vergelijken, bekijken we
eerst de theoretische achtergrond. In paragraaf 2 behandelen we de Maximum=
Likelihood-methode voor het probitmodel, dat is het binaire keuzemodel met
normaal verdeelde storingen. Bovendien bespreken we in deze paragraaf kort
een mogelijkheid om te toetsen op de hypothese dat de storingen normaal
zijn verdeeld. De wijze waarop het binaire keuzemodel wordt geschat met de
Maximum-Score-methode, behandelen we in paragraaff 3. In deze paragraaf
zullen we het begrip 'semi-parametrisch' ook nader toelichten. Omdat het
voor Maximum-Score-schatters, in tegenstelling tot de Maximum-Likelihood-
schatters, niet eenvoudig is om op basis van de asymptotische verdeling
standaardfouten, toetsen en betrouwbaarheidsintervallen af te leiden,
bespreken we in paragraaf U enkele "bootstrap"-methoden. Deze methoden
bieden de mogelijkheid om op een vrij eenvoudige manier voor willekeurige
schattersg, dus ook voor  Maximum-Score-schatters, maatstaven  van
nauwkeurigheid te berekenen.

Om in kleine steekproeven het gebruik van beide methoden te vergelijken,
presenteren we in paragraaf 5 de resultaten van enkele Monte-Carlo-
experimenten. In paragraaf 6 bespreken we dan de Maximum=-Likelihood- en

Maximum-Score-resultaten van twee toepassingen. Bij beide toepassingen
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passen we de in paragraaf 2 besproken toets op normaliteit toe en geven de
resultaten van enkele in paragraaf U besproken "bootstrap"-methoden.

In paragraaf 7, de conclusies, zullen we tot slot terugkomen op de vraag
welke schattingsmethode voor het binaire keuzemodel het best gebruikt kan
worden. We proberen deze vraag te beantwoorden met behulp van de theorie van

beide methoden en de resultaten uit paragrafen 5 en 6.




.§ 2 Probit Maximum Likelihood en een toets op normaliteit.

Econometrische modellen waarin de afhankelijke variabele slechts een eindig
aantal waarden kan aannemen, worden keuzemodellen genoemd. Eén van de meest
eenvoudige voorbeelden hiervan is het binaire keuzemodel. In deze paragraaf
zullen we nagaan hoe een speciaal geval van de binaire keuzemodellen, nl.
het probitmodel, geschat kan worden met de Maximum-Likelihood-methode (ML~

methode). Tevens zullen we een eenvoudig uitvoerbare toets op normaliteit
kort bespreken.

Het binaire keuzemodel wordt vaak als volgt weergegeven (zie bijv.
Maddala (1983), blz. 22):

+* ; ]Rk N
Ve = xtﬁ + et BEBC
+*
Py = 1 als Yy >0
*
¥ = 0 als Yy <0 8,t =1,2 ,.u, T
X, ~F
E xt
£ ~F
E Et
1 13 S| 1] 1
(xt.et) onafhankelijk wvan (xs.es) s#t
X onafhankelijk van €, (2:1)

e

De waargenomen afhankelijke variabele Y neemt slechts twee waarden aan:

Y= 1 als een bepaalde gebeurtenis plaatsvindt en ¥ 0 als de gebeurtenis
niet plaatsvindt. De variabele wordt verklaard door middel van de latente’
variabele y: uit k exogenen th'xt2 st xtk en storingsterm et. Ten aanzien
van de vector van exogenen X,  en storingsterm Et wordt verondersteld dat ze
onderling en wvan elkaar onafhankelijk =zijn. De onbekende te schatten
parametervector B legt het lineaire verband tussen de latente variabele en
de exogenen. Wij zullen uitgaan van het geval dat voor de verdeling FE van

2 t

By geldt: Fe = N(0,67). Dit model wordt het probit- of ook wel het

T
normitmodel genoemd. In deze paragraal’ zullen we het probitmodel met
deterministische exogenen bespreken. Dit impliceert dat de
veronderstellingen met betrekking tot =x in (2.1) vervallen. Alle

t
afleidingen die wij maken voor het probitmodel met deterministische exogenen
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gelden ook voor het probitmodel met stochastische exogenen als de

stochastische grootheden opgevat worden m.b.t. de conditionele verdeling

onder xt.

*
De latente wvariabele Ye overschrijdt de drempelwaarde 0 als ¥ F 1.

Noteren we ® als de verdelingsfunctie van de standaardnormale verdeling, dan

.is de kans hierop:

" * P
P{y = 1} = P{y > 0} = P{e > =x!B} = $(=2-):

De kans dat de gebeurtenis niet waargenomen wordt, is dan:

XéB
Ply,= 0} = 1 - &(—).

Definiéren we vervolgens Il:= {t 3 Vi 1} en IO:= {t : Fpt 0} dan ziet de

likelihoodfunctie L er als volgt uit:

L= T Ply=1 T Ply=0}

t E Il £ € ID
T »

= T P{y.=1}t P{y. =0} Yt

i £

t=1
T x'B x!8 _

= T eVt (1 - o=V (2.2)
£=1 (o} o

De onbekende parameters, de parametervector B en de parameter o, komen in
deze  likelihoodfunctie alleen als het quoti&nt (1/gd).B wvoor. De
likelihoodfunctie kan dan ook slechts met betrekking tot dit quotiént
geoptimaliseerd worden. Maximaliseren van L of £ = log L levert Maximum-
Likelihood-schatters (ML-schatters) wvoor & := (B/c). Aangezien B en ¢ dus
niet beide geidentificeerd zijn, wordt vaak de normalisatie 62= 1 genomen.

De afgeleide van < naar 9 (de zgn. score) is

. wmE B T
5(0) o= =55~ = 5§[t§1yt log®(x &) + t§1(l - v,.) log(1-8(x.9)) ]




- g L ¥ _fiféil__ % = (&= ¥ _fifé?l__ x, ]
g=1 © <I>(xt8) t t! 1-2(x9) 7t
. T eE 2(x9) ,
= 5 aemameten P (2.3)

Hierin is ¢ de standaardnormale dichtheidsfunctie. Omdat de ML-schatter voor
g analytisch niet is te berekenen, wordt deze numeriek bepaald. Een
numeriecke optimaliseringsprocedure is de Newton-Raphson-methode. Deze

bepaalt op basis van een schatting Si voor 9 de schatting

. - 8 if 5
Si+1_ Si + H(Si) S(Si) (2.4)
2
met H(9) := - 3509 o0 bereikt een minimum voor - £ (dus een maximum voor

¢ ) als convergentie optreedt.

Omdat de log-likelihoodfunctie bij het probitmodel concaaf is (Amemiya
(1985), blz. 273-274), is het optimum dat op deze manier wordt gevonden het
globale maximum. Dit is een niet onbelangrijk verschil met de

schattingsmethode die in de volgende paragraaf zal worden behandeld.

Onder zwakke regulariteitsvoorwaarden is in het binaire keuzemodel de ML-
schatter SML cen consistente schatter voor 9. Bovendien is bekend dat ML-
achatters (eveneens onder bepaalde regulariteitsvoorwaarden) asymptotisch

normaal zijn en de Cramer-Rao ondergrens bereiken:

/1By~ ©) 2 N0, Lim [E( - LB Lyt (2.5)
—o

Als consistente schatter voor de asymptotisch covariantiematrix van & L kan

de inverse van de informatiematrix, gedefinieerd als

‘g

[T(e)] = [E{- 3888‘}] 3 geevalueerd in 8 worden genomen. Noteren we

£ = Z i met £ . de loglikelihoodbijdrage van waarneming t, dan geldt
=l

voor het probitmodel indien T = o:

52 2 g T 3 i 2 s

1{9) == B{ - S55ev } = B E =%
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T (yt— @(xé&) > '
LB (e 12 P e xe )

B(x9) (1-0(x9) ] X (2.6)

De laatste gelijkheid volgt uit:

! 2 — _ t 2 1 [ 2 _ 1
E{(Yt' Q(XtS)) } = (2 Q(XtSJ) <I’(th‘) + @(Xta) (1 ¢(Xt9))
= @(xée) (1 - @(xtS))
De matrix [I(éML)]—l als consistente schatter voor de asymptotische

covariantie wvan SML’ kan ook eenvoudig worden gebruikt om toetsen en

betrouwbaarheidsintervallen af te leiden.

Voor de consistentie van de ML-schatters in het binaire keuzemodel (in
tegenstelling tot vele andere modellen, bijv. het lineaire regressiemodel)
is het in het algemeen van belang dat de veronderstelling dat de storingen
normaal zijn verdeeld, juist is. Het ligt dan ook wvoor de hand om te toetsen
op normaliteit telkens als het probitmodel geschat wordt.

Een wvan de meest eenvoudig uitvoerbare toetsen op normaliteit is de
Lagrange-Multiplier toets (LM-toets) op normaliteit. Wij zullen deze kort
bespreken. Voor een uitvoerige beschrijving van deze toets verwijzen we naar
Bera, Jarque en Lee (1984).

De LM-toets toetst de Ho-hypothese ! Et ~ N(O,Gz) ' tegen het alternatief Hl
o Et ~ P ' met P een verzameling van verdelingen uit de Pearson-familie,
behalve de normale verdeling. Een algemene dichtheid g(et) van €, die
afhankelijk is van de variabelen c

cy en c, representeert alle verdelingen

uit de Pearson-familie. De likegihood behorend bij het binaire keuzemodel
uitgaande van dichtheid g(et), kan dan worden opgesteld. De variantie 62 die
door cO wordt gerepresenteerd, wordt gelijk aan 1 genomen (normalisatie). De
likelihood is dan afhankelijk van de onbekende parametervector

Al s (ﬁ‘,cl,cz) E Rk. Onder de HO_ hypothese is Cq= C,= 0 en is de
likelihood gelijk aan (2.2).
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De toetsingsgrootheid in de LM-toets, ELM , wordt gebaseerd op de score S(n)
en de informatiematrix I(n), beide ge&valueerd in de ML-schatter onder de
HO - hypothese (nMLO) voor n. Ze wordt gedefinieerd als:

~

By = Stygo)' [Ty )17 Sty o) (2.7)

Te bewijzen is dat

iy S xG (2.8)

‘met £ het aantal gerestringeerde parameters onder Hy, dus A= 2y

Voor de score geldt dat

- . D .. R A 2. . ad ..
Syrg)'= 7| = [Tg B IR v
My L0 1ML 2o
met myy o = ( By 0. 0). ) X (2.9)
Omdat onder HD de ML-schatter EML voor B wordt bepaald door 28 = 0, is
§§§L|~ = 0 en (2.7) dus ook te schrijven als:
B 1Mo
2 & 2 & i -1. 2 & & .
e |- Se|- 190yl 9 e |- Sa|- 10 2o
Lo 2 Ty Ly 2 o

Hierin is J de matrix bestaande uit de laatste twee kolommen van de
identiteitsmatrix met dimensie k + 2.
De toetsingsgrootheid E is echter ock heel eenvoudig te berekenen als voor
My a g 38,

de schatting ) 3 - 3 -

. =1 % o v Mo
gedvalueerd in ﬁML) wordt genomen. De toetsingsgrootheid (zie (2.7)) is dan
gelijk aan

I(

nMLO) (equivalent aan (2.6)

cre@') tar (2,11
met ¢+ = [1,1 ... 1]' € RT en als t° rij van matrix Q € RTX(k+2):
2 L, ol aﬁtA
[ ac 1.

B! dc

MLO 1 1™MLo 2 1MLo
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De toets komt dan neer op een vermenigvuldiging van T met de multipele
. correlatiecoé&fficiént van een lineaire regressie van t op de kolommen van Q.
Voor het probitmodel geldt:

2 i tr. P (x{:B)

B Inyg o BB (L-e(xip)] e - PRI %,

CIe 2N  (x.B) | o

e, |" B % (x.B) (1-2(xB) ] [y, = 2(x."B)] [(x{R)™- 1]
MLO

: i k i (X{:ﬁ) ! 1 ' 3

ac, Iﬁ - (xp) (1-2(xB) ] [y, - @(x.'B)] [3(x(B) + (x(B)°] (2.12)
MLO

Deze toets 1s equivalent aan de toets op normaliteit voor het probitmodel
volgens Chesher en Irish (1986).

/De HO - hypothese wordt met een onbetrouwbaarheid van 5% geaccepteerd als

. 2 2 -

met R?lQ de RZ van een lineaire regressie van t op de kolommen van Q.

Als de HO— hypothese niet geldt, hebben we in het algemeen geen garantie dat
‘ML - schatters consistent zijn. In bepaalde gevallen is die garantie er wel:
zo heeft bijv. Ruud (1983) aangetoond dat ML-schatters consistent kunnen
zijn ondanks een verkeerd gespecificeerde verdeling van de storingsterﬁ.
Wij komen hier in paragraaf 5 op terug.

Wij =zijn hier uitgegaan van storingen die een normale verdeling volgen. Op
dezelfde manier kunnen natuurlijk  wvoor willekeurige verdelingen
likelihoodfuncties en toetsen worden afgeleid. Als echter met toetsen blijkt
dat de verdelingsveronderstelling wordt verworpen, rijst natuurlijk de vraag
op welke manier het model dan kan worden geschat. Bovendien is het mogelijk
dat bij het uitvoeren van de LM-toets op normaliteit de Ho-hypothese wordt
geaccepteerd, terwijl de ware verdeling van de storingen toch geen normale
verdeling is; de Ho-hypothese en de alternatieve hypothese bevatten immers

alleen verdelingen van de Pearson-familie.
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Semi-parametrische schattingsmethoden stellen veel zwakkere eisen ten

aanzien van de storingsterm en leiden vaak wel tot consistente schattingen.

We zullen hier in de volgende paragraaf nader op ingaan.
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§3 Maximum Score van Manski.

Het binaire keuzemodel kan worden geschat met de semi-parametrische
schattingsmethode Maximum Score van Manski (1985). In deze paragraaf zullen
we deze methode bespreken. Eerst lichten we echter aan de hand van het
multipele lineaire regressiemodel toe wat onder het begrip semi-parametrisch

verstaan wordt.

Veel econometrische modellen bevatten een eindig aantal onbekende
parameters. We nemen als voorbeeld het multipele lineaire regressiemodel met

de sterke condities (zie bijv. van der Genugten (1988), blz. 120 e.v.):

' Ic
¥, = xtﬁ + & pEBCR

XtNFx

L o
~ N(0,6°) bogom 1.9 o T

>

€

t
t : 1 1]

(xt,et) cnafhankelijk van (xs,es) s#t

x, onafhankelijk van ey (3. 1)

In dit model zijn eindig veel (nl. k + 1) onbekende parameters. Modellen met
een eindig aantal onbekende parameters worden parametrisch genoemd. De
verdeling wvan e, is bekend op één parameter (62) na. Als echter omtrent €,
alleen bekend zou zijn dat deze een verdeling Fe heeft, zonder verder iets
t
te weten over de functionele vorm wvan F€ , dan bevat het model niet langer
t

een eindig aantal parameters. Het heeft dan een 'parametrisch' , dat wil

, dat
wil =zeggen een niet eindig dimensionaal gedeelte (de verdeling van e ).

£
Dergelijke modellen worden semi-parametrisch genoemd. Een model wordt niet-

zeggen een eindig dimensionaal gedeelte (B) en een 'niet-parametrisch'

parametrisch genocemd als het niet parametrisch is. Een semi-parametrisch
model is dus een bijzonder geval van een niet-parametrisch model.

In parametrische modellen kunnen meestal op eenvoudige wijze consistente en
(asymptotisch) efficiénte schatters (bijv. ML-schatters) voor de onbekende
parameters worden gevonden. Als T —+ « 1is bovendien (als de storingen
onafhankelijk en didentiek verdeeld =zijn) de centrale limietstelling van
toepassing en kunnen toetsen uitgevoerd en betrouwbaarheidsintervallen voor

de onbekende parameters worden opgesteld. Omdat hierbij nagenoeg alles is
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gebaseerd op de verdelingsveronderstelling van de storingsterm, is het wvan
belang dat deze veronderstelling juist is. Als in het parametrische lineaire
regressiemodel (3.1) storingsterm et in werkelijkheid geen normale verdeling
heeft, zal de (OLS-)schatter wvoor B in het algemeen aan efficiéntie
verliezen maar vaask wel consistent zijn. Als E{xtxé} en E{ei} bestaan en
bovendien E{xtxé niet singulier is, vereist consistentie van de OLS-
schatter voor B in het multipele lineaire regressiemodel namelijk alleen dat

E{xtet} = 0. In het geval dat X, en e, onafhankelijk zijn, is E{xtet} =

E{xt}E{st} en is de OLS-schatter voor B consistent mits slechts geldt dat
_E{st} = 0.

In het binaire keuzemodel (zie 2.1) heeft het uitgaan van een verkeerde
verdelingsveronderstelling veel ernstigere gevolgen, alleen al met
betrekking tot de consistentie van de schatters. Vandaar dat we een semi-
parametrische schattingsmethode voor dit model nader zullen bespreken. De
keuze is hierbij, mede bepaald door de aanwezige programmatuur, gevallen op
de Maximum Score methode (MSCORE) van Manski (1985). Deze stelt aan de
storingsterm slechts een wvrij zwakke eis en levert consistente schatters.
Voor een algemeen overzicht van semi-parametrische schattingsmethoden voor

zowel lineaire regressiemodellen als keuzemodellen verwijzen we naar
Robinson (1988).

Manski gaat uit van het volgende model:

k
= x! A
Y xtB 8 BEBCR
*
Ty = 1 als ¥y >0
*
T = -1 als ¥.. <0
X, o~ FX ;8= 1,2 svs T
t
Med(et|xt} =
L) : - JL 1 '
(xt,et) onafhankelijk van (xs,es) s#t
X onafhankelijk van €, {(3:.2)

Een wverschil in notatie tussen dit model en het binaire keuzemodel (2.1) is
*
dat Manski i.p.v. de waarde 0 de waarde -1 toekent aan Ty als Ye < 0.
*
Bovendien ‘veronderstelt hij ¥ = 1 als ¥y = 0. Het wezenlijke verschil zit

echter in de veronderstelling met betrekking tot de storingsterm. De notatie


















































































































































































