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ВВЕДЕНИЕ 

Эффективность  и  конкурентоспособность  экономи-
ки  страны,  ее  независимость  от  экономического  положе-
ния  в других  странах  существенно  зависят  от  развития  
инновационных  отраслей  и  рынка  интеллектуальной  соб-
ственности.  

В частности, одной из важнейших задач, поставлен-
ных в Стратегии развития информационного общества в 
Российской Федерации, является развитие экономики Рос-
сии на основе использования информационных и телеком-
муникационных технологий. 

Конкуренция на рынках интеллектуальной собствен-
ности существенно отличается от конкуренции на рынках 
традиционных товаров. Связано это с особенностями з н а -
н и й  как товара, прежде всего, с  о т с у т с т в и е м  с в о й -
с т в а  р е д к о с т и. 

Наиболее  ярким  примером  рынка  интеллектуаль-
ной  собственности,  демонстрирующим  его  отличия  от 
традиционных  рынков,  в  современной  экономике  являет-
ся р ы н о к  п р о г р а м м н о г о  о б е с п е ч е н и я: напри-
мер, в  с е г м е н т е  о п е р а ц и о н н ы х  с и с т е м  еще 
15 лет  назад  производители  коммерческих  продуктов  за-
нимали  монопольное  положение,  поскольку  пользователи 
не  доверяли  некоммерческим  аналогам,  не  гарантирую-
щим  качество,  надежность  и  безопасность;  сейчас  в  сег-
менте  серверных  операционных  систем примерно  по 40%  
занимают к о м м е р ч е с к и й  п р о г р а м м н ы й  п р о -
д у к т  Microsoft Windows и  н е к о м м е р ч е с к и й  п р о -
г р а м м н ы й  п р о д у к т  Linux. 
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На рис. В.1 представлена схема современного рынка 
операционных систем, а на рис. В.2 — структура потреби-
тельского спроса на этом рынке. 

 

Распространение ОС (товарные потоки) 

Денежные потоки 

Пользователи 
ОС

Microsoft продает 
лицензии на право 
использование ОС 

Windows

Сообщество 
разработочиков 
Linux бесплатно 
распространяет 

ОС Linux
через интернет

Пираты разрабатывают 
способы обхода средств 
защиты ОС Windows и 

распространяют нелегальные 
копии ОС Windows:

• бесплатно через интернет 
(пиринговые сети);

•на твердых носителях по цене, 
существенно меньшей цены 
легальной копии

 
Рис. В.1. Схема современного рынка операционных систем 

В последнее время перед пользователями программ-
ного обеспечения во всем мире стоит актуальный вопрос, 
что выгоднее: 
•  приобрести л и ц е н з и о н н ы й  к о м м е р ч е с к и й  

п р о г р а м м н ы й  п р о д у к т  (например, операци-
онную систему Microsoft Windows или офисный пакет 
Microsoft Office); 

•  бесплатно и легально использовать альтернативный 
н е к о м м е р ч е с к и й  п р о г р а м м н ы й  п р о д у к т, 
свободно распространяемый через интернет (опера-
ционную систему Linux, офисный пакет OpenOffice); 

•  или же незаконно воспользоваться п и р а т с к о й  
к о п и е й  коммерческого программного продукта. 
Соответственно, и производители программного обес-

печения пытаются определить, какой из способов извлече-
ния доходов является оптимальным: 
•  получение доходов от распространения лицензий на 

программное обеспечение; 
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•  или же бесплатное распространение программного 
обеспечения (даже, возможно, с открытыми исход-
ными кодами) и получение доходов от оказания до-
полнительных услуг. 

 

 
Рис. В.2. Структура потребительского спроса  

на современном рынке операционных систем 
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Как показывает практика, однозначного ответа на 
сформулированные вопросы пока нет. Существуют целые 
страны, почти на 100% использующие нелегальные копии 
лицензионного программного обеспечения. Например, до 
недавнего времени такой страной был Китай, однако вот 
уже несколько лет, как государственные органы Китая от-
казались от использования программного обеспечения 
Microsoft в пользу открытого кода. 

Число пользователей некоммерческих программных 
продуктов растет, и при этом производители программного 
обеспечения, распространяющие свою продукцию в откры-
том коде, получают достаточно стабильные доходы. 

Но и число пользователей коммерческих программ-
ных продуктов остается значительным, давая возможность 
производителям получать устойчивую прибыль от продажи 
лицензий. 

Особенности взаимодействия участников рынков ин-
теллектуальной собственности в настоящее время еще не-
достаточно исследованы, и проблема математического мо-
делирования механизмов конкуренции на рынке про-
граммного обеспечения с учетом специфических особен-
ностей продуктов этого рынка как знаний и инноваций яв-
ляется актуальной. 

Объектом исследования является рынок программно-
го обеспечения и его участники — предприятия, организа-
ции и физические лица. 

Предметом исследования выступают механизмы взаи-
модействия участников рынка программного обеспечения: 
•  распространение продуктов; 
•  формирование спроса и предложения; 
•  ценообразование; 
•  конкуренция; 
•  появление на рынке новых участников; 
•  выбывание с рынка участников, потерпевших пора-

жение в конкурентной борьбе, и др. 
Целью исследования является определение опти-

мальных стратегий поведения участников рынка про-
граммного обеспечения. 



9 

В соответствии с поставленной целью в работе были 
сформулированы и решены следующие теоретические и 
практические задачи: 
•  исследование современных подходов к моделированию 

распространения программных продуктов и конку-
ренции на рынке программного обеспечения; 

•  статистический анализ рынка программного обеспе-
чения; 

•  разработка и исследование математических моделей 
рынка программного обеспечения, процесса распро-
странения продуктов на этом рынке, поведения про-
изводителей и потребителей, механизмов формиро-
вания спроса и предложения; 

•  исследование механизмов конкуренции на рынке 
программного обеспечения с помощью построенных 
моделей, учитывающих особенности этого рынка. 
История моделирования конкуренции начинается с 

работ А. Курно, Г. фон Штакельберга, Л. Вальраса, Ж. Бер-
трана, К. Эрроу, Дж. Нэша и других классиков экономико-
математической науки. 

Современные модели конкуренции на отраслевых 
рынках, в основном, разработаны в соответствии с зало-
женными классиками традициями: абсолютное большинст-
во моделей конкуренции производителей с и м м е т р и ч -
н ы  в том смысле, что рассматриваются конфликты участ-
ников рынка, каждый из которых максимизирует свою 
прибыль. 

Монополия и симметричная дуополия исследованы 
на сегодняшний день достаточно глубоко. Например, в ра-
ботах В. В. Лебедева и К. В. Лебедева исследованы различ-
ные динамические модели монополии, учитывающие не 
только процессы распределения, обиена и потребления, но 
также и производственную деятельность. В частности, по-
строены модели монополии с учетом инвестиционных и 
амортизационных процессов и в отсутствие ценового рав-
новесия, где показано, что при максимизации монополией 
перспективного уровня фонда потребления устойчивость 
оптимального равновесного решения зависит от инвестици-
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онной политики монополии. В работах Л. Е. Варшавского 
построена динамическая модель дуополии, которая учиты-
вает не только динамику конкуренции, но и динамику про-
изводства. С помощью этой модели были предложены мето-
ды и алгоритмы государственного регулирования инвести-
ционной и инновационной деятельности для управления 
динамикой конкуренции. В частности, Л. Е. Варшавский по-
лучил условия сосуществования дуополистов на рынке и 
вытеснения одним монополистом другого. 

Вместе с тем, современный рынок программного 
обеспечения характерен своей а с и м м е т р и е й: одни уча-
стники максимизируют свои доходы, а другие — нет. 

Кроме того, существующие модели конкуренции на от-
раслевых рынках не отражают принципиальных отличий зна-
ний и инноваций от других продуктов и потому не вполне при-
годны для исследования рынка программного обеспечения. 

Первые динамические модели распространения ин-
новаций были предложены Ц. Грилихесом, Дж. Коулманом, 
Э. Катцем и Х. Менцелем. В дальнейшем м о д е л и  д и ф -
ф у з и и  и н н о в а ц и й  активно разрабатывались Ф. Бас-
сом, С. Калишем, В. Махаджаном, Е. Мюллером, Р. Петер-
соном, С. Сэном и другими исследователями. 

На сегодняшний день опубликовано довольно боль-
шое число работ, в которых конкуренция исследуется с по-
мощью различных модификаций фундаментальной модели 
диффузии инноваций, состоящих в том, что ее коэффици-
енты рассматриваются как функции от цен, расходов на 
рекламу и других факторов. 

Что касается моделирования конкуренции на рынке 
программного обеспечения, то абсолютное большинство ра-
бот, проведенных в этом направлении, посвящено исследо-
ванию процессов теневого распространения нелегальных 
копий лицензионных коммерческих программных продук-
тов. Здесь, прежде всего, стоит отметить работы М. Гивона, 
П. Деванбю, А. Н. Козырева, В. Махаджана, Е. Мюллера, 
С. А. Середы и С. Стаблбайна. 

Практические результаты работ В. Л. Макарова, 
В. А. Васильева, В. И. Данилова, Г. А. Кошевого, А. Н. Козы-
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рева и А. И. Сотскова по общей теории экономического рав-
новесия оправдывают ценовую дискриминацию на рынках 
интеллектуальной собственности и обосновывают сущест-
вование эффективного равновесия на таких рынках. 

Например, в работах А. Н. Козырева модели двух-
этапного ценообразования с дифференцированной ценой 
входа на рынок для потребителя применены к интерпрета-
ции идей теории прав собственности и уточнению некото-
рых ее выводов применительно к оценке объектов интел-
лектуальной собственности. В частности, А. Н. Козырев по-
казал, что сочетание такого двухкомпонентного тарифа с 
ценовой дискриминацией нивелирует эту дискриминацию. 

Такие модели вполне хорошо описывают рынки пре-
доставления патентов, информационных и информационно-
технологических услуг, когда потребители вначале платят 
некоторую сумму за вход на рынок и право пользоваться 
услугами по цене предельных издержек, а затем — оплачи-
вают собственно услуги по цене предельных издержек (на-
пример, вначале пользователь платит за подключение к 
интернету, а затем оплачивает использованный трафик). 

Применение подобной схемы к ценообразованию на 
рынке программного обеспечения сводится к тому, что вна-
чале пользователь приобретает программный продукт, а 
затем платит по цене предельных издержек за техниче-
скую поддержку или обновления этого продукта. Однако на 
рынке программного обеспечения распространение продук-
тов представляет гораздо больший интерес, чем оказание 
технической поддержки или рассылка обновлений. Поэтому 
математическое моделирование конкуренции на рынке 
программного обеспечения требует развития. 

Конкуренция коммерческого и некоммерческого про-
граммного обеспечения до настоящего времени в основном 
рассматривалась с позиции потребителя, а не производите-
ля (среди таких исследований потребительского выбора 
нужно отметить работы Д. Ли и Х. Мендельсона). 

Исследование конкуренции коммерческого и неком-
мерческого программного обеспечения, проведенное авто-
ром, в значительной степени базируется на работе 
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Р. Касадесуса-Масанелла и П. Гемавата, которые предста-
вили в 2006 г. п е р в у ю  д и н а м и ч е с к у ю  м о д е л ь  
к о н к у р е н ц и и  м е ж д у  к о м м е р ч е с к и м  п р о -
д у к т о м  M i c r o s o f t  W i n d o w s  и  е г о  н е к о м м е р -
ч е с к и м  з а м е н и т е л е м  L i n u x. 

В процессе работы были также существенно исполь-
зованы результаты Х. Р. Вэриана, Д. Йоффе, Р. Касадесуса-
Масанелла, М. Л. Каца, Б. Нейлбуффа, Дж. Фаррелла, 
К. Шапиро и Н. Экономайдса в области сетевой экономики; 
труды Р. Харрода, Е. Домара, Р. Солоу, В. Л. Макарова, 
А. А. Петрова, И. Г. Поспелова, А. А. Шананина, В. А. Коле-
маева и В. В. Лебедева по моделированию экономической 
динамики; теория оптимального управления, развитая в 
работах Л. С. Понтрягина, В. Г. Болтянского, И. В. Гир-
санова, А. Я. Дубовицкого, А. А. Милютина, Л. И. Розоноэра, 
В. З. Беленького, А. Г. Бутковского, А. И. Егорова, В. Ф. Кро-
това, Б. А. Лагоши и других авторов; методология «мягкого» 
моделирования, обобщенная В. И. Арнольдом; труды 
Ф. Блэка, М. Шоулса, Р. Мертона, А. Н. Ширяева, А. Дик-
сита, Р. Пиндайка, А. В. Бухвалова, В. В. Капитоненко, 
А. Н. Козырева и А. В. Мельникова по финансовой матема-
тике и финансовой экономике; теоретические аспекты эко-
номики знаний, исследованные П. Друкером, В. Л. Ма-
каровым, Г. Б. Клейнером, А. Е. Варшавским, Л. Е. Варшав-
ским и А. Н. Козыревым. 

Теоретическую и методологическую основу данной 
работы составили исследования в области математического 
моделирования экономической динамики, математической 
теории оптимального управления, теории игр и теории от-
раслевых рынков, экономики знаний, теории инноваций и 
научно-технического прогресса, неоинституциональной 
экономики и теории прав собственности, финансовой мате-
матики и финансовой экономики, а также аппарат теории 
вероятностей, теории случайных процессов и стохастиче-
ского исчисления, математической и прикладной статисти-
ки, многомерных статистических методов и эконометрики. 

В статической модели дуополии производителей 
коммерческого и некоммерческого программного обеспече-
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ния оптимальная ценовая стратегия производителя ком-
мерческого программного продукта определена методами 
одномерной оптимизации.  

Теоретико-игровая модель взаимодействия произво-
дителей и пользователей коммерческого программного 
обеспечения в условиях существования рынка нелегальных 
(пиратских) копий представляет собой биматричную игру, в 
которой найдено решение Нэша. 

Динамическая модель смешанной дуополии произво-
дителей коммерческого и некоммерческого программного 
обеспечения является обобщением модели Касадесуса-
Масанелла — Гемавата. В предположении линейного роста 
рынка, а также наличия теневого распространения неле-
гальных копий и ненулевых издержек по обеспечению тех-
нической поддержки, методами оптимального управления 
определены оптимальные ценовые стратегии производите-
ля коммерческого программного продукта, а также условия 
сосуществования коммерческого и некоммерческого про-
граммного обеспечения на рынке и вытеснения одним кон-
курентом другого. 

Модели сотрудничества и конкуренции разработчи-
ков программного обеспечения с производителями аппа-
ратного обеспечения представляют собой кооперативные 
непрерывные игры. В этих моделях найдены ситуации рав-
новесия либо доказано их отсутствие. 

Стохастические обобщения модели Харрода — Дома-
ра, модели Солоу и фундаментальной модели диффузии 
инноваций исследованы методами стохастического исчис-
ления: найдены случайные процессы, представляющие со-
бой решения соответствующих уравнений, а также их чи-
словые характеристики. 

В ходе исследования модели диффузии инноваций в 
условиях пространственной неоднородности экономики по-
строено обобщение принципа максимума Понтрягина для 
решения задач оптимального управления распределенны-
ми системами. 

Для реализации статистического анализа рынка про-
граммного обеспечения использовался пакет Microsoft Excel. 
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Большинство построенных моделей являются «мяг-
кими» в том смысле, что полученные с их помощью резуль-
таты носят общий характер при довольно широком классе 
используемых функций. 

Информационную базу исследования составили дан-
ные о рынке программного обеспечения и его участниках, 
опубликованные в открытой печати, в том числе, на офици-
альном сайте агентства IDC и официальных сайтах произ-
водителей программного обеспечения. 

Научная новизна работы заключается в рассмотре-
нии нового для экономико-математической науки рынка 
программного обеспечения в качестве объекта исследова-
ния и получении новых результатов с помощью построения 
и исследования экономико-математических моделей пове-
дения участников этого рынка. Это позволяет рассматри-
вать совокупность результатов, полученных в ходе иссле-
дования, как н о в о е  н а у ч н о е  н а п р а в л е н и е. 

В работе получены следующие н о в ы е  н а у ч н ы е  
р е з у л ь т а т ы: 
•  статистическое исследование рынка серверных опе-

рационных систем; 
•  статическая модель смешанной дуополии производи-

телей коммерческого и некоммерческого программно-
го обеспечения; 

•  теоретико-игровая модель взаимодействия произво-
дителей и пользователей коммерческого программно-
го обеспечения в условиях существования рынка не-
легальных (пиратских) копий; 

•  динамическая модель смешанной дуополии произво-
дителей коммерческого и некоммерческого про-
граммного обеспечения с ненулевыми издержками по 
обеспечению технической поддержки, построенная в 
предположении линейного роста рынка, а также на-
личия теневого распространения нелегальных копий; 

•  модели сотрудничества и конкуренции разработчиков 
коммерческого и некоммерческого программного обес-
печения с производителями аппаратного обеспечения; 
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•  стохастические обобщения модели Харрода — Дома-
ра и модели Солоу и их применение к исследованию 
динамики разработки программного обеспечения; 

•  стохастическое обобщение фундаментальной модели 
диффузии инноваций; 

•  модель диффузии инноваций в условиях пространст-
венной неоднородности экономики; 

•  обобщение принципа максимума Понтрягина для ре-
шения задач оптимального управления распределен-
ными системами. 
Достоверность полученных результатов обеспечива-

ется построением экономически обоснованных математиче-
ских моделей, корректным использованием математиче-
ских методов для исследования этих моделей, совпадением 
частных случаев с наблюдениями и известными результа-
тами. Основные положения работы сформулированы в виде 
утверждений и доказаны. 

Разработанные статические и динамические математи-
ческие модели смешанной дуополии вносят вклад в математи-
ческую экономику, развивая область экономико-
математического моделирования рынка программного обеспе-
чения и других рынков, специфичных для экономики знаний. 

Стохастические обобщения модели Харрода — Дома-
ра, модели Солоу и фундаментальной модели диффузии 
инноваций расширяют границы финансовой математики. 

Обобщение принципа максимума Понтрягина пред-
ставляет собой вклад в математическую теорию оптималь-
ного управления, являясь достаточно удобным формализ-
мом для решения распределенных задач оптимального 
управления, имеющих как экономическую, так и любую 
другую природу. В частности, этот формализм позволяет 
исследовать распространение инноваций в условиях про-
странственной неоднородности экономики. 

Важно, что многие из построенных в работе моделей 
можно использовать не только при исследовании рынка 
программного обеспечения, но и при исследовании других 
рынков инновационной продукции и нематериальных акти-
вов, существенно отличающихся от традиционных рынков. 
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Результаты работы могут быть использованы: 
•  руководителями и аналитиками предприятий — уча-

стников рынков инновационной продукции и немате-
риальных активов при принятии решений о входе на 
рынок, выходе с рынка, ценообразовании и т. д.; 

•  консультантами и аналитиками консалтинговых ком-
паний в процессе консультирования участников ука-
занных рынков; 

•  руководителями и специалистами органов государст-
венного управления в качестве инструмента под-
держки принятия решений по регулированию на-
званных рынков; 

•  профессорами и преподавателями учебных заведе-
ний высшего и дополнительного профессиионального 
образования при обучении студентов, переподготовке 
и повышении квалификации специалистов — работ-
ников соответствующих предприятий и государст-
венных органов. 
Работа состоит из введения, пяти глав, основных вы-

водов и списка использованной литературы. 
П е р в а я  г л а в а  посвящена исследованию совре-

менного рынка программного обеспечения как рынка инно-
ваций и знаний, в этой главе описываются коммерческие и 
некоммерческие механизмы распространения программно-
го обеспечения, а также обсуждаются современные подхо-
ды к моделированию процессов распространения иннова-
ций и конкуренции на рынке инноваций. 

В о  в т о р о й  г л а в е  проводится статистическое ис-
следование современного рынка программного обеспечения, 
а также сравнение стоимости владения коммерческим про-
граммным продуктом и его некоммерческим аналогом; за-
тем строятся простейшие модели поведения участников 
рынка программного обеспечения: 
•  статическая модель смешанной дуополии коммерче-

ского и некоммерческого производителей программ-
ного обеспечения; 

•  теоретико-игровая модель взаимодействия произво-
дителя коммерческого программного обеспечения с 
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пользователями в условиях существования рынка 
пиратских копий. 
В  т р е т ь е й  г л а в е  построены и исследоваы мето-

дами оптимального управления три динамические модели:  
•  модель монополии единственного производителя 

коммерческого программного обеспечения; 
•  модель смешанной дуополии производителей ком-

мерческого и некоммерческого программного обеспе-
чения в отсутствие пиратства при нулевых перемен-
ных издержках коммерческого производителя; 

•  модель смешанной дуополии производителей ком-
мерческого и некоммерческого программного обеспе-
чения при ненулевых издержках по обеспечению 
технической поддержки и наличии теневого рынка 
нелегальных копий коммерческого продукта. 
В  ч е т в е р т о й  г л а в е  построены и исследованы 

методами теории игр три модели:  
•  модель взаимодействия монопольных производите-

лей аппаратного и программного обеспечения; 
•  модель взаимодействия производителей коммерче-

ского и некоммерческого программного обеспечения с 
монопольным поставщиком аппаратного обеспечения; 

•  модель взаимодействия двух конкурирующих по-
ставщиков аппаратного обеспечения с производите-
лями коммерческого и некоммерческого программно-
го обеспечения. 
В  п я т о й  г л а в е  предложены стохастические 

ообощения известных экономико-математических моделей: 
•  модели Харрода — Домара; 
•  модели Солоу; 
•  фундаментальной модели диффузии инноваций. 

Также в пятой главе рассматриваются задачи опти-
мального управления распределенными экономическими 
системами; строится удобный формализм для исследования 
таких задач — обобщение принципа максимума Понтрягина, 
ставится задача оптимального управления распространением 
инноваций в пространственно-неоднородной экономике. 
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ГЛАВА 1. СОВРЕМЕННЫЙ РЫНОК  
ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

КАК РЫНОК ИННОВАЦИЙ И ЗНАНИЙ 

§ 1.1. ИННОВАЦИИ И ЗНАНИЯ 
НА РЫНКЕ ИНФОРМАЦИОННЫХ ТЕХНОЛОГИЙ 

Основные особенности знаний и инноваций 

В 2000—2008 гг. российская экономика демонстриро-
вала достаточно высокие темпы роста на фоне усиления ро-
ли государства. Однако рост экономики был в значительной 
степени обусловлен не развитием инноваций и новых техно-
логий, а благоприятной конъюнктурой мировых цен на ре-
сурсы (прежде всего, высокими ценами на нефть и газ). 

Экономический рост в России происходил в условиях 
низкой конкурентоспособности национальной экономики: 
по данным очередного Отчета о мировой конкурентоспо-
собности [28], опубликованного 23 октября 2008 г. Всемир-
ным экономическим форумом, Российская Федерация за-
нимает 51 место из 134 стран по интегральному индексу 
конкурентоспособности, но при этом по доступности совре-
менных технологий — 98 место, по внедрению технологий 
на уровне фирм — 105 место, по законодательству в сфере 
информационно-коммуникационных технологий — 79 ме-
сто, по прямым иностранным инвестициям — 99 место. 
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Падение мировых цен на энергоносители в результа-
те мирового финансового кризиса 2008 г. привело к сущест-
венному замедлению экономического роста в России, стало 
причиной национального экономического кризиса. 

По данным агенства новостей «Интерфакс», в 2009 г. 
федеральный бюджет впервые с 1999 г. станет дефицит-
ным, причем дефицит может составить около 4 трлн руб., 
инфляция за год — 15%, а средний курс доллара США — 34 
рубля за доллар [38]; 20 января 2009 г. министр финансов 
Российской Федерации А. Л. Кудрин в интервью агентству 
«Интерфакс» не назвал конкретных чисел, но охарактери-
зовал предполагаемый дефицит бюджета как «значитель-
ный» [149]. 

Чтобы повысить конкурентоспособность и усилить 
независимость от экономического положения в других 
странах, российская экономика должна развиваться не 
только за счет эксплуатации природных ресурсов, рост на-
циональной экономики должен обеспечиваться использова-
нием инновационного потенциала, созданием новых конку-
рентоспособных продуктов и услуг. 

Вполне закономерно, что Президент и Правительство 
Российской Федерации решающими факторами социально-
экономического роста видят развитие инноваций и новых 
технологий [20]. 

Термин «инновация» был введен Й. Шумпетером в 
30-х гг. XX в. [223] для обозначения любых изменений с це-
лью внедрения и использования новых товаров, рынков и 
форм организации компаний. 

П. Друкер в 1985 г. отметил: «Суть последовательной 
инновационной деятельности состоит в целенаправленном 
и организованном поиске перемен, а также последователь-
ном анализе тех возможностей для экономических и соци-
альных нововведений, которые несут эти перемены» [55]. 

Современный Экономико-математический энцик-
лопедиический словарь определяет инновации как «ново-
введения, результаты творческой деятельности, направ-
ленные на разработку, создание и распространение новых 
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видов изделий, технологий и материалов, внедрение новых 
организационных форм производства и управления» [227]. 

В 1962 г. Ф. Махлуп в своей книге [123] (см. также 
[120, 121, 122]) ввел термин «экономика знаний», рассмотрев 
з н а н и е  как продукт, который может быть и  п у б л и ч -
н ы м,  и  ч а с т н ы м  б л а г о м  (до появления этой книги 
знания, если и  рассматривались в экономике, то только как 
публичные блага).  

Под экономикой знаний сейчас понимают обычно 
«экономику, которая создает, распространяет и использует 
знания для ускорения собственного роста и конкурентоспо-
собности» [62]. 

На формирование и функционирование рынка знаний 
влияют следующие особенности, принципиально отличаю-
щие знания от других продуктов (см., например, [62]): 
•  дискретность; 
•  отсутствие редкости; 
•  наличие автора. 

Дискретность означает, что знание либо передано, 
либо нет, и потому невозможно предъявить знание потен-
циальному покупателю, чтобы он смог принять решение о 
необходимости его приобретения. 

Отсутствие редкости приводит к эффекту возрас-
тания отдачи от масштаба распространения, поскольку су-
ществует принципиальная разница между себестоимостью 
создания знания и существенно меньшей, близкой к нулю, 
себестоимостью его копирования. 

Наличие автора означает, что знание является част-
ным благом, а отсутствие редкости — что знание представ-
ляет собой общественное благо. 

Классические модели конкуренции на отраслевых 
рынках, восходящие к А. Курно [92], Г. фон Штакельбергу 
[206], Л. Вальрасу [21], Ж. Бертрану [11] и их последовате-
лям (см., например, библиографию в [25, 26, 63, 78, 79, 129]), 
не отражают указанные свойства знаний и потому непри-
годны для моделирования рынков знаний и инноваций.  
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В настоящем исследовании предлагается ряд моде-
лей, отражающих специфические особенности таких рын-
ков. 

Инновации на рынке информационных технологий 

Обратимся к инновациям на таком важнейшем рынке 
знаний, как рынок информационных технологий, разви-
вающийся чрезвычайно стремительно: ведь с момента по-
явления первых ЭВМ прошло всего полвека, и за это время 
появились микропроцессоры, персональные компьютеры, 
ноутбуки, АСУ, ГАП, САПР, ERP- и CRM-системы и др. 

И дело не только в развитии качества и возможно-
стей продуктов, но и в их удешевлении: за последние 30 лет 
вычислительная мощность вырастала в среднем приблизи-
тельно на 50% в год, а цена ежегодно падала примерно на 
20% [100]. 

В 2006 г. в рамках проекта OLPC — One Laptop Per 
Child («Ноутбук каждому ребенку») выпущена первая пар-
тия полнофункциональных ноутбуков себестоимостью око-
ло 100 долл. [134], сейчас налаживается массовое производ-
ство таких компьютеров для поставок в развивающиеся 
страны, чтобы каждый школьник в таких странах имел соб-
ственный ноутбук. 

Очевидно, в будущем появятся более дешевые ком-
пьютеры с увеличенным быстродействием, более емкими и 
дешевыми запоминающими устройствами и т. п. 

Более того, существуют многочисленные экспертные 
суждения о том, что производители аппаратного обеспече-
ния «придерживают» новые технологии (прежде всего, тех-
нологии производства микропроцессоров) до тех пор, пока 
«старые» технологии, вполне удовлетворяющие требовани-
ям пользователей, еще не принесли их создателям доста-
точной, с их точки зрения, прибыли. 

Прогресс в области информационных технологий не 
сравним ни с какой другой сферой. Если бы так же быстро 
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развивался транспорт, то сейчас за 30 руб. можно было бы в 
течение 15 мин. совершить путешествие на Марс и обратно! 

Сегодня компьютеры окружают нас повсюду: поку-
пая продукты в магазине, или получая общегражданский 
или заграничный паспорт в УВД, или справку в ЕИРЦе, или 
совершая платеж в банке, или заполняя налоговую декла-
рацию — в таких и во многих других повседневных ситуа-
циях сложно представить, как можно обойтись без возмож-
ностей, предоставляемых современными информационны-
ми технологиями. 

В. В. Годин отмечает, что в мировой экономике в на-
стоящее время происходит технологическая революция, в 
процессе которой под влиянием информационных техноло-
гий существенным образом меняется бизнес, его среда и 
участники, методы управления им. Информационные тех-
нологии перестали быть вспомогательным ресурсом бизне-
са, теперь они играют в бизнесе структурирующую и рест-
руктурирующую роль [34, 35, 36, 204]. 

Простейшими примерами использования информа-
ционно-технологических инноваций в бизнесе являются: 
•  компьютерные с и с т е м ы  б у х г а л т е р с к о г о  

у ч е т а, существенно облегчившие, ускорившие и 
удешевившие работу бухгалтеров; 

•  с и с т е м ы  а в т о м а т и з а ц и и  т о р г о в л и, свя-
завшие в единое целое складской учет, закупки, рас-
становку товаров на витрине, бухгалтерский учет, 
планирование и т. д.; 

•  и н т е р н е т - м а г а з и н ы, которые позволили суще-
ственно снизить издержки торговых предприятий за 
счет отсутствия необходимости иметь торговые пло-
щади и содержать большой штат продавцов. 
Реальная и н ф о р м а ц и о н н а я  с и с т е м а  

к р у п н о г о  к о н ц е р н а, такого, например, как BMW, уст-
роена следующим образом [192, 193].  

Покупатель (находящийся, возможно, в другой стра-
не) не выходя из дома заходит на интернет-сайт автодиле-
ра и указывает модель, комплектацию и цвет автомобиля, 
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необходимое дополнительное оборудование и т. п., а также 
номер своей платежной карты. 

После подтверждения, которое покупатель соверша-
ет нажатием кнопки мыши, информационная система рас-
считывает стоимость такого автомобиля и отправляет в 
банк запрос о наличии на счете клиента необходимой сум-
мы. Если банк отвечает положительно, тут же эта сумма на 
счете клиента блокируется, а автоматический конвейер за-
вода начинает сборку автомобиля — специально для данно-
го покупателя, с учетом всех его пожеланий. 

При необходимости информационная система авто-
матически заказывает комплектующие у поставщиков, оп-
тимально планирует время поставок — поближе к моменту 
сборки автомобиля (чтобы не занимать лишних складских 
площадей), автоматически следит за транспортировкой за-
каза и т. п. 

Менеджер может в любой момент, обратившись к 
информационной системе, получить точную информацию о 
количестве заказанных автомобилей, о запасах готовой 
продукции и комплектующих на складах, о денежных сум-
мах на счетах и т. д. 

Внедрение такой корпоративной информационной 
системы стоит очень дорого, но затраты окупаются. 

Существуют достаточно продвинутые технологии и в 
тех областях, где, казалось бы, возможны только простей-
шие улучшения. 

Например, на первый взгляд, банальная т е х н о л о -
г и я  у п р а в л е н и я  о ч е р е д ь ю  заключается в том, что 
клиенты получают из автомата номерки и затем на табло 
могут следить за своим продвижением в очереди, а в конце 
процесса табло информирует их о номере окна, к которому 
следует подойти. 

На самом деле, эта технология позволяет поставщику 
услуг не только минимизировать время клиентов, но и, на-
пример, определять области их интересов [с помощью ви-
деокамер, фиксирующих направление взгляда, система оп-
ределяет, какая информация на табло (которое, помимо но-
мера вызываемого клиента, показывает, например, коти-
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ровки различных финансовых инструментов) заинтересо-
вала клиента, и сообщает о ней менеджеру перед тем, как 
клиент к нему обратится]. 

Еще один пример — так называемый в и р т у а л ь -
н ы й  о ф и с, когда сотрудники выполняют свою работу до-
ма, пересылая результаты работодателю с помощью интер-
нета, а заработная плата им начисляется на пластиковые 
карты.  

Показательной иллюстрацией такой формы органи-
зации бизнеса, основанного на знаниях, является о ф ф -
ш о р н о е  п р о г р а м м и р о в а н и е. Если в стране имеются 
квалифицированные программисты, а спрос на них в этой 
стране недостаточен, то, казалось бы, выход один — имми-
грация в ту страну, где имеется соответствующий спрос. 

С появлением интернета стало возможным оставать-
ся в своей стране и работать на иностранную фирму. Оче-
видно, экономический эффект от оффшорного программи-
рования получает и программист, и фирма — работодатель, 
и страна, где она расположена, и страна, гражданином ко-
торой является программист. 

Другой вопрос, что для России, в отличие от, напри-
мер, активной в оффшорном программировании Индии (до-
ход которой от оффшорного программирования только в 
2007 г. составил около 35—40 млрд. долл. [27]), более пра-
вильной представляется другая стратегия, связанная, пре-
жде всего, с производством собственного специализирован-
ного программного обеспечения. 

Важнейшими направлениями реализации Страте-
гии развития информационного общества в Российской 
Федерации являются следующие [199]: 
•  стимулирование применения организациями и граж-

данами информационных и телекоммуникационных 
технологий; 

•  создание условий  для  развития  конкурентоспособ-
ной отечественной  индустрии  информационных  и  
телекоммуникационных  технологий,  средств  вы-
числительной  техники,  радиоэлектроники,  теле-
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коммуникационного  оборудования  и  программного  
обеспечения; 

•  привлечение инвестиций для развития российской 
отрасли информационных и телекоммуникационных 
технологий, а также отечественной электронной про-
мышленности; 

•  развитие венчурного финансирования высокотехно-
логичных инновационных проектов в сфере инфор-
мационных и телекоммуникационных технологий; 

•  стимулирование создания новых компаний, занятых 
производством высокотехнологичного оборудования 
и продукции в сфере информационных и телекомму-
никационных технологий; 

•  развитие экономики Российской Федерации на основе 
использования информационных и телекоммуника-
ционных технологий; 

•  увеличение объемов экспорта продукции и услуг в 
сфере информационных и телекоммуникационных 
технологий; 

•  повышение экономической эффективности использо-
вания российскими правообладателями объектов ин-
теллектуальной собственности. 

Интеллектуальный капитал 
участников рынка информационных технологий 

В современной трактовке В. Л. Макарова и Г. Б. Клей-
нера капитал — это «результат социальной оценки огра-
ниченного, допускающего накопление, ликвидного, воспро-
изводимого ресурса, способного приносить новую (добавоч-
ную) стоимость» [107]. 

Фирмы — инноваторы демонстрируют, что и денеж-
ный капитал, и многие другие факторы производства го-
раздо меньше влияют на развитие организации по сравне-
нию с ее р ы н о ч н о й  п о з и ц и е й  и  с п о с о б н о с т ь ю  
а д а п т и р о в а т ь с я  к изменяющейся рыночной среде 
[138] (см. также [8, 30]). 
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Ярким примером служит компания Nokia, которая 
выступает сейчас одним из лидеров на рынке мобильных 
телефонов, практически не имея собственных производст-
венных мощностей и выйдя на этот высокотехнологичный 
рынок, имея только опыт в шинной промышленности и де-
ревообработке [138]. 

Л. Эдвинсон и М. Мэлон определили в 1997 г. интел-
лектуальный капитал как знание, которое может быть 
преобразовано в стоимость [224] (см. также более раннюю 
работу Т. Стюарта [200]). 

Коэффициент Тобина q (см., например, [3, 106, 200, 
224]) представляет собой отношение рыночной стоимости 
компании (для корпорации это сумма рыночной капитали-
зации и балансовой стоимости заемных средств) к восста-
новительной стоимости ее активов (на практике обычно в 
качестве нее берут бухгалтерскую стоимость). 

Коэффициент Тобина отражает вклад интеллекту-
ального капитала в стоимость компании, определяя органи-
зационные возможности, качество управления, способность 
к адаптации. 

Одной из наиболее успешных по этим критериям 
фирм является корпорация Microsoft [30, 91], для которой 
коэффициент Тобина на 9 января 2009 г. составил по дан-
ным консолидированной финансовой отчетности за 2008 г. 
[83] и данным о котировках акций [84] корпорации Microsoft 

 
173 640 000 000 долл.

2,39
72 793 000 000 долл.Microsoftq = =  — 

и это во время мирового финансового кризиса, а в спокой-
ном 2001 г. коэффициент Тобина у данной корпорации со-
ставлял 5,5 (см. [106])! 

Наибольшее значение коэффициента Тобина, равное 
15,2, было зарегистрировано у компании Lotus в 1995 г. — в 
момент ее приобретения корпорацией IBM после длитель-
ной борьбы за покупку между IBM и Microsoft [107, 224]. 

Некоторые российские компании также демонстри-
руют высокие значения коэффициента Тобина.  
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Например, по данным консолидированной финансо-
вой отчетности OAO «РБК Информационные Cистемы» за 
2007 г. [82] и данным рейтингового агентства «Эксперт РА» 
о капитализации этой компании в том же году [67] 

 РБК

23 001 700 000 руб.
1,66

13 869 000 000 руб.
q = = . 

И это — закономерность: конкретные исследования 
интеллектуального капитала российских и мировых компа-
ний, проведенные в работах [13, 14, 59, 73, 106], демонстри-
руют более высокие значения коэффициента Тобина в ком-
паниях информационно-технологической отрасли по срав-
нению с другими отраслями. 

§ 1.2. СВОБОДНОЕ И ОТКРЫТОЕ ПРОГРАММНОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ 
КАК АЛЬТЕРНАТИВА КОММЕРЧЕСКОМУ 

Себестоимость продукции 
на рынке программного обеспечения 

Как отмечают В. Л. Макаров и Г. Б. Клейнер [107], в 
традиционной экономике «тиражирование стандартной 
продукции в нужном для удовлетворения потребностей ко-
личестве — основной процесс, обеспечивающий существо-
вание общества и человека». 

Рынок программного обеспечения представляет собой 
яркий пример рынка знаний. Тиражирование продукции на 
этом рынке производится практически без материальных 
затрат — в отличие от создания новых продуктов. Себе-
стоимость записи программы на компакт-диск достаточно 
мала, а себестоимость распространения копии продукта че-
рез интернет еще меньше. 

В связи с этим исчисление себестоимости на рынке 
программного обеспечения имеет особенность, состоящую в 
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невозможности разнесения издержек по экземплярам про-
дукции. 

Переменные издержки, таким образом, на рынке про-
граммного обеспечения близки к нулю, а себестоимость 
практически совпадает с постоянными издержками по соз-
данию нового продукта. 

Коммерческое программное обеспечение 
и инструменты его распрстранения 

А. Н. Козырев в работе [76] позиционирует рынок 
программного обеспечения как «рынок лицензий, основан-
ных на авторском праве». 

На сегодняшний день существуют следующие инст-
рументы распространения коммерческого программного 
обеспечения: 
•  традиционные лицензионные договоры, заключае-

мые в письменной форме и предусматривающие 
п а у ш а л ь н ы й  п л а т е ж  и периодическую выпла-
ту р о я л т и; 

•  коробочные (или оберточные) лицензии, напечатан-
ные на упаковке продукта (или размещенные на сай-
те, с которого пользователи скачивают продукт), 
представляющие собой разновидность договора 
о ф е р т ы  (к которой покупатель присоединяется, 
вскрыв упаковку или завершив скачивание копии 
продукта с сайта); этот вид лицензий был введен в 
практику в 70-х гг. XX в. корпорацией Microsoft, и 
получил наиболее широкое распространение в связи 
с отсутствием необходимости в переговорах о цене 
лицензии в процессе торговли, что создает опреде-
ленные психологические удобства как для произво-
дителя, так и для потребителя (подробнее см. [76]); 

•  договоры аренды, по которым программное обеспече-
ние остается в собственности производителя, а по-
требитель получает право пользования программным 
продуктом в течение оговоренного срока; 
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•  подписки на обновления, когда потребитель приобре-
тает право пользования п о с т о я н н о  р а з в и -
в а ю щ и м с я  программным продуктом, а также пра-
во на периодическое получение очередных версий и 
обновлений продукта; такой способ наиболее удобен 
для распространения антивирусов, бухгалтерских 
пакетов, а также справочных правовых систем. 

Некоммерческое программное обеспечение 

Принципиальная возможность приобретения пират-
ских копий программных продуктов влечет за собой н е -
с о о т в е т с т в и е  деятельности производителя коммерче-
ского программного обеспечения целям его функциониро-
вания: производитель вынужден изобличать незаконных 
пользователей и привлекать их к ответственности, на что 
приходится отвлекать от основной деятельности — произ-
водства программного обеспечения — довольно значитель-
ные ресурсы (либо мириться с нелегальным использовани-
ем программ). 

Как отмечает П. Друкер, любое несоответствие явля-
ется потенциальным источником инновации [55]. Результа-
том отмеченного несоответствия стало появление на рынке 
программного обеспечения инновационных — н е к о м -
м е р ч е с к и х  — форм распространения продукции: 
•  свободного программного обеспечения; 
•  программного обеспечения с открытым кодом. 

Согласно определению основателя Фонда свободного 
программного обеспечения (Free Software Foundation) 
Р. Столлмана, «Free software is software that gives the user 
the freedom to share, study and modify it» [154], т. е. про-
граммное обеспечение называется свободным, если пользо-
ватель обладает тремя свободами: 
•  распространять программное обеспечение; 
•  изучать, как оно устроено; 
•  изменять его. 
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Те же самые свободы предполагает и движение от-
крытого кода (Open Source Software), однако это движение 
считает коммерческое распространение программного 
обеспечения н е о п т и м а л ь н ы м  р е ш е н и е м, тогда как 
Фонд свободного программного обеспечения считает небес-
платное программное обеспечение с о ц и а л ь н о й  п р о -
б л е м о й. 

В данной работе под некоммерческим программным 
обеспечением понимается и программное обеспечение с от-
крытым кодом, и свободное программное обеспечение. 

На сегодняшний день наиболее ярким представите-
лем некоммерческого программного обеспечения является 
операционная система Linux. 

Кроме того, следует отметить офисный пакет Ope-
nOffice, браузер Firefox, серверы баз данных MySQL и 
Firebird, Web-сервер Apache, почтовую систему Sendmail, 
препроцессор гипертекста PHP, а также язык скриптов 
PERL и набор библиотек Boost C++. 

Институциональной основой программного обеспече-
ния с открытым кодом является открытое лицензионное 
соглашение GNU (GNU General Public License, GNU GPL), 
разработаное Фондом свободного программного обеспече-
ния в рамках проекта GNU (GNU’s Not UNIX — «GNU — не 
UNIX!») в 1988 г. Оно вводит термин «копилефт» (copyleft), 
подразумевая, в отличие от «копирайта» (copyright), что 
программное обеспечение, защищенное открытым лицен-
зионным соглашение GNU, может быть бесплатно исполь-
зовано, изучено и изменено, но измененный продукт дол-
жен распространяться на тех же условиях GNU GPL, и его 
исходный код не может быть «закрыт». 

Конкуренция коммерческого 
и некоммерческого программного обеспечения  

Современный рынок программного обеспечения 
предлагает п о л ь з о в а т е л ю  выбор из трех вариантов: 
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•  приобрести лицензии и использовать коммерческое 
программное обеспечение (например, Microsoft 
Windows в качестве операционной системы, Microsoft 
Office в качестве офисного пакета, Microsoft SQL 
Server в качестве сервера СУБД, Microsoft Internet 
Information Server в качестве веб-сервера и т. д.); 

•  бесплатно использовать некоммерческое программное 
обеспечение (например, Linux в качестве операцион-
ной системы, OpenOffice в качестве офисного пакета, 
MySQL в качестве сервера СУБД, Apache в качестве 
веб-сервера и т. д.; в табл. 1.2.1 представлены сведения 
о наиболее популярных некоммерческих программных 
продуктах, заимствованные из работы [61]); 

•  использовать пиратские копии коммерческого про-
граммного обеспечения. 
Данные варианты соответствуют трем типам игроков 

рынка программного обеспечения: 
•  игроки, максимизирующие прибыль от производства 

программного обеспечения и продажи лицензий (на-
пример, Microsoft); 

•  игроки, не ориентированные на извлечение прибыли 
от производства программного обеспечения (напри-
мер, команда разработчиков Linux); 

•  пираты. 
Поскольку переменные издержки равны нулю, ц е н а  

продукта на рынке программного обеспечения (или, с точки 
зрения потребителя, с т о и м о с т ь  в л а д е н и я  продук-
том) представляет собой сумму трех слагаемых: 
•  компенсации постоянных издержек; 
•  добавленной (при продаже) стоимости; 
•  стоимости обслуживания. 

При этом постоянные издержки как коммерческого, 
так и некоммерческого программного обеспечения близки 
друг к другу, однако покупатель коммерческого продукта 
компенсирует эти издержки производителя, в случае не-
коммерческих продуктов такой компенсации не происхо-
дит. 
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Т а б л и ц а  1.2.1 
Основные некоммерческие программные продукты 

(данные за 2005 г. [61]) 

Продукт 

Инсталляции 

в 2005 г. 

(Y, ТБайт в неделю) 

Инвестиции венчурного  

и человеческого капитала  

в 1995—2005 гг. (x, млн. долл. США) 

Linux 204 1500,0 

OpenOffice 27 317,0 

MySQL 15 76,0 

Firefox 12 48,0 

Jboss 3 24,0 

Linux on Xbox 1,3 15,0 

Apache 0,7 10,0 

Vega Strike 0,5 0,0 

Perl 0,4 0,0 

Tcl 0,3 0,0 

Python 0,3 0,0 

StepMania 0,2 0,0 

SugarCRM 0,15 0,0 

Fink 0,13 0,0 

Compiere 0,08 0,0 

Xine 0,07 0,0 

Plone 0,06 0,0 

PHP 0,05 0,0 

Boost C++ 0,05 0,0 

Firebird 0,05 0,0 

PCGen 0,04 0,0 
 

Стоимость обслуживания коммерческого и неком-
мерческого программного обеспечения для потребителя 
приблизительно одинакова. 

Прибыль же производителя коммерческого про-
граммного обеспечения строго положительна (и производи-
тель стремится ее максимизировать), в отличие от произво-
дителя некоммерческого продукта, у которого прибыль от 
продажи равна нулю (некоммерческие производители, од-
нако, также зарабатывают, но не на продажах, а на обслу-
живании своих продуктов). 

Аналогичная конкуренция происходит не только на 
других сегментах рынка программного обеспечения, но и на 
других рынках (например, между университетами и кон-
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салтинговыми фирмами на рынке управленческого консал-
тинга и др.). 

Важно отметить принципиальную а с и м м е т р и ю  
рынка программного обеспечения: производители лучше 
осведомлены о дефектах и уязвимостях предлагаемых ими 
продуктов, чем потенциальные пользователи, выбирающие 
между несколькими производителями. 

Такой «рынок лимонов» впервые был рассмотрен 
Дж. Акерлофом [1]. Потенциальная возможность использо-
вания пиратского программного обеспечения является при-
чиной морального риска со скрытыми действиями и скры-
той информацией. Рассматриваемый рынок характеризует-
ся наличием сигналов (в основном, репутации брендов), 
иногда приукрашивающих действительность, особенно в 
отношении поддержки программных продуктов. 

Эти институциональные аспекты (теория которых 
излагается, например, в работах [124, 128, 130, 145, 150, 212, 
230]) обязательно следует учитывать при анализе процес-
сов принятия решений участниками рынка программного 
обеспечения. 

Может показаться, что выбор потребителя очень 
прост: использовать некоммерческий продукт в связи с от-
носительно более низкой ценой владения (и некоторыми 
другими преимуществами — особенно, в случае, когда речь 
идет об открытом продукте, таком как Linux, и пользова-
тель имеет возможность непосредственно влиять на каче-
ство продукта). 

На самом деле ситуация сложнее. Дело в том, что в 
начале конкуренции между коммерческим и некоммерче-
ским программным обеспечением (в начале 90-х гг. XX в.) 
около 100% рынка было занято производителями, максими-
зирующими прибыль, и некоммерческим производителям 
было крайне сложно обеспечить распространение своих 
продуктов (даже бесплатное) в связи с широкой известно-
стью и авторитетом коммерческих продуктов и абсолютной 
недоказанностью таких потребительских свойств неком-
мерческих аналогов, как надежность, безопасность и т. п.  
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В течение последних 10—15 лет на многих сегментах 
рынка программного обеспечения некоммерческие продук-
ты обогнали по объемам распространения своих коммерче-
ских конкурентов. 

В данной работе существенное внимание уделено 
конкуренции на рынке программного обеспечения (на при-
мере рынка серверных операционных систем, где неком-
мерческий продукт Linux сосуществует с коммерческим 
продуктом Windows, занимая каждый приблизительно по 
40% рынка (см. табл. 1.2.2, составленную по данным компа-
нии IDC [141]). 

Т а б л и ц а  1.2.2 
Динамика разделения рынка операционных систем 

между конкурентами в 1994—2003 гг. в % [141] 
Годы Windows Novell Linux Unix Другие 

1994 7,0 39,6 0,0 28,6 11,0 

1995 18,1 34,7 0,0 25,4 8,0 

1996 25,6 32,1 6,5 20,1 4,5 

1997 35,3 26,7 6,8 20,9 3,9 

1998 38,3 22,8 15,8 18,8 1,3 

1999 38,1 19,1 24,8 15,5 1,0 

2000 38,5 15,0 30,0 15,0 5,0 

2001 39,5 13,0 34,0 13,0 3,0 

2002 40,5 12,0 36,0 12,0 2,0 

2003 41,0 10,0 38,0 10,0 2,0 

 

§ 1.3. МОДЕЛИ ДИФФУЗИИ ИННОВАЦИЙ 

Базовая модель диффузии инноваций 

За последние полвека накоплен достаточно большой 
опыт экономико-математического моделирования процесса 
распространения инновационных продуктов на рынке. Об-
судим основные подходы к моделированию этого процесса. 

Начнем с очевидной схемы движения потребителей 
инновационного продукта между сегментами рынка, пред-
ставленной на рис. 1.3.1, на котором 
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T(t) — суммарное число индивидов на рынке в мо-
мент времени t; 

M(t) — суммарное число потенциальных потреби-
телей инновационного продукта на рынке в 
момент времени t; 

N(t) — суммарное число действующих потребите-
лей инновационного продукта на рынке в 
момент времени t; 

( )
( )

dM t
m t

dt
=  — число индивидов, переходящих за беско-

нечно малый промежуток времени dt с не-
охваченного рынка на потенциальный; 

( )
( )

dN t
n t

dt
=  — скорость распространения инновации — 

число индивидов, переходящих за беско-
нечно малый промежуток времени dt с по-
тенциального рынка на охваченный. 

 

 

Рис. 1.3.1. Перемещение потребителей 
между сегментами инновационного рынка 

= ( )
( )

dM t
m t

dt
 

Неохваченный рынок 
 

T(t) – M(t) 

Потенциальный рынок 
 

M(t) – N(t) 

Охваченный рынок 
 

N(t) 

= ( )
( )

dN t
n t

dt
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В  т е о р и и  и н н о в а ц и й  под диффузией иннова-
ций понимается решение 

 N = N(t) 

задачи Коши для дифференциального уравнения 

 ( ), ( )
dN

f t N t
dt

=  

с начальным условием 

 N(0) = N0.  (1.3.1) 

Здесь 
t — время; 
N(t) — объем распространения инновации к моменту t 

(который определяется обычно количеством 
проданных экземпляров или количеством дей-
ствующих потребителей инновационного про-
дукта); 

( ), ( )f t N t  — функция, определяющая ф о р м у  д и ф ф у -

з и о н н о й  к р и в о й  и  отражающая опреде-
ленные п р е д п о л о ж е н и я  о  п р и р о д е  
процесса распространения инновации. 

При этом предполагается обычно, что функция N(t) 
непрерывна и дифференцируема при всех неотрицатель-
ных t, а функция ( ), ( )f t N t  унимодальна. 

Базовая модель диффузии инноваций (согласно тер-
минологии, предложенной в классических работах С. Ка-
лиша и С. Сэна, [66], В. Махаджана и М. Шумана [119] (см. 
также более поздние работы В. Махаджана и Р. Петерсона 
[117], В. Махаджана, Е. Мюллера и Ф. Басса [112, 113, 114], 
В. Махаджана, С. Шармы и Р. Баззелла [118], В. Маха-
джана, Е. Мюллера и Й. Винда [115]) выглядит следующим 
образом: 

 ( )( )( )
, ( ) ( )

dN t
g t N t M N t

dt
= − . (1.3.2) 
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В этой модели предполагается, что общее число по-
тенциальных потребителей инновации M неизменно во 
времени, а скорость распространения инновации ( )/dN t dt  в 
каждый момент времени пропорциональна объему потен-
циального рынка M – N(t). 

По мере увеличения общего числа д е й с т в у ю щ и х  
потребителей инновационного продукта N(t) и сооветствен-
ного уменьшения числа п о т е н ц и а л ь н ы х  потребителей 
M – N(t) скорость распространения инновации снижается. 

Фундаментальная модель диффузии инноваций 

Функция ( ), ( )g t N t  в модели (1.3.2) называется в тео-

рии инноваций скоростью адаптации, обычно интерпре-
тируется как вероятность того, что потенциальный потре-
битель инновационного продукта приобретет его в момент t, 
и считается линейной функцией N(t): 

 ( ), ( ) ( )g t N t a bN t= + . (1.3.3) 

Подстановка скорости адаптации (1.3.3) в базовую мо-
дель диффузии инноваций (1.3.2) дает следующее обыкно-
венное дифференциальное уравнение фундаментальной 
модели диффузии инноваций [117]: 

 ( )( )dN
a bN M N

dt
= + − . (1.3.4) 

Параметры a и b в фундаментальной модели диффу-
зии инноваций (1.3.4) отражают соответственно степень 
внешних и внутренних воздействий на скорость адаптации 
и, следовательно, на скорость распространения инновации. 

Обычно считается, что в н е ш н и е  в л и я н и я  на 
скорость адаптации определяются потребностью индивидов 
в инновациях и уровнем маркетинговых и рекламных ком-
муникаций, чему соответствует слагаемое 

 ( )a M N−  
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в правой части (1.3.4). 
В н у т р е н н и е  в л и я н и я  на скорость адаптации 

обусловлены коммуникациями между действующими поль-
зователями инновации и потенциальными потребителями 
(в результате которых потенциальным потребителям пере-
дается информация об инновационном продукте), и этому 
соответствует слагаемое 

 ( )( )bN t M N− . 

Модели внешнего влияния 

Первые модели диффузии инноваций ([86, 87, 207, 
214], см. также [219]) основывались на предположении о 
том, что скорость распространения инновации ( )/dN t dt  за-
висит только от потенциальной возможности насыщения 
рынка, иными словами, только от числа потенциальных по-
требителей M – N(t), при этом коэффициент a отражает 
и н н о в а ц и о н н о с т ь  потребителей (их потребность в 
инновациях) и  э ф ф е к т и в н о с т ь  с т р а т е г и и  п р о -
д в и ж е н и я  инновационного продукта на рынок. 

Такие модели внешнего влияния представляют собой 
частный случай фундаментальной модели диффузии инно-
ваций (1.3.4) при b = 0 и выглядят следующим образом: 

 ( )dN
a M N

dt
= − . (1.3.5) 

Разделяя переменные в уравнении (1.3.5), имеем 

 
dN

a dt
M N

=
−∫ ∫ , 

откуда 

 ( )ln ConstM N at− = − +  

или 



39 

 Const( ) e atN t M − += − . 

Постоянная интегрирования определяется из на-
чального условия (1.3.1), и окончательно рост охвата рынка 
во времени описывается функцией 

 ( )0( ) e atN t M M N −= − − . (1.3.6) 

График этой функции представлен на рис. 1.3.2. 
 

 

Рис. 1.3.2. Рост объема охваченного рынка 
в моделях внешнего влияния 

Впервые в теории инноваций функции вида (1.3.6) 
появились в 1957 г. в работе Дж. Коулмана, Э. Катца и 
Х. Менцеля [86], которые описывали с помощью таких 
функций распространение новых лекарств в группе врачей 
(см. также монографию [87]). В 1960 г. Л. Форт и Дж. Вудлок 
в работе [207] с помощью функций вида (1.3.6) прогнозиро-
вали спрос на некоторые потребительские товары. 

Р. Хэмблин, Б. Джакобсен и Дж. Миллер в работе 
1973 г. [214] с помощью аналогичной модели анализировали 
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распространение забастовок и политических демонстраций 
в различных странах. 

О с н о в н о е  о г р а н и ч е н и е  моделей внешнего 
влияния состоит в том, что эти модели не учитывают взаи-
модействия действующих и потенциальных потребителей 
инновации, коммуникаций между ними. Поэтому данный 
тип моделей может применяться для описания процесса 
распространения тех инноваций, которые не являются ни 
социально значимыми, ни сколь-нибудь сложными.  

Модели внутреннего влияния 

Модели внутреннего влияния представляют собой 
частный случай фундаментальной модели диффузии инно-
ваций (1.3.3) при a = 0 и выглядят следующим образом: 

 ( )dN
bN M N

dt
= − . (1.3.7) 

Первые и наиболее известные модели внутреннего 
влияния были предложены Ц. Грилихесом в 1957 г. [40] и 
Э. Мэнсфилдом в 1961 г. [131]. 

Ц. Грилихес описывал с помощью подобной модели 
различия в использовании гибридной кукурузы фермерами 
из различных географических районов США, а 
Э. Мэнсфилд по данным различных отраслей изучал про-
цесс смены технологий и определял факторы, влияющие на 
скорость распространения инноваций в различных компа-
ниях. 

О с н о в н о е  п р е д п о л о ж е н и е, лежащее в основе 
данного типа моделей, состоит в том, что скорость распро-
странения инновации ( )/dN t dt  пропорциональна как по-
тенциальной возможности насыщения рынка ( )M N t− , так и 
достигнутому уровню распространения инновации N(t). При 
этом предполагается, что внешние влияния (потребность 
индивидов в инновациях, а также общая информация о 
продукте, получаемая не из личных контактов между дей-
ствующими и потенциальными потребителями) не оказы-
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вают существенного воздействия на процесс принятия ре-
шения о приобретении инновационного продукта. В моде-
лях данного типа считается, что потенциальный потреби-
тель может принять решение о приобретении только в ре-
зультате личного контакта с действующим пользователем 
инновации. 

Коэффициент b в уравнении (1.3.7) пропорционален 
вероятности встречи двух случайно выбранных индивидов, 
один из которых уже использует инновационный продукт, а 
другой — еще нет. 

Уравнение (1.3.7) представляет собой уравнение Бер-
нулли первого порядка: 

 ( )
dN

b dt
N M N

=
−∫ ∫  

или 

 
dN dN

bM dt
N M N

− =
−∫ ∫ ∫ . 

Интегрируя, получаем: 

 ln Const
N

bMt
M N

= +
−

 

или 

 
Const

( )
1 e bMt

M
N t − −=

+
. 

Определяя постоянную интегрирования из начально-
го условия (1.3.1), находим функцию 

 
0

0

( )
1 e bMt

M
N t

M N

N
−

= −+
, (1.3.8) 

которая описывает рост охвата рынка во времени. График 
этой функции называется S-образной или логистической 
кривой; он представлен на рис. 1.3.3. 
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Модели смешанного влияния 

Наиболее распространены в исследованиях такие 
разновидности фундаментальной модели диффузии инно-
ваций (1.3.4), в которых и a, и b не равны нулю — модели 
смешанного влияния, основанные на к о м м у н и к а ц и -
о н н о й  г и п о т е з е, сформулированной П. Лазарсфель-
дом, Б. Берельсоном и Х. Гаудетом в работе 1948 г. [94]. 

 

 

Рис. 1.3.3. Рост объема охваченного рынка 
в моделях внутреннего влияния 

Эта гипотеза состоит в том, что сообщение о продукте 
в средствах массовой информации не оказывает влияния на 
основную часть потенциальных потребителей, но достигает 
некоторой небольшой группы, которая затем влияет на 
других индивидов. 

Модели смешанного влияния предполагают, что на 
процесс принятия решения о приобретении инновационного 
продукта оказывают влияние и внешние факторы — по-
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требность индивидов в инновациях, а также общая инфор-
мация о продукте, получаемая из средств массовой инфор-
мации, и внутренние факторы — личные контакты дейст-
вующих пользователей инновации с их потенциальными 
потребителями. 

Перепишем уравнение (1.3.4) в виде 

 ( )( )
dN

dt
a bN M N

=
+ −∫ ∫ , 

разложим подынтегральную дробь в левой части на про-
стейшие: 

 ( ) ( )( ) ( )

bdN dN
dt

a bM a bN a bM M N
+ =

+ + + −∫ ∫ ∫  

и проинтегрируем обе части последнего уравнения, полу-
чим в результате 

 
1

ln Const
a bN

t
a bM M N

+ = +
+ −

, 

или 

 ( )( Const)e a bM ta bN

M N
+ ++ =

−
, 

откуда 

 
( )( Const)

( )( Const)

e
( )

1 e

a bM t

a bM t

M a
N t

b

− + +

− + +

−=
+

. 

Определив постоянную интегрирования из начально-
го условия (1.3.1), находим функцию 

 
( ) ( )

( )
( )

0 0

( )
0 0

e
( )

e

a bM t

a bM t

M a bN a M N
N t

a bN b M N

− +

− +

+ − −
=

+ + −
, (1.3.9) 

описывающую зависимость объема охваченного рынка от 
времени.  

График функции (1.3.9), изображенный на рис. 1.3.4, 
представляет собой обобщенную логистическую кривую. 
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Рис. 1.3.4. Рост объема охваченного рынка 
в моделях смешанного влияния 

Вероятностная интерпретация 
фундаментальной модели диффузии инноваций 

Активное использование моделей диффузии иннова-
ций в маркетинге началось в 1969 г. с работы Ф. Басса [5], в 
которой он предложил рассматривать процесс распростра-
нения нового продукта как «эпидемию», когда люди, кото-
рые еще не стали потребителями инновации «инфицируют-
ся» действующими потребителями, а также подвергаются 
воздействию внешних факторов, таких как реклама. 

Ф. Басс использовал предложенную им модель для 
анализа процесса распространения различных товаров 
длительного пользования (телевизоров, магнитофонов, хо-
лодильников, кондиционеров, кофеварок и др.) и получил 
хорошее согласие полученных с помощью модели прогнозов 
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объемов продаж этих продуктов с реальными объемами 
продаж. В дальнейшем несколько сотен исследователей 
применяли модель смешанного влияния для описания 
диффузии различных инноваций в разных странах, полу-
чая результаты, хорошо согласующиеся с реальностью (см. 
библиографию в работах [6, 7, 112, 113, 115, 135, 136, 151]). 

Базовая идея Ф. Басса состоит в том, что скорость 
роста условной вероятности приобретения индивидом ин-
новационного продукта в момент t при условии, что данный 
индивид к моменту t еще не является потребителем рас-
сматриваемой инновации, представляет собой линейную 
функцию от  числа действующих пользователей продукта: 

 0( | )
( )t t

t

d A A
p q A

dt
+ = +P

P . (1.3.10) 

Здесь  
t — время; 
At — случайное событие, состоящее в том, что случайно 

выбранный индивид уже является пользователем 
инновационного продукта к моменту времени t; 

tA  — случайное событие, противоположное At, т. е. со-

стоящее в том, что индивид к моменту времени t 
еще не является потребителем данного продукта; 

At+0 — случайное событие, означающее, что в момент t ин-
дивид принимает решение о покупке и приобретает 
продукт; 

p — числовой параметр, определяющий инновационную 
готовность индивида (т. е. готовность и желание 
приобрести новый для себя продукт); 

q — числовой параметр, определяющий способность 
индивида к имитации (т. е. готовность приобрести 
новый продукт, уже приобретенный кем-либо из 
круга общения индивида); 

P — вероятностная мера. 
Переходя к случайному процессу Xt — суммарному 

числу действующих потребителей продукта к моменту t, 
формулу (1.3.10) можно переписать следующим образом: 
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( )1

( )
1 ( )

t

t

t

X
X

X

dF x
p qF x

F x dt
= +

−
. (1.3.11) 

В формуле (1.3.11) ( )
tXF x  представляет собой функ-

цию распределения вероятностей сечения случайного про-
цесса Xt в момент t. Обозначая 

 
( )

( ) t

t

X
X

dF x
g x

dt
= , 

получаем: 

 
( )

( )
1 ( )

t

t

t

X
X

X

g x
p qF x

F x
= +

−
. (1.3.12) 

Считая потенциальный объем рынка (общее количе-
ство индивидов M) достаточно большим ( )M → ∞ , и обозна-
чая N(t) число действующих пользователей инновации к 
моменту t — реализацию случайного процесса Xt, получаем 
(в силу закона больших чисел в форме Бернулли), что 

 ( ) ( )
( ) lim

tX
M

N t
F N t

M→∞
= . (1.3.13) 

Дифференцирование формулы (1.3.13) приводит к 
выражению  

 ( ) ( )/
( ) lim

tX
M

dN t dt
g N t

M→∞
= . (1.3.14) 

Переходя в (1.3.12) к пределу при M → ∞ и подставляя 
(1.3.13) и (1.3.14), имеем: 

 
1 ( )/ ( )

lim lim
1 ( )/M M

dN t dt N t
p q

N t M M M→∞ →∞

   = +  −   
, 

или 

 ( )( )
lim lim ( ) ( )
M M

dN t q
p N t M N t

dt M→∞ →∞

  = + −  
  

. (1.3.15) 

Сравнивая (1.3.15) с фундаментальной моделью диф-
фузии инноваций (1.3.4), замечаем, что модель (1.3.4) пред-
ставляет собой предельный случай модели Басса при неог-
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раниченном потенциальном объеме рынка M; при этом 
a = p, ( )lim /

M
b q M

→∞
= . 

§ 1.4. АНАЛИЗ СОВРЕМЕННЫХ ПОДХОДОВ  
К МОДЕЛИРОВАНИЮ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ИННОВАЦИЙ 

НА РЫНКЕ ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 
В УСЛОВИЯХ КОНКУРЕНЦИИ 

Учет конкуренции 
в современных моделях диффузии инноваций 

Если речь идет о  б а з и с н ы х  и н н о в а ц и я х, то 
одной из их основных особенностей является распростра-
нение в отсутствие конкуренции, поскольку никто из по-
тенциальных конкурентов еще не овладел соответствую-
щей технологией. 

Однако подавляющее большинство инновационных 
продуктов на любом рынке, в частности, на рынке про-
граммного обеспечения, являются у л у ч ш а ю щ и м и, и их 
распространение происходит в условиях конкуренции с 
аналогами. 

На сегодняшний день опубликовано довольно боль-
шое число работ, в которых конкуренция исследуется с по-
мощью различных модификаций фундаментальной модели 
диффузии инноваций (1.3.4), состоящих в том, что коэффи-
циенты a и b рассматриваются как функции от цены, расхо-
дов на рекламу и других переменных. 

Достаточно полные критические обзоры работ, по-
священных моделям диффузии инноваций с учетом конку-
ренции, содержатся в статьях Р. Долана, А. Джойланда и 
Е. Мюллера [51], а также Р. Четтери, Дж. Элиашберга и 
В. Рао [217]. 

Все эти работы можно разделить на две группы: 
•  аналитические; 
•  эмпирические. 



48 

К  п е р в о й  г р у п п е  относятся работы, посвящен-
ные аналитическому исследованию конкуренции в моделях 
диффузии инноваций и определению различного рода оп-
тимальных правил и нормативов. 

Так, работы М. Коннорса и Д. Тейчроу 1967 г. [81], 
Дж. Тенга и Р. Томпсона 1983 г. [201], Д. Хорски и К. Мэйта 
1988 г. [213], Е. Докнера и С. Йоргенсена 1992 г. [48] посвя-
щены оптимальным рекламным стратегиям; в статьях 
Р. Рао и Ф. Басса 1985 г. [144], Дж. Элиашберга и А. Джой-
ланда 1986 г. [228], Е. Докнера и С. Йоргенсена 1988 г. [49], 
Ф. Мартинса и В. Нэсцименто 1993 г. [111] определяются оп-
тимальные ценовые стратегии; исследование Р. Томпсона и 
Дж. Тенга 1984 г. [202] посвящено одновременному опреде-
лению и оптимальных рекламных, и оптимальных ценовых 
стратегий; С. Калиш, В. Махаджан и Е. Мюллер в своей ра-
боте 1995 г. [65] исследовали оптимальные стратегии вывода 
инновационного продукта на рынок и сравнили стратегии 
«водопада» и «ручья» в различных странах. 

В т о р а я  г р у п п а  р а б о т  посвящена эмпириче-
скому анализу конкуренции по данным конкретных наблю-
дений. 

Многопродуктовая конкуренция на реальном рынке 
инноваций была впервые исследована Р. Петерсоном и 
В. Махаджаном, которые в 1978 г. проанализировали с по-
мощью фундаментальной модели диффузии инноваций 
рынок страховых продуктов [139]. 

Дж. Додсон и Е. Мюллер в статье [47], опубликованной 
в том же 1978 г., учли возможность переключения потреби-
телей между брендами. 

Г. Лилиен, А. Рао и С. Калиш в 1981 г. построили мо-
дель смешанного влияния, в которой учли технологии про-
движения, состоящие в бесплатном распространении проб-
ных экземпляров продукта в условиях конкуренции [103]. 

А. Рао и М. Ямада в 1988 г. применили модель Лилие-
на — Рао — Калиша к рынку 20 конкурирующих лекарст-
венных препаратов, продемонстрировав значимое влияние 
технологий продвижения на результирующие объемы про-
даж [143]. 
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В. Махаджан, С. Шарма и Р. Баззелл в 1993 г. с помо-
щью модели смешанного влияния исследовали процесс вхо-
да нового конкурента на рынок [118]. Конкретнее, анализи-
ровался вход компании Kodak на рынок моментальных фо-
тоаппаратов в США, где до того присутствовала только 
компания Polaroid. Оказалось, что рост продаж «старого 
бренда» в основном зависит от внешних влияний, тогда как 
продажи «нового бренда» растут под воздействием как 
внешних, так и внутренних факторов. 

В 1994 г. М. Хан, С. Парк, Л. Кришнамурти и 
А. Золтнерс опубликовали статью [209], в которой модифи-
цировали модель смешанного влияния путем учета воздей-
ствия усилий кокурентов по продвижению товара на коэф-
фициент a в фундаментальной модели диффузии иннова-
ций (1.3.4). Построенная модель была успешно апробирова-
на на 21 конкурирующем лекарственном препарате. 

В работе П. Паркера и Х. Гатиньона [137], опублико-
ванной в 1994 г., исследовалось влияние таких маркетинго-
вых факторов, как цена и реклама, на процесс диффузии 
конкурирующих брендов. Результаты исследования муссов 
для укладки волос девяти различных брендов показали, что 
каждый бренд характеризуется своей моделью диффузии, 
причем соотношение вклада ценовых и рекламных факто-
ров в распространение продуктов у разных брендов разли-
чается. 

Т. Кришнан, Ф. Басс и В. Кумар в работе 2000 г. [88] 
исследовали с помощью модели смешанного влияния зави-
симость объема продаж существующих на рынке брендов 
от появления новых брендов (на примере рынка мобильных 
телефонов). 

Современные подходы к моделированию 
рынка программного обеспечения 

М. Гивон, В. Махаджан и Е. Мюллер в работе 1995 г. 
[31] с помощью обобщения фундаментальной модели диф-
фузии инноваций исследовали влияние теневого (пиратско-
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го) распространения программного обеспечения (а именно, 
текстовых процессоров и электронных таблиц) на легаль-
ное распространение лицензий на эти продукты. 

Авторы продемонстрировали на реальных данных о 
пользователях электронных таблиц и текстовых процессо-
ров в Великобритании, что пираты играют доминирующую 
роль в превращении потенциальных пользователей про-
граммного обеспечения в действующих легальных пользо-
вателей. 

Оказалось, что информация, передаваемая пользова-
телями пиратских копий потенциальным потребителям, 
оказывает практически такое же воздействие, как инфор-
мация, передаваемая легальными пользователями соответ-
ствующих продуктов. 

Более того, оказалось, что для данных двух типов 
программных продуктов пираты обеспечили 80% продаж! 

Те же авторы в работе 1997 г. [32] усложнили преды-
дущую модель [31] и рассмотрели не только одновременное 
законное и незаконное использование программного обес-
печения, но и переключение пользователей между различ-
ными производителями. 

Результаты, полученные на основании анализа тех 
же данных о пользователях электронных таблиц и тексто-
вых процессоров в Великобритании, что и в работе [31], да-
ли основание заключить, что в условиях существования 
компьютерного пиратства и возможного переключения 
пользователей между различными брендами — замените-
лями на британском рынке текстовых процессоров и элек-
тронных таблиц, долю рынка следует оценивать ч и с л о м  
п о л ь з о в а т е л е й  продукта, а не ч и с л о м  п р о д а н -
н ы х  л и ц е н з и й. 

П. Деванбю и С. Стаблбайн в работе [45] сформулиро-
вали следующее условие выгодности пиратсткой деятель-
ности (для пиратов): 

 11 11( ) ( )b h cnC C nC P n C n>> + + ,  

где 
n — количество распространённых нелегальных копий 

программного продукта; 
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bC  — цена легальной копии программного продукта; 

hC  — затраты на взлом системы защиты; 

cC  — цена пиратской копии программного продукта; 

11( )P n  — вероятность обнаружения нарушителя, распро-

странившего n пиратских копий; 

11( )C n  — величина штрафа за распространение n пират-
ских копий. 

Действительно, обычно затраты на нарушение автор-
ских прав на программное обеспечение значительно ниже 
стоимости легального приобретения этого программного 
обеспечения — даже с учетом возможного наказания. 

В работах С. А. Середы 2002—2005 гг. [12, 155, 156] 
проведено детальное исследование проблемы нелегального 
распространения программных продуктов, в частности, при-
ведены причины нелегального использования программного 
обеспечения (табл. 1.3.1), рассмотрена простая графическая 
модель спроса и предложения на рынке программного обес-
печения с учетом предложениия легальных и пиратских ко-
пий (рис. 1.3.1), построены модели поведения и взаимодейст-
вия агентов рынка программного обеспечения. 

Т а б л и ц а  1.3.1 
Причины приобретения легального 

и пиратского программного обеспечения [155] 
Причины приобретения легальных ко-

пий программных продуктов 
Причины приобретения пиратских 

копий программных продуктов 

Необходимость использовать продукт 

для учебы или работы 

Длительное использование программно-

го продукта 

Наличие бумажной документации 

Соблюдение законов 

Техническая поддержка 

Политика учебного заведения или фирмы 

Невозможность найти продукт у знако-

мых 

Гарантия защиты от вирусов 

Наличие обновлений 

Престижность владения легальной копией 

Дороговизна программного продукта 

Желание попробовать программный 

продукт 

Недостаточные для приобретения ле-

гальных копий доходы 

Краткосрочное использование про-

граммного продукта 

Легкость копирования 

Ожидание новой версии продукта 

Низкая вероятность изобличения 

Использование пиратских программ 

большинством знакомых 

Неприемлемо жесткие ограничения 

лицензии  
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Рис. 1.3.1. Графическая модель 
рынка программного обеспечения 

с учетом предложения пиратских копий 

В графической модели спроса и предложения на 
рынке программного обеспечения с учетом предложениия 
легальных и пиратских копий кривая пиратск.S  теневого 

предложения более полога, чем кривая легальн.S  предложе-
ния официальных распространителей ввиду существенно 
более низких цен пиратских копий, а также более низкой 
эластичности теневого предложения по цене. 

Две точки рыночного равновесия: на рынке легаль-
ных программных продуктов ( )легальн. легальн.;Q P  и на теневом 

рынке ( )пиратск. пиратск.;Q P  определяют общий объем продаж на 

рынке программного обеспечения, равный пиратск.Q , объем 

легальных продаж легальн.Q , объем теневого рынка 

пиратск. легальн.Q Q− .  

Потери от теневого распространения программного 
обеспечения составляют при этом  

 ( )
легальн.

пиратск.
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где D(P) — спрос на программный продукт при цене P. 
Модели поведения производителя программного про-

дукта, пользователя и пирата, построенные С. А. Середой 
[155, 156] представляют собой модели дискретного линейно-
го программирования с булевыми переменными. Также 
С. А. Середа рассмотрел две матричные игры, описываю-
щие конфликтные ситуации между государством и тене-
вым рынком программного обеспечения, а также между 
производителем программного обеспечения и пиратами 
[155, 156]. 

В тезисах [77] к круглому столу «Экономика пиратст-
ва: Создание и уничтожение стоимости» [226], прошедшему 
в декабре 2008 г. в Центральном экономико-математи-
ческом институте РАН, А. Н. Козырев сформулировал ос-
новные принципы, на которых он основывается при анализе 
рынка программного обеспечения: 
•  затраты на создание программного продукта фикси-

рованы; 
•  затраты на тиражирование и распространение про-

граммного продукта близки к нулю;  
•  полезность, которую могут извлечь потенциальные 

пользователи программного продукта, имеет денеж-
ное выражение; 

•  одному пользователю нужна ровно одна копия про-
граммного продукта;  

•  количество пользователей, готовых купить копию 
программного продукта по некоторой фиксированной 
цене, обратно пропорционально этой цене.  

•  полная стоимость программного продукта — это мак-
симальная сумма, которую готовы заплатить за полу-
чение копий произведения все пользователи.  
В таких предположениях А. Н. Козырев доказывает 

следующие два утверждения: 
•  если цена копии программного продукта постоянна 

для всех покупателей, то прибыль производителя не 
зависит от цены; 

•  полная стоимость программного продукта может 
быть получена производителем, если каждому поль-
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зователю он продаст копию программного продукта 
по наивысшей приемлемой для этого покупателя це-
не. 
Следует заметить, что участники рынка программно-

го обеспечения конкурируют в условиях существования 
обучения действием (learning-by-doing — авторитет не-
коммерческих продуктов вырастает в процессе их исполь-
зования потребителями). Теория конкуренции с обучением 
действием, которая была предложена в 1981 г. А. М. Спен-
сем [198], в основном, фокусируется на влиянии суммарного 
выпуска (суммарных продаж) на снижение цены.  

Исследование конкуренции коммерческого и неком-
мерческого программного обеспечения до настоящего вре-
мени имело своим предметом в основном проблему выбора 
потребителя: купить или разработать самому (make-or-
buy — обзор таких исследований, например, приводится в 
работе Дж. Куана [90]). 

Д. Ли и Х. Мендельсон в своей работе 2008 г. [102], на-
против, считают, что рынок программного обеспечения со-
стоит из двух сегментов с различными предпочтениями по-
требителей и положительными сетевыми эффектами. 

Один из недавних наиболее важных, с точки зрения 
автора, шагов в изучении конкуренции на рынке программ-
ного обеспечения был сделан в 2006 г. Р. Касадесусом-
Масанеллом и П. Гемаватом [69], которые соединили клас-
сическую теорию дуополии с обучением рынка и расшири-
ли рассматриваемую ситуацию до динамической, предста-
вив динамическую модель смешанной дуополии и применив 
эту модель к исследованию конкуренции между Microsoft 
Windows и Linux. 

§ 1.5. МОДЕЛИРОВАНИЕ СЕТЕВЫХ ВНЕШНИХ ЭФФЕКТОВ  
ПРИ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ПРОИЗВОДИТЕЛЕЙ  

ПРОГРАММНОГО И АППАРАТНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

В последние годы значительное число отраслей эко-
номики перешло от вертикальной интеграции к горизон-
тальной, когда одни фирмы разрабатывают и производят 
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компоненты, а другие фирмы в дальнейшем собирают из 
компонентов конечные продукты. 

В горизонтально интегрированных отраслях эконо-
мики фирмы находятся друг с другом не в отношениях кли-
ентов и традиционных поставщиков, и не в отношениях 
конкурентов, а во взаимоотношениях д о п о л н я ю щ и х  
п о с т а в щ и к о в. 

Наиболее яркие примеры такой организации демон-
стрирует отрасль информационных технологий, в которой 
есть поставщики аппаратных комплектующих (процессо-
ров, модулей памяти, материнских плат, видеокарт, мони-
торов, накопителей и т. п.), поставщики программного обес-
печения (операционных систем, офисных пакетов и др.), и 
сборщики компьютеров, поставляющие на рынок готовые 
сервера и рабочие станции (как правило, с предустановлен-
ным программным обеспечением). 

Производителями микропроцессоров могут быть Intel 
или AMD, сборщиками компонентов — ASUS, Dell, Hewlett 
Packard, IBM и др., на одни и те же компьютеры может ус-
танавливаться одна из двух операционных систем — Micro-
soft Windows или Linux, и под управлением различных 
операционных систем могут работать различные приклад-
ные программы (например, офисные пакеты Microsoft Of-
fice и OpenOffice). 

Аналогичные взаимоотношения дополняющих по-
ставщиков возникают во многих других отраслях: 
•  в  т е л е к о м м у н и к а ц и я х  (между поставщиками 

электронных устройств и провайдерами); 
•  в  з д р а в о о х р а н е н и и  (между поставщиками ле-

карственных препаратов и медицинскими учрежде-
ниями); 

•  н а  т р а н с п о р т е  (между поставщиками транс-
портных средств, запасных частей и топлива) и др. 
Горизонтальная интеграция отрасли информацион-

ных технологий связана с введением корпорацией IBM 
стандарта открытой архитектуры персональных компью-
теров (IBM PC) в 1980 г. В итоге произошла глубокая спе-
циализация игроков рынка — и производителей комплек-
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тующих, и сборщиков, и разработчиков программного обес-
печения. 

В частности, решение IBM о выборе Intel и Microsoft в 
качестве производителей процессоров и операционных сис-
тем — ключевых компонентов персональных компьютеров 
— привело к тому, что Intel и Microsoft уже почти 30 лет 
занимают доминирующее положение на рынке персональ-
ных компьютеров (в отличие от IBM, утратившей свои 
стратегические позиции на этом рынке). 

По данным работы Р. Касадесуса-Масанелла и 
Д. Йоффе [70], в 2007 г. более 80% рабочих станций и персо-
нальных компьютеров во всем мире были произведены на 
базе процессоров Intel и продавались с предустановленной  
операционной системой Microsoft Windows. При этом на 
рынке достаточно много производителей остальных компо-
нентов компьютеров (материнских плат, модулей памяти, 
накопителей, мониторов и т. п.).  

Как демонстрируют Д. Йоффе, Р. Касадесус-Маса-
нелл и С. Матту [64], суммарная прибыль корпораций Intel и 
Microsoft в течение большинства 1990-х гг. превысила сум-
марную прибыль всех других компаний, участвующих на 
рынке компьютеров.  

В 2004 г. суммарная чистая прибыль Intel и Microsoft 
составила более 15 млрд. долл., тогда как суммарная при-
быль трех крупнейших сборщиков компьютеров (Dell, Hew-
lett-Packard и IBM) оказалась равна примерно 2,5 млрд. 
долл. Корпорация IBM потеряла более 1 млрд. долл. в 1998 г. 
и около 1 млрд. долл. за 2001—2004 гг. Только компания Dell 
показывала в последние годы положительную прибыль от 
производства компьютеров. (Более подробные данные о ди-
намике рынка можно найти в работе [64].) 

Это дает основания считать Microsoft и Intel основ-
ными стратегическими игроками рынка информационных 
технологий, оказывающими непосредственное влияние на 
цену конечного продукта (в отличие от производителей 
других компонентов). 

Анализ взаимоотношений дополняющих поставщи-
ков — задача не менее актуальная, чем исследование кон-
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куренции нескольких производителей или отношений меж-
ду производителями и потребителями. 

А. Курно в классической книге 1838 г. [92] рассмотрел 
первую в математической экономике модель взаимодейст-
вия дополняющих поставщиков — монополистов (ими были 
производители меди и цинка как составных частей компо-
зитного продукта — латуни). 

Основной результат, полученный Курно при исследо-
вании модели взаимодействия дополняющих поставщиков, 
состоит в том, что вне зависимости от соотношения цен 
компонент производители разделят прибыль поровну! Ре-
зультат Курно повторен и в данной работе при анализе 
взаимодействия поставщиков аппаратного и программного 
обеспечения, каждый из которых является монополистом 
(применительно к рынку персональных компьютеров такая 
модель соответствует ситуации, когда на рынке представ-
лен только один производитель аппаратного обеспечения — 
Intel и только одна операционная система — Microsoft Win-
dows). 

Однако на реальном рынке информационных техно-
логий существует конкуренция и между производителями 
аппаратного обеспечения (на рынке представлены сервера 
и рабочие станции на базе процессоров Intel и AMD), и ме-
жду поставщиками операционных систем Microsoft Win-
dows и Linux). 

Ценовая конкуренция между вертикально диффе-
ренцированными товарами, так же, как и между допол-
няющими производителями — монополистами, хорошо ис-
следована в математической экономике, но объединенный 
случай к о н к у р е н ц и и  м е ж д у  п р о и з в о д и т е л я -
м и  к о м п л е м е н т а р н ы х  б л а г  исследован на сего-
дняшний день еще в недостаточной степени. 

В работе П. МакАфи, Дж. МакМиллана и М. Уинстона 
1989 г. [108] построена теоретико-игровая модель объедине-
ния компонентов в композитный продукт и получены усло-
вия, когда объединение выгодно для производителей. В 
развитие этого направления Дж. Чой и К. Стефанадис в 
2001 г. [218], а также Б. Нейлбуфф в 2004 г. [132] исследова-
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ли вопрос о целесообразности вхождения на рынок с компо-
зитным продуктом. 

В 1996 г. А. Бранденбургер и Б. Нейлбуфф [15] рас-
смотрели Intel и Microsoft как пример игроков, одновремен-
но сотрудничающих и конкурирующих, они даже ввели 
термин «Co-Opetition» для обозначения такого типа взаи-
модействия игроков. 

В 2003 г. Р. Касадесус-Масанелл и Д.  Йоффе [70] 
предложили игровую модель для ситуации сотрудничества 
и конкуренции Intel и Microsoft, в результате исследования 
которой оказалось, что в отличие от модели Курно, где оба 
производителя делят прибыль поровну, в данном случае 
оптимальная стратегия корпорации Microsoft состоит в ус-
тановлении заниженной цены для увеличения клиентской 
базы, но Intel в ответ на это просто завышает цену и отби-
рает у Microsoft конкурентное преимущество, поскольку 
операционная системы не продается отдельно от компью-
теров (см. также кейс  Д. Йоффе, Р. Касадесуса-Масанелла 
и С. Матту [64]). 

Дж. Фарелл и М. Л. Кац в 2000 г. [205] рассмотрели си-
туацию, когда монопольный производитель одного из ком-
понентов входит на конкурентный рынок второго компо-
нента, чтобы удешевить его цену, и как следствие, цену 
композитного продукта. Эта модель может быть применена 
к деятельности компании Intel по производству материн-
ских плат в дополнение к процессорам, но не к взаимодей-
ствию производителей программного и аппаратного обеспе-
чения. 

Л. К. Ченг и Дж. Нам в 2007 г. [216] рассмотрели стра-
тегию Штакельберга в ситуации сотрудничества и конку-
ренции монопольных производителей двух компонентов, 
каждый из которых может быть использован как в составе 
композитного продукта, так и отдельно. На рынке инфор-
мационных технологий использование одного компонента 
без другого невозможно, кроме того, существует конкурен-
ция и между производителями компонентов. 

В работе М. Чена, К. и Б. Нейлбуффов [215] (2006 г.) 
рассмотрен рынок с односторонней строгой комплементар-
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ностью: когда первый компонент может быть использован 
без второго, но использование второго компонента без пер-
вого невозможно. М. Чен, К. и Б. Нейлбуффы применили 
свою модель к исследованию рынка операционных систем и 
прикладного программного обеспечения. Они показали, что 
производителю операционных систем выгодно войти на 
конкурентный рынок прикладных программ со своим про-
дуктом, и предлагать этот продукт по нулевой цене. В ре-
зультате конкуренты на рынке прикладного программного 
обеспечения будут вынуждены присоединяться к монопо-
лии. 

Среди других работ по экономике информационных 
технологий следует отметить работы М. Л. Каца и 
К. Шапиро 1985 г. [72], Н. Экономайдса 1996 г. [225], А. Ю 
1998 г. [229], А. Гоуэра и М. Кузумано 2002 г. [39], посвящен-
ные исследованию различных сетевых эффектов на рынке 
информационных технологий. 

Особенно следует отметить подробное изложение со-
временного состояния теории сетевой экономики в прило-
жении к рынку информационных технологий, в частности, 
таких сетевых эффектов, как эффект от масштаба, ценовая 
дискриминация, конкуренция за монопольное положение и 
войны стандартов, в обзорной монографии Х. Р. Вэриана, 
Дж. Фаррелла и К. Шапиро 2004 г. [29]. 

В работе Р. Касадесуса-Масанелла, Б. Нейлбуффа и 
Д. Йоффе 2008 г. [71] представлена модель взаимодействия 
двух конкурирующих поставщиков аппаратного обеспече-
ния (Intel и AMD) с монопольным производителем операци-
онных систем (Microsoft). Работа [71] представляет собой, 
по сути, первое исследование конкуренции дополняющих 
поставщиков. В ней рассматривается конкуренция как ме-
жду поставщиками дополняющих друг друга компонентов 
(Intel и Microsoft), так и между конкурирующими постав-
щиками компонентов одного типа (Intel и AMD). 
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РЕЗЮМЕ 

Представляется, что рынок программного обеспече-
ния, существенно отличаясь от традиционных рынков, тре-
бует более детального анализа с использованием экономи-
ко-математического моделирования. 

В частности, целесообразно учесть одновременное 
присутствие на рынке коммерческих программных продук-
тов, их некоммерческих аналогов, а также пиратских копий. 

Представляется важным также исследовать сотруд-
ничество и конкуренцию поставщиков коммерческого и не-
коммерческого программного обеспечения с производите-
лями аппаратного обеспечения. 

Также целесообразно рассмотреть динамику распро-
странения программных продуктов как диффузию иннова-
ций, причем представляет интерес выбор оптимальной це-
новой политики производителями коммерческого про-
граммного обеспечения. 

Для большой страны, какой является Российская Фе-
дерация, при моделировании распространения инноваций 
важно учесть географическую неоднородность, а также 
случайные факторы. 

Кроме того, открыт вопрос о целесообразности борь-
бы с теневым распространением программного обеспечения. 
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ГЛАВА 2. ПРОСТЕЙШИЕ МОДЕЛИ ПОВЕДЕНИЯ 
УЧАСТНИКОВ РЫНКА ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

§ 2.1. СТАТИСТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
СОВРЕМЕННОГО РЫНКА ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

Анализ зависимости объема инсталляций 
некоммерческого программного обеспечения 

от величины инвестиции в его разработку 

В работе [194] (2009 г.) по данным табл. 1.2.1 построена 
функция линейной регрессии объема инсталляций неком-
мерческого программного обеспечения (Y) на инвестиции в 
развитие этого программного обеспечения (x): 

 ˆ 0,08 0,13xY x= − + . 

При этом коэффициент детерминации составил 0,99, 
а рассчитанный уровень значимости гипотезы о равенстве 
нулю коэффициента при x, оказался равным 211,57 10−⋅  (со-
ответствующая t-статистика равна 49,39). 

Интервальные прогнозы математического ожидания 
объема инсталляций и реального значения объема инстал-
ляций для конкретного продукта при заданном объеме ин-
вестиций приведены на рис. 2.1.1 и в табл. 2.1.1. 
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Т а б л и ц а  2.1.2 
Прогнозы по модели регрессии 

Объем  

инвестиций 

за 10 лет  

(млн. долл. США) 

95%-ный интервальный про-

гноз математического ожи-

дания объема инсталлаций 

при данном объеме инвести-

ций (ТБайт в неделю) 

95%-ный интервальный про-

гноз объема инсталлаций для 

конкретного программного 

продукта при данном объеме 

инвестиций (ТБайт в неделю) 

0 (0,00;  1,83) (0,00; 8,51) 

100 (11,51;  15,17) (0,00; 21,91) 

200 (24,83;  28,68) (18,16; 35,35) 

300 (38,00;  42,34) (31,52; 48,82) 

400 (51,06;  56,11) (44,84; 62,33) 

500 (64,06;  69,94) (58,12; 75,88) 

600 (77,01;  83,82) (71,37; 89,46) 

700 (89,93;  97,73) (84,59; 103,07) 

800 (102,84;  111,65) (97,78; 116,71) 

900 (115,73;  125,59) (110,94; 130,38) 

1000 (128,61;  139,54) (124,08; 144,07) 

1100 (141,49;  153,49) (137,19; 157,79) 

1200 (154,36;  167,45) (150,28; 171,53) 

1300 (167,23;  181,41) (163,35; 185,29) 

1400 (180,09;  195,38) (176,40; 199,07) 

1500 (192,95;  209,35) (189,43; 212,87) 

1600 (205,81;  223,32) (202,45; 226,68) 

1700 (218,67;  237,29) (215,46; 240,50) 

1800 (231,53;  251,26) (228,45; 254,34) 

1900 (244,39;  265,23) (241,44; 268,18) 

2000 (257,24;  279,21) (254,41; 282,04) 

 
 



63 

 

Рис. 2.1.1. Прогнозы по модели регрессии 

Y 

 
x 



64 

Оценка коэффициента при регрессоре x, равная 0,13, 
говорит о том, что увеличение инвестиций в некоммерче-
ский программный продукт на 1 млн. долл. за 10 лет сопро-
вождается в среднем увеличением количества инсталляций 
на 0,13 Тбайт в неделю. 

Гораздо интереснее интерпретировать анализ отно-
сительных изменений: оценка коэффициента средней эла-
стичности Y по x составляет 1,01, поэтому увеличение ин-
вестиций в некоммерческий программный продукт на 1% 
ведет в среднем к увеличению количества инсталляций на 
1,01% — объем распространения программных продуктов 
с в е р х э л а с т и ч е н  по инвестициям! 

Корреляционный анализ динамики 
рынка операциорнных систем 

Таблица 2.1.2 содержит результаты корреляционного 
анализа динамики разделения рынка операционных систем 
между конкурентами в 1994—2003 гг., проведенного в рабо-
те [195] (по данным табл. 1.2.2). 

 
Т а б л и ц а  2.1.2 

Матрица оценок парных коэффициентов корреляции, 
рассчитанная по данным 

о динамике рынка операционных систем 
 Windows Novell Linux Unix Другие 

Windows 1,00 –0,91 0,82 –0,91 –0,92 

Novell –0,91 1,00 –0,98 0,98 0,77 

Linux 0,82 –0,98 1,00 –0,96 –0,69 

Unix –0,91 0,98 –-0,96 1,00 0,82 

Другие –0,92 0,77 –0,69 0,82 1,00 

 
Рассчитанный уровень значимости всех оценок суще-

ственно меньше 0,01 — все коэффициенты корреляции 
значимы. 

Результаты корреляционного анализа демонстриру-
ют, что доли рынка, занимаемого операционными система-
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ми Windows и Linux, находятся между собой в сильной 
прямой корреляционной зависимости, и при этом доли рын-
ка, занимаемого и Windows, и Linux, находятся в сильной 
обратной корреляционной зависимости с долями Novell, 
Unix и других операционных систем. 

§ 2.2. СРАВНЕНИЕ СТОИМОСТИ ВЛАДЕНИЯ 
КОММЕРЧЕСКОЙ И НЕКОММЕРЧЕСКОЙ 

СЕРВЕРНЫМИ ОПЕРАЦИОННЫМИ СИСТЕМАМИ 

Проанализируем в табл. 2.2.1 стоимость внедрения 
некоммерческой серверной операционной системы (Linux) 
и аналогичной коммерческой (Windows). 

В предположении, что стоимость технического об-
служивания (администрирования) для двух платформ оди-
накова, приходим к очевидному выводу о существенно бо-
лее низкой стоимости владения серверной операционной 
системой Linux по сравнению с Windows. 

 
Т а б л и ц а  2.2.1 

Сравнение стоимости внедрения (в долл. США) 
некоммерческой серверной операционной системы (Linux)  

и аналогичной коммерческой (Windows) 
Исходные данные модельной организации: Linux Windows 
Количество пользователей 1000 1000 

Необходимое количество серверов 1 4 

Программное обеспечение:   
Лицензия на серверную операционную систему 99 4000 

Клиентские лицензии 0 128 

Итого (программное обеспечение) 99 144 000 

Аппаратное обеспечение:   
Стоимость одного сервера 6000 6000 

Стоимость инсталляции 250 250 

Итого (аппаратное обеспечение) 6250 25 000 

Интеграция:   
Время на один сервер 32 16 

Стоимость нормочаса 250 125 

Итого (интеграция) 8000 8000 

В с е г о: 14 349 177 000 
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На самом деле, при использовании Linux затраты на 
оплату труда системных администраторов, как правило, 
выше, но ненамного (для модельной организации разница 
составляет около 10 000 долл. США в год). 

Практика показывает, что программные продукты, 
распространяемые на условиях открытого лицензионного 
соглашения GNU (например, операционная система Linux и 
Web-сервер Apache), превосходят своих коммерческих кон-
курентов (соответственно, Windows и Internet Information 
Server), помимо стоимости владения, по крайней мере, еще 
по двум параметрам: 
•  количеству дефектов; 
•  скорости реакции на сообщения пользователей о най-

денных дефектах. 
Следует отметить высокую конкуренцию коммерче-

ского и некоммерческого программного обеспечения н а  
р ы н к е  с е р в е р н ы х  п р о д у к т о в  (серверных опера-
ционных систем, Web-серверов и т. п., где коммерческие и 
свободные продукты делят рынок приблизительно поров-
ну), поскольку пользователи этих продуктов — системные 
администраторы и профессиональные программисты — 
способны полноценно использовать возможности изучения 
открытого кода и его модификации. 

При этом н а  р ы н к е  к л и е н т с к и х  п р о д у к -
т о в  пользователи, как правило, не ощущают преимуществ 
от использования открытого кода, поскольку, не обладая 
квалификацией разработчика, невозможно ни разобраться 
в «устройстве» продукта, ни модифицировать его под свои 
нужды (так, например, число инсталляций свободного 
офисного пакета OpenOffice не сравнимо с числом инстал-
ляций его коммерческого аналога — Microsoft Office). 
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§ 2.3. СТАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СМЕШАННОЙ ДУОПОЛИИ 
НА РЫНКЕ СЕРВЕРНЫХ ОПЕРАЦИОННЫХ СИСТЕМ 

Основные предположения 

В работе [195] (2009 г.) построена простейшая стати-
ческая экономико-математическая модель дуополии ком-
мерческого и некоммерческого производителей на рынке 
интеллектуального продукта. 

Всюду далее коммерческий продукт именуется Mi-
crosoft Windows, а его некоммерческий аналог — Linux. 
Данные названия на самом деле условны: все результаты 
справедливы и для любой другой конкурирующей пары 
коммерческого и некоммерческого продуктов. 

Microsoft, производитель операционной системы 
Windows, стремится максимизировать свою прибыль, уста-
навливая цену лицензии на использование своего продукта, 
в отличие от партнерства разработчиков операционной 
системы Linux, распространяемой свободно (т. е. бесплатно 
и с возможностью изменения исходных кодов на условиях 
copyleft). 

Будем полагать, что изначально пользователь ориен-
тирован на использование коммерческого продукта (Win-
dows), и только его высокая цена может заставить пользо-
вателя приобрести альтернативный некоммерческий про-
дукт (Linux). 

Переменные издержки будем считать нулевыми 
(действительно, стоимость изготовления копии программ-
ного продукта на компакт-диске или ее размещения в ин-
тернете пренебрежимо мала по сравнению с затратами на 
проектирование и разработку). 

Также сделаем допущение, что каждый пользователь 
приобретает один и только один продукт: или Windows, или 
Linux (т. е. одновременная установка двух операционных 
систем не практикуется — на рынке серверных операцион-
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ных систем данное предположение вполне соответствует 
действительности). 

Распространение пиратских копий в данной модели 
мы пренебрежем. 
Пусть  
c — цена лицензии на право использования серверной 

операционной системы Windows; 
qmax — емкость рынка; 

( )Wx c  — количество пользователей Windows при цене ли-

цензии, равной c  ден. ед.; 
( )Lx c  — количество пользователей Linux при такой цене 

лицензии Windows; 
d — постоянные издержки, которые Microsoft относит 

на производство серверных операционных систем 
Windows. 

Будем считать, что функция спроса на Windows ли-
нейна:  

 max( )Wx c q bc= − ,  

где b > 0, а все пользователи на рынке, которые не приобре-
ли Windows, бесплатно устанавливают Linux: 

 max( ) ( )L Wx c q x c bc= − = . 

Задача максимизации прибыли 
коммерческого производителя 

в конкуренции с некоммерческим 

Задача, которая стоит перед корпорацией 
Microsoft — это максимизация прибыли 

 ( )max( ) ( ) maxW Wc cx c d c q bc dΠ = − = − − →  

путем установления цены лицензии c. 
У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е  2.3.1. Оптимальная цена лицензии 

 max

2

q
c

b
∗ =  
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доставляет производителю коммерческого продукта 
наибольшую прибыль  

 
2
max

4W

q
d

b
∗Π = −  

в ситуации конкуренции с некоммерческим продуктом; 
при этом коммерческий и некоммерческий продукты де-
лят рынок поровну: 

 max

2W L

q
x x∗ ∗= = . 

Доказательство. Оптимальная цена лицензии  

 max

2

q
c

b
∗ =  

соответствует точке максимума квадратичной функции 

 ( ) 2
max max( )W c c q bc d bc q c dΠ = − − = − + − . 

При такой цене лицензии Windows спрос на эту операционную 
систему составит  

 ( ) max
max 2W W

q
x x c q bc∗ ∗ ∗= = − = , 

при этом спрос на Linux будет равен 

 ( ) ( ) max
max 2L L W

q
x x c q x c∗ ∗ ∗= = − = , 

а прибыль Microsoft — 

 ( ) ( )
2
max

4W W W

q
c c x c d d

b
∗ ∗ ∗ ∗Π = Π = − = − , 

что и требовалось доказать. � 
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Сравнение с классическими моделями дуополии 

Сравним полученные результаты с классическими 
моделями картеля, равновесия Курно, равновесия и нерав-
новесия Штакельберга в дуополии двух производителей, 
максимизирующих прибыль (см. табл. 2.3.1). 

Т а б л и ц а  2.3.1 
Сравнение цен, объемов выпуска и прибыли конкурентов 

в различных статических моделях рынка 

Модель рынка 
∗
1x  ∗

2x  ∗ ∗+1 2x x  ∗c  
∗
1П  ∗

2П  ∗ ∗+1 2П П  

Картель   max

2

q
 max

2

q

b
   −

2

max 2
4

q
d

b
 

Равновесие 

Курно 
max

3

q
 max

3

q
 max

2

3

q
 max

3

q

b
 −

2

max

9

q
d

b
 −

2

max

9

q
d

b
 −

2

max2
2

9

q
d

b
 

Равновесие 

Штакельберга 
max

2

q
 max

4

q
 max

3

4

q
 max

4

q

b
 −

2

max

8

q
d

b
 −

2

max

16

q
d

b
 −

2

max3
2

16

q
d

b
 

Неравновесие 

Штакельберга 
max

2

5

q
 max

2

5

q
 max

4

5

q
 max

5

q

b
 −

2

max2

25

q
d

b
 −

2

max2

25

q
d

b
 −

2

max4
2

25

q
d

b
 

Равновесие на 

рынке сервер-

ных операции-

онных систем 

max

2

q
 max

2

q
 maxq  max

2

q

b
 −

2

max

4

q
d

b
 −d  −

2

max 2
4

q
d

b
 

 
Видно, что потребителям конкуренция ком-

мерческого и некоммерческого производителей менее вы-
годна, чем конкуренция двух производителей, оба из кото-
рых максимизируют свою прибыль: равновесному состоя-
нию в смешанной дуополии производителей коммерческого 
и некоммерческого программного обеспечения соответству-
ет такая же цена max / (2 )q b , как в случае картеля (и монопо-
лии). 

Производителю же коммерческого программного 
обеспечения также предпочтительнее конкурировать с не-
коммерческим производителем, чем с участником рынка, 
максимизирующим прибыль: прибыль коммерческого про-
изводителя в случае смешанной дуополии такая же, как 
суммарная прибыль картеля на традиционном рынке! 
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§ 2.4. ТЕОРЕТИКО-ИГРОВАЯ МОДЕЛЬ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
ПРОИЗВОДИТЕЛЯ КОММЕРЧЕСКОГО ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

С ПОЛЬЗОВАТЕЛЯМИ В УСЛОВИЯХ 
СУЩЕСТВОВАНИЯ РЫНКА НЕЛЕГАЛЬНЫХ КОПИЙ 

Описание конфликтной ситуации 

Приведем простейшую модель конкуренции произ-
водителя коммерческого программного обеспечения с пира-
тами, предложенную в работах [168, 190] (2008 г.).  

Предполагается, что на рынке действует производи-
тель программного обеспечения (для простоты — монопо-
лист типа Microsoft), который продает лицензии на исполь-
зование своей продукции. 

Пользователь имеет возможность установить лицензи-
онную копию программного обеспечения или пиратскую. 

Поскольку значительная часть пользователей поль-
зуются нелицензионными копиями, производитель может 
предпринимать определенные меры по изобличению поль-
зователей пиратских копий и привлечению их к ответст-
венности. 

Будем предполагать, что полезность, которую приносит 
пользователю использование нелицензионного программного 
обеспечения, в точности равна полезности от использования 
легальной копии, а также что себестоимость изготовления од-
ной копии (и легальной, и пиратской) пренебрежимо мала по 
сравнению со всеми остальными величинами. 
Введем необходимые обозначения: 
c — цена лицензии на использование программного про-

дукта; 
d — цена нелицензионной (пиратской) копии программно-

го продукта; 
f — размер штрафа за использование нелицензионного 

программного продукта (взимаемого с пользователя, 
незаконно использующего программное обеспечение, 
в пользу производителя); 
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l — издержки производителя по организации проверки ле-
гальности использования программного обеспечения. 
Очевидно, выполняются следующие соотношения: 

 f > l > c >> d > 0; 

 f > c + l. 

Будем считать также, что  

 l > 2c 

(последнее неравенство эквивалентно тому, что c – l < –c). 
Данная конфликтная ситуация является типичной 

иллюстрацией а с и м м е т р и и  и н ф о р м а ц и и, когда 
пользователь знает происхождение своего программного 
обеспечения (легальное оно или пиратское), а производи-
тель (и государство) не может отличить «честного» пользо-
вателя от пользователя — пирата. 

Подобные ситуации типичны для современной экономи-
ки, много примеров таких ситуаций разобрано в книге [230]. 

Теоретико-игровая постановка задачи 

Вначале рассмотрим позиционную форму игры и по-
строим ее дерево (рис. 2.4.1). 

Первым игроком является пользователь, он осознан-
но принимает одно из двух решений: приобрести лицензи-
онное или пиратское программное обеспечение. 

Производитель является вторым игроком, поскольку 
он может принять решение по инициации проверки только 
после того, как пользователь сделает свой ход. 

Поскольку производитель в момент принятия реше-
ния не знает, в какой из двух точек зоны неопределенности 
он находится, данная конфликтная ситуация формализует-
ся с помощью биматричной игры с биматрицей выигрышей 
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( ; ) ( ; )

.
( ; ) ( ; 0)

c c l c с

f d f l d

− − − 
 − − − − 

 

 

 

Рис. 2.4.1. Дерево игры 

Строки соответствуют стратегиям первого игрока 
(пользователя): 
• использовать лицензионное программное обеспечение; 
• использовать нелицензионное программное обеспече-

ние. 
Столбцы соответствуют стратегиям второго игрока 

(производителя): 
•  инициировать проверку лицензий на использование 

пользователем программного обеспечения; 
•  не инициировать такую проверку. 

  

     

ПРОИЗВОДИТЕЛЬ: 
Инициировать 
проверку  
программного  
обеспечения 

(q) 

Не инициировать 
проверку 
программного 
обеспечения 

(1 – q) 

Инициировать 
проверку  
программного  
обеспечения 

(q) 

Не инициировать 
проверку 
программного 
обеспечения 

(1 – q) 

Использовать лицензионное 

программное обеспечение 

(p) 

ПОЛЬЗОВАТЕЛЬ: 
Использовать нелицензионное 
программное обеспечение 

(1 – p) 

(–c; c – l) (–c; c) (–d – f;  f – l) 

ЗОНА НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 

(–d; 0) 



74 

Исследование теоретико-игровой модели 

Пусть  

 ( ;1 )p p= −p ,        ( ;1 )q q= −q  —  

смешанные стратегии игроков: пользователь с вероятно-
стью p приобретает лицензионное программное обеспече-
ние [и с вероятностью (1 – p) — нелицензионное], произво-
дитель с вероятностью q инициирует проверку лицензий [и 
с вероятностью (1 – q) не инициирует]. 

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е  2.4.2. Модель взаимоотношений 
пользователя и производителя в условиях существования 
теневого распространения нелегальных копий имеет 
единственное решение Нэша, которое определяется сме-
шанными стратегиями пользователя 

 
1 1

;
2 2N
 =  
 

p  

и производителя 

 (0; 1)N =q ; 

при этом выигрыш пользователя равен 

 1 2

c d+π = − , 

а выигрыш производителя 

 2 2

cπ = . 

Доказательство. Множество возможных исходов игры в зави-
симости от выбора игроками смешанных стратегий представлено на 
рис. 2.4.2.  

Максиминные выигрыши пользователя и производителя рав-
ны соответственно  

 max{ ; }c d f cα = − − − = − ,          max{ ; 0} 0c lβ = − = . 
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Рис. 2.4.2. Множество возможных исходов 
конфликтной ситуации 

Множество Парето-оптимальных исходов — это ломаная 
ABC, а переговорное множество, отсекаемое от множества Парето 
максиминными выигрышами, — это выделенный жирным на 
рис. 2.4.2 отрезок 
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 1
1 2 1

( )
; [ ; ]

c d
BC c d

c d

 π + = π π = − π ∈ − −  −  
. 

Решение Нэша (см., например, [79]) определяется максимумом 
функции Нэша 1 2( ; )N π π  (произведения приростов выигрышей игро-

ков над максиминными): 

 ( )
1 2 1 2

1 2 1 2
( ; ) ( ; )

max ( ; ) max ( )( )
BC BC

N
π π ∈ π π ∈

π π = π − α π −β = 

 ( )
1 1

1 1 1
1

[ ; ] [ ; ]

( ) ( )( ) ( )
max ( ) 0 max

4c d c d

c d c d c c c d
c

c d c dπ ∈ − − π ∈ − −

π + π + π + −    = π − − − − = − =    − −    
, 

который достигается при  

 1 2

c d+π = − ,      2 2

cπ = , 

что соответствует смешанным стратегиям игроков  

 
1 1

;
2 2N
 =  
 

p ,      (0; 1)N =q . 

Утверждение доказано. � 

Обсуждение результатов 

Итак, рациональный потребитель в половине случаев 
предпочтет использование нелицензионного программного 
обеспечения, а рациональному производителю никогда не 
выгодно инициировать проверку лицензий. 

Если считать функции полезности и пользователя, и 
производителя строго возрастающими, принципиальных 
изменений в конфликтной ситуации не произойдет. 

Таким образом, вне зависимости от склонности про-
изводителей и пользователей программного обеспечения к 
риску, рациональный пользователь только в половине слу-
чаев предпочтет приобрести лицензионное программное 
обеспечение, а рациональный производитель никогда не 
будет инициировать проверку легальности использования 
его продукта пользователями. 
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Так будет всегда, пока цена лицензии с будет больше 
цены пиратской копии d. В случае же, когда c = d, очевидно, 
пользователь предпочтет приобрести легальную копию, но 
при этом прибыль производителя существенно сократится 
(если не превратится в убытки). 

РЕЗЮМЕ 

Статистический анализ рынка серверных операцион-
ных систем показывает, что в настоящее время происходит 
жесткая конкуренция коммерческого продукта Windows и 
некоммерческого продукта Linux, поэтому именно данный 
рынок целесообразно выбрать в качестве наглядного при-
мера. Другой интересный результат статистического ана-
лиза рынка программного обеспечения состоит в сверхэла-
стичности объема распространения программных продук-
тов по инвестициям. 

Стоимостной анализ (на примере серверных операци-
онных систем Microsoft Windows и Linux) демонстрирует, 
что стоимость владения некоммерческими программными 
продуктами существенно  меньше, чем у коммерческих 
конкурентов. 

Анализ построенной статической модельи смешанной 
дуополии позволяет заключить, что конкуренция коммер-
ческого и некоммерческого производителей выгоднее, чем 
конкуренция двух производителей, оба из которых макси-
мизируют свою прибыль, как потребителям, так и коммер-
ческим производителям (а некоммерческий производитель 
и не стремится получить выгоду о т  п р о д а ж и  про-
граммных продуктов). 

Модель взаимодействия производителя коммерче-
ского программного обеспечения с пользователями в усло-
виях наличия рынка нелегальных копий показывает, что 
рациональный пользователь только в половине случаев 
предпочтет приобрести лицензионное программное обеспе-
чение, а рациональный производитель никогда не будет 
инициировать проверок легальности использования его 
продукта пользователями. 
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Полученный результат демонстрирует несовершен-
ство подхода производителя к коммерциализации разра-
ботанного им программного обеспечения на основе прода-
жи лицензий: ведь при этом производитель соберет только 
половину от потенциальной выручки, а половина пользова-
телей будет приобретать пиратские копии. 

Выходом представляется отказ от продажи лицензий 
и свободное распространение программного обеспечения, 
при котором производитель зарабатывает на оказании до-
полнительных услуг: поддержке, разработке дополнитель-
ных модулей, встраивании рекламы (как в популярных ин-
тернет-сервисах) и т. п. При этом производитель занимает-
ся собственно разработкой программного обеспечения, не 
затрачивая ресурсов на выявление нарушителей авторских 
прав и привлечение их к ответственности. 
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ГЛАВА 3. ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ  
СМЕШАННОЙ ДУОПОЛИИ ПРОИЗВОДИТЕЛЕЙ 

КОММЕРЧЕСКОГО И НЕКОММЕРЧЕСКОГО 
ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

§ 3.1. ОСНОВНЫЕ ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ 

В данной главе анализируется смешанная дуополия 
производителей коммерческого программного обеспечения 
(для определенности, серверной операционной системы 
Microsoft Windows) и некоммерческого (для определенно-
сти, Linux) путем математического моделирования с ис-
пользованием аппарата теории оптимального управления. 

Описываемая в этой главе модель, предложенная и ис-
следованная в работах [159, 160, 163, 174] (2008—2009 гг.), 
продолжает исследования конкуренции в динамике, прове-
денные в работах А. М. Спенса [198] и Д. Росса [148], и вплот-
ную примыкает к модели, предложенной Р. Касадесусом-
Масанеллом и П. Гемаватом [69]. 

Основное отличие данной модели от модели Касаде-
суса-Масанелла — Гемавата состоит в том, что рынок 
предполагается л и н е й н о  р а с т у щ и м  с темпом роста a: 
в единицу времени на рынок приходят a новых пользовате-
лей, т. е. суммарное число пользователей на рынке сервер-
ных операционных систем к моменту времени t равно 
N(t) = N0 + at. 

Будем считать, что каждый новый пользователь вы-
бирает один и только один продукт: или приобретает ли-
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цензионную копию Windows, или бесплатно скачивает ко-
пию Linux. 

Через ( )Wn t  и ( )Ln t  обозначим суммарное число поль-

зователей, использующих на момент t операционные сис-
темы Windows и Linux соответственно. 

Если обозначить ( )q t  д о л ю  н о в ы х  п о л ь з о в а -

т е л е й, входящих на рынок в момент t и приобретающих 
Windows, то доля новых пользователей, приобретающих в 
этот момент Linux, составит −1 ( )q t , поэтому 

 
0

( ) ( )
t

Wn t aq d= τ τ∫ , (3.1.1) 

 ( )= − τ τ = −∫
0

( ) 1 ( ) ( ) ( )
t

L Wn t a q d N t n t . (3.1.2) 

Цена некоммерческого продукта Linux предполага-
ется нулевой (или равной предельным издержкам), а ком-
мерческий производитель Microsoft принимает решение об 
установлении цены лицензии на использование продукта 
Windows в размере c ден. ед. 

Определим т е х н о л о г и ч е с к и е  т р а е к т о р и и  
операциионных систем по Р. Фостеру [208].  

Функции спроса на Windows  

 ( )= α −( ), ( ) (1 )W W Lc n t n t q  

и на Linux  

 ( )= α −( ), ( ) (1 )L W Lc n t n t q  

считаются в модели л и н е й н ы м и  в  к а ж д ы й  м о -
м е н т  в р е м е н и, но их н а к л о н  п р е д п о л а г а е т с я  
д и н а м и ч е с к и  и з м е н я ю щ и м с я  в зависимости от 
объемов рынка, занятых обоими продуктами. 

На рис. 3.1.1 представлены сечения функций спроса 
на Windows (жирная сплошная линия) и на Linux (жирная 
пунктирная линия) в фиксированный момент времени t. 

Эти функции спроса показывают, как высоко пользо-
ватель оценивает каждую из операционных систем, напри-
мер, на рис. 3.1.1 доля пользователей q(t) оценивает 
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Windows дороже, чем c ден. ед., а доля 1 – q(t) — дешевле, 
чем c ден. ед. 

 

 

Рис. 3.1.1. Спрос на Windows и Linux 

Несмотря на то, что Linux распространяется бес-
платно, функция спроса этой операционной системы не 
сливается с осью абсцисс: в момент времени t для любого 
числа ( )∈ α  0; ( ), ( )L W Lc n t n t  часть пользователей готова за-

платить за эту операционную систему сумму, превышаю-
щую c ден. ед. 

Очевидно, на сегодняшний день функция спроса на 
Linux является более пологой, чем функция спроса на 
Windows: в противном случае при нулевой цене Linux все 
пользователи приобретали бы только эту операционную 
систему — как имеющую наибольшую потребительскую 
ценность и при этом предлагающуюся бесплатно, но на ре-
альном рынке это не так. 

Функции ( )α ( ), ( )W W Ln t n t  и ( )α ( ), ( )L W Ln t n t , следуя 

Р. Фостеру [208], будем называть технологическим тра-
екториями. 

Будем считать, что технологические траектории в каж-
дый момент времени t определяются взвешенной разностью  

c 

0 q 

c 

1 

( )( )= α −( ), ( ) 1 ( )W W Lc n t n t q t  

q(t) 

q(t) 1 – q(t) 

( )α ( ), ( )W W Ln t n t  

( )α ( ), ( )L W Ln t n t  

( )( )= α −( ), ( ) 1 ( )L W Lc n t n t q t  
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 = − = + −( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )W L Wy t n t sn t s n t sN t  (3.1.3) 

долей рынка, занимаемых операционными системами Win-
dows и Linux: 

 ( ) ( ) ( )α = α − = α( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ,W W L W W L Wn t n t n t sn t y t  (3.1.4) 

 ( ) ( ) ( )α = α − = α( ), ( ) ( ) ( ) ( ) .L W L L W L Ln t n t n t sn t y t  (3.1.5) 

При s = 1 технологические траектории определяются 
просто разностью суммарного числа пользователей Win-
dows и суммарного числа пользователей Linux к данному 
моменту времени. 

В общем случае константа s определяет х а р а к т е р  
о б у ч е н и я  п о л ь з о в а т е л е й: поскольку  

 
L

dy
s

dn
= − , 

при s > 1 увеличение числа ( )Ln t  пользователей Linux 

больше усиливает бренд Linux, чем ослабляет бренд 
Windows, а при s < 1 — наоборот. 

Предполагается, что технологические траектории 
( )α ( )W y t  и ( )α ( )L y t  удовлетворяют следующим естествен-

ным допущениям: 
•  с ростом размера рынка, занимаемого каждым из 

продуктов, его потребительская ценность растет: 

 
( )( ) ( )

0W W L

W

n t sn t

n

∂α −
>

∂
;      

( )( ) ( )
0L W L

L

n t sn t

n

∂α −
>

∂
; 

•  потребительская ценность каждой из операционных 
систем конечна, даже если все пользователи будут 
использовать эту операционную систему: 

 lim ( )W W
y

y
→+∞

α = α < +∞ ;      lim ( )L L
y

y
→−∞

α = α < +∞ ; 

•  потребительская ценность операционной системы, 
которой никто не пользуется, а все пользуются кон-
курирующим продуктом, равна нулю: 

 lim ( ) lim ( ) 0W L
y y

y y
→−∞ →+∞

α = α = . 
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Замечание 1. Из первого предположения следует, в частности, 
что  

 
( )( ) ( )

0W W L

L

n t sn t

n

∂α −
<

∂
;      

( )( ) ( )
0L W L

W

n t sn t

n

∂α −
<

∂
, 

т. е. с ростом размера рынка, занимаемого каждым из продуктов, по-
требительская ценность конкурирующего продукта снижается. 

Замечание 2. Из данных предположений следует, очевидно, 
что ( ; ) ( ) 0; ( ) 0W Ly y y∀ ∈ −∞ + ∞ α α� � . 

Замечание 3. Будем считать, что потенциальная потребитель-
ская ценность Linux выше, чем Windows: W Lα < α . 

Обозначим y�  решение уравнения 

 ( ) ( )W Ly yα = α  — 

оно соответствует такому разделению рынка между Windows и 
Linux, при котором потребительская оценка этих продуктов одина-
кова. Положим 

 ( ) ( ) ( )W Ly y yβ = α − α  (3.1.6) 

и будем считать, что 

 
2

2
0

d
y y

dy

β∀ > �
� , 

т. е. что с увеличением объема рынка, занимаемого операционной 
системой Windows, влияние структуры рынка на разницу между по-
требительскими ценностями операционных систем уменьшается. 

Замечание 4. Из сделанных предположений следует, очевид-
но, что y�  существует и единственно. 

§ 3.2. МОНОПОЛИЯ ЕДИНСТВЕННОГО ПРОИЗВОДИТЕЛЯ 
КОММЕРЧЕСКОГО ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

Задача оптимального управления ценой лицензии  
на коммерческий программный продукт  

для получения максимальной интегральной 
дисконтированной прибыли на монопольном рынке 

Рассмотрим вначале случай, когда на рынке присут-
ствует только коммерческий продукт Windows. 
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Его производитель — Microsoft — стремится так 
управлять ценой лицензии c(t), чтобы обеспечить себе мак-
симум интегрального дисконтированного (по непрерывной 
ставке δ) дохода 

 
0

( ) ( )e maxtJ aq t c t dt
+∞

−δ= →∫  (3.2.1) 

при условиях 

 ( )
dy

aq t
dt

= ; (3.2.2) 

 ( )( )( ) ( ) 1 ( )Wc t y t q t= α − ; (3.2.3) 

 ( ) 0c t � . 

Постановка задачи максимизации дохода (а не при-
были) в данном случае оправдана, ввиду того, что речь идет 
о стадии распространения, когда производитель уже понес 
постоянные издержки по разработке продукта, а перемен-
ные издержки по его тиражированию близки к нулю (и 
включены в цену лицензии). 

Исследование модели 

Свойства оптимальной стратегии производителя 
коммерческого программного обеспечения на монопольном 
рынке определяются следующим утверждением ([159, 160], 
2008 г.). 

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е  3.2.1. Оптимальная стратегия мо-
нопольного производителя коммерческого программного 
обеспечения, обеспечивающая неограниченный рост рынка 
и бесконечную интегральную дисконтированную при-
быль, на больших временах соответствует установле-
нию цены лицензии на уровне половины от потенциальной 
потребительской ценности данного программого обеспе-
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чения; при этом мгновенная прибыль равна четверти 
произведения темпа роста рынка на потенциальную по-
требительскую ценность продукта. 

Доказательство. Выразим из формулы (3.2.3) 

 
( )
( )

( ) 1
( )W

c t
q t

y t
= −

α
 (3.2.4) 

и подставим в (3.2.1) и (3.2.2), тогда задача примет следующий вид: 

 
( )0

( )
1 ( )e max

( )
t

W

c t
J a c t dt

y t

+∞
−δ = − → α 

∫  

при условиях 

 
( )
( )

1
( )W

dy c t
a

dt y t
 = − α 

; 

 ( ) 0c t � . 

Составим гамильтониан [сопряженную переменную обозна-

чим ]( )e tm t −δ : 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 ( )e ( )e 1
( ) ( )

t t

W W

c t c t
H a c t m t a

y t y t
−δ −δ   = − + − =   α α   

 

 
( )

( )( )
e 1 ( ) ( ) .

( )
t

W

c t
a c t m t

y t
−δ  = − + α 

 

Запишем необходимые условия принципа максимума Понтря-
гина: 

 
( )( ) ( )

0 ( )
2

W y t m tH
c t

c

α −∂ = ⇔ =
∂

; (3.2.5) 

       
( ) ( ) ( )

( )2

( ) ( ) ( ) ( )( )e
( )

( )

t
W

W

a y t c t c t m td m t H dm
m t

dt y dt y t

−δ ′α +∂= − ⇔ = δ −
∂ α

; (3.2.6) 

 
( )
( )

1
( )W

dy H dy c t
a

dt p dt y t

∂  = ⇔ = − ∂ α 
. (3.2.7) 
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Подставляя выражение с(t) из (3.2.5) в (3.2.6) и (3.2.7), получаем 
соответственно: 

 
( ) ( )( )

( )

2 2

2

( ) ( ) ( )
( )

4 ( )
W W

W

a y t y t m tdm
m t

dt y t

′α α −
= δ −

α
; 

 
( )
( )

1
2 ( )W

dy a m t

dt y t
 = + α 

. 

Отсюда следует, что  

 lim ( )
t

y t∗

→+∞
= +∞, 

поэтому 

 ( )lim ( )W W
t

y t
→+∞

α = α , 

т. е. с ростом объема продаж функция спроса перестает изменяться: 

 (1 )Wc q= α − , 

значит, 

 lim ( )
2
W

t
c t∗

→+∞

α= , 

 ( )lim
t

m t∗

→+∞
= +∞ , 

и из формулы (3.2.4) 

 
1

lim ( )
2t

q t∗

→+∞
= . 

Мгновенная прибыль при этом равна 

 ( )lim ( ) ( )
4

W

t

a
aq t c t∗ ∗ ∗

→+∞

απ = = . 

Утверждение полностью доказано. � 
Запомним этот результат, чтобы сравнить его со слу-

чаем дуополии! 
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§ 3.3. СМЕШАННАЯ ДУОПОЛИЯ 
ПРОИЗВОДИТЕЛЕЙ КОММЕРЧЕСКОГО И НЕКОММЕРЧЕСКОГО 

ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

Задача оптимального управления ценой лицензии  
на коммерческий программный продукт  

для получения максимальной интегральной 
дисконтированной прибыли в конкуренции 

с некоммерческим продуктом-заменителем 

Перейдем теперь к основному предмету данной гла-
вы — исследованию динамики конкурентной борьбы произ-
водителей коммерческого и некоммерческого программных 
продуктов. 

Так как функции спроса на Windows и Linux заданы 
формулами (3.1.4) и (3.1.5) соответственно, при этом Linux 
распространяется свободно, а Windows в момент t продает-
ся по цене ( ) 0,c t �  цена Windows, при которой пользователю 
будет безразличен выбор между коммерческим и неком-
мерческим продуктами, определяется формулой 

 ( )( ) ( )( )( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1 ( )W Ly t q t c t y t q tα − − = α − . 

Отсюда 

 ( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) 1 ( )W Lc t y t y t q t= α − α −  

или 

 ( )( )( ) ( ) 1 ( )c t y t q t= β − , 

где функция ( )yβ  определена формулой (3.1.6). 

Иными словами, если в момент времени t Microsoft ус-
танавливает цену лицензии на Windows, равную с(t), то доля 

 
( )

( )
( ) 1

( )

c t
q t

y t
= −

β
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новых пользователей, которые в данный момент считают, 
что разность между потребительскими ценностями 
Windows и Linux превышает цену лицензии Windows, при-
обретет легальные копии этой коммерческой операционной 
системы, а оставшаяся часть 

 
( )

( )
1 ( )

( )

c t
q t

y t
− =

β
 

новых пользователей бесплатно скачает копию некоммер-
ческого продукта Linux. 

Из формул (3.1.1)—(3.1.3) следует, что 

 ( )
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )
t t

W Ly t n t sn t aq d s a q d= − = τ τ − − τ τ =∫ ∫  

 ( )( ) ( )
0 0

( ) 1 ( ) (1 ) ( )
t t

a q s q d a s q s d= τ − − τ τ = + τ − τ∫ ∫ . 

Теперь задача оптимального управления, стоящая 
перед Microsoft, принимает следующий вид: так изменять 
цену лицензии с(t) во времени, чтобы обеспечить себе мак-
симум интегрального дисконтированного (по непрерывной 
ставке δ) дохода 

 
0

( ) ( )e maxtJ aq t c t dt
+∞

−δ= →∫  (3.3.1) 

при условиях 

 ( )(1 ) ( )
dy

a s q t s
dt

= + − ; (3.3.2) 

 
( )

( )
( ) 1

( )

c t
q t

y t
= −

β
; (3.3.3) 

 ( ) 0c t � ; (3.3.4) 

 ( )(0) 0yβ > . (3.3.5) 
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Исследование модели 

Условия совместного существования коммерческого и 
некоммерческого продуктов на рынке определяются ут-
верждением 3.3.1 ([163, 174], 2008 г.). 

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е  3.3.1. Коммерческий и некоммерче-
ский продукт сосуществуют на рынке тогда и только 
тогда, когда 1s > , при этом оптимальная цена лицензии и 
мгновенная прибыль производителя коммерческого про-
дукта меньше, чем на монопольном рынке коммерческого 
продукта. 

Доказательство. Очевидно, в случае 1s�  предпочтения пользо-
вателей таковы, что операционная система Linux даже не смогла бы на-
чать распространяться, поскольку все пользователи предпочитали бы 
устанавливать Windows. Исследуем более сложный случай 1s > . 

Подставляя выражение q(t) из (3.3.4) в (3.3.2) и (3.3.3), преобра-
зуем задачу (3.3.2)—(3.3.6): 

 
( )0

( )
1 ( )e max

( )
tc t

J a c t dt
y t

+∞
−δ = − → β 

∫  

при условиях 

 
( )

( )
(1 ) 1

( )

dy c t
a s s

dt y t

  = + − −  β  
; 

 ( ) 0c t � ; 

 ( )(0) 0yβ > . 

Составим гамильтониан: 

 
( ) ( )

( ) ( )
1 ( )e ( )e (1 ) 1

( ) ( )
t tc t c t

H a c t m t a s s
y t y t

−δ −δ     = − + + − − =    β β    
 

 
( )

( )
( ) ( ) (1 ) ( )

e ( ) ( )
( )

t c t c t s m t
a c t m t

y t
−δ + + = + − β 

 

[здесь ( )e tm t −δ  — сопряженная переменная]. 
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Экономический смысл сопряженной переменной выражается 
следующим образом: m(t) равна современной ценности прироста ин-
тегрального дисконтированного дохода Microsoft в результате уси-
ления предпочтения пользователями бренда Windows бренду Linux 
[т. е. в результате увеличения на единицу величины 

( ) ( ) ( )W Ly t n t sn t= − ]. 

Условия принципа максимума Понтрягина для данной задачи 
имеют следующий вид: 

 
( )( ) (1 ) ( )

0 ( )
2

y t s m tH
c t

c

β − +∂ = ⇔ =
∂

; (3.3.6) 

   
( ) ( ) ( )

( )2

( ) ( ) ( ) (1 ) ( )( )e
( )

( )

t a y t c t c t s m td m t H dm
m t

dt y dt y t

−δ ′β + +∂= − ⇔ = δ −
∂ β

; (3.3.7) 

 
( )

(1 ) ( )
1

( )

dy H dy s c t
a

dt p dt y t

∂ + = ⇔ = − ∂ β 
. (3.3.8) 

Подставляя выражение с(t) из (3.3.6) в (3.3.7) и (3.3.8), получаем 
соответственно: 

 
( ) ( )( )

( )

2 2 2

2

( ) ( ) (1 ) ( )
( )

4 ( )

a y t y t s m tdm
m t

dt y t

′β β − +
= δ −

β
; (3.3.9) 

 
( )( )

( )

2(1 ) ( ) (1 ) ( )

2 ( )

a s y t s m tdy

dt y t

− β + +
=

β
. (3.3.10) 

Определим стационарные состояния системы дифференци-
альных уравнений (3.3.9)—(3.3.10) как решения ( ; )m y  соответствую-

щей системы нелинейных уравнений 

 

( )

( )

2 2 2

2

2

( ) ( ) (1 )
,0,

4 ( )

(1 ) ( ) (1 )0 0
2 ( )

a y y s mdm m
ydt

dy a s y s m
dt y

 ′β β − + δ == β ⇔ ⇔ 
− β + + = =  β

 

 

2
2 2 2

2

4 ( )
(1 ) ( ) 0,

( )

( 1) ( )

(1 )

y
s m m y

a y

s y
m

s

 δβ+ + −β = ′β⇔ ⇔ − β =
 +
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( )( )22 2 2 2

2

2

( ) 2 ( ) 4 ( ) (1 ) ( )
,

(1 ) ( )

( 1) ( )
.

(1 )

y y y a s y
m

a s y

s y
m

s

 ′β − δβ ± δ β + + β =
 ′+ β⇔ 

− β = +

 

Таким образом, возможны два случая: 

 

( )( )22 2 2 2

2

2

( ) 2 ( ) 4 ( ) (1 ) ( )
,

(1 ) ( )

( 1) ( )

(1 )

y y y a s y
m

a s y

s y
m

s

 ′β − δβ + δ β + + β =
 ′+ β

− β = +

 (3.3.11) 

и 

 

( )( )22 2 2 2

2

2

( ) 2 ( ) 4 ( ) (1 ) ( )
,

(1 ) ( )

( 1) ( )
.

(1 )

y y y a s y
m

a s y

s y
m

s

 ′β − δβ − δ β + + β =
 ′+ β

− β = +

 (3.3.12) 

Система (3.3.11) имеет два решения: 

•  ( )0;m y y= = � , где y�  — решение уравнения 

 ( ) ( )W Ly yα = α  

(см. § 3.1): поскольку ( ) 0yβ =� , правые части обоих уравнений 

системы (3.3.11) при y y= �  обращаются в нуль); 

•  ( );m m y y= =⌢ ⌢
, где y

⌢
 — решение уравнения 

 
( ) ( 1)

( )

y s

y as

′β δ −=
β

, (3.3.13) 

которое получается путем упрощения уравнения 

( )( )22 2 2 2

2 2

( ) 2 ( ) 4 ( ) (1 ) ( ) ( 1) ( )

(1 ) ( ) (1 )

y y y a s y s y

a s y s

′β − δβ + δ β + + β − β=
′+ β +

, 

а 

 
( )
2

( 1)
.

(1 )

s y
m

s

− β
=

+

⌢
⌢

 (3.3.14) 
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Анализ фазовой диаграммы, построенной на рис. 3.3.1, пока-

зывает, что стационарное состояние ( )0;m y y= = �  является неустой-

чивым, а стационарное состояние ( );m m y y= =⌢ ⌢
 — устойчивым. 

 

 

Рис. 3.3.1. Фазовая диаграмма 

На всех траекториях, ведущих в устойчивую стационарную 
точку ( );m m y y= =⌢ ⌢

, выполняется достаточное условие оптимально-

сти Мангасаряна [110], поэтому все они являются оптимальными. 

Система (3.3.12) имеет единственное решение ( )0;m y y= = � , но 

на всех траекториях, ведущих в эту устойчивую стационарную точ-
ку, сопряженная переменная (т. е. современная ценность прироста 
интегрального дисконтированного дохода Microsoft в результате 
усиления предпочтения пользователями бренда Windows бренду 
Linux) отрицательна, в силу чего эти траектории не могут быть оп-
тимальными. 

Подставляя (3.3.14) в (3.3.6) и переходя к пределу при t → +∞ , 
определяем 

 
( )

lim ( )
1 2

W

t

y
c t

s
∗

→+∞

β α= <
+

⌢

; (3.3.15) 

так как ( ) Wyβ < α⌢
, s > 1. 

Переход к пределу в выражении ( )q t∗  (3.3.3) с подстановкой 

lim ( )
t

c t∗

→+∞
 из (3.3.15) дает 

 
1

lim ( )
1 2t

s
q t

s
∗

→+∞
= >

+
; 

y 

dm/dt = 0 

dy/dt = 0 

⌢
y0y0 

⌢
m

m 
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так как ( ) Wyβ < α⌢
, s > 1. 

Мгновенная прибыль при этом равна 

 ( ) ( )
2

lim ( ) ( )
(1 ) 4

W

t

as y a
aq t c t

s
∗ ∗ ∗

→+∞

β απ = = <
+

⌢

. 

Утверждение полностью доказано. � 

§ 3.4. ВЛИЯНИЕ ИЗДЕРЖЕК ПО ТЕХНИЧЕСКОЙ ПОДДЕРЖКЕ 
И ПИРАТСТВА НА КОНКУРЕНЦИЮ КОММЕРЧЕСКОГО 

И НЕКОММЕРЧЕСКОГО ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

Задача оптимального управления ценой лицензии 
с учетом распространения нелегальных копий 
коммерческого программного обеспечения 

и наличия издержек на осуществление 
технической поддержки  

В предыдущих параграфах переменные издержки 
коммерческого производителя предполагались нулевыми. 
На самом деле производитель несет издержки — прежде 
всего, связанные с осуществлением технической поддерж-
ки. Обозначим w издержки по осуществлению технической 
поддержки одного экземпляра программного продукта, то-
гда интегральная дисконтированная прибыль будет равна 

 ( )
0

( ) ( ) e tJ aq t c t w dt
+∞

−δ= −∫ . 

Если считать, что доля ρ  всех потребителей, входя-
щих на рынок, применяет пиратские копии коммерческого 
продукта, причем часть µ  из них в случае отсутствия тене-
вого рынка нелицензионных копий приобрела бы легальные 
копии Windows, а часть 1− µ  воспользовалась бы альтерна-

тивным некоммерческим продуктом Linux, то общее число 
пользователей Windows будет равно  
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 ( )
0

( ) ( )
t

Wn t a q d= τ + ρ τ∫ , 

общее число пользователей Linux —  

 ( )
0

( ) 1 ( )
t

Ln t a q d= − τ − ρ τ∫ , 

а функция спроса на Windows изменится с (3.3.1) на 

 
( )

( )
( ) 1

( )

c t
q t

y t
= − − µρ

β
. 

При этом 

 ( ) ( )( ) 1 ( )W Ldndy dn
s a q t sa q t

dt dt dt
= − = + ρ − − − ρ = 

 ( )( ) ( )( ) 1 ( ) (1 ) ( ) (1 )a q s q t a s q t s= τ + ρ − − − ρ = + + ρ − − ρ . 

Задача оптимального управления, стоящая перед 
производителем коммерческого программного обеспечения, 
примет в результате следующий вид: 

 ( )
0

( ) ( ) maxtJ aq t c t w e dt
+∞

−δ= − →∫  (3.4.1) 

при условиях 

 ( )(1 ) ( ) (1 )
dy

a s q t s
dt

= + + ρ − − ρ ; (3.4.2) 

 
( )

( )
( ) 1

( )

c t
q t

y t
= − − µρ

β
; (3.4.3) 

 ( ) 0c t � ; (3.4.4) 

 ( )(0) 0yβ > . (3.4.5) 
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Исследование модели 

Как показывает утверждение 3.4.1 ([163], 2008 г.), на-
личие теневого рынка может изменить расстановку сил. 

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е  3.4.1. При небольшом уровне пират-
ства ρ  доля рынка, занимаемая коммерческим продук-

том, увеличивается, а при достаточно большом уровне 
пиратства ρ  или при достаточно больших издержках w, 

связанных с оказанием технической поддержки, коммер-
ческий продукт может покинуть рынок вне зависимости 
от выбранной ценовой стратегии. 

Доказательство. Как и раньше, случай 1s�  тривиален. Рас-
смотрим случай 1s > . 

Подставляя q(t) из (3.4.3) в (3.4.1) и (3.4.2), преобразуем задачу 
(3.4.1)—(3.4.5): 

 
( )

( )
0

( )
1 ( ) e max

( )
tc t

J a c t w dt
y t

+∞
−δ = − − µρ − → β 

∫  

при условиях 

 
( )

( )
(1 ) 1 (1 )

( )

dy c t
a s s

dt y t

  = + − − µρ + ρ − − ρ  β  
; 

 ( ) 0c t � ; 

 ( )(0) 0yβ > . 

Гамильтониан 

 
( )

( )( )
1 ( ) e

( )
tc t

H a c t w
y t

−δ = − − µρ − + β 
 

 
( )

( )
( )e (1 ) 1 (1 )

( )
t c t

m t a s s
y t

−δ   + + − − µρ + ρ − − ρ =  β  
 

 
( )

( )( )
e 1 ( )

( )
t c t

a c t w
y t

−δ  = − − µρ − + β 
 

 
( )

( )
(1 ) 1 (1 ) ( )

( )

c t
s s m t

y t

  + + − − µρ + ρ − − ρ    β   
 

[ ( )e tm t −δ  — сопряженная переменная]. 
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Принцип максимума Понтрягина приводит к следующим ус-
ловиям: 

 
( )( ) (1 ) (1 ) ( )

0 ( )
2

y t w s m tH
c t

c

β − µρ + − +∂ = ⇔ =
∂

; (3.4.6) 

 
( )( )e td m t H

dt y

−δ ∂= − ⇔
∂

 (3.4.7) 

 
( ) ( )

( )2

( ) ( ) ( ) (1 ) ( )
( )

( )

a y t c t c t s m t wdm
m t

dt y t

′β + + −
⇔ = δ −

β
; 

 
( )

( )
(1 ) 1 (1 )

( )

dy H dy c t
a s s

dt p dt y t

∂   = ⇔ = + − − µρ + ρ − − ρ  ∂ β  
. (3.4.8) 

Подставляя с(t) из (3.4.6) в (3.4.7) и (3.4.8), получаем соответст-
венно: 

 
( ) ( ) ( )( )

( )

22 2

2

( ) ( ) (1 ) (1 ) ( )
( )

4 ( )

a y t y t w s m tdm
m t

dt y t

′β β − µρ − − +
= δ −

β
; (3.4.9) 

 
( )( )

( )
2( ) 1 (2 )(1 ) (1 ) (1 ) ( )

2 ( )

y t s s w s s m tdy
a

dt y t

β − + ρ − µ + − + + +
=

β
. (3.4.10) 

Стационарные состояния системы дифференциальных урав-
нений (3.4.9)—(3.4.10) представляют собой решения ( ; )m y  системы 

 

( )( )

( )( )
( )

22 2

2

2

( ) ( )(1 ) (1 ) ( )
,

4 ( )

( ) 1 (2 )(1 ) (1 ) (1 ) ( )
0,

2 ( )

a y y w s m t
m

y

y t s s w s s m t
a

y t

 ′β β − µρ − − +
δ =

β


β − + ρ − µ + − + + + = β

 

которая после упрощения принимает вид 

 
( )

( )

2

2

22 2 2 2 2

2

2

( )(1 ) 2 ( )

( )(1 )

( ) 4 ( ) 4 ( )(1 ) ( ) (1 ) (1 )
,

( )(1 )

(1 ) ( ) 1 (2 )(1 )
.

(1 )

a y s w y
m

a y s

y y wa y s a y s

a y s

w s y s s
m

s

′ β + − δβ= ± ′β +
 ′ ′β δ β − δ β + + β − µρ +
 ±

′β +
 + −β − + ρ − µ + =

+

 

Приравнивая правые части этой системы и анализируя соот-
ветствующую фазовую диаграмму системы дифференциальных 
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уравнений (3.4.9)—(3.4.10), получаем единственную устойчивую ста-
ционарную точку ( );m m y y= =⌢ ⌢

, определяемую соотношениями 

 ( ) ( )( )(1 ) ( ) (1 ) ( 1)(1 ) 1w s a y s s s′δ + = β ρ + − ρ µ − + − −⌢
 (3.4.11) 

 ( )( ) 1 (2 )(1 )y s s−δβ − − ρ − µ +⌢
; 

 
( )( )

2

(1 ) 1 (2 )(1 )

(1 )

w s y s s
m

s

+ −β − + ρ − µ +
=

+

⌢
⌢

. (3.4.12) 

Из (3.4.11) находим 

 
dy

d
=

ρ

⌢

 (3.4.13) 

 
( )( )

( ) ( ) ( )( )
2( ) 2 ( 1)(1 ) ( 1) 1 (1 ) ( )(2 )(1 )

( ) 1 (2 )(1 ) ( ) (1 ) ( 1)(1 ) 1

a y s s s y s

y s s a y s s s

′β ρ µ − + − µ − + + + δβ − µ +
=

′ ′′δβ − − ρ − µ + − β ρ + − ρ µ − + −

⌢ ⌢

⌢ ⌢  

и 

 
dy

dw
=
⌢

 (3.4.14) 

 
( ) ( )( ) ( )

(1 )

( ) (1 ) ( 1)(1 ) 1 ( ) 1 (2 )(1 )

s

a y s s s y s s

δ +=
′′ ′β ρ + − ρ µ − + − − δβ − − ρ − µ +⌢ ⌢ . 

Из формулы (3.4.12) видно, что при достаточно больших зна-
чениях ρ  сопряженная переменная (т. е. современная ценность при-
роста интегрального дисконтированного дохода Microsoft в результа-
те усиления предпочтения пользователями бренда Windows бренду 
Linux) отрицательна, поэтому в таких ситуациях Microsoft не имеет 
оптимальной стратегии, т. е. Windows в итоге покидает рынок. 

Формула (3.4.13) показывает, что при небольших ρ  производ-
ная 0dy dρ >⌢

, т. е. пиратство в небольших объемах стимулирует 

увеличение доли рынка, занимаемой Windows. 
Формула (3.4.14) показывает, что при достаточно больших w 

производная 0dy d w <⌢
, т. е. Windows в итоге может покинуть рынок. 

Утверждение полностью доказано. � 

РЕЗЮМЕ 

Итак, если считать, что теневого распространения 
нелицензионных (пиратских) копий нет, а переменные из-
держки Microsoft нулевые, то в таких условиях Linux и 
Windows сосуществуют на рынке только при s > 1, при 1s�  
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Windows полностью вытесняет Linux с рынка, а Linux ни 
при каких условиях не может вытеснить Windows (при этом 
реальное значение s представляется приблизительно рав-
ным трем — четырем). 

Важно отметить, что и цена, и мгновенный объем 
продаж, и мгновенная прибыль коммерческого производи-
теля в смешанной дуополии меньше, чем если бы конкури-
рующего некоммерческого продукта на рынке не было, 
причем этот факт не зависит ни от s, ни от δ! 

Распространение пиратских копий Windows в не-
больших объемах только стимулирует увеличение доли 
Windows на рынке, но, начиная с определенной доли пират-
ства, ситуация становится катастрофической для произво-
дителя коммерческого продукта, и он в результате вынуж-
ден покинуть рынок. 

Также покинуть рынок его могут заставить слишком 
высокие издержки по осуществлению технической под-
держки пользователей. 
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ГЛАВА 4. МОДЕЛИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ПОСТАВЩИКОВ  
АППАРАТНОГО И ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

§ 4.1. МОДЕЛЬ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
ДВУХ ДОПОЛНЯЮЩИХ МОНОПОЛИСТОВ —  

ПРОИЗВОДИТЕЛЕЙ АППАРАТНОГО И ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

Основные предположения 

Конкуренция двух дополняющих монополистов впер-
вые была исследована А. Курно еще в 1838 г. [92]. В этом па-
раграфе описывается адаптация модели Курно к рынку 
информационных технологий, предложенная в работе [162] 
(2008 г.). 

Предположим, что и производитель аппаратного 
обеспечения (которого будем обозначать индексом I, имея в 
виду Intel), и производитель коммерческой операционной 
системы (W — Windows) занимают монопольное положение. 

Будем считать, что аппаратное обеспечение с опера-
ционной системой представляют собой комбинированный 
продукт, и ни один потребитель не приобретает компьютер 
без операционной системы или операционную систему от-
дельно от компьютера. 
Пусть  
cI — цена аппаратного обеспечения; 
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cW — цена коммерческой операционной сис-
темы; 

( )+ +I W I Wq c c  — функция спроса на компьютеры (с ком-

мерческой операционной системой); 

+= +I I I I We f v q  — полные издержки производителя аппа-
ратного обеспечения; 

fI — постоянные издержки производителя 
аппаратного обеспечения; 

vI — переменные издержки производителя 
аппаратного обеспечения; 

+= +W W W I We f v q  — полные издержки производителя ком-
мерческой операционной системы; 

fW — постоянные издержки производителя 
коммерческой операционной системы; 

vW — переменные издержки производителя 
коммерческой операционной системы. 

Цены аппаратного обеспечения и программных про-
дуктов складываются из постоянных издержек, прибыли 
производителя, переменных издержек и издержек по обес-
печению технической поддержки. 

Постоянные издержки и издержки по обеспечению 
технической поддержки у производителей программного 
обеспечения довольно невелики, а переменные издержки и 
вовсе близки к нулю (записать копию программного про-
дукта на компакт-диск не стоит практически ничего, а вы-
ложить очередную версию в интернет — и того дешевле). 

Постоянные издержки у производителей аппаратного 
обеспечения существенно больше, чем у разработчиков 
программных продуктов, а переменные издержки (так же, 
как и у производителей программного обеспечения) стре-
мятся к нулю (поскольку для производства микросхем не-
обходимо строительство высокотехнологичного завода 
стоимостью в несколько млрд. долл., но затем производство 
одного микропроцессора обходится дешевле 1 долл.). Из-
держки по обеспечению технической поддержки у произ-
водителей аппаратного обеспечения приблизительно такие 
же, как и у разработчиков программных продуктов. 
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Задача максимизации прибыли  
монопольными поставщиками  

аппаратного обеспечения и операционных систем 

Задача производителя аппаратного обеспечения со-
стоит в определении такой цены продукта cI, которая обес-
печит максимум прибыли: 

 ( ) ( )+π = − + − →maxI I I I W I W Ic v q c c f . (4.1.1) 

Задача, стоящая перед производителем коммерче-
ской операционной системы, аналогична: установить та-
кую цену продукта cW, при которой прибыль будет дос-
тигать максимального значения: 

 ( ) ( )+π = − + − →maxW W W I W I W Wc v q c c f . (4.1.2) 

Аналогичная задача ставилась А. Курно в его класси-
ческой работе [92]. Практически дословно повторяя вы-
кладки Курно, докажем следующее утверждение. 

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е  4.1.1. На рынке, где производство 
аппаратного обеспечения и разработка операционных 
систем монополизированы, цена лицензии на операцион-
ную систему должна быть равна цене аппаратного обес-
печения, а сумма прибыли и постоянных издержек у раз-
работчика операционной системы такая же, как и у про-
изводителя аппаратного обеспечения. 

Доказательство. Запишем условия максимума первого поряд-
ка в задачах (4.1.1), (4.1.2): 

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

+
+

+
+

+ ∂π = + + − = ∂ + ⇔ +∂π = + + − =
 ∂ +

0;

0

I W I WI
I W I W I I

I I W

I W I WW
I W I W W W

W I W

dq c c
q c c c v

c d c c

dq c c
q c c c v

c d c c

 (4.1.3) 

 ⇔ − = − ⇔I I W Wc v c v  (4.1.4) 

 ⇔ π + = π +I I W Wf f . (4.1.5) 

Если считать, что на рассматриваемом рынке 

 < ≪1W Iv v ,         ≪W If f , 
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то условие (4.1.4) означает, что цена лицензии на операционную сис-
тему должна быть равна цене аппаратного обеспечения, а условие 
(4.1.5) — что прибыль без учета постоянных издержек делится по-
ровну между разработчиком операционной системы и производите-
лем аппаратного обеспечения. 

Утверждение доказано. � 
Однако реальный рынок демонстрирует, что средняя 

цена персонального компьютера на московском рынке в 
2009 г. составляет около 15 000 руб., тогда как цена наиболее 
популярной версии операционной системы Microsoft 
Windows XP Professional равна 1250 руб. 

Отличие реальной ситуации от модели объясняется 
несколькими причинами:  
•  наличием конкуренции как на стороне аппаратного 

обеспечения (между компьютерами на базе процессо-
ров Intel и AMD), так и на стороне программного обес-
печения (кроме коммерческой операционной системы 
Microsoft Windows существует некоммерческая опера-
ционная система Linux, которая на рынке серверов 
уже отвоевала значительную часть рынка, и в настоя-
щее время завоевывает позиции на рынке новых пер-
сональных компьютеров, прежде всего, ноутбуков и не-
тбуков); 

•  получением производителем операционной системы 
дополнительных доходов от сопутствующих продук-
тов (например, офисных пакетов); 

•  сознательным занижением цены продукта произво-
дителем операционных систем. 
Эти причины будут рассмотрены далее. 

Эластичность спроса  
на коммерческое программное обеспечение  

с учетом взаимодействия  
с производителями аппаратного обеспечения 

Перепишем второе из условий (4.1.3) в виде 

 
( )

( )
( )

+

+

+−+ =
+ +

1 0I W I WW W

I W I W I W

dq c cc v

q c c d c c
. 
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Будем считать, что производители аппаратного обес-
печения образуют рынок совершенной конкуренции и не 
могут влиять на цену своего продукта cI. Тогда 

 
( )

( )
( )+ ++ +

=
+

I W I W I W I W

I W W

dq c c dq c c

d c c dc
. 

Если определить эластичность спроса на комбиниро-
ванный продукт по цене как 

 
( ) ( )
( ) ( )

+
+

+

+ +
ε = − =

+ +
/

/
I W I W I W

I W
I W I W I W

dq c c d c c

q c c c c
 

 
( )

( ) ( )
/

/
I W I W W

I W I W I W

dq c c dc

q c c c c
+

+

+
= −

+ +
, 

то условие (4.1.2) можно переписать в следующем виде: 

 
( )

( ) ( )
+

+

+−+ = ⇔
+ + +

/
1 0

/
I W I W WW W

I W I W I W I W

dq c c dcc v

c c q c c c c
 

 + +
− +⇔ = ε ⇔ ε =
+ −

1 W W I W
I W I W

I W W W

c v c c

c c c v
. 

Подставляя в правую часть формулы 

 +
+ε =
−

I W
I W

W W

c c

c v
 

нулевые переменные издержки производителя операцион-
ной системы vW = 0, среднюю цену рабочей станции в Моск-
ве в 2009 г., равную cI = 15 000 руб., и цену лицензии на наи-
более популярную операционную систему Microsoft Win-
dows XP Professional, равную cW = 1250 руб., находим эла-
стичность спроса на такие рабочие станции: 

 +
++ε = = =

− −
15 000 1250

13
1250 0

I W
I W

W W

c c

c v
. 

На самом деле, такое высокое значение не означает, что 
спрос настолько эластичен, скорее, дело в занижении произ-
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водителем цены лицензии на операционную систему, которое 
связанно, в частности, с получением дополнительных доходов 
от продажи прикладного программного обеспечения пользо-
вателям операционной системы. 

Учет доходов  
производителя коммерческой операционной системы  
от продажи прикладного программного обеспечения 

Предположим, что монопольный производитель ком-
мерческой операционной системы получает прибыль также 
и от комплементарных продуктов (например, Microsoft — 
производитель операционной системы Microsoft Windows 
— получает прибыль также и от продажи лицензий на 
офисный пакет Microsoft Office). 

Комплементарный продукт покупают не все пользо-
ватели операционной системы, а их доля λ 1O � .  

Пусть 
pO — цена комплементарного продукта (индекс O означает 

Microsoft Office); 
fO — постоянные издержки по производству комплемен-

тарного продукта; 
vO — переменные издержки по производству комплемен-

тарного продукта. 
Тогда задача монопольного производителя коммерче-

ского программного обеспечения принимает следующий вид: 

 ( )( ) ( )+π = − + λ − + − − →maxW W W O O O I W I W W Oc v c v q c c f f . 

Условие максимума первого порядка имеет вид 

 ( )+
∂π = + +
∂

W
I W I W

W

q c c
c

 

 ( )( ) ( )+ +
+ − + λ − = ⇔ +0 1I W I W

W W O O O
W

dq c c
c v c v

dc
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( ) ( )

( ) ( )
+

+

− + λ − +
+ = ⇔

+ + +
/

0
/

W W O O O I W I W W

I W I W I W I W

c v c v dq c c dc

c c q c c c c
 

 
( )

( )+ +

− + λ − +⇔ = ε ⇔ ε =
+ − + λ −

1 W W O O O I W
I W I W

I W W W O O O

c v c v c c

c c c v c v
. 

Считая, что четверть всех пользователей операцион-
ной системы приобретает офисный пакет (т. е. что λ = 0,25O ) 
и подставляя в правую часть формулы 

 
( )+

+ε =
− + λ −

I W
I W

W W O O O

c c

c v c v
 

нулевые переменные издержки производителя операцион-
ной системы и офисного пакета vW = vO = 0, среднюю цену 
рабочей станции в Москве в 2009 г., равную cI = 15 000 руб., 
цену лицензии на операционную систему Microsoft Win-
dows XP Professional, равную cW = 1250 руб., и цену лицен-
зии на офисный пакет Microsoft Office Standard 2007 
Professional, равную cO = 13 500 руб., находим эластичность: 

 
( )+

+ε = =
− + −
15 000 1250

3,51
1250 0 0,25 13 500 0I W . 

Данный результат говорит о сверхэластичности спро-
са на компьютеры в существующем диапазоне цен лицен-
зий на программное обеспечение! 
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§ 4.2. МОДЕЛЬ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
МОНОПОЛЬНОГО ПРОИЗВОДИТЕЛЯ АППАРАТНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ  

С ПОСТАВЩИКАМИ КОММЕРЧЕСКОГО И НЕКОММЕРЧЕСКОГО  
ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

Основные предположения 

В этом параграфе предлагается модель взаимодейст-
вия двух конкурирующих поставщиков операционных сис-
тем (Microsoft и Linux) с монопольным производителем ап-
паратного обеспечения (Intel). 

Данная работа продолжает исследование проблемы 
разделения прибыли между поставщиками компонентов на 
рынке информационных технологий, начатое Р. Касаде-
сусом-Масанеллом, Б. Нейлбуффом и Д. Йоффе в 2008 г. в 
работе [71], в которой представлена модель взаимодействия 
конкурирующих поставщиков аппаратного обеспечения 
(Intel и AMD) с монопольным производителем операцион-
ных систем (Microsoft). 

Будем предполагать, что Intel (нижний индекс I) зани-
мает монопольное положениие на рынке аппаратного обес-
печения, а на рынке операционных систем конкурируют 
коммерческий продукт Microsoft Windows (нижний индекс 
M) и некоммерческий продукт Linux (нижний индекс L). 

Аппаратное обеспечение с операционной системой 
представляют собой комбинированный продукт, и ни один по-
требитель не приобретает компьютер без операционной сис-
темы или операционную систему отдельно от компьютера. 

Таким образом, пользователь может принять одно из 
двух решений: 
•  приобрести компьютер с предустановленной коммер-

ческой операционной системой; 
•  либо приобрести компьютер с предустановленной не-

коммерческой операционной системой; 
На сегодняшний день конкуренция Windows и Linux, 

особенно в сегменте нетбуков, растет, поскольку цена ли-
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цензии на Windows для многих моделей составляет более 
10% от цены конечного продукта. 

Хотя лицензия на Windows имеет положительную 
цену, а Linux распространяется свободно, оба продукта со-
существуют на рынке. Это говорит о том, что потребитель-
ская ценность Windows больше потребительской ценности 
Linux. 
Введем обозначения: 

maxq  — емкость рынка персональных ком-
пьютеров; 

CI — максимально возможная цена пер-
сонального компьютера с неком-
мерческой операционной системой; 

CI + W — максимально возможная цена пер-
сонального компьютера с коммер-
ческой операционной системой 
(CI + W > CI ); 

cI — цена персонального компьютера; 
cW — цена лицензии на коммерческую 

операционную систему; 
qW — спрос на коммерческую операцион-

ную систему; 
qL — спрос на некоммерческую операци-

онную систему; 
qI = qW + qL — спрос на персональные компьюте-

ры; 
fI — постоянные издержки производи-

теля персональных компьютеров; 
fW — постоянные издержки разработчи-

ка коммерческой операционной 
системы; 

vI — переменные издержки производи-
теля персональных компьютеров; 

vW — переменные издержки разработчи-
ка коммерческой операционной 
системы; 

( )π = − −I I I I Iq c v f  — прибыль производителя аппарат-

ного обеспечения; 
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( )π = − −W W W W Wq c v f  — прибыль разработчика коммерче-

ской операционной системы. 
Будем использовать линейные функции спроса:  

 +
+

 = − 
 

max( ) 1I W
I W

c
q c q

C
 — 

на персональные компьютеры на базе процессоров Intel с 
операционной системой Windows; 

 +
 = − 
 

max( ) 1I L
I

c
q c q

C
 — 

на персональные компьютеры на базе процессоров Intel с 
операционной системой Linux. 

Спрос на компоненты композитного продукта 

Если Intel установит цену персонального компьютера 
равной cI, а Microsoft установит цену лицензии на Windows 
в размере cW, то спрос на персональные компьютеры на базе 
процессоров Intel с операционной системой Windows соста-
вит 

 
+ = − 

 
max 1 I W

W
I

c c
q q

C
, 

а спрос на персональные компьютеры на базе процессоров 
Intel с операционной системой Linux — 

 
+  = − − − =   

   
max max max1 1 I W WI

L
I I I

c c cc
q q q q

C C C
. 

Это означает, что пользователь приобретет компо-
зитный продукт (персональный компьютер с одной из опе-
рационных систем) тогда и только тогда, когда потреби-
тельская ценность продукта для данного пользователя пре-
вышает его цену (рис. 4.2.1). 
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Рис. 4.2.1. Функции спроса  
на компьютеры на базе процессоров Intel  

с операционными системами Windows и Linux 

Суммарный спрос на аппаратное обеспечение будет 
равен 
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+   = − + = −   

   
max max max1 1I W W I

I
I I I

c c c c
q q q q

C C C
. 

Выражения (4.2.5)—(4.2.5) позволяют сформулиро-
вать следующее утверждение. 

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е  4.2.1. Реализованный спрос на ком-
пьютеры с некоммерческой операционной системой зави-
сит только от цены коммерческого конкурента (но не от 
цены аппаратного обеспечения); спрос на аппаратное 
обеспечение зависит только от его цены (но не от цены 
коммерческой операционной системы); спрос на коммер-
ческую операционную систему зависит и от цены лицен-
зии на этот продукт, и от цены аппаратного обеспече-
ния. 

Оптимальная ценовая политика  
производителей аппаратного обеспечения  

и коммерческой операционной системы 

Задача, которая стоит перед производителем аппа-
ратного обеспечения, состоит в установлении такой его 
цены cI, которая обеспечит максимум прибыли 

 ( )π = − − =I I I I Iq c v f  (4.2.1) 

 ( ) = − − − → 
 

max 1 maxI
I I I

I

c
q c v f

C
. 

Аналогично, разработчик коммерческой операцион-
ной системы также стремится максимизировать свою при-
быль 

 ( )π = − − =W W W W Wq c v f  (4.2.2) 

 ( )+ = − − − → 
 

max 1 maxI W
W W W

I

c c
q c v f

C
. 

путем выбора оптимальной цены лицензии cW. 
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У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е  4.2.2. Оптимальная цена аппарат-
ного обеспечения, равная 

 ∗ +=
2

I I
I

C v
c  (4.2.3) 

обеспечивает его производителю максимальную прибыль 

 
( )∗ −

π = −
2

max 4
I I

I I
I

C v
q f

C
; (4.2.4) 

оптимальная цена лицензии на операционную систему 

 ∗ + −= 2

4
I W I

W

C v v
c  (4.2.5) 

обеспечивает ее разработчику максимальную прибыль 

 
( )∗ − −

π = −
2

max

2

16
I W I

W W
I

C v v
q f

C
; (4.2.6) 

при этом 

 
∗

∗

∂ = −
∂

1

2
W

I

c

c
, (4.2.7) 

а прибыль производителя аппаратного обеспечения пре-
вышает прибыль разработчика операционной системы 
тогда и только тогда, когда 

 ( )( )max 3 3 2 2 16 ( ).I I W I W I I I Wq C v v C v v C f f− − + − > −  (4.2.8) 

Доказательство. Условие максимума первого порядка в задаче 
(4.2.1) дает оптимальное значение цены аппаратного обеспечения 

 ∗π − + += ⇔ = ⇔ =max

2
0 0

2
I I I I I I

I
I I

d C c v C v
q c

dc C
. 

При этом (в соответствии с утверждением 4.2.1) производи-
тель аппаратного обеспечения устанавливает цену без оглядки на 
разработчика коммерческой операционной системы. 
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После того, как производитель аппаратного обеспечения уста-
новил цену на свой продукт, разработчик коммерческой операцион-
ной системы может принять решение о цене лицензии. Записав усло-
вие максимума первого порядка в задаче (4.2.2), получим функцию 
реакции  

 
∗

∗

= =

 ∂π + − −= ⇔ = ⇔ ∂  
max

const

2
0 0

I I

W I W I W

W Ic c

C v c c
q

c C
 

 
∗

∗ + −⇔ =
2

I W I
W

C v c
c . (4.2.9) 

Подставляя в функцию реакции уже известную цену аппа-

ратного обеспечения ∗
Ic , получаем формулу (4.2.5) 

Выражения для прибылей (4.2.4), (4.2.6) получаются простой 
подстановкой оптимальных цен в функции прибыли участников 
рынка. 

Дифференцируя в формуле (4.2.11) ∗
Wc  по ∗

Ic , получаем фор-

мулу (4.2.7). 
Далее, 

 
( ) ( )∗ ∗ − −−

π > π ⇔ − > − ⇔
22

max max

2

4 16
I W II I

I W I W
I I

C v vC v
q f q f

C C
 

 
( ) ( )− − − −

⇔ > ⇔
−

2 2

max

4 2
1

16 ( )
I I I W I

I I W

C v C v v
q

C f f
 

 ( )( )⇔ − − + − > −max 3 3 2 2 16 ( ).I I W I W I I I Wq C v v C v v C f f  

Утверждение полностью доказано. � 
Заметим, что согласно формуле (4.2.7) увеличение оп-

тимальной цены аппаратного обеспечения на 1 ден. ед. со-
провождается уменьшением оптимальной цены программ-
ного обеспечения только на 0,5 ден. ед., а условие (4.2.8) на 
практике не выполняяется ввиду чрезвычайно больших по-
стоянных издержек производителя аппаратного обеспече-
ния. 
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§ 4.3. МОДЕЛЬ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ДВУХ КОНКУРИРУЮЩИХ  
ПОСТАВЩИКОВ АППАРАТНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ  

С ПРОИЗВОДИТЕЛЯМИ КОММЕРЧЕСКОГО И НЕКОММЕРЧЕСКОГО  
ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

Перейдем к описанию модели взаимодействия двух 
конкурирующих поставщиков аппаратного обеспечения 
(Intel и AMD) с двумя конкурирующими поставщиками 
операционных систем (Microsoft и Linux). На сегодняшний 
день рынок серверов, новых рабочих станций, ноутбуков и 
нетбуков устроен именно таким образом. 

В дополнение к основным предположениям, сформу-
лированным в предыдущем параграфе, будем считать, что 
потребитель оценивает компьютер на базе процессора AMD 
ниже, чем компьютер на базе процессора Intel, но разница в 
потребительской ценности компьютеров на базе разных 
процессоров меньше, чем разница в потребительской цен-
ности компьютеров с разными операционными системами. 

Введем следующие дополнительные обозначения: 
CA — максимально возможная цена пер-

сонального компьютера с некоммер-
ческой операционной системой; 

CA + W — максимально возможная цена пер-
сонального компьютера с коммерче-
ской операционной системой 
(CI + W > CI ); 

cA — цена персонального компьютера на 
базе процессора AMD; 

qI + W — спрос на персональные компьютеры 
на базе процессора Intel с коммерче-
ской операционной системой; 

qI + L — спрос на персональные компьютеры 
на базе процессора Intel с некоммер-
ческой операционной системой; 

qA + W — спрос на персональные компьютеры 
на базе процессора AMD с коммер-
ческой операционной системой; 
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qA + L — спрос на персональные компьютеры 
на базе процессора AMD с неком-
мерческой операционной системой; 

qI = qI + W + qI + L — спрос на персональные компьютеры 
на базе процессора Intel; 

qA = qA + W + qA + L — спрос на персональные компьютеры 
на базе процессора AMD; 

fA — постоянные издержки производите-
ля персональных компьютеров на 
базе процессора AMD; 

vA — переменные издержки производи-
теля персональных компьютеров на 
базе процессора AMD; 

( )π = − −A A A A Aq c v f  — прибыль производителя персональ-

ных компьютеров на базе процессо-
ра AMD. 

Функции спроса на все продукты предполагаются 
линейными (рис. 4.3.1). 

Как видно из рис. 4.3.1—4.3.2, если Intel установит це-
ну персонального компьютера равной cI, AMD установит 
цену персонального компьютера равной cA, а Microsoft ус-
тановит цену лицензии на Windows в размере cW, то спрос 
на персональные компьютеры на базе процессоров Intel с 
операционной системой Windows составит 

 +
+ = − 

 
max 1 I W

I W
A

c c
q q

C
; 

спрос на персональные компьютеры на базе процессоров 
Intel с операционной системой Linux — 

 
( )

+

+ −+  = − − − =   
   

max
max max1 1 A W IA WI

I L
A A A

q c c cc cc
q q q

C C C
; 

спрос на персональные компьютеры на базе процессоров 
AMD с операционной системой Windows составит 

 
( )

+

−+ +   = − − − =   
   

max
max max1 1 I AA W I W

A W
A A A

q c cc c c c
q q q

C C C
; 
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Рис. 4.3.1. Функции спроса  
на компьютеры на базе процессоров Intel и AMD 

с операционными системами Windows и Linux 
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Рис. 4.3.2. Спрос на компьютеры  
на базе процессоров Intel и AMD 

с операционными системами Microsoft Windows и Linux 

 
спрос на персональные компьютеры на базе процессоров AMD 
с операционной системой Linux окажется точно таким же: 
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+
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Спрос на компьютеры на базе процессоров Intel со-
ставит при этом 
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спрос на компьютеры на базе процессоров AMD будет равен 
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спрос на операционную систему Windows — 

 
( )

+ +

−+ = + = − + = 
 

max
max 1 I AI W

W I W A W
A A

q c cc c
q q q q

C C
 

 
+ = − 

 
max 1 A W

A

c c
q

C
, 

спрос на операционную систему Linux — 

 
( ) ( )max max maxA W I I A W

L I L A L
A A A

q c c c q c c q c
q q q

C C C+ +

+ − −
= + = + = . 

Задачи максимизации прибыли производителей та-
ковы: 

 ( )π = − − =I I I I Ic v q f  

 
( )( )− − +

= − →max 2
maxI I A I A

I
A

q c v C c c
f

C
; 

 ( )π = − − =A A A A Ac v q f  

 
( )( )− −

= − →max2
maxI I I A

I
A

q c v c c
f

C
; 

 ( )W W W W Wc v q fπ = − − = 

 
( )( )− − −

= − →max maxW W A A W
W

A

q c v C c c
f

C
. 

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е  4.3.1. В данной модели конкуренции 
не существует равновесия в чистых стратегиях. 

Доказательство. Найдем функции реакции из условий макси-
мума первого порядка: 

 ( ) ( ) ( )+ + − ∂ ∂∂π = ⇔ =
∂ − ∂ ∂

2 /
0

4 /
A A I I A II

I A
I A I

C c c v c c
c c

c c c
; (4.3.1) 

 ( ) ( ) ( )
( )

−∂π = ⇔ = − −
∂ ∂ ∂

0 2
/

I A IA
A I I A I

A I A A

c c v
c c c c v

c c c c
; (4.3.2) 
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 ( ) ( ) ( )( )
( )

− + + ∂ ∂∂π = ⇔ =
∂ + ∂ ∂

1 /
0

2 /
A A W W A W WW

W A

W A W W

C c c v c c c
c c

c c c c
. (4.3.3) 

Поскольку производная 
( )I A

A

c c

c

∂
∂

 входит в знаменатель функ-

ции реакции AMD (4.3.2), на данном рынке не существует ситуации 
равновесия в чистых стратегиях, что и требовалось доказать. � 

При этом ведущими игроками являются производи-
тели аппаратного обеспечения (их функции реакции (4.3.1) 
и (4.3.2) не зависят от цены лицензии на коммерческую опе-
рационную систему). 

Если AMD ведет себя пассивно, не реагируя на изме-
нения цен на компьютеры на базе процессоров Intel, т. е.  

 0A

I

c

c

∂ =
∂

, 

то из формул (4.3.1)—(4.3.2) следует, что 
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При этом  
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и для увеличения прибыли корпорации Intel приходится 
снижать цену. Microsoft при этом, наоборот, увеличивает 
цену, но это приводит к тому, что прибыль AMD становится 
нулевой, и этот производитель уходит с рынка. Но в этом 
случае Microsoft снижает цену, а Intel увеличивает, и такой 
цикл повторяется снова и снова. 

РЕЗЮМЕ 

Если Microsoft и Intel являются производителями — 
монополистами, то для описания рынка информационных 
технологий с небольшой адаптацией подходит модель, 
предложенная еще А. Курно в 1838 г., в которой оптималь-
ная цена лицензии на операционную систему должна быть 
равна цене аппаратного обеспечения, а сумма прибыли и 
постоянных издержек у Microsoft и Intel совпадают. 

При этом в условиях совершенной конкуренции по-
ставщиков аппаратного обеспечения и монопольного поло-
жения Microsoft на рынке операционных систем спрос на 
персональные компьютеры сверхэластичен по цене опера-
ционной системы (даже с учетом доходов Microsoft от ком-
плементарных продуктов, например, от продажи лицензий 
на офисный пакет Microsoft Office). 

Отличие реальной ситуации от модели объясняется 
наличием конкуренции как на стороне аппаратного обеспе-
чения, так и на стороне программного обеспечения, а также 
сознательным занижением цены операционной системы 
Windows ее производителем. 

В модели взаимодействия двух конкурирующих по-
ставщиков операционных систем (Microsoft и Linux) с мо-
нопольным производителем аппаратного обеспечения 
(Intel) оптимальная цена аппаратного обеспечения при-
близительно в два раза выше оптимальной цены лицензии 
на операционную систему, а сумма прибыли и постоянных 
издержек у Microsoft примерно в четыре раза меньше, чем 
у Intel. 
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В модели взаимодействия двух конкурирующих по-
ставщиков аппаратного обеспечения (Intel и AMD) с двумя 
конкурирующими поставщиками операционных систем 
(Microsoft и Linux) не существует рыночного равновесия, и 
участники рынка должны постоянно изменять цены на свои 
продукты. 
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ГЛАВА 5. ИССЛЕДОВАНИЕ СЛУЧАЙНЫХ ФАКТОРОВ  
И ПРОСТРАНСТВЕННОЙ НЕОДНОРОДНОСТИ  
НА РЫНКЕ ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

§ 5.1. СТОХАСТИЧЕСКОЕ ОБОБЩЕНИЕ 
МОДЕЛИ ХАРРОДА — ДОМАРА 

Основные предположения 

Рассмотрим производство программного обеспечения 
как отрасль экономики. 

Будем считать, что в этой отрасли выполнены основ-
ные предположения модели, предложенной в 1939 г. 
Р. Харродом [210, 211] и независимо от него в 1946 г. Е. До-
маром [52, 53, 54]: 
•  отрасль замкнута; 
•  выпуск программного обеспечения измеряется в де-

нежном выражении, т. е. в отрасли производится один 
универсальный продукт, который может как потреб-
ляться, так и инвестироваться; 

•  фондоотдача γ , темп износа капитала µ  и норма на-
копления ρ  постоянны; 

•  лаг капиталовложений отсутствует; 
•  выпуск определяется линейной производственной 

функцией  интеллектуального капитала. 



122 

Состояние отрасли в момент времени t  определяется 
следующими показателями: 
•  валовым выпуском tX ; 

•  интеллектуальным капиталом tK ; 

•  инвестициями tI ; 

•  фондом непроизводственного потребления tC .  
Предположение линейной зависимости выпуска от 

капитала (с постоянной фондоотдачей γ ) дает 

 t tX K= γ .  

Поскольку норма накопления равна ρ , валовые инве-
стиции составляют 

 t tI X= ρ , 

а валовое потребление — 

 (1 )t tC X= − ρ . 

Модель Харрода — Домара с учетом 
случайных изменений темпа прироста капитала 

Рассмотрим следующее стохастическое обобщение 
модели Харрода — Домара, предложенное в работах [173, 
184] (2006 г.).  

Поскольку годовой износ капитала равен 

 tKµ , 

прирост капитала без учета случайных факторов составляет 

 t t tdK K dt I dt= −µ + , 

или 

 ( )t tdK K dt= ργ − µ .  (5.1.1) 

Учтем случайные факторы, добавив в уравнение 
(5.1.1) стохастическое слагаемое (считая, что случайно из-
менение т е м п а  п р и р о с т а  капитала):  
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 ( )t
t

t

dK
dt dW

K
= ργ − µ + σ . (5.1.2) 

Здесь  

tW  — с т а н д а р т н о е  б р о у н о в с к о е  д в и ж е н и е  
[221]; 
σ   — коэффициент изменчивости (волатильности) роста 
капитала.  

Исследование модели 

В утверждении 5.1.1 ([173], 2006 г.) определяется ре-
шение уравнения (5.1.2) и его числовые характеристики. 

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е  5.1.1. В отрасли разработки про-
граммного обеспечения, описываемой моделью Харрода — 
Домара с учетом влияния случайных факторов, интел-
лектуальный капитал описывается геометрическим бро-
уновским движением 

 
2( /2)

0 e tt W
tK K ρδ−µ−σ +σ= , (5.1.3) 

математическое ожидание которого экспоненциально 
растет как ( )

0 e tK ργ−µ , а дисперсия интеллектуального ка-

питала в зависимости от соотношения между скоростью 
роста отрасли ργ − µ и изменчивостью роста капитала σ  

может стремиться к конечному числу, бесконечности 
или нулю. 

Доказательство. Уравнение (5.1.2) определяет введеннное в 
1965 г. П. Самуэльсоном [153] г е о м е т р и ч е с к о е  (в терминологии 
Самуэльсона — э к о н о м и ч е с к о е) б р о у н о в с к о е  д в и ж е -
н и е  (5.1.3) как решение уравнений подобного вида (см. также [188, 
189, 221]). 

Математическое ожидание этого случайного процесса (см. 
[188, 189, 221]) равно 

 ( )
0 e t

tK K ργ−µ=M , 

а дисперсия 

 ( )22 2( )
0 e e 1t t

tK K ργ−µ σ= −D . 
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Значит, при 0ργ − µ >  

 ( )( )22 2( )
0lim lim e e 1t t

t
t t

K K ργ−µ σ

→∞ →∞
= − = +∞D , 

при 0ργ − µ =  и 0σ >  

 ( )( )22 2( )
0lim lim e e 1t t

t
t t

K K ργ−µ σ

→∞ →∞
= − = +∞D , 

а при 0ργ − µ <  

 ( )( ) ( )2 22 2( ) 2 2( /2)
0 0lim lim e e 1 lim et t t

t
t t t

K K Kργ−µ σ ργ−µ+σ

→∞ →∞ →∞
= − = =D  

 

2

2 2
0

2

, если 2( ),

, если 2( ),

0, если 2( ).

K

+∞ σ > µ − ργ
= σ = µ − ργ
 σ < µ − ργ

 

Утверждение доказано. � 

§ 5.2. СТОХАСТИЧЕСКОЕ ОБОБЩЕНИЕ МОДЕЛИ СОЛОУ 

Основные предположения 

Теперь рассмотрим следующее стохастическое обоб-
щение модели Солоу, представленное в работах [161, 176, 
180, 169, 187, 188, 189, 195] (2000—2003 гг.).  

Предположим, что отрасль разработки программного 
обеспечения удовлетворяет предположениям модели эконо-
мического роста, предложенной в 1956 г. Р. Солоу в работе 
[196]: 
•  отрасль является замкнутой односекторной экономи-

ческой системой, в которой производится один уни-
версальный продукт (денежное выражение доходов 
от производства программного обеспечения); 

•  этот универсальный продукт может как потреблять-
ся, так и инвестироваться; 
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•  темп прироста численности занятых ν , темп износа 
интеллектуального капитала µ  и норма накопления ρ  

постоянны; 
•  лаг капиталовложений отсутствует; 
•  выпуск определяется линейно-однородной неоклас-

сической производственной функцией  

 ( ),t t tX F K L= . 

Состояние отрасли в момент времени t  определяется 
следующими абсолютными показателями: 

tX  — валовый продукт; 

tK  — интеллектуальный капитал; 

tL  — численность разработчиков; 

tI  — инвестиции; 

tC  — фонд непроизводственного потребления. 

Модель Солоу с учетом 
случайных изменений темпа прироста капитала 

Как и в модели Солоу, динамику tL  будем описывать 
дифференциальным уравнением  

 t
t

dL
L

dt
= ν . (5.2.1) 

Решением этого уравнения является функция 

 0 e t
tL L ν= , 

где 0L  — численность занятых в начальный момент времени.  
В настоящее время отрасль программного обеспече-

ния развивается бурно, и экспоненциальное приближение 
роста численности занятых в отрасли представляется обос-
нованным. 

Численность занятых будем предполагать настолько 
большой, чтобы можно было пренебречь влиянием случай-
ных факторов на ее динамику. 



126 

В модели Солоу прирост капитала при отсутствии 
влияния случайных факторов описывается уравнением 

 1,t t

t t

dK L
F dt

K K

  
= −µ + ρ  

  
. (5.2.2) 

В отличие от динамики труда, динамика капитала 
может существенно зависеть от случайных факторов, ко-
торые мы учтем, добавив в уравнение (5.2.2) стохастическое 
слагаемое tdWσ : 

 1,t t
t

t t

dK L
F dt dW

K K

  
= −µ + ρ + σ  

  
. (5.2.3) 

Здесь  

tW  — стандартное броуновское движение; 
σ  — коэффициент изменчивости (волатильности) прирос-

та капитала.  
Стохастическое слагаемое tdWσ  в уравнении (5.2.3) 

характеризует влияние экзогенных случайных факторов 
(экономической конъюнктуры, производственной неопре-
деленности, научных открытий и др.) на динамику отрасли.  

При переходе в (5.2.3) к относительным показателям: 

•  фондовооруженности t
t

t

K
k

L
= ; 

•  средней производительности труда t
t

t

X
x

L
= ; 

•  удельным инвестициям на одного занятого t
t

t

I
i

L
= ; 

•  среднедушевому потреблению t
t

t

C
c

L
=  

можно записать, пользуясь формулой Ито, стохастическое 
дифференциальное уравнение для фондовооруженности 

 
1

( ) 1,t t t t t
t

dk k k F dt k dW
k

  = − µ + ν + ρ + σ  
  

 

или 

 ( )( ) ( ,1)t t t t tdk k F k dt k dW= − µ + ν + ρ + σ  — 
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поскольку производственная функция ( , )t tF K L  является 
линейно-однородной, а значит,  

 
1

1, ( ,1)t t
t

k F F k
k

  = 
 

. 

Введя обозначения  

 λ = µ + ν ,        ( ) ( ,1)t tf k F k= , 

получаем окончательно односекторную стохастическую 
динамическую модель отрасли разработки программного 
обеспечения: 

 

( )= −λ + ρ + σ

 =

 = = ρ = − ρ

0
0

0

( ) ,

,

( ), ( ), (1 ) ( ).

t t t t t

t t t t t t

dk k f k dt k dW

K
k

L

x f k i f k c f k

 (5.2.4) 

Исследование модели 

Исследуем случай, когда в качестве производствен-
ной функции выступает ф у н к ц и я  К о б б а  —  Д у г л а -
с а  

 1( , )F K L AK Lα −α= . 

При этом 

 ( )f k Akα= , 

и модель (5.2.4) принимает вид 

 

( )
0

0
0

,

, ,

, , (1 ) .

t t t t t

t t t t t t

dk k Ak dt k dW

K
k

L

x Ak i Ak c Ak

α

α α α

 = −λ + ρ + σ

 = λ = µ + ν

 = = ρ = − ρ

 (5.2.5) 

Введем вспомогательный случайный процесс  
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 1
t tu k −α= . (5.2.6) 

Л Е М М А  5.2.1. Случайный процесс tu , определяемый 

формулой (5.2.6), подчиняется стохастическому диффе-
ренциальному уравнению 

 ( )2(1 ) ( 0,5 ) (1 )t t t tdu A u dt u dW= − α ρ − λ + ασ + − α σ . (5.2.7) 

Доказательство. По формуле Ито 

 ( ) 1 2 2( 1)
(1 ) (1 )

2t t t t t t t t tdu k k Ak k k dt k k dW−α α −α− −αα α − = − α −λ + ρ + σ + σ − α = 
 

 

 1 2 1 11
( 1) (1 ) ( 1) (1 )

2t t t tk A k dt k dW−α −α −α = λ α − + − α ρ + α α − σ + σ − α = 
 

 

 ( )2(1 ) ( 0,5 ) (1 )t t tA u dt u dW= − α ρ − λ + ασ + − α σ , 

что и требовалось доказать. � 
Уравнения вида (5.2.7) рассматривались в задачах 

скорейшего обнаружения изменений в локальном сносе 
броуновского движения [222]. Следуя [222], получим реше-
ние (5.2.7). 

Пусть 

 
2(1 )( 0,5 0,5 ) (1 )

0 e tt W
tS S − −α λ+ σ+ ασ − −α σ=  — (5.2.8) 

г е о м е т р и ч е с к о е  б р о у н о в с к о е  д в и ж е н и е  (см., 
например, [221, 222]), являющееся решением стохастиче-
ского дифференциального уравнения 

 ( )2(1 )( 0,5 ) (1 )t t tdS S dt dW= − − α λ + ασ + σ − α .  

Л Е М М А  5.2.2. Решением стохастического диффе-
ренциального уравнения (5.2.7) является случайный про-
цесс 

 0

0

(1 )
t

t t

d
u S u A

Sτ

 τ= + − α ρ 
 

∫ , (5.2.9) 

где tS  определяется формулой (5.2.8).  
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Доказательство проводится непосредственным применением 
формулы Ито к случайному процессу (5.2.6). � 

Решение системы (5.2.5) предлагается в следующем 
утверждении ([180], 2000 г.).  

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е  5.2.1. Единственным (с точностью 
до стохастической неразличимости) решением задачи 
(5.2.5) является набор случайных процессов 

 

1

1
1
0

0

(1 )
t

t t

d
k S k A

S

−α
−α

τ

  τ= + − α ρ   
  

∫ ; (5.2.10) 

 
1

1
0

0

(1 )
t

t t

d
x A S k A

S

α
−α

−α

τ

  τ= + − α ρ   
  

∫ ; (5.2.11) 

 
1

1
0

0

(1 )
t

t t

d
i A S k A

S

α
−α

−α

τ

  τ= ρ + − α ρ   
  

∫ ; (5.2.12) 

 
1

1
0

0

(1 ) (1 )
t

t t

d
c A S k A

S

α
−α

−α

τ

  τ= − ρ + − α ρ   
  

∫ . (5.2.13) 

Доказательство. Последовательно применяя к случайному 
процессу tu  (5.2.6) леммы 5.2.1 и 5.2.2 и учитывая, что 1/(1 )

t tk u −α= , за-

ключаем, что фондовооруженность tk  при учете случайных факто-

ров описывается формулой (5.2.10), в которой tS  подчиняется фор-

муле (5.2.8) с неизвестным (пока) коэффициентом 0S . Единственность 

(с точностью до стохастической неразличимости) решения следует из 
выполнения для коэффициентов уравнения 

 ( )t t t t tdk k Ak dt k dWα= −λ + ρ + σ  

условий теоремы о существовании и единственности сильного реше-
ния стохастического дифференциального уравнения: 
•  у с л о в и я  Л и п ш и ц а  

 { }( ) ( ) : , :| |n R n n An x y u u nα∀ ∈ ∃ = λ + σ + ρ ∀ ∈ ∈ �ℕ ℝ  

 | | | | ( ) | |x Ax y Ay x y R n x yα α−λ + ρ + λ − ρ + σ − σ −� ; 
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•  у с л о в и я  л и н е й н о г о  р о с т а  

 | | | | (1) | |x x Ax x R xα∀ −λ + ρ + σ �  

(последнего — в силу того, что [0;1]α∈ ). 
Полагая в формуле (5.2.10) t = 0, замечаем, что 0 1S = , что пол-

ностью доказывает формулу (5.2.10).  
Справедливость формул (5.2.11)—(5.2.13) при этом непосред-

ственно следует из определений t tx Akα= , t ti Akα= ρ  и (1 )t tc Akα= − ρ . 

Таким образом, утверждение доказано. � 

Числовые характеристики 
показателей развития экономической системы 

В практических целях важнейшими характеристи-
ками показателей развития отрасли являются их м а т е -
м а т и ч е с к и е  о ж и д а н и я, характеризующие ожидае-
мые значения, и д и с п е р с и и, характеризующие меру 
разброса реальных значений вокруг математических ожи-
даний (т. е. риски).  

Л Е М М А  5.2.3. Математическое ожидание случайно-
го процесса tu , определяемого формулой (5.2.6), подчиняет-

ся задаче Коши 

 
( )( )2

1
0 0

(1 ) 0,5 ,

.

t
t

d u
u A

dt

u k −α

 = − − α λ + ασ − ρ

 =

M
M

M

 (5.2.14) 

Доказательство. Задача (5.2.14) непосредственно следует из 
уравнения (5.2.7) (лемма 5.2.1) при применении к этому уравнению 
оператора математического ожидания. � 

Л Е М М А  5.2.4. Математическое ожидание случайно-
го процесса tu , определяемого формулой (5.2.6), вычисляет-

ся как 

 
2(1 )( 0,5 )1

02 2
e

0,5 0,5
t

t

A Au k − −α λ+ ασ−αρ ρ = + − λ + ασ λ + ασ 
M . (5.2.15) 
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Доказательство. По лемме 5.2.3 tuM  подчиняется задаче Ко-

ши (5.2.14), решение которой (5.2.15) можно найти методом разделе-
ния переменных. � 

Утверждения 5.2.2 и 5.2.3 ([170, 171, 175], 2000—
2003 гг.) дают оценки соответственно математических ожи-
даний и дисперсий показателей развития отрасли, описы-
ваемой моделью (5.2.4).  

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е  5.2.2. При любой эластичности вы-
пуска по капиталу [0;1]α∈  справедливо неравенство 

  
2

1

1
1 (1 )( 0,5 )
02 2

e
0,5 0,5

t
t

A A
k k

−α−α − −α λ+ ασρ ρ  + −  λ + ασ λ + ασ  
M �  (5.2.16) 

для математического ожидания фондовооруженности.  
При любой эластичности выпуска по капиталу 

[0; 0,5]α∈  справедливы неравенства 

 txM �  (5.2.17) 

 
2 1

1 (1 )( 0,5 )
02 2

e
0,5 0,5

tA A
A k

α
−α−α − −α λ+ ασρ ρ  + −  λ + ασ λ + ασ  

� ; 

 tiM �  (5.2.18) 

 
2 1

1 (1 )( 0,5 )
02 2

e
0,5 0,5

tA A
A k

α
−α−α − −α λ+ ασρ ρ  ρ + −  λ + ασ λ + ασ  

� ; 

 tcM �  (5.2.19) 

 
2 1

1 (1 )( 0,5 )
02 2

(1 ) e
0,5 0,5

tA AA k

α
−α−α − −α λ+ ασρ ρ  − ρ + −  λ + ασ λ + ασ  

�  

для математических ожиданий производительности 
труда, удельных инвестиций и среднедушевого потребле-
ния, а при любом значении [0,5; 1]α∈  знаки в неравенствах 

(5.2.17)—(5.2.19) изменяются на противоположные.  
Доказательство. Пусть случайный процесс tu  определяется 

формулой (5.2.6). Тогда по лемме 5.2.2 tuM  определяется формулой (5.2.9).  
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Функция 

 
1

1( )g x x −α=   

является выпуклой вниз при 0x� , поскольку эластичность выпуска 
по капиталу (0;1)α∈ ; следовательно,  

 
22

1
2 2

( ) 1
0

(1 )

d g x
x

dx

α
−α+ α=

− α
� . 

Так как функция ( )g x  является выпуклой вниз при 0x� , а 
случайный процесс tu  принимает только неотрицательные значения, 

можно воспользоваться неравенством Йенсена ( ) ( )t tg u g uM M�  (см., 

например, [220]): 

 
1

1 ( ) ( )t t t tk u g u g u−α= = =M M M M�  

 
2

1

1
1 (1 )( 0,5 )
02 2

e .
0,5 0,5

tA A
k

−α
−α − −α λ+ ασρ ρ  = + −   λ + ασ λ + ασ  

 

Таким образом, доказана справедливость неравенства (5.2.16).  
Аналогичные рассуждения позволяют получить оценки 

(5.2.17)—(5.2.19) для математических ожиданий производительности 
труда, удельных инвестиций и среднедушевого потребления, так как 
функция  

 1x
α
−α  

выпукла вверх при [0; 0,5]α∈  и выпукла вниз при [0,5; 1]α∈ . � 

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е  5.2.3. При любых допустимых зна-
чениях параметров модели (5.2.4) дисперсии фондовоору-
женности, производительности труда, удельных инве-
стиций и среднедушевого потребления остаются поло-
жительными при t → ∞ .  

Доказательство. Пусть случайный процесс tu  определяется 

формулой (5.2.6). Рассмотрим случайный процесс ty , определяемый 

формулой 

 t t ty u u= −M .  

Очевидно,  

 ( )2 2
t t t tu u u y= − =D M M M .  
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Вычитая из уравнения (5.2.7) первое уравнение системы 
(5.2.14), умноженное на dt, получим 

 ( )( )2( ) (1 ) 0,5 (1 )t t t t t td u u u u dt u dW− = − − α λ + ασ − + − α σM M , 

или 

 ( )2(1 ) 0,5 (1 )t t t tdy y dt u dW= − − α λ + ασ + − α σ .  

Запишем с помощью формулы Ито уравнение для 2
ty : 

 ( )( )2 2 2 2 2 2( ) 2(1 ) 0,5 (1 ) 2(1 )t t t t t td y y u dt u y dW= − − α λ + ασ + − α σ + − α σ  

и применим к обеим частям этого уравнения оператор математиче-
ского ожидания: 

 ( )
2

2 2 2 2 2(1 ) 2 (1 )t
t t

d y
y u

dt
= − − α λ + ασ + − α σM

M M .  

Учитывая, что 2
t tu y=D M , а 2 2( )t t tu u u= +M D M , запишем: 

 ( )2 2 2 22(1 ) 0,5 (1 ) [ ( ) ]t
t t t

d u
u u u

dt
= − − α λ + ασ + − α σ +D

D D M , 

или 

 ( ) ( )22 2 2(1 ) 2 (2 1) (1 )t
t t

d u
u u

dt
= − − α λ + α − σ + − α σD

D M . (5.2.20) 

Пусть  

 1 2
02 2

, , (1 )( 0,5 )
0,5 0,5

A A
k −αρ ρβ = γ = − δ = − α λ + ασ

λ + ασ λ + ασ
,  

тогда по лемме 5.2.4 

 ( ) ( )22 2 2 2 2t t t
tu e e e−δ − δ −δ= β + γ = β + γ + βγM , 

и уравнение (5.2.20) можно переписать в виде 

 ( )2 2 2 2(1 ) 2 (2 1) (1 )t
t

d u
u

dt
= − − α λ + α − σ + − α σ β +D

D  

 2 2 2 2 2 2(1 ) 2(1 )t te e− δ −δ+ − α σ γ + − α σ βγ . 

Обозначим  
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 ( )2 2 2 2(1 ) 2 (2 1) , (1 ) ,ϕ = − α λ + α − σ ψ = − α σ β  

 2 2 2 2 2(1 ) , 2(1 )θ = − α σ γ ϑ = − α σ βγ, 

тогда последнее дифференциальное уравнение примет следующий 
вид: 

 2 t tt
t

d u
u e e

dt
− δ −δ= −ϕ + ψ + θ + ϑD

D . (5.2.21) 

Это — линейное неоднородное дифференциальное уравне-
ние первого порядка, поэтому его решение будем искать в 

виде 

 ( )e t
tu X t −ϕ=D . (5.2.22) 

Подставляя (5.2.22) в (5.2.21), находим, что 

 ( 2 ) ( )( ) e e e
2

t t tX t Cϕ ϕ− δ ϕ−δψ θ ϑ= + + +
ϕ ϕ − δ ϕ − δ

, 

откуда получаем общее решение уравнения (5.2.20): 

 2e e e
2

t t t
tu C− δ −δ −ϕθ ϑ ψ= + + +

ϕ − δ ϕ − δ ϕ
D . (5.2.23) 

Так как значение фондовооруженности в начальный момент 
известно точно, дисперсия 0u  равна нулю, поэтому можно найти зна-

чение постоянной C в формуле (5.2.23): 

 0 2 2
C u

θ ϑ ψ θ ϑ ψ= − − − = − − −
ϕ − δ ϕ − δ ϕ ϕ − δ ϕ − δ ϕ

D .  

Таким образом, 

 2e e e
2 2

t t tu
t

− δ −δ −ϕ θ ϑ ψ θ ϑ ψ= + + − + + ϕ − δ ϕ − δ ϕ ϕ − δ ϕ − δ ϕ 
D . (5.2.24) 

Два первых слагаемых в формуле (5.2.24), очевидно, стремят-
ся к нулю при t → +∞ , так как  

 ( )2(1 ) 0,5 0δ = − α λ + ασ >   

при всех допустимых значениях ,α λ  и σ . Третье слагаемое 
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 ( )( )
2 2 2

2 2

(1 )

2 (2 1) 0,5

Aψ − α ρ σ=
ϕ λ + α − σ λ + ασ

 

при любом разумном выборе нормы накопления ρ  остается конечным 
ненулевым числом.  

Последнее слагаемое при t → +∞  стремится к нулю, если 
0ϕ > , и неограниченно возрастает, если 0ϕ <  (при 0ϕ =  не существу-

ет при всех значениях t ).  
Исследуем возможные знаки коэффициента  

 ( )2(1 ) 2 (2 1)ϕ = − α λ + α − σ .  

При любом (0; 1)α∈  первый множитель 1− α  строго положи-

телен, поэтому 

 ( )
2

2 2

2

1, / 0,5,

sign sign 2 (2 1) 0, / 0,5,

1, / 0,5.

 α + λ σ >
ϕ = λ + α − σ = α + λ σ =
− α + λ σ <

 

Из этого следует, что при t → +∞  дисперсия случайного про-
цесса tu  остается конечным числом 

 ( )( )
2 2 2

2 2

(1 )
lim 0

2 (2 1) 0,5t

A
u u∞ ∞→∞

− α ρ σ= = >
λ + α − σ λ + ασ

D D  

при  

 
2

1

2

λα + >
σ

  

и неограниченно возрастает во всех остальных случаях.  
Поэтому дисперсии фондовооруженности, производительно-

сти труда, удельных инвестиций и среднедушевого потребления 
также остаются положительными при t → +∞ . Действительно, если 
бы дисперсия любого из этих показателей стремилась к нулю, то сам 
этот показатель стремился бы к неслучайной (детерминированной) 
функции, а поскольку каждый из них связан с tu  взаимно-

однозначным отображением, то и случайный процесс tu  стремился 

бы к детерминированной функции, следовательно, его дисперсия 
стремилась бы к нулю, а этого, как было показано, не происходит.  

Утверждение доказано. � 
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§ 5.3. СТОХАСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДИФФУЗИИ ИННОВАЦИЙ 

Модель диффузии инноваций с учетом 
случайных изменений темпа прироста капитала 

В работе [167] (2009 г.) проведен учет влияния слу-
чайных факторов в фундаментальной модели диффузии 
инноваций (1.3.4). 

Будем считать, что диффузия инноваций представ-
ляет собой решение tN N=  задачи Коши для стохастиче-
ского дифференциального уравнения 

 ( )( ) ( )t t t t tdN a bN M N dt M N dW= + − + σ −  (5.3.1) 

с начальным значением 0N . Здесь 

t — время; 

tW  — стандартное броуновское движение; 

tN  — объем распространения инновации к моменту t (оп-
ределяется обычно количеством проданных экземп-
ляров или количеством действующих потребителей 
инновационного продукта); 

M — емкость рынка; 
a — сила внешних воздействий на скорость адаптации; 
b — сила внутренних воздействий на скорость адапта-

ции; 
σ  — изменчивость (волатильность) рынка (случайное 

слагаемое ( )t tM N dWσ −  в правой части уравнения 
считается пропорциональным размеру tM N−  неох-
ваченной части рынка). 

Исследование модели 

Утверждение 5.3.1 ([168], 2009 г.) дает решение урав-
нения (5.3.1). 
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У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е  5.3.1. Единственным (с точностью 
до стохастической неразличимости) решением задачи 
(5.3.1) является случайный процесс 

 

0 0

1

1
t t

t

N M
d

S b
M N Sτ

= −
 τ− − 

∫ɶ
ɶ

, (5.3.2) 

где 

 ( )e ta bM t W
tS + +σ=ɶ  — 

геометрическое броуновское движение — решение задачи 
Коши для стохастического дифференциального уравнения 

 ( )( )2
t t tdS S a bM dt W= + + σ + σɶ ɶ  

с начальным значением 0 1S =ɶ . 
Доказательство. Определим случайный процесс 

 
1

t
t

u
M N

=
−

. 

По формуле Ито 

 ( )( )2
t t t tdu a bM u b dt u dW= + + σ − + σ . 

Это уравнение того же типа, что и уравнение (5.2.7), его реше-
ние 

 0

0

t

t t

d
u S u b

Sτ

 τ= − 
 

∫ɶ
ɶ

 

получается аналогично. 
При t = 0 

 0 0 0u S u= ɶ , 

откуда находим 0 1S =ɶ . 

Возвращаясь к исходному случайному процессу  

 
1

t
t

N M
u

= − , 
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получаем формулу (5.3.2). 
Поскольку условие Липшица и условие линейного роста вы-

полняются, данное решение является единственным.  
Утверждение доказано. � 

§ 5.4. ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 
РАСПРОСТРАНЕНИЕМ ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 
В ПРОСТРАНСТВЕННО-НЕОДНОРОДНОЙ ЭКОНОМИКЕ 

Распределенные системы 
в современной математической экономике 

Многие экономические системы являются р а с -
п р е д е л е н н ы м и, простейший пример распределенной 
экономической системы иллюстрируется м о д е л ь ю  
т р а н с п о р т н ы х  п о т о к о в  Б е к м а н а: 

 grad
| |

k
l=f

f
. 

В этой модели  
l(x, y) — цена товара, зависящая от географических коор-

динат места торговли; 
k — транспортный тариф; 
f — вектор, указывающий направление транспортно-

го потока, по которому движется данный товар 
(подробнее модель Бекмана описана в моногра-
фиях [9, 142]). 

Приведем еще несколько примеров распределенных 
экономических моделей. 

В  м о д е л и  Б л э к а  —  Ш о у л з а  ценообразова-
ния производных финансовых инструментов: 

 
2

2 2
2

( , ) ( , ) ( , )1
( , )

2
t t t

t t t

f t S f t S f t S
S S f t S

t S S

∂ ∂ ∂+ δ + σ = δ
∂ ∂ ∂
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St — случайный процесс геометрического броуновско-
го движения, описывающий динамику цены ос-
новного финансового инструмента; 

δ  — сила роста безрисковых процентов; 
σ  — волатильность цены основного финансового инст-

румента; 
f(t, St) — рациональная стоимость производного финансо-

вого инструмента (подробнее см. [125, 126, 127, 
188, 189, 221] и ссылки в этих книгах). 

В  о б о б щ е н н о й  м о д е л и  Т и л я  для резервов 
инновационной страховой компании, размещающей свои 
активы на рынке ценных бумаг: 

 
2

2 2
2

( , ) ( , ) ( , )1
( ) ( ) ( , )

2
t t t

t t x t t

V t S V t S V t S
S S p t V t S

t S S +
∂ ∂ ∂+ δ + σ = + µ + δ

∂ ∂ ∂
 

St — случайный процесс геометрического броуновско-
го движения, описывающий динамику цены ос-
новного финансового инструмента; 

δ  — безрисковая процентная ставка; 
σ  — волатильность цены основного финансового инст-

румента; 

x t+µ  — интенсивность смертности; 

p(t)  — плотность периодической премии; 
V(t, St)  — резерв для покрытия возникающих исков (под-

робнее см. [126]). 
В  м о д е л и  д и н а м и к и  г о с у д а р с т в е н н о г о  

д о л г а: 

 
2

2 2
2

( , ) ( , )1
( ) ( , ) 0

2
t t

t t t t

b t S b t S
S S b t S S

S S

∂ ∂σ + δ − µ − δ + =
∂ ∂

 

St — случайный процесс геометрического броуновско-
го движения, описывающий динамику сеньоража; 

δ  — безрисковая процентная ставка; 
σ  — волатильность сеньоража; 
µ  — норма купонной доходности по государственным 

облигациям (подробнее см. [157] и ссылки в этой 
книге). 
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В  м о д е л и  д и н а м и к и  р а с п р е д е л е н и я  
в л а с т и  в  о б щ е с т в е: 

 ( )( , ) ( , ) ( , )
, , ( , ), , , ( , )

p t x p t x p t x
t x p t x F t x p t x

t x x x

∂ ∂ ∂ ∂  = κ +  ∂ ∂ ∂ ∂  
 

x — место в иерархии: нуль соответствует минималь-
ным полномочиям, а единица максимальным; 

p(t, x)  — уровень фактически достигаемой власти; 
κ , F — некоторые функции (подробнее см. [152] и ссылки 

в этой монографии). 
В последнее время распределенные модели исполь-

зуются и при описании исторической динамики [109, 203]. 
В рассмотренных и многих других моделях естест-

венным образом возникают задачи о п т и м а л ь н о г о  
у п р а в л е н и я  такими экономическими и социальными 
системами: оптимизация прибыли торговой компании, ра-
ботающей в большом регионе; поиск рациональных цен 
производных финансовых инструментов; оптимизация ре-
зервов страховой компании; оптимальное управление госу-
дарственным долгом; оптимизация структуры власти. 

Принцип максимума Понтрягина 
в задачах оптимального управления 

В случае, когда ограничения на управляемый процесс 
задаются системой алгебраических уравнений и нера-
венств, решение оптимизационной задачи проводится ме-
тодами математического программирования, основанными 
на принципе оптимальности Лагранжа (см., например, 
[2, 24]). 

В 50-х гг. XX в. группа Л. С. Понтрягина обобщила 
принцип Лагранжа на случай ограничений, задаваемых 
системой обыкновенных дифференциальных уравнений: 
для задачи оптимального управления, в которой требуется 
найти о п т и м а л ь н о е  у п р а в л е н и е  u = u(t), т. е. такое 
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управление, которое доставляет м а к с и м у м  функциона-
лу 

 = →∫
1

0

( , , , ) max
t

t

J I t x y u dt  

при условии, что процесс y подчиняется у р а в н е н и ю  
д в и ж е н и я   

 = < <0 1( , , );
dy

f t y u t t t
dt

 

с  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м   

 0 0( ) ( ),y t y u=  

необходимые условия оптимальности задаются принципом 
максимума Понтрягина (который здесь записан для част-
ного случая, когда управление не зависит от ограничений): 

 0 10; ;
H

t t t
u

∂ = < <
∂

 

 0 1; ;
H dy

t t t
p dt

∂ = < <
∂

 

 0 1; ;
H dp

t t t
y dt

∂ = − < <
∂

 

 0 1( ) 0; ( ) 0.y t p t= =  

Принцип максимума подробно доказан в работах [24, 
33, 57, 140, 147]. 

А. Я. Дубовицкий и А. А. Милютин предложили об-
щую теорию оптимизации в произвольных пространствах, 
в том числе и когда ограничения задаются уравнениями в 
частных производных (подробнее см. [33, 57]), однако пред-
ложенный ими аппарат значительно сложнее аппарата 
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принципа максимума Понтрягина и не так прост в приклад-
ном применении. 

В настоящее время задачи оптимального управления 
распределенными системами на практике решаются чис-
ленно, причем, как правило, для каждой задачи разрабаты-
вается особый численный метод (см., например, [16, 24, 58]). 

В работах [164, 165, 177, 178, 179, 181, 182, 183] (2004—
2008 гг.) предлагается простой формализм, обобщающий 
принцип максимума Понтрягина на случай процессов, опи-
сываемых дифференциальными уравнениями в частных 
производных. 

Доказательство этого формализма представляет со-
бой обобщение доказательства классического принципа 
максимума Понтрягина, предложенного Л. И. Розоноэром 
[147]. 

Постановка задачи для уравнения 
в частных производных параболического типа 

Рассматривается следующая распределенная задача 
оптимального управления с ограничением в виде уравне-
ния в частных производных параболического типа. Пусть t 
и x — координаты (для определенности будем считать, что t 
имеет смысл временной координаты, а x — пространствен-
ной), и некоторый процесс y = y(t, x) = y(t, x; u) является 
решением следующей краевой задачи: 

 
2

2
2

( , , , )
y y

a f t x y u
t x

∂ ∂− =
∂ ∂

; (5.4.1) 

 0 1 0 1; ; { ( , )} ;t t t x x x u t x< < < < ∈Ω  

 0 0 0 1( , ) ( , ); ; { ( , )} ;y t x y x u x x x u t x= < < ∈Ω  (5.4.2) 

 0 0 0 1( , ) ( , ); ; { ( , )} ;y t x t u t t t u t x= ϕ < < ∈Ω  (5.4.3) 

 1 1 0 1( , ) ( , ); ; { ( , )} .y t x t u t t t u t x= ϕ < < ∈Ω  (5.4.4) 
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Пусть функция u = u(t, x) из некоторого множества 
кусочно-непрерывных функций   задает у п р а в л е н и е  
процессом y, и требуется найти о п т и м а л ь н о е  
у п р а в л е н и е  u = u(t, x), т. е. такое управление, которое 
доставляет м а к с и м у м  функционалу 

 = →∫ ∫
1 1

0 0

( , , , ) max
t x

t x

J I t x y u dxdt  

при условии, что процесс y подчиняется у р а в н е н и ю  
д в и ж е н и я  (5.4.1) с  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  (5.4.2) и  
г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  (5.4.3)—(5.4.4). 

Рассмотрим вначале частный случай, когда на управ-
ление не накладывается никаких ограничений. Введем 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й  о п е р а т о р  

 
2

2
2

a
t x

∂ ⋅ ∂ ⋅⋅ = −
∂ ∂

� , 

тогда рассматриваемую задачу можно записать в следую-
щем виде: 

 
1 1

0 0

{ ( , )}
max ( , , , )

t x

u t x
t x

I t x y u dxdt∫ ∫ ; (5.4.5) 

 0 1 0 1( , , , ); ; ;y f t x y u t t t x x x= < < < <�  (5.4.6) 

 0 0 0 1( , ) ( , ); ;y t x y x u x x x= < <  (5.4.7) 

 0 0 0 1( , ) ( , ); ;y t x t u t t t= ϕ < <  (5.4.8) 

 1 1 0 1( , ) ( , ); .y t x t u t t t= ϕ < <  (5.4.9) 
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Обобщенная функция Лагранжа 

Введем сопряженную переменную p = p(t, x), соот-
ветствующую ограничению (5.4.6), и запишем обобщенную 
функцию Лагранжа  

 ( ) ( ){ ( , )},{ ( , )} ; ( , , , )L u t x p t x J p f t x y u y= + −� , 

в которой скалярное произведение ( ; )⋅ ⋅  определяется как 

двойной интеграл по переменным t и x; при этом  

 ( ){ ( , )},{ ( , )}L u t x p t x =  (5.4.10) 

 ( )
1 1

0 0

( , , , ) ( , )( ( , , , ) ) .
t x

t x

I t x y u p t x f t x y u y dxdt= + −∫ ∫ �  

Седловой точкой обобщенной функции Лагранжа на-
зывается такая точка ({u*(t, x)}, {p*(t, x)}) пространства 
функций, что  

 ( ) ( ){ ( , )},{ ( , )} { ( , )},{ ( , )}L u t x p t x L u t x p t x∗ ∗ ∗
� � (5.4.11) 

 ( ){ ( , )},{ ( , )}L u t x p t x∗
�  

для всех {u(t, x)}, {p(t, x)}. 
Как и в статических задачах оптимизации, седловая 

точка определяет оптимальное решение задачи, как пока-
зывает утверждение 5.4.1 [179, 182] (2004—2005 гг.). 

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е  5.4.1. Седловая точка обобщенной 
функции Лагранжа (5.4.10) определяет решение распре-
деленной задачи оптимального управления (5.4.5)—(5.4.9). 

Доказательство. 1°. Из второго неравенства в (5.4.11) следует, 
что  

 ( ) ( ){ ( , )},{ ( , )} { ( , )},{ ( , )} 0L u t x p t x L u t x p t x∗ ∗ ∗− � , 

или 

 ( )
1 1

0 0

, , ( , ), ( , )
t x

t x

I t x y t x u t x∗ ∗


+



∫ ∫  
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 ( )
2

2
2

( , ) , , ( , ), ( , ) ( , )p t x f t x y t x u t x a y t x dxdt
t x

∗ ∗ ∗ ∗   ∂ ∂+ − − −   ∂ ∂  
 

 ( )
1 1

0 0

, , ( , ), ( , )
t x

t x

I t x y t x u t x∗ ∗


− +



∫ ∫  

 ( )
2

2
2

( , ) , , ( , ), ( , ) ( , ) 0p t x f t x y t x u t x a y t x dxdt
t x

∗ ∗ ∗   ∂ ∂+ − −    ∂ ∂  
� , 

откуда 

 ( )
1 1

0 0

( , ) ( , )
t x

t x

p t x p t x∗


− ×



∫ ∫  (5.4.12) 

 ( )
2

2
2

, , ( , ), ( , ) ( , ) 0f t x y t x u t x a y t x dxdt
t x

∗ ∗ ∗   ∂ ∂× − −    ∂ ∂  
�  

для всех кусочно-непрерывных функций {p(t, x)}. 
Предположим, что 

 ( )
2

2
2

, , ( , ), ( , ) ( , )f t x y t x u t x a y t x
t x

∗ ∗ ∗ ∂ ∂≠ − ∂ ∂ 
. (5.4.13) 

В этом случае можно найти такую кусочно-непрерывную 
функцию {p(t, x)}, чтобы интеграл в левой части (5.4.12) был положи-
телен, что противоречит неравенству (5.4.13). Поэтому если 

( ){ ( , )}; { ( , )}u t x p t x∗ ∗  — седловая точка функции Лагранжа, то  

 ( )
2

2
2

( , ) , , ( , ), ( , )a y t x f t x y t x u t x
t x

∗ ∗ ∗ ∂ ∂− = ∂ ∂ 
, (5.4.14) 

т. е. траектория {y*(t, x)}, соответствующая управлению {u*(t, x)}, 
удовлетворяет уравнению (5.4.6). 

2°. Первое из неравенств в (5.4.11) означает, что 

 ( ) ( )0 { ( , )},{ ( , )} { ( , )},{ ( , )}L u t x p t x L u t x p t x∗ ∗ ∗− =�  

 ( )
1 1

0 0

, , ( , ), ( , )
t x

t x

I t x y t x u t x∗ ∗


= +



∫ ∫  

 ( )
2

2
2

( , ) , , ( , ), ( , ) ( , )p t x f t x y t x u t x a y t x dxdt
t x

∗ ∗ ∗ ∗   ∂ ∂+ − − −   ∂ ∂  
 

 ( )
1 1

0 0

, , ( , ), ( , )
t x

t x

I t x y t x u t x


− +



∫ ∫  
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 ( )
2

2
2

( , ) , , ( , ), ( , ) ( , )p t x f t x y t x u t x a y t x dxdt
t x

∗   ∂ ∂+ − − =  ∂ ∂  
 

 ( ) ( ){ ( , )},{ ( , )} { ( , )},{ ( , )}J y t x u t x J y t x u t x∗ ∗= − + 

 ( )
1 1

0 0

2
2

2
( , ) , , ( , ), ( , ) ( , )

t x

t x

p t x f t x y t x u t x a y t x dxdt
t x

∗ ∗ ∗ ∗   ∂ ∂+ − − −    ∂ ∂   
∫ ∫  

 ( )
1 1

0 0

2
2

2
( , ) , , ( , ), ( , ) ( , )

t x

t x

p t x f t x y t x u t x a y t x dxdt
t x

∗   ∂ ∂− − −    ∂ ∂   
∫ ∫ . 

Отсюда 

 ( ) ( ){ ( , )},{ ( , )} { ( , )},{ ( , )}J y t x u t x J y t x u t x∗ ∗ −�  (5.4.15) 

 ( )
1 1

0 0

2
2

2
( , ) , , ( , ), ( , ) ( , )

t x

t x

p t x f t x y t x u t x a y t x dxdt
t x

∗ ∗ ∗ ∗   ∂ ∂− − − +    ∂ ∂   
∫ ∫  

 ( )
1 1

0 0

2
2

2
( , ) , , ( , ), ( , ) ( , )

t x

t x

p t x f t x y t x u t x a y t x dxdt
t x

∗   ∂ ∂+ − −    ∂ ∂   
∫ ∫ . 

Первый из интегралов в правой части (5.4.15) равен нулю в си-
лу (5.4.14). Второй интеграл в правой части (5.4.15) равен нулю для 
любой траектории {y(t, x)}, удовлетворяющей уравнению (5.4.6). 

Итак, для любой траектории {y(t, x)}, удовлетворяющей урав-
нению (5.4.6),  

 ( ) ( ){ ( , )},{ ( , )} { ( , )},{ ( , )}J y t x u t x J y t x u t x∗ ∗
� , 

т. е. управление {u*(t, x)} является оптимальным.  
Утверждение доказано. � 

Необходимые условия существования 
седловой точки обобщенной функции Лагранжа 

Функция 

 ( , , , , ) ( , , , ) ( , ) ( , , , )H t x y u p I t x y u p t x f t x y u= +  (5.4.16) 

называется гамильтонианом распределенной задачи оп-
тимального управления (5.4.5)—(5.4.9). 

Необходимые условия для существования седловой 
точки функции Лагранжа определяются утверждением 
5.4.2 [164, 178, 182] (2004—2005 гг.). 



147 

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е  5.4.2. Седловая точка обобщенной 
функции Лагранжа (5.4.10) удовлетворяет следующим не-
обходимым условиям: 

 0 1 0 10; ; ;
H

t t t x x x
u

∂ = < < < <
∂

 (5.4.17) 

 0 1 0 1; ; ;
H

y t t t x x x
p

∂ = < < < <
∂

�  

 0 1 0 1; ; ;
H

p t t t x x x
y

∗∂ = − < < < <
∂

�  

 0 1 0 1( , ) ( , ); ;p t x p t x x x x= < <  

 0 1 0 1( , ) ( , ); ;p t x p t x t t t= < <  

 
0 1

0 1;
x x x x

p p
t t t

x x= =

∂ ∂= < <
∂ ∂

, 

где  

 
2

2
2

a
t x

∗ ∂ ⋅ ∂ ⋅⋅ = +
∂ ∂

�  — (5.4.18) 

это дифференциальный оператор, с о п р я ж е н н ы й  
оператору ⋅� . 

Доказательство. 1°. Пусть мы перешли от функции {p(t, x)} к 
функции {p(t, x)} + { ( , )}p t x∆ . При этом функция Лагранжа (5.4.10) из-
менится на  

 
1 1

0 0

2
2

2
( , ) ( , , , )

t x

t x

L p t x f t x y u a y dxdt
t x

   ∂ ∂∆ = ∆ − −    ∂ ∂   
∫ ∫ . 

Необходимое условие первого порядка для существования 
максимума функции Лагранжа требует, чтобы 0L∆ = , для чего необ-
ходимо, чтобы  

 
2

2
2

( , , , )a y f t x y u
t x

 ∂ ∂− = ∂ ∂ 
, 

т. е. оптимальная траектория должна удовлетворять уравнению (5.4.6). 
2°. Теперь рассмотрим функцию Лагранжа (5.4.10): 
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 ( ) ( )
1 1

0 0

{ ( , )},{ ( , )} , , ( , ), ( , )
t x

t x

L u t x p t x I t x y t x u t x


= +



∫ ∫  (5.4.19) 

 ( )
2

2
2

( , ) , , ( , ), ( , ) ( , )p t x f t x y t x u t x a y t x dxdt
t x

  ∂ ∂+ − − =   ∂ ∂  
 

 ( ) ( )( )
1 1

0 0

, , ( , ), ( , ) ( , ) , , ( , ), ( , )
t x

t x

I t x y t x u t x p t x f t x y t x u t x dxdt= + −∫ ∫  
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( , ) ( , )
( , ) ( , )

t x t x

t x t x

y t x y t x
p t x dxdt a p t x dxdt

t x

∂ ∂− +
∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫ . 

Проинтегрируем по частям последние два слагаемых: 

 
1 1

0 0

( , )
( , )

t x

t x

y t x
p t x dxdt

t

∂ =
∂∫ ∫  (5.4.20) 
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1 1 1
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0 0 0

( , )
( , ) ( , ) ( , )

x t x
t

t t
x t x

p t x
p t x y t x dx y t x dxdt
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∂= −
∂∫ ∫ ∫ ; 

 
1 1

0 0

2
2

2

( , )
( , )

t x

t x

y t x
a p t x dxdt

x

∂ =
∂∫ ∫  (5.4.21) 

 
11 1 1

00 0 0

2 ( , ) ( , ) ( , )
( , )

xt t x

x xt t x

y t x p t x y t x
a p t x dt dxdt

x x x=

 ∂ ∂ ∂ = − =   ∂ ∂ ∂  
∫ ∫ ∫  

 
1 11 1

0 00 0

2 ( , ) ( , )
( , ) ( , )

x xt t
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y t x p t x
a p t x dt y t x dt

x x= =

 ∂ ∂   = − +     ∂ ∂   
∫ ∫  
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y t x dxdt

x

∂+ =∂ 
∫ ∫  

 
11 1 1

00 0 0

2
2

2

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

xt t x

x xt t x

y t x p t x p t x
a p t x y t x dt y t x dxdt

x x x=

 ∂ ∂ ∂ = − +   ∂ ∂ ∂  
∫ ∫ ∫ . 

Подставляя (5.4.20) и (5.4.21) в (5.4.19), получаем: 

 ( ){ ( , )},{ ( , )}L u t x p t x =  

 ( ) ( )( )
1 1

0 0
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x x =

∂ ∂ + − ∂ ∂ ∫ . 

С использованием определения гамильтониана (5.4.16) по-
следнее выражение можно переписать в виде 

 ( ) ( )
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0 0

{ ( , )},{ ( , )} , , ( , ), ( , ), ( , )
t x

t x

L u t x p t x H t x y t x u t x p t x dxdt= +∫ ∫  (5.4.22) 
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Переход от управления {u(t, x)} к управлению 
{u(t, x)} + { ( , )}u t x∆  приведет к переходу от траектории от {y(t, x)} к 
{y(t, x)} + { ( , )}p t x∆ , при этом, как следует из (5.4.22), функция Ла-
гранжа изменится на величину 
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x x =

∂∆ ∂ + − ∆ ∂ ∂ ∫ . 

Так как для существования максимума функции Лагранжа 
необходимо, чтобы приращение L∆  обращалось в нуль, имеем: 

 0 1 0 10; ; ;
H

t t t x x x
u

∂ = < < < <
∂
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0 1 0 12

( , ) ( , )
; ; ;

H p t x p t x
a t t t x x x

y t x

 ∂ ∂ ∂= − + < < < < ∂ ∂ ∂ 
 (5.4.23) 

 0 1 0 1( , ) ( , ); ;p t x p t x x x x= < <  

 0 1 0 1( , ) ( , ); ;p t x p t x t t t= < <  
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Учитывая, что из определения гамильтониана следует, что  

 ( , , , )
H

f t x y u
p

∂ =
∂

, 

уравнение (5.4.6), которое также является необходимым условием 
оптимальности, можно переписать в виде 

 0 1 0 1; ;
H

y t t t x x x
p

∂ = < < < <
∂

� . 

Наконец, определим сопряженный оператор формулой (5.4.18) 
и перепишем уравнение (5.4.23) в виде 

 0 1 0 1; ;
H

p t t t x x x
y

∗∂ = − < < < <
∂

� . 

Утверждение полностью доказано. � 
Замечание. В общем случае, когда на управление u наложено 

ограничение{ ( , )}u t x ∈Ω , условие (5.4.11) заменяется на такое: 

 0 1 0 1
{ ( , )}
max ( , , , , ); ; .

u t x
H t x y u p t t t x x x

∈Ω
< < < <  

Аналогичные утверждения справедливы и для дру-
гих типов уравнений в частных производных. 

Все рассуждения для уравнения г и п е р б о л и ч е -
с к о г о  т и п а  аналогичны приведенным, с той лишь раз-
ницей, что дифференциальный оператор уравнения 
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a
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� , 
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а сопряженный ему дифференциальный оператор 
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a
t x

∗ ∂ ⋅ ∂ ⋅⋅ = − +
∂ ∂

� . 

В случае уравнения э л л и п т и ч е с к о г о  т и п а  
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� . 

Модель распространения инноваций в условиях 
пространственной неоднородности экономики 

Под N(t, x) будем понимать количество лицензий на 
новшество (или иную интеллектуальную собственность), 
проданных к моменту t в точке x. 

Координата x введена в модель для учета простран-
ственной неоднородности экономики. Так, например, для 
экономики России характерны существенные различия 
между Федеральным центром и периферией как в техноло-
гических параметрах (интернет, телефония, компьютери-
зация и т. д.), так и в организационно-экономических (кон-
центрация в Центре существенной части финансовых ре-
сурсов, научных и образовательных учреждений и т. п.).  

Будем считать, что к начальному моменту времени 
t = 0 инновация прошла нулевой цикл (например, уже готов 
опытный образец продукта); это означает, что известно не-
которое начальное распределение  

 N0(x) = N(0, x).  (5.4.1) 

Предполагается, что изменение N(t, x) в точке x свя-
зано с диффузией, т. е. с распространением инновации ме-
жду соседними пространственными точками (описываемым 
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второй производной 2 2/N x∂ ∂ ), и с распространением инно-
вации в данной точке (такое распространение естественно 
описать функцией  

 ( )( )a bN M N+ − ,  

соответствующей относительно быстрому распростране-
нию инновации в данной точке на начальных этапах и по-
степенному замедлению ее распространения со временем). 
Такой феноменологический подход приводит к уравнению 

 ( )
2

2
2

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )
N N

g t x с a t x c b t x c N M N
t x

∂ ∂= + + −
∂ ∂

, (5.4.2) 

коэффициенты которого a, b и g зависят и от времени t, и от 
пространства x, и от цены c. 

В частности, если рассматривать модель с простран-
ственной неоднородностью, то коэффициенты a, b и g пред-
ставляют собой нелинейные и в общем случае разрывные 
(по пространственной координате) функции. 

Сформулируем задачу оптимального управления 
распространением инновации как задачу максимизации 
интегральной дисконтированной полезности дохода от 
проданных лицензий за время [0, T] по всему пространст-
ву: 

 ( )
+∞

−δ

−∞

→∫ ∫
0

( , ) ( , ) e max
T

tu с t x N t x dxdt , (5.4.3) 

где u(z) — функция полезности денег (например, можно 
взять u(z) = ln z), ( , )с t x  — норма дохода на одну лицензию 
(роялти), δ  — сила роста безрисковых процентов. 

Исследуемая модель (5.4.1)—(5.4.2) представляет со-
бой задачу Коши для уравнения теплопроводности с нели-
нейным (разрывным) коэффициентом диффузии и нели-
нейной (разрывной) функцией источника. 

Решение задачи оптимального управления процес-
сом, описываемым моделью (5.4.1)—(5.4.3), можно провести 
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с помощью обобщенного принципа максимума Понтрягина, 
сформулированного в утверждении 5.2.2. 

РЕЗЮМЕ 

Итак, в отрасли разработки программного обеспече-
ния, описываемой моделью Харрода — Домара с учетом 
случайных изменений темпа прироста капитала, не только 
экономический рост (когда 0ργ − µ > ) сопровождается бес-
конечным ростом дисперсии, но и экономический спад. 

Вместе с тем, возможна ситуация экономического 
спада, сопровождающаяся неограниченным ростом диспер-
сии, а также детерминированный экономический спад (с 
дисперсией, стремящейся к нулю). 

Если описывать динамику развития отрасли моделью 
Солоу с учетом случайных изменений темпа прироста ка-
питала, то в зависимости от соотношения между изменчи-
востью темпа прироста капитала, эластичности выпуска по 
капиталу и скорректированного темпа выбытия капитала, 
дисперсии показателей развития отрасли могут оставаться 
конечными положительными числами или неограниченно 
расти. 

Наконец, следует отметить, что решения детермини-
рованных аналогов всех трех построенных стохастических 
моделей завышены по сравнению с математическими ожи-
даниями случайных процессов, представляющих собой ре-
шения соответствующих стохастических моделей. 

Предложенное обобщение принципа максимума Пон-
трягина представляется удобным для аналитического ре-
шения большого числа задач оптимального управления 
распределенными процессами, в частности, для решения 
задачи оптимального управления распространением инно-
ваций в географически неоднородных экономических сис-
темах. 
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ОСНОВНЫЕ ВЫВОДЫ 

1. Рынок программного обеспечения представляет 
собой рынок знаний и существенно отличается от традици-
онных рынков, прежде всего, особыми свойствами продук-
тов — дискретностью, отсутствием редкости и наличием 
автора. Эти свойства лежат в основе несоответствия пове-
дения производителей программных продуктов целям сво-
ей деятельности: производители традиционных коммерче-
ских программных продуктов вынуждены изобличать рас-
пространителей и пользователей пиратских копий вместо 
того, чтобы заниматься исключительно п р о и з в о д с т -
в о м. На основе любого несоответствия можно построить 
инновацию, и такой инновацией на рынке программного 
обеспечения стали некоммерческие продукты — свободное 
программное обеспечение и программное обеспечение с от-
крытым кодом. 

 

2. Статистический анализ реальных данных проде-
монстрировал, что объем распространения некоммерческих 
программных продуктов с в е р х э л а с т и ч е н  по инвести-
циям: увеличение инвестиций в некоммерческий про-
граммный продукт на 1% ведет в среднем к увеличению ко-
личества инсталляций более чем на 1%! Кроме того, показа-
но, что современный рынок серверных операционных сис-
тем является площадкой серьезной конкуренции коммер-
ческого продукта Microsoft Windows и некоммерческого 
продукта Linux, оба из которых занимают приблизительно 
по 40% рынка. При этом более низкая стоимость владения 
некоммерческим продуктом, чем аналогичным коммерче-
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ским, а также меньшее количество дефектов и более высо-
кая скорость реакции на сообщения пользователей о най-
денных ошибках не ведут автоматически к полному отказу 
пользователей от использования коммерческих продуктов. 

 

3. Построенные простейшие статические модели 
демонстрируют, что, во-первых, потребителям выгоднее 
конкуренция коммерческого и некоммерческого производи-
телей, чем конкуренция двух производителей, оба из кото-
рых максимизируют свою прибыль; во-вторых, производи-
телю коммерческого программного обеспечения также 
предпочтительнее конкурировать с некоммерческим про-
изводителем, чем с участником рынка, максимизирующим 
прибыль; в-третьих, вне зависимости от склонности произ-
водителей и пользователей программного обеспечения к 
риску рациональный пользователь только в половине слу-
чаев предпочтет приобрести лицензионное программное 
обеспечение, а рациональный производитель никогда не 
будет инициировать проверок легальности использования 
его продукта пользователями. Полученные результаты 
свидетельствуют о несовершенстве подхода производителя 
к коммерциализации разработанного им программного 
обеспечения на основе продажи лицензий. 

 

4. Построенная динамическая модель смешанной 
дуополии производителей коммерческого и некоммерческо-
го программных продуктов позволила проанализировать 
механизм конкуренции на примере рынка серверных опе-
рационных систем. Оказалось, что если рассматривать ры-
нок без пиратства и считать переменные издержки произ-
водителя коммерческого продукта нулевыми, то в таких 
условиях коммерческий и некоммерческий продукты сосу-
ществуют на рынке только в том случае, когда увеличение 
числа пользователей некоммерческого продукта больше 
усиливает его бренд, чем ослабляет бренд его коммерческо-
го конкурента; если же это не так, то коммерческий про-
дукт полностью вытесняет некоммерческий продукт с рын-
ка. При этом при отсутствии теневого рынка нелегальных 
копий программного обеспечения и в условиях нулевых пе-
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ременных издержек коммерческого производителя послед-
ний ни при каких условиях не может быть вытеснен с рын-
ка некоммерческим конкурентом. 

 

5. И цена, и мгновенный объем продаж, и мгновен-
ная прибыль коммерческого производителя в смешанной 
дуополии меньше, чем если бы конкурирующего некоммер-
ческого продукта на рынке не было, причем этот факт не 
зависит ни от каких свойств рынка и конкурирующих на 
нем продуктов. 

 

6. Распространение пиратских копий коммерческо-
го программного продукта в небольших объемах только 
стимулирует увеличение доли коммерческого продукта на 
рынке, но начиная с определенной доли пиратство вынуж-
дает производителя покинуть рынок. Другой возможной 
причиной ухода производителя коммерческого продукта с 
рынка являются издержки по обеспечению технической 
поддержки. 

 

7. Рынок, на котором Microsoft и Intel являются 
производителями — монополистами, описывается моделью, 
предложенной в 1838 г. А. Курно. В этой модели оптималь-
ная цена лицензии на операционную систему должна быть 
равна цене аппаратного обеспечения, сумма прибыли и по-
стоянных издержек у Microsoft и Intel совпадают, а спрос 
на персональные компьютеры сверхэластичен по цене опе-
рационной системы (даже с учетом доходов Microsoft от 
продажи комплементарных продуктов). 

 

8. Построенная модель взаимодействия двух кон-
курирующих поставщиков операционных систем (Microsoft 
и Linux) с монопольным производителем аппаратного обес-
печения (Intel) позволила заключить, что в таких условиях 
оптимальная цена аппаратного обеспечения приблизитель-
но в два раза выше оптимальной цены лицензии на опера-
ционную систему, а сумма прибыли и постоянных издержек 
у Microsoft примерно в четыре раза меньше, чем у Intel. 
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9. Разработанная модель взаимодействия двух кон-
курирующих поставщиков аппаратного обеспечения (Intel и 
AMD) с двумя конкурирующими поставщиками операцион-
ных систем (Microsoft и Linux) продемонстрировала отсут-
ствие рыночного равновесия в чистых стратегиях и необхо-
димость постоянной динамической коррекции цен участни-
ками рынка. 

 

10. Исследование построенных стохастических ана-
логов известных детерминированных моделей экономиче-
ских систем, выбранных для описания развития отрасли 
разработки программного обеспечения, показало, что в од-
них случаях дисперсии показателей развития отрасли мо-
гут оставаться конечными, в других — неограниченно расти 
со временем. Это означает принципиальное существование 
таких условий, в которых инновационные риски ограниче-
ны самой их природой, и таких условий, где инновационные 
риски не ограничены сверху. При этом решения детерми-
нированных аналогов трех построенных стохастических 
моделей завышены по сравнению с математическими ожи-
даниями случайных процессов — решений соответствую-
щих стохастических моделей. 

 

11. Для учета территориальных различий — как в 
технологических параметрах, так и в организационно-
экономических — модели распространения инноваций тре-
буют учета пространственной неоднородности. Поставлен 
класс задач оптимального управления распространением 
инноваций с учетом пространственной неоднородности эко-
номики и построен математический аппарат, позволяющий 
исследовать подобные распределенные экономические сис-
темы методами теории оптимального управления. Предло-
женное обобщение принципа максимума Понтрягина пред-
ставляется удобным формализмом для аналитического ре-
шения большого числа задач оптимального управления 
распределенными процессами, возникающих как в эконо-
мике и финансах, так в физике и технике. 
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