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▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s∗

❏❛♠❡s ▼✉rr❛②

❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s
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❆❜str❛❝t

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❡①❛♠✐♥❡s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❥✉❞❣♠❡♥t s❤♦❝❦s ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r str✉❝✲

t✉r❛❧ s❤♦❝❦s ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ♣♦st✲✇❛r ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ◆❡✇

❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳ ❆❣❡♥ts ❢♦r♠ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❣❛✐♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♥ ❛✉❣✲

♠❡♥t t❤❡s❡ ❢♦r❡❝❛sts ✇✐t❤ ❥✉❞❣♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ❥✉❞❣♠❡♥ts ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ r❡❛❝t✐♦♥

t♦ ❝✉rr❡♥t ♥❡✇s st♦r✐❡s ♦r ♣♦❧✐❝② ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥ts t❤❛t ✇♦✉❧❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣❡♦♣❧❡✬s ❡①♣❡❝✲

t❛t✐♦♥s✳ ■ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡s❡ ❥✉❞❣♠❡♥ts ❜❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s✱ ❜✉t ❥✉❞❣♠❡♥t ✐ts❡❧❢ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ✐ts

♦✇♥ st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s✳ ■ ❡st✐♠❛t❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡s❡

s❤♦❝❦s ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚♦ ❛✐❞ ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥❛❧ s❤♦❝❦s

❢r♦♠ ♦t❤❡r str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s ■ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞❛t❛ ♦♥ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❢♦r❡❝❛sts ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❞❛t❛

♦♥ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✱ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✳ ■ ✜♥❞ ❥✉❞❣♠❡♥t ✐s ❧❛r❣❡❧② ♥♦t ✐♥❢♦r♠❡❞ ❜②

♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s❀ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❥✉❞❣♠❡♥t ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ✐ts

♦✇♥ st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s✳ ■♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐❧❧✉str❛t❡

❤♦✇ s❤♦❝❦s t♦ ❥✉❞❣♠❡♥t ❞❡st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ❥✉❞❣♠❡♥t✱ ❛❞❞✲❢❛❝t♦rs✱ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✳

❏❊▲ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❈✶✸✱ ❊✸✶✱ ❊✺✵✳

∗■ ❛♠ t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ ▼✐❝❤❛❡❧ P❧❛♥t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♦❢ t❤❡ ▼✐❞✇❡st ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✷✵✶✶ ❆♥♥✉❛❧
♠❡❡t✐♥❣ ❢♦r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡♥ts✳ ❆❧❧ ❡rr♦rs ❛r❡ ♠② ♦✇♥✳

†▼❛✐❧✐♥❣ ❛❞❞r❡ss✿ ✶✼✷✺ ❙t❛t❡ ❙t✳✱ ▲❛ ❈r♦ss❡✱ ❲■ ✺✹✻✵✶✳ ❊✲♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss ✿ ♠✉rr❛②✳❥❛♠❡❅✉✇❧❛①✳❡❞✉✳ P❤♦♥❡
♥✉♠❜❡r ✿ ✭✻✵✽✮✹✵✻✲✹✵✻✽✳



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✶

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❘❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞

st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡

♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛❦❡s s♦❧✈✐♥❣✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝

♠♦❞❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ t♦♦❧s ✭❛❧❜❡✐t✱ st✐❧❧ r❛t❤❡r s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞✮✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧

r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ r❛t❤❡r ❡①✲

tr❡♠❡✳ ▲❡❛st sq✉❛r❡s ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❛ t②♣❡ ♦❢ ♥♦♥✲r❛t✐♦♥❛❧✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛tt❡♠♣ts

t♦ ✉s❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s t♦

✉♥❞❡rst❛♥❞ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❡♥ts ❣❛t❤❡r ♣❛st

❞❛t❛ ❛♥❞ ✉s❡ s✐♠♣❧❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s t✐♠❡ s❡r✐❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❢♦r♠ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡

♦✉t❝♦♠❡s ❜❡❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✭❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡ st❛t✐st✐❝❛❧

❡①❡r❝✐s❡✮✳

❖♥❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s t❤❛t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s

♦❢ ♣❛st ❞❛t❛ t❤❛t ❛r❡ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋♦r✇❛r❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s

♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ❣✉✐❞❡❞ ❜② r❡❧❡✈❛♥t ❝✉rr❡♥t ❡✈❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ♠❛❞❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❡✈✐✲

❞❡♥t ✐♥ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❡✈❡♥ts ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣❛ss✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❧❛✇✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧

❞✐s❛st❡r✱ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ♣❛tt❡r♥s✱ ♦r ♥❡✇s

♦❢ ❛ r❡❝❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❥✉st t♦ ♥❛♠❡ ❛ ❢❡✇✳ ❆s s♦♦♥ ❛s s✉❝❤ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ♠❛❞❡

❦♥♦✇♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❞✐❛✱ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❞♦ ✇❡❧❧ t♦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❤❛♥❣❡

t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛r❣✉❡ t❤❛t r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s

❝❛♣t✉r❡s t❤✐s r❡❛❧✐st✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t✳ ❚②♣✐✲

❝❛❧❧② ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ st♦❝❤❛st✐❝ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❉❙●❊✮ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱

t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❝✉rr❡♥t st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❜❡❢♦r❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡✳ ❲❡ ❝❛♥

✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r t❤❡s❡ st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s ❛s ♣r❡❝✐s❡❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ❛❜♦✈❡

❡✈❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠②✳

■t ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ❝✉rr❡♥t ❡✈❡♥ts ❛r❡ ♠✐s✐♥t❡r♣r❡t❡❞✱ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♠♣❛❝t ✐s

♠✐s❥✉❞❣❡❞✱ ♦r t❤❛t ❥✉❞❣♠❡♥t ✐s ♦t❤❡r✇✐s❡ ♠✐s✐♥❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❝t✉❛❧ ❡✈❡♥ts✳ ❖♥❡

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❡①❛❣❣❡r❛t❡❞ ♥❡✇s st♦r② ✐♥ r❡❝❡♥t ❯✳❙✳ ❤✐st♦r② ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ❨✷❑ ❝♦♠♣✉t❡r



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✷

❜✉❣ ✇✐❞❡❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡ ✶✾✾✵s✳ ❚❤❡ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✶✱ ✷✵✵✶✱ t❡rr♦r✐st ❛tt❛❝❦s ♠❛② ❜❡

❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✈❡r② r❡❛❧ ❡✈❡♥t✱ ❜✉t ✇❤♦s❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s✉❝❤ ♠✐s✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ ♥❡✇s ♦❢

t❤✐s t②♣❡✳

❏✉❞❣♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇s t❤❛t ✐s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ♦r ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ q✉❛♥t✐❢②

♠❛② t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡♥❡✜t ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✱ ❜❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧✱ ♦r ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❛ ❝♦♠❜✐✲

♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤✳ ■ ❡①❛♠✐♥❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ st♦❝❤❛st✐❝ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r❡❝❛sts ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞

❜② ❥✉❞❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❢♦r❡❝❛sts ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✱

✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❢✉♥❞s r❛t❡✱ ❞❛t❛ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❢♦r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳ ■❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s

✇❡r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ❤❛❞ ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✉s❡ ❝✉rr❡♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢

str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s ✐♥ ❢♦r♠✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❥✉❞❣♠❡♥t✱ ✈❛❧✲

✉❡s ❢♦r str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦r ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❜✉t ❥✉❞❣♠❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡✇s ❛♥❞

❝✉rr❡♥t ❡✈❡♥ts ♠❛② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❏✉❞❣♠❡♥t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦

✐ts ♦✇♥ st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r s❤♦❝❦s ❛♥❞ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s

st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❥✉❞❣♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ ✉s✐♥❣

❥✉❞❣♠❡♥t❀ s❤♦❝❦s t❤❛t ❛r❡ ✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ❛✛❡❝t ❛❣❡♥ts ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s

❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡s✲

t✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ❥✉❞❣♠❡♥t ❤❛s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣♦st✲✇❛r ❯✳❙✳

♠♦♥❡t❛r② ❡❝♦♥♦♠②✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤✐s ❥✉❞❣♠❡♥t ✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ✭t❤❛t ✐s✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝✉r✲

r❡♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s✮ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐s ❞✐sr✉♣t✐✈❡ ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ str✉❝t✉r❛❧

s❤♦❝❦s✮✳ ■ ❢✉rt❤❡r ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❥✉❞❣♠❡♥t s❤♦❝❦s ❤❛✈❡ ❤❛❞ ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢

✐♥✢❛t✐♦♥✱ ♦✉t♣✉t✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ✐♥ ❯✳❙✳ ❤✐st♦r②✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s✉♣♣❧②✱ ❞❡♠❛♥❞✱

❛♥❞ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦s✳

❇❡❢♦r❡ ♠♦✈✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞✱ ✐t ✐s ♣r✉❞❡♥t t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡r♠s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❛t

■ ❣✐✈❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛♥✐♥❣s t♦✱ ♣❡r❤❛♣s ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t❧② t❤❛♥ ♦t❤❡r ♣❛♣❡rs ✐♥

t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✸

❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✿ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛❣❡♥ts ❛❝t✉❛❧❧② ❡①♣❡❝t ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡

t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❣❡♥ts✬ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢♦r❡❝❛st ❛♥❞ t❤❡✐r ❥✉❞❣♠❡♥t✳ ❲❤❡♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦

t❤❡ ❞❛t❛✱ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ t♦ ♠❡❞✐❛♥ r❡s♣♦♥s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❙✉r✈❡② ♦❢ Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧

❋♦r❡❝❛st❡rs✳

❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢♦r❡❝❛st ✿ ❛ ❢♦r❡❝❛st ❢♦r ❛ ❢✉t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞s

❛♥❞ ♣❛st ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✱ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❢✉♥❞s r❛t❡✳

❏✉❞❣♠❡♥t ✿ s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❛❞❞✲❢❛❝t♦rs✑ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✐s ❛❞❞❡❞

t♦ ❛❣❡♥ts✬ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢♦r❡❝❛sts t♦ r❡✢❡❝t t❤❡✐r ❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❤❛t ✐s t♦ ❝♦♠❡✳

❏✉❞❣♠❡♥t ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s ❛♥❞ ❥✉❞❣♠❡♥t s❤♦❝❦s✳

❙tr✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s ♦r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s❤♦❝❦s✿ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥

♠♦❞❡❧✿ ❛ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ s❤♦❝❦✱ ❛ ❝♦st s❤♦❝❦✱ ❛♥❞ ❛ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦✳ ❈✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡s

♦❢ str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s ❛✛❡❝t ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ❜✉t t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥

❛❣❡♥ts✬ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢♦r❡❝❛sts✳ ❚❤❡② ♠❛②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❥✉❞❣♠❡♥t✳

❏✉❞❣♠❡♥t s❤♦❝❦s ✿ st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s t♦ ❥✉❞❣♠❡♥t t❤❛t ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧

s❤♦❝❦s✳

✷ ❘❡❧❛t❡❞ ▲✐t❡r❛t✉r❡

❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ t♦ ♠♦♥❡t❛r② ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❛❞❧② ♣✉t ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t✲

❡❣♦r✐❡s✿ ✶✮ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦ t❤❛t ❡①❛♠✐♥❡s st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✉♥❞❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✈❡rs✉s r❛✲

t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✷✮ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ t❤❛t ❡①❛♠✐♥❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✐♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ❜r❛♥❝❤

❡①♣❧♦r❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t②✱ ♦r ❊✲st❛❜✐❧✐t②✱ ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❛t ✐s ❊✲st❛❜❧❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦

t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s

s♦❧✉t✐♦♥✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♣❛♣❡rs ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s✱ ❜✉t ✐♥❝❧✉❞❡ ❇✉❧❧❛r❞ ❛♥❞ ▼✐tr❛ ✭✷✵✵✷✮

❛♥❞ ✭✷✵✵✼✮✱ ❊✈❛♥s ❛♥❞ ❍♦♥❦❛♣♦❤❥❛ ✭✷✵✵✸❛✮ ❛♥❞ ✭✷✵✵✸❜✮✱ ❛♥❞ Pr❡st♦♥ ✭✷✵✵✺✮✱ ❥✉st t♦ ♥❛♠❡

❛ ❢❡✇✳ ❚❤❡s❡ ♣❛♣❡rs ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❢♦r ❊✲st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✹

❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ t❤❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥❛❝② ✭t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤❡♥

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧✮❀ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞

✈♦❧❛t✐❧❡ ✐❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② str❛②s ❢r♦♠ t❤❡s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✳

❙✉❝❤ ❝♦♥❝❡r♥s ❤❛✈❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s ✇❤❡t❤❡r

❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❡ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②

tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♠♦❞❡❧s✳ ❖r♣❤❛♥✐❞❡s ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✺❜✮ ✉s❡ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞

♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❧❡❛r♥✐♥❣ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t tr❛♥s✐❡♥t ✐♥✢❛t✐♦♥ s❤♦❝❦s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✏✐♥✢❛t✐♦♥

s❝❛r❡s✑✱ ♣r♦❧♦♥❣❡❞ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❤✐❣❤ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❞✐♥❣s ❧✐❦❡ t❤❡s❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❛♥

❡①♣❧❛✐♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳ ▼✐❧❛♥✐ ✭✷✵✵✼✮ ✜♥❞s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤✐s ✇✐t❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞

◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❍❡ ✜♥❞s ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥

❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❝♦♠♠♦♥ ✏♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✑ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ s✉❝❤ ❛s ❤❛❜✐t

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❛✉❣♠❡♥t❡❞ t♦ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s

♠♦❞❡❧s✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✏●r❡❛t ■♥✢❛t✐♦♥✑

❛♥❞ ✏●r❡❛t ▼♦❞❡r❛t✐♦♥✑✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ r✉♥✲✉♣ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐♥ t❤❡

✶✾✼✵s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦❞❡r❛t❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ❧♦✇ ✐♥✢❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✶✾✽✹✳

❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ♣❛♣❡rs ✐♥❝❧✉❞❡ ❖r♣❤❛♥✐❞❡s ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✵✺❛✮✱ Pr✐♠✐❝❡r✐ ✭✷✵✵✻✮✱ ❇✉❧❧❛r❞

❛♥❞ ❊✉s❡♣✐ ✭✷✵✵✺✮✱ ❛♥❞ ❇✉❧❧❛r❞ ❛♥❞ ❙✐♥❣❤ ✭✷✵✵✼✮✳

Pr❡❝❡❞✐♥❣ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧✐tt❧❡ ✇♦r❦ ❤❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❥✉❞❣♠❡♥t

♦♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❘❡✐❢s❝❤♥❡✐❞❡r✱ ❙t♦❝❦t♦♥✱ ❛♥❞ ❲✐❧❝♦① ✭✶✾✾✼✮ ❛♥❞ ❙✈❡♥ss♦♥ ✭✷✵✵✺✮ ❞❡♠♦♥✲

str❛t❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ ❥✉❞❣♠❡♥t ❢♦r ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦❡rs ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

❇✉❧❧❛r❞✱ ❊✈❛♥s✱ ❛♥❞ ❍♦♥❦❛♣♦❤❥❛ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ✭✷✵✶✵✮ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❥✉❞❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞ t❤❛t ✐s

♣✉r❡❧② ❞✐sr✉♣t✐✈❡ ✭❥✉❞❣♠❡♥ts ❞❡♣❡♥❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s✮ ✐♥t♦ s✐♠♣❧❡ ♠♦♥❡t❛r② ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❥✉❞❣♠❡♥t

❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ✏❡①✉❜❡r❛♥❝❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✑✱ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ s❡❧❢✲❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥ts

❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♦t❤❡r✇✐s❡ ❧♦❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❛♥❞✴♦r ❊✲st❛❜❧❡✳ ❚❤❡② ❣♦ ♦♥ t♦

s✉❣❣❡st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② t♦ ♣r❡✈❡♥t s✉❝❤ ✉♥st❛❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s✳

❚❤❡s❡ ♣❛♣❡rs ❜② ❇✉❧❧❛r❞✱ ❊✈❛♥s✱ ❛♥❞ ❍♦♥❦❛♣♦❤❥❛ ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ ✜rst ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣

❧✐t❡r❛t✉r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✿ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❞ ❜②



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✺

❥✉❞❣♠❡♥t ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ✜rst ❛tt❡♠♣t

t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ ✐ss✉❡ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜r❛♥❝❤✿ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❥✉❞❣♠❡♥t ✇✐t❤ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❛♥

❡①♣❧❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s❡❡♥ ✐♥ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ♣♦st✲✇❛r ❯♥✐t❡❞

❙t❛t❡s✳

✸ ▼♦❞❡❧

▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❥✉❞❣♠❡♥t ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱

❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t ❣r❡❛t ❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ t♦

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r♦❧❡s st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s ♣❧❛② ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s✳✶ ■♥ t❤✐s

s❡❝t✐♦♥ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❞

✇✐t❤ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❥✉❞❣♠❡♥t✳✷

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ s❡❝t♦rs t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ♣r♦❞✉❝❡r ❜❡❤❛✈✲

✐♦r ✉♥❞❡r ✐♠♣❡r❢❡❝t❧② ✢❡①✐❜❧❡ ♣r✐❝❡s✱ ❛♥❞ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❝♦♥s✉♠❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛st

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✱ ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ ❢✉t✉r❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✐♥✢❛t✐♦♥✳

Pr♦❞✉❝❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✏P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡✑ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ t❤❛t

❛r✐s❡s ❢r♦♠ ✜r♠✬s ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✇❤❡♥ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ♣r✐❝✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧

s❡❝t♦r ✐s ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✱ ✇❤✐❝❤ ■ ❛ss✉♠❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❚❛②❧♦r r✉❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧

❜❛♥❦ s❡ts ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✇❤✐❝❤ r❡s♣♦♥❞s t♦ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ ❢✉t✉r❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐♥✲

✢❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❥♦✐♥t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ✭t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ●❉P ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ●❉P✮✱ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st

r❛t❡✳

✶◆♦t❛❜❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ ■r❡❧❛♥❞ ✭✷✵✵✹❛✮ ❛♥❞ ✭✷✵✵✹❜✮✱ ◆❛s♦♥ ❛♥❞ ❙♠✐t❤
✭✷✵✵✺✮✱ ❛♥❞ ❙♠❡ts ❛♥❞ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✸✮✱ ✭✷✵✵✺✮✱ ❛♥❞ ✭✷✵✵✼✮✱ ❥✉st t♦ ♥❛♠❡ ❛ ❢❡✇✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞
❉❙●❊ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡ ▼✐❧❛♥✐ ✭✷✵✵✼✮✱ ❙❧♦❜♦❞②❛♥ ❛♥❞ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ✭✷✵✵✽✮✳

✷❚❤✐s ✐s ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥t♦ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ▼❛r❝❡t ❛♥❞ ❙❛r❣❡♥t ✭✶✾✽✾✮ ♣♦✐♥t ♦✉t ❛♥❞ Pr❡st♦♥ ✭✷✵✵✺✮ ❢✉rt❤❡r ❞❡♠♦♥str❛t❡s✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s
♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s
♦♣❡r❛t♦r ❞♦❡s ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ✐t❡r❛t❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ❛ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✻

✸✳✶ ❈♦♥s✉♠❡rs

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r t②♣❡s ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞ ♣r♦❞✉❝❡rs✱

❡❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥s✉♠❡r t②♣❡ ❤❛s ❛ s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡ ♦❢ ❧❛❜♦r s❦✐❧❧ t❤❛t ❝❛♥

♦♥❧② ❜❡ ❤✐r❡❞ ❜② ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞ ✜r♠✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ♠❛♥②

❝♦♥s✉♠❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡ s♦ t❤❛t ♥♦ ❝♦♥s✉♠❡r ❤❛s ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ♦✈❡r t❤❡✐r ✇❛❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs ✐♥ ❡❛❝❤ t②♣❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t

❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r t②♣❡s✳ ❉✐✛❡r❡♥t

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ✜r♠s ♠❛② ♣❛② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛❣❡s✱ s♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r

❡❛❝❤ ❝♦♥s✉♠❡r t②♣❡✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t

❛ss❡t ♠❛r❦❡t s♦ ❞❡s♣✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ ❛❧❧ ❝♦♥s✉♠❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

❊❛❝❤ ❝♦♥s✉♠❡r ♦❢ t②♣❡ i ∈ (0, 1) ❝❤♦♦s❡s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ct✱ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✱ nt(i)✱ ❛♥❞ ♣✉r✲

❝❤❛s❡s ♦❢ r❡❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞s✱ bt(i)✱ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✉t✐❧✐t②✱

E0

∞
∑

t=0

βt





1

1− 1

σ

ξt (ct − ηct−1)
1−

1

σ −
1

1 + 1

µ

nt(i)
1+

1

µ



 , ✭✶✮

s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✱

ct + bt(i) =
1 + rt−1

1 + πt
bt−1(i) +

wt(i)

pt
nt(i) + Πt − τt. ✭✷✮

✇❤❡r❡ ξt ✐s ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦❝❦✱ wt(i)/pt ✐s t❤❡ r❡❛❧ ✇❛❣❡ ♣❛✐❞ t♦ t②♣❡ i ❧❛❜♦r❀ Πt ✐s

t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣r♦✜ts ❝♦♥s✉♠❡rs ❡❛r♥ ❜② ♦✇♥✐♥❣ st♦❝❦ ✐♥ ✜r♠s✱ ❛♥❞ τt ✐s t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢

❧✉♠♣ s✉♠ t❛①❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱

❞❡♥♦t❡❞ ❜② σ ∈ (0,∞)❀ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② µ ∈ (0,∞)❀ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡

♦❢ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② η ∈ [0, 1)✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣r❡❛t❡r

t❤❛♥ ③❡r♦✱ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡✐r ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡✈❡❧ ♦❢

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❍❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦✉t♣✉t✱



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✼

✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧s✳✸

▲♦❣✲❧✐♥❡❛r✐③✐♥❣ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ❊✉❧❡r

❡q✉❛t✐♦♥✱

λ̂t = Etλ̂t+1 + r̂t − Etπt+1, ✭✸✮

✇❤❡r❡ λ̂t ✐s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♦♥

t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✭✷✮✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ r❡❛❧ ✐♥✲

❝♦♠❡✳ ❆ ❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r♦♠ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡✳✹ ❯t✐❧✐t②

♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❝♦♠❡✱

λ̂t =
1

(1− βη)(1− η)

[

βησEtĉt+1 − σ(1 + βη2)ĉt + σηĉt−1

]

+
(

ξ̂t − βηEtξ̂t+1

)

. ✭✹✮

❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❝♦♠❡✱ ✭✹✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✭✸✮✱ ♠❛❦❡ ✉♣ t❤❡ ■❙ s❡❝t♦r ♦❢

t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✸✳✷ Pr♦❞✉❝❡rs

❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧❞ ✐♥ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛r❦❡t

❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

yt =
[
∫

1

0

yt(i)
θ−1

θ di
]

θ
θ−1

, ✭✺✮

✇❤❡r❡ yt ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞✱ yt(i) ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞ i✱ ❛♥❞

θ ∈ (1,∞) ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ Pr♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡

✸❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙♠❡ts ❛♥❞ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✺✮ ✜♥❞ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t②✳ ❋✉r✲
t❤❡r♠♦r❡✱ ❋✉❤r❡r ✭✷✵✵✵✮ ✜♥❞s t❤❛t ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ✏❤✉♠♣✲s❤❛♣❡❞✑ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝♦♠♠♦♥❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❯✳❙✳ ❛♥❞ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❞❛t❛✳ ▼✐❧❛♥✐ ✭✷✵✵✼✮ ✜♥❞s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❣r❡❡
♦❢ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♦♥❧② ✉♥❞❡r r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❣❛✐♥
❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❤❡ ✜♥❞s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✳

✹❆ ❤❛t ✐s ♦♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ πt ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦
③❡r♦ ✇❤❡♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r s✉♣♣❧② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✽

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞✱

yt(i) =

[

pt(i)

pt

]

−θ

yt, ✭✻✮

✇❤❡r❡ pt(i) ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞ i ❛♥❞ pt ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞✳ ❙✉❜st✐✲

t✉t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡

✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s✱

pt =
[
∫

1

0

pt(i)
1−θdi

]

1

1−θ

. ✭✼✮

❊❛❝❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞ ✐s s♦❧❞ ✐♥ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ yt(i) = ztnt(i)✱ ✇❤❡r❡ zt ✐s ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

s❤♦❝❦✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ✜r♠s✬ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r ❧❛❜♦r ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞

❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✱

ψ̂t =
1

µ
ŷt − λ̂t −

(

1

µ
+ 1

)

ẑt. ✭✽✮

❋✐r♠✬s ♣r✐❝✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❈❛❧✈♦ ✭✶✾✽✸✮ ♣r✐❝✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛

❝♦♥st❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡✲♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡✐r ♣r✐❝❡ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ✜r♠s

t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡✲♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡✐r ♣r✐❝❡ ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢

✜r♠s✬ ♣r✐❝❡s ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦r ❤✐st♦r②✳ ■ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✜r♠s ✇❤♦ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦

r❡✲♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡✐r ♣r✐❝❡ ❞♦ ❛❞❥✉st t❤❡✐r ♣r✐❝❡ ❜② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥✱ γ ∈ [0, 1)✱ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞✬s

✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❆ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♥

✐♥✢❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥

♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙♠❡ts ❛♥❞ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✸✮✱ ✭✷✵✵✺✮✱ ✭✷✵✵✼✮✱ ❛♥❞ ▼✐❧❛♥✐ ✭✷✵✵✼✮✮✳

▲❡t ω ∈ (0, 1) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ r❡✲♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡✐r ♣r✐❝❡s

❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ✜r♠s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ωT ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ✜r♠

✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡✲♦♣t✐♠✐③❡ ✐ts ♣r✐❝❡ ❢♦r T ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣❡r✐♦❞s✳ ❆ ✜r♠ ✇❤♦ ✐s ❛❜❧❡ t♦

r❡✲♦♣t✐♠✐③❡ ❝❤♦♦s❡s ✐ts ♣r✐❝❡ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✾

♣r♦✜ts ❡❛r♥❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜r♠ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ r❡✲♦♣t✐♠✐③❡ ✐ts ♣r✐❝❡ ❛❣❛✐♥✿

Et

∞
∑

T=0

(ωβ)T
λt+T

λt

{(

pt(i)π
∗

t+T

pt+T

)

yt+T (i)−Ψ [yt+T (i)]

}

, ✭✾✮

✇❤❡r❡ Ψ [yt+T (i)] ✐s t❤❡ r❡❛❧ t♦t❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ yt+T (i) ✉♥✐ts✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

❞❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r ❧❛❜♦r✱ ❛♥❞ π∗

t+T ≡
∏T

j=1(1+γπt+j−1) ✐s ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜r♠✬s ♣r✐❝❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦

❛❞❥✉st ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r

pt(i) ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r P❤✐❧❧✐♣s

❡q✉❛t✐♦♥✱✺

πt =
1

1 + βγ

[

γπt−1 + βEtπt+1 +
µ(1− ω)(1− ωβ)

ω(µ+ θ)
ψ̂t

]

. ✭✶✵✮

✸✳✸ ❋✉❧❧② ❋❧❡①✐❜❧❡ Pr✐❝❡s

❚❤❡ ■❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ P❤✐❧❧✐♣s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡

♦✉t❝♦♠❡ ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ✢❡①✐❜❧❡ ♣r✐❝❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ t♦ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t

❣❛♣✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ●❉P ❢r♦♠ r❡❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ●❉P✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡

❈♦♥❣r❡ss✐♦♥❛❧ ❇✉❞❣❡t ❖✣❝❡✳

▲❡t ỹt = ŷt − ŷft ❛♥❞ λ̃t = λ̂t − λ̂ft ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❛♥❞

♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡✐r ❢✉❧❧② ✢❡①✐❜❧❡ ♣r✐❝❡ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛ s✉♣❡rs❝r✐♣t f ❞❡♥♦t❡s t❤❡

♦✉t❝♦♠❡ ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ✢❡①✐❜❧❡ ♣r✐❝❡s✳ ❯♥❞❡r ✢❡①✐❜❧❡ ♣r✐❝❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✭✸✮✱

❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❝♦♠❡✱ ✭✹✮✱ st✐❧❧ ❤♦❧❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❣♦♦❞s

♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦✉t♣✉t ✐♠♣❧✐❡s✱

λ̃t = Etλ̃t+1 + r̂t − Etπt+1 − rnt , ✭✶✶✮

λ̃t =
1

(1− βη)(1− η)

[

βησEtỹt+1 − σ(1 + βη2)ỹt + σηỹt−1

]

, ✭✶✷✮

✇❤❡r❡ rnt ✐s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❢r♦♠ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡✳ ❚❤❡

✏♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✑ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ✢❡①✐❜❧❡ ♣r✐❝❡s✳ ■

✺■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②
❛ss✉♠❡s t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✶✵

s✉♣♣♦s❡ t❤❛t rnt ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣r♦❝❡ss✱

rnt = ρnr
n
t−1 + ǫn,t, ✭✶✸✮

✇❤❡r❡ ǫn,t ✐s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❤♦❝❦✳

❲❤❡♥ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❢✉❧❧② ✢❡①✐❜❧❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ✜r♠s ✇✐❧❧ ❛❧❧

❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐❝❡ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧✇❛②s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❯♥❞❡r ❢✉❧❧② ✢❡①✐❜❧❡ ♣r✐❝❡s✱

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮ ✐♠♣❧✐❡s✱

ψ̂f
t =

1

µ
ŷft − λ̂ft −

(

1

µ
+ 1

)

ẑt = 0.

❖♥❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ẑt ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t❡ ✐t ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛r❣✐♥❛❧

❝♦st✱ ✭✽✮✳ P❧✉❣❣✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✱

πt =
1

1 + βγ

[

γπt−1 + βEtπt+1 +
(1− ω)(1− ωβ)

ω(µ+ θ)
(ỹt − µλ̃t)

]

.

❲❤✐❧❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡ ✐s ♥♦t s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦✱ ✇❤❡♥ ❡st✐✲

♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❤❛✈❡ ❛ s❤♦❝❦ ❤❡r❡ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝

s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡ ✐s ❛♠❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦st s❤♦❝❦ s♦ t❤❡ ❢♦r♠ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②✱

πt =
1

1 + βγ

[

γπt−1 + βEtπt+1 + κ(ỹt − µλ̃t) + ut
]

, ✭✶✹✮

✇❤❡r❡ κ ✐s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ut ✐s t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❝♦st

s❤♦❝❦ t❤❛t ❡✈♦❧✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✱

ut = ρuut−1 + ǫu,t, ✭✶✺✮

✇❤❡r❡ ǫu,t ✐s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❤♦❝❦✳



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✶✶

✸✳✹ ▼♦♥❡t❛r② P♦❧✐❝②

❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❜② ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ■ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ❛✉t❤♦r✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❚❛②❧♦r ✭✶✾✾✸✮ t②♣❡ r✉❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡

✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s s❡t ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

❢♦r ✐♥t❡r❡st r❛t❡ s♠♦♦t❤✐♥❣✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✱

r̂t = ρrr̂t−1 + (1− ρr) (ψπEtπt+1 + ψyEtỹt+1) + ǫr,t ✭✶✻✮

✇❤❡r❡ ρr ∈ [0, 1) ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ψπ ∈ (0,∞) ✐s t❤❡

❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② r❡s♣♦♥❞s t♦ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ ❢✉t✉r❡ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ψy ∈ (0,∞)

✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② r❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✱ ❛♥❞ ǫr,t ✐s ❛♥

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ③❡r♦

❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② σ2
r ✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦❧✐❝② r✉❧❡s ♠❛② r❡♣❧❛❝❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t ♦r ❧❛❣❣❡❞

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ▼❝❈❛❧❧✉♠ ✭✶✾✾✼✮ ❛r❣✉❡s t❤❛t ❛ ♣♦❧✐❝② r✉❧❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❝✉rr❡♥t

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡♣✐❝t ❛❝t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

t♦ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦s ✇❤❡♥ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡✱ s✐♥❝❡ ✐t t❛❦❡s ❛❜♦✉t ❛ ❢✉❧❧ q✉❛rt❡r

t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ♦♥ r❡❛❧ ●❉P ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❍❡ ❛r❣✉❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②

r✉❧❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥st❡❛❞ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛st ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❚❛②❧♦r r✉❧❡ ✐♥ ✭✶✻✮ ✐s s✉❜❥❡❝t

t♦ t❤✐s ❝r✐t✐❝✐s♠ ✉♥❞❡r r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❝✉rr❡♥t

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ s❤♦❝❦s✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♦♥❧② ♣❛st ❞❛t❛✳

✸✳✺ ❈♦♠♣❧❡t❡ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐♥❡❛r ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✏■❙ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✑✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥

❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✮ ❛♥❞ ✭✶✷✮❀ t❤❡ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❚❛②❧♦r r✉❧❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✶✻✮✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ✭ỹt✮✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢

✐♥❝♦♠❡ ❣❛♣ ✭λ̃t✮✱ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ✭πt✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✭r̂t✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s♦ ❢❛r ✐s s✉❜❥❡❝t



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✶✷

t♦ t❤r❡❡ str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s✿ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ s❤♦❝❦✱ t❤❡ ❝♦st ♣✉s❤ s❤♦❝❦✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r②

♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦✳

✹ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥s

✹✳✶ ▲❡❛r♥✐♥❣

❚❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✿

Ω0xt = Ω1xt−1 + Ω2x
e
t+1 + Ω2x

e
t+2 +Ψzt, ✭✶✼✮

zt = Azt−1 + ǫt ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ xet+1 ❤❛s r❡♣❧❛❝❡❞ Etxt+1 t♦ ❞❡♥♦t❡ ♣♦ss✐❜❧② ♥♦♥✲r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s❀ xt

✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❣✐✈❡♥ ❜② xt = [ỹt πt r̂t]
′✱ ❛♥❞ zt ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ str✉❝t✉r❛❧

s❤♦❝❦s✱ ❣✐✈❡♥ ❜② zt = [rnt ut ǫr,t]
′✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ λ̃t ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✶✷✮ ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✮ ❛♥❞ ✭✶✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣❡r✐♦❞ ❛❤❡❛❞

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✱ Etỹt+2✱ ✐♥ t❤❡ ■❙ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

✭▼❙❱✮ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱

Etxt+1 = Gxt +HEtzt+1, ✭✶✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s G ❛♥❞ H ❛r❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❆❣❡♥ts t❤❛t ❧❡❛r♥ ❞♦

♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❣♦✈❡r♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❜✉t ❞♦ ✉s❡ t❤✐s r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ❛s t❤❡✐r

❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❆❣❡♥ts✬ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ts ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ ♦♥❧② t♦ ♣❛st ❞❛t❛ ♦♥ xt✱ s♦ t❤❡②

❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦❧❧❡❝t ❞❛t❛ ♦♥ ♣❛st str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♠❛tr✐① H✳

■♥ ♣❡r✐♦❞ t ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛ss❡♠❜❧❡ ❞❛t❛ s❡ts ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ ♣❡r✐♦❞ t − 1✳ ❆t t❤✐s

♣♦✐♥t t❤❡ ❛❣❡♥ts ❡st✐♠❛t❡ G ✉s✐♥❣ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♠❛❦❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝

❢♦r❡❝❛sts ❢♦r ❢✉t✉r❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✶✸

t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✮✱ ♦r ✐♥ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✮✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♦r ✢❡①✐❜❧❡

♣r✐❝❡ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✐t ✐s r❡❛❧✐st✐❝ t♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❣❡♥ts ❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡

❛ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✮✳ ▲❡t Ĝ∗

t ❞❡♥♦t❡ ❛❣❡♥ts✬ t✐♠❡ t ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s

♦❢ ♠❛tr✐① G ❛♥❞ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ s♦ t❤❛t Ĝ∗

t = [ĝt Ĝt]✱ ✇❤❡r❡ ĝt ✐s t❤❡ t✐♠❡ t

❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠✳

■❢ ❛❣❡♥ts ✉s❡ ♦r❞✐♥❛r② ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭❖▲❙✮✱ t❤❡♥✱

(

Ĝ∗

t

)

′

=

(

1

t− 1

t−1
∑

τ=1

x∗τ−1x
∗

τ−1

′

)−1 (

1

t− 1

t−1
∑

τ=1

x∗τ−1x
′

τ

)

, ✭✷✵✮

✇❤❡r❡ x∗
′

t = [1 x′t] ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✿

Ĝ∗

t = Ĝ∗

t−1 + gt(xt−1 − Ĝ∗

t−1x
∗

t−2)x
∗

t−2

′R−1

t , ✭✷✶✮

Rt = Rt−1 + gt(x
∗

t−2x
∗

t−2

′ −Rt−1), ✭✷✷✮

✇❤❡r❡ gt = 1/(t− 1) ✐s t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❣❛✐♥✳✻ ❚❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠ s❤♦✇s ♣r❡❝✐s❡❧② ❤♦✇ ❡①♣❡❝t❛✲

t✐♦♥s ❛r❡ ❛❞❛♣t✐✈❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✮ ✐s t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❢♦r❡❝❛st

❡rr♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡st✐♠❛t❡ Ĝ∗

t−1✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥ts ❛❞❥✉st t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s ❢♦r❡❝❛st ❡rr♦r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❝❛♣t✉r❡❞

❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ♠❛tr✐① Rt✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❣❛✐♥✱ gt✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r ✐s t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣

❣❛✐♥✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❧❛t❡st ❢♦r❡❝❛st ❡rr♦r✳ ❲❤❡♥ ❛❣❡♥ts ✉s❡ ❖▲❙✱ gt

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦ ❛s t✐♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥✜♥✐t②✳ ❯♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t ❣❛✐♥ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ gt r❡♠❛✐♥s ❛t

s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❧❡✈❡❧✱ g✱ s♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ♥❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❛✛❡❝t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐s

❛❧✇❛②s t❤❡ s❛♠❡✳

❆❣❡♥ts ✉s❡ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ G t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝

✻❚♦ s❤♦✇ t❤✐s✱ ❧❡t Rt =
1

t−1

∑t−1

τ=1
x∗
τ−1x

∗′

τ−1 ❛♥❞
(

Ĝ∗
t

)′

= R−1
t

(

1

t−1

∑t−1

τ=1
x∗
τ−2x

′
τ−1

)

✳



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✶✹

❢♦r❡❝❛sts✱

E∗

t xt+1 = ĝt + ĜtE
∗

t xt = (I + Ĝt)ĝt + Ĝ2

txt−1,

E∗

t xt+2 = ĝt + ĜtE
∗

t xt+1 =
[

I + Ĝt(I + Ĝt)
]

ĝt + Ĝ3

txt−1,

✭✷✸✮

✇❤❡r❡ E∗

t ❞❡♥♦t❡s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢♦r❡❝❛st✳

✹✳✷ ❏✉❞❣♠❡♥t

❆❣❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❝♦❧❧❡❝t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s✱ zt✱ ✐♥ t❤❡✐r ❢♦r❡❝❛sts✳✼ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ❝✉rr❡♥t ❡✈❡♥ts ♠❛② r❡✈❡❛❧ s♦♠❡ ♥♦✐s② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡✲

❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❥✉❞❣♠❡♥t ✇❤❡♥ ❢♦r♠✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❡✈❡♥ts ♠❛② ❜❡ t❤❡

❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✱ ♥❛t✉r❛❧ ❞✐s❛st❡rs✱ ♦♥s❡t ♦❢ ✇❛r ♦r ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥✲

st❛❜✐❧✐t② ❛♠♦♥❣ tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡rs✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✇❡❛t❤❡r ❡✛❡❝t✐♥❣ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❡t❝✳

❚❤❡ ♥❡✇s ♦❢ s✉❝❤ ❡✈❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥st❛♥t❧② ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❞❛t❛ t♦ ♠❛❦❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢♦r❡✲

❝❛sts✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❢♦r♠✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ▲❡t ❛❣❡♥ts✬

✜♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢♦r❡❝❛st ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮

❛♥❞ ❥✉❞❣♠❡♥t✱

xet+1 = E∗

t xt+1 + ηt, ✭✷✹✮

✇❤❡r❡ ηt ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② s✐③❡❞ ✈❡❝t♦r ✇❤♦s❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❥✉❞❣♠❡♥t

❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ✭ηy,t✮ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ✭ηπ,t✮✳ ❚❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t ✈❡❝✲

t♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❝✉rr❡♥t ❡✈❡♥ts t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t zt✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥❛❧ s❤♦❝❦s✱ ✐ts ♦✇♥ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❢✉♥❞❛✲

✼❈❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦s ❞♦ ✉s❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛t❡♥t
str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s ✇❤❡♥ ❢♦r♠✐♥❣ ❢♦r❡❝❛sts✳ ❘❡✐❢s❝❤♥❡✐❞❡r✱ ❙t♦❝❦t♦♥✱ ❛♥❞ ❲✐❧❝♦① ✭✶✾✾✼✮ ❛♥❞ ❙✈❡♥ss♦♥ ✭✷✵✵✺✮
♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❥✉❞❣♠❡♥t ✐s ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✶✺

♠❡♥t❛❧s✳ ▲❡t ❥✉❞❣♠❡♥t ❡✈♦❧✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✱

ηt = Φzt + ζt,

ζy,t = ρζ,yζy,t−1 + ξy,t,

ζπ,t = ρζ,πζπ,t−1 + ξπ,t,

✭✷✺✮

✇❤❡r❡ ♠❛tr✐① Φ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ❥✉❞❣♠❡♥t s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♣✐❝❦s ✉♣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛❜♦✉t str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s ❛♥❞ ζt ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s t♦ t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ t❤❡s❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s t♦ ❜❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t❡❞

s♦ t❤❛t ❛❣❡♥ts✬ ✐❧❧✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❥✉❞❣♠❡♥t ❛❜♦✉t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛② ♣❡rs✐st ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡

q✉❛rt❡rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ρζ,y ❛♥❞ ρζ,y✳ ❚❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t s❤♦❝❦s ξy,t ❛♥❞ ξπ,t ❛r❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ③❡r♦ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

σξ,y ❛♥❞ σξ,π✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠ ❢♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❥✉❞❣♠❡♥t ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✺✮ ✐s q✉✐t❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s

❛s s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ❝♦♠♠♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐♥ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧s✳ ■❢ ρzeta,y = ρζ,y = 0

❛♥❞ V ar(ξy,t) = V ar(ξπ,t) = 0 t❤❡♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s✉❜❥❡❝t t♦ ❥✉❞❣♠❡♥t s❤♦❝❦s✳ ■❢

Φ = 0✱ t❤❡♥ st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ❢♦r♠✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❛♣❡rs✳ ■❢ Φ = HA✱ ✇❤❡r❡ H ✐s t❤❡

❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ ❡①♣❡❝t❡❞ s❤♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ▼❙❱ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✮ ❛♥❞ A ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢

♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✶✽✮✱ t❤❡♥ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s

❢♦r str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡s❡ s❤♦❝❦s ❤❛✈❡ ♦♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡

r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠♦❞❡❧ ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s

❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✭g = 0✮✱

❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ G∗

t ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✮✱ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡

▼❙❱ s♦❧✉t✐♦♥✱ G ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✮✳ ❚❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♣r❡✲s❛♠♣❧❡ ❞❛t❛

❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞

❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s♦ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s

q✉✐t❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞✳



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✶✻

✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❯✳❙✳ q✉❛rt❡r❧② ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✻✽✿◗✸ t❤r♦✉❣❤ ✷✵✵✼✿◗✶ ♦♥ t❤❡

♦✉t♣✉t ❣❛♣ ✭♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ●❉P r❡♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡❛❧ ●❉P ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦♥❣r❡ss✐♦♥❛❧ ❇✉❞❣❡t ❖✣❝❡✮✱ t❤❡

✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ●❉P ❞❡✢❛t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❋✉♥❞s ❘❛t❡✳ ◗✉❛rt❡r❧② ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡

s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞ ♦♥ ♦♥❡ q✉❛rt❡r ❛❤❡❛❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❙✉r✈❡② ♦❢ Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❋♦r❡❝❛st❡rs

✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❤❡❧♣ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❥✉❞❣♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡

♠❡❞✐❛♥ r❡s♣♦♥s❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ q✉❛rt❡r ❛❤❡❛❞ ❢♦r❡❝❛st ❢♦r r❡❛❧ ●❉P ❛♥❞ t❤❡

●❉P ❞❡✢❛t♦r✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ❢♦r r❡❛❧ ●❉P ❛♥❞ t❤❡ ❈❇❖ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ●❉P

✐♥ t❤❡ ♥❡①t q✉❛rt❡r✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ❢♦r t❤❡ ●❉P ❞❡✢❛t♦r ♥❡①t ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ●❉P

❞❡✢❛t♦r✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ②❡❛r ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦r❡❝❛sts ❢r♦♠ t❤❡ ❙✉r✈❡② ♦❢ Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❋♦r❡❝❛st❡rs

❝❤❛♥❣❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ s♦ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s ✜rst ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② r❡s❝❛❧❡❞✳

✺✳✶ ❙t❛t❡ ❙♣❛❝❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✼✮✱ ✭✶✽✮✱ ✭✷✶✮✱ ✭✷✷✮✱ ✭✷✸✮✱ ❛♥❞ ✭✷✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♥❣❧❡ st❛t❡

❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✱✽

st = ft + Ftst−1 + vt ✭✷✻✮

✇❤❡r❡ st = [ỹt πt r̂t ỹ
e
t+1 ỹ

e
t+2 π

e
t+1 ηy,t ηπ,t r

n
t ut ζy,t ζπ,t]

′ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞

vt = [ǫn,t ǫu,t ǫr,t ξy,t ξπ,t] ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞

✽❍❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡s t❤❡ t✇♦ ♣❡r✐♦❞ ❛❤❡❛❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ỹet+2 t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥
r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ t✐♠❡ t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢♦r ❥✉❞❣♠❡♥t ηy,t+1✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ■ s✉♣♣♦s❡ t❤✐s ❥✉❞❣♠❡♥t ✐s
❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✭✷✺✮✱ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t♦ ♣❡r✐♦❞ t+1✳ ❚❤✐s
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t ❢♦r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s t✇♦ ♣❡r✐♦❞s ❛❤❡❛❞✱ ❛❣❡♥ts ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝♦✉♥t t❤✐s ❥✉❞❣♠❡♥t
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ρζ,y❀ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s zt ✐♠♣❛❝t ❥✉❞❣♠❡♥t
t✇♦ ♣❡r✐♦❞s ❛❤❡❛❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❞✐❝t❛t❡❞ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡
❛♥❞ ❝♦st✲♣✉s❤ s❤♦❝❦s ✭❣✐✈❡♥ ❜② ♣❛r❛♠❡t❡rs ρn ❛♥❞ ρu✮✳



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✶✼

st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✈❡❝t♦r ft ❛♥❞ ♠❛tr✐① Ft ❝♦♠❡s ❢r♦♠

t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ĝt ❛♥❞ Ĝt ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✭✷✸✮✳ ❙✐♥❝❡ ft ❛♥❞ Ft

❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ ❧❛❣❣❡❞ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s

♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✳

▲❡t GAPt ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✱ INFt ❞❡♥♦t❡ ❞❛t❛ ♦♥ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ FFt ❞❡♥♦t❡

❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❋✉♥❞s ❘❛t❡✱ ❛♥❞ SPF❴GAPt ❛♥❞ SPF❴INFt ❞❡♥♦t❡ ❞❛t❛ ♦♥ ❡①♣❡❝t❡❞

♦♥❡✲q✉❛rt❡r ❛❤❡❛❞ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉r✈❡② ♦❢

Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❋♦r❡❝❛st❡rs✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✱

GAPt = 100ỹt,

INFt = π∗ + 400πt,

FFt = r∗ + π∗ + 400r̂t.

SPF❴GAPt = 100ỹet+1,

SPF❴INFt = π∗ + 400πe
t+1.

✭✷✼✮

❚❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② 100 t♦ ❝♦♥✈❡rt ❞❡❝✐♠❛❧s t♦ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥

r❛t❡✱ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❛♥❞ ❢❡❞❡r❛❧ ❢✉♥❞s r❛t❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② 4 t♦ ❝♦♥✈❡rt q✉❛rt❡r❧②

r❛t❡s t♦ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ r❛t❡s✳ ❚❤❡ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✐♥✢❛t✐♦♥

r❛t❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ❜✉t s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ♥♦t ❧✐❦❡❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ st❡❛❞②

st❛t❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❣✐✈❡♥ ❜② π∗✱ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ st❡❛❞②

st❛t❡ ❣r♦ss r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s s❡t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r❀ t❤❡r❡❢♦r❡

r∗ = 400(1− 1/β)✳ ❚❤❡s❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ π∗ = 3.4 ❛♥❞ β = 0.9956

s♦ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♠❛t❝❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐♥ t❤❡

s❛♠♣❧❡✳

✺✳✷ ■♥✐t✐❛❧ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s

❆s✐❞❡ ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♣❡❝✐❢② ✐♥✐t✐❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r Ĝ∗

0 ❛♥❞ R0✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✶✮ ❛♥❞

✭✷✷✮✳ ■ ✉s❡ ♣r❡✲s❛♠♣❧❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✺✹✿◗✷ t❤r♦✉❣❤ ✶✾✻✽✿◗✷ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✱ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡✱



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✶✽

❛♥❞ ❢❡❞❡r❛❧ ❢✉♥❞s r❛t❡ ❛♥❞ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡s❡ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ t❡r♠s ❛s t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✱ xt✱

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✱

ỹt =
1

100
GAPt,

πt =
1

400
(INFt − π∗),

r̂t =
1

400
(FFt − r∗ − π∗).

■ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ❱❆❘✭✶✮ ✭t❤❡ s❛♠❡ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✮ ♦♥ t❤✐s ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ❧❡❛st sq✉❛r❡s t♦ s❡t ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r

t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ Ĝ∗

0✱ ❛♥❞ t❤❡

❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ R0✳

✺✳✸ ❇❛②❡s✐❛♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✶ ❧✐sts t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞ ❢♦r

❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❣❛✐♥✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ◆❡✇

❑❡②♥❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Φ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✺✮ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❤♦✇

st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡❧② ✐♠♣❛❝t ❥✉❞❣♠❡♥t✱ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

t♦ ❥✉❞❣♠❡♥t✱ ❛❧s♦ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s ❛♥❞

❥✉❞❣♠❡♥t s❤♦❝❦s✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✹✵✵✱✵✵✵ t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡

✜rst ✶✵✵✱✵✵✵ ❞r❛✇s ✇❡r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❢♦r ❛ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✐♠✐❧❛r

t♦ ♦t❤❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ♠❡❛♥ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐s s❡t t♦ ✵✳✵✷✱ ✇✐t❤ ❛

r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✵✸ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❣❛✐♥ t✇♦ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐s ✵✳✵✽✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s

❛❣❡♥ts ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t❡s ❡✈♦❧✈❡ ✈❡r② q✉✐❝❦❧② ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❛❣❡♥ts t♦

❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡✐r ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t❡s ✐s ♦♥❧② 0.08−1 = 12.5 ✭❥✉st ♦✈❡r ✸ ②❡❛rs ♦❢ ❞❛t❛✮✳ ❚❤❡



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✶✾

❧❛r❣❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❣❛✐♥ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛❣❡♥ts ✉s❡ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ❛❞❥✉st t❤❡✐r ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t❡s ♦♥❧② ✈❡r② s❧♦✇❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❥✉❞❣♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ♠❛❞❡ ✈❡r②

✇✐❞❡ ✐♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ t❤❛t ♥♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♦r ❡✈❡♥ ❞✐s❝✉ss

s✉❝❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣r✐♦rs ❢♦r t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✹✳✵✳

✻ ❘❡s✉❧ts

✻✳✶ P❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ♣r✐♦r ❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡ ❧❛st t❤r❡❡

❝♦❧✉♠♥s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡❞✐❛♥✱ ✺t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ❛♥❞ ✾✺t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✵✳✵✸✷✷ ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧②

t✐❣❤t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r✐♦r✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❣❡♥ts ✉s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

0.0322−1 = 31.06 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦r ❢♦r♠✐♥❣ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❢♦r❡❝❛sts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❜♦✉t

✼✳✼✺ ②❡❛rs✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ❢♦✉♥❞ ❜② ▼✐❧❛♥✐ ✭✷✵✵✼✮✱ ❛♥❞ ❙❧♦❜♦❞②❛♥ ❛♥❞

❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ✭✷✵✵✽✮✳ ❍❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱

✇✐t❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ η = 0.6871✳ Pr✐❝❡ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣

♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ γ = 0.2462✳ ❖t❤❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❝♦♠❡ ❢r♦♠

t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ s❤♦❝❦ ✭ρn = 0.95✮✱ ❝♦st s❤♦❝❦ ✭ρu = 0.78✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s

t♦ ❥✉❞❣♠❡♥t ♦♥ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ρζ,y = 0.94 ❛♥❞ ρζ,π = 0.89✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖♥❧② t❤❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs σ ❛♥❞ µ ❛r❡ ♣♦♦r❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛❀ t❤❡s❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❧❛r❣❡❧② ♠✐rr♦r t❤❡ ♣r✐♦rs✳



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✷✵

✻✳✷ ❏✉❞❣♠❡♥t

❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ Φ ❢♦r t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ✈❡r② s✐❣✲

♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛❀ t❤❡s❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t✐❣❤t ❣✐✈❡♥

t❤❡ ✈❡r② ✇✐❞❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ Φ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❥✉❞❣✲

♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❝t✉❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s✳ ❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✺✮✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❥✉❞❣♠❡♥t

❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐♥❢♦r♠❡❞ ❥✉❞❣♠❡♥t✮ ❛♥❞

✈❛r✐❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❥✉❞❣♠❡♥t s❤♦❝❦s✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

V ar(ηt) = ΦV ar(zt)Φ
′ + V ar(ζt). ✭✷✽✮

❇♦t❤ zt ❛♥❞ ζt ❛r❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤♦s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐✲

❛♥❝❡s ❢♦r t❤❡ s❤♦❝❦s✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r zt ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❤♦❝❦s ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

V ar(zt) = AV ar(zt−1)A
′ + V ar(ǫt)

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ zt ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t✐♠❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤✐s ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡

vec() ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱

vec(V ar(zt)) = A⊗ Avec(V ar(zt)) + vec(V ar(ǫt)).

❙♦❧✈✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱

vec(V ar(zt)) = (I − A⊗ A)−1vec(V ar(ǫt)). ✭✷✾✮

❚❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ V ar(ǫt) ❛r❡ ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② sq✉❛r❡s

♦❢ σn✱ σu✱ ❛♥❞ σr✱ ✇❤♦s❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t vec(V ar(zt)) ✐s t❤❡♥

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② r❡✲s✐③❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ V ar(zt) t♦ s✉❜st✐t✉t❡ ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✽✮✳ ❆ s②♠♠❡tr✐❝ ❡①❡r❝✐s❡

♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✭✷✺✮ ②✐❡❧❞s V ar(ζt)✳



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✷✶

●✐✈❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❄❄✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❛t

♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❥✉❞❣♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s ❛♥❞ ❥✉❞❣♠❡♥t s❤♦❝❦s✳

❚❛❜❧❡ ✸ r❡♣♦rts t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ❆❜♦✉t ✽✺✪ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❥✉❞❣♠❡♥t ✐♥ ♦✉t♣✉t ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞

❜② t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ t♦ ❥✉❞❣♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✶✺✪ ♦❢ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞

♣r✐♠❛r✐❧② ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ s❤♦❝❦✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❥✉❞❣♠❡♥t ♦♥ ♦✉t♣✉t ✐s

♣r✐♠❛r✐❧② ✐❧❧✲✐♥❢♦r♠❡❞✿ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❥✉❞❣♠❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r

❢♦r ❥✉❞❣♠❡♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❆❜♦✉t ✻✷✪ ♦❢ t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t ✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✲✐♥❢♦r♠❡❞✱ ❛♥❞

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✸✽✪ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦st s❤♦❝❦✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠♦♥❡t❛r②

♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦s ♦♥ ❥✉❞❣♠❡♥t ♦❢ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❛s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳

■ts ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ s❤♦❝❦ ❛♥❞ ❝♦st s❤♦❝❦ ❤❡❧♣ ✐♥❢♦r♠ ❥✉❞❣♠❡♥t✱ ❜✉t

str❛♥❣❡❧②✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ s❤♦❝❦ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r ❥✉❞❣♠❡♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st

s❤♦❝❦ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r ❥✉❞❣♠❡♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦✉t♣✉t✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❤♦❝❦s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞

✐♥✢❛t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✲ ②❡t ❛❣❡♥ts ♠✐st❛❦❡♥❧② ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❝♦st s❤♦❝❦s ♦♥❧② ❞r✐✈❡ ✐♥✢❛t✐♦♥✱

❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ s❤♦❝❦s ♦♥❧② ❞r✐✈❡ ♦✉t♣✉t✳

✻✳✸ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡s

■♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ q✉✐t❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✐♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❧❡❛r♥✲

✐♥❣ ❛s ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛❞❞s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✿ t❤❡

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✭✷✻✮✱ ❤❛✈❡ ❛ t✐♠❡ t s✉❜s❝r✐♣t ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢

t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♠❛tr✐❝❡s Ĝ∗

t ❛♥❞ Rt ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✶✮ ❛♥❞

✭✷✷✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡s t♦ str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣

♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♥❧✐❦❡ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♠♦❞❡❧✱ ❛

♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❡✈♦❧✈❡s ❛❜s❡♥t ♦❢ ❛♥② s❤♦❝❦s ✇❤❡♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s Ĝ∗

t ❛♥❞ Rt ❛r❡ ❛✇❛②

❢r♦♠ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s s♦❧✉t✐♦♥✳ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❡✈♦❧✈❡ ✇✐t❤ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣

❞❛t❛✱ ❝❛✉s✐♥❣ ♠♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ♦✉t♣✉t✱ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❛❧❧ s❤♦❝❦s ❛r❡



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✷✷

s❡t ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳✾ ❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ❛ s❤♦❝❦ ❤❛s ✐♥ t❤✐s ❡✈❡r✲❝❤❛♥❣✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ■

s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✻✮ ✇✐t❤ ❛❧❧ s❤♦❝❦s ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s s❡t t♦

③❡r♦✳ ■ t❤❡♥ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♠♣✉❧s❡ s❤♦❝❦✳ ■♥ t❤❡ ✜rst

♣❡r✐♦❞ ♦♥❧② ♦♥❡ s❤♦❝❦ ✐s s❡t ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r s❤♦❝❦s ❛r❡ s❡t t♦

③❡r♦ ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡

r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ❢r♦♠ ❛ ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✲

✈✐❛t✐♦♥ s❤♦❝❦ t♦ ♦✉t♣✉t ❥✉❞❣♠❡♥t ✭ξy,t✮ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❥✉❞❣♠❡♥t ✭ξπ,t✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡s

s❤♦✇ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ s❤♦❝❦ ✐♥ ♦✉t♣✉t ❥✉❞❣♠❡♥t✳ ❆

♣♦s✐t✐✈❡ s❤♦❝❦ t♦ ♦✉t♣✉t ❥✉❞❣♠❡♥t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❣❡♥ts ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❡r ♦✉t♣✉t ✐♥

t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❚❤✐s ❥✉❞❣♠❡♥t ✐s s♦♠❡✇❤❛t s❡❧❢ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ❛s ❛❣❡♥ts ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ❞❡♠❛♥❞

❢♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥✢❛t✐♦♥✳

❈❧♦s❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡s r❡✈❡❛❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❡r✐♦❞s ✐♥

✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s t♦ t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t s❤♦❝❦s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ s❡✈❡r❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s ❛♥

❡❛s✐❡r t♦ r❡❛❞✱ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❋♦r

❡❛❝❤ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✐③❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜②

❛ s✐♥❣❧❡ ♥✉♠❜❡r ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ❢♦✉r q✉❛rt❡rs

✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✱ ❧❡❢t✲s✐❞❡ s❝❛❧❡✮ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst s✐①t❡❡♥ q✉❛rt❡rs ✭s♦❧✐❞

❧✐♥❡✱ r✐❣❤t✲s✐❞❡ s❝❛❧❡✮ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ❛ ♦♥❡✲st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉t ❥✉❞❣♠❡♥t s❤♦❝❦ ✇❡r❡ ♠♦st s❡✈❡r❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ✶✾✽✵s ❛♥❞

❡❛r❧② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✷✵✵✵s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝ts ♦❢ ❛ ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❥✉❞❣♠❡♥t s❤♦❝❦

✇❡r❡ ♠♦r❡ s❡✈❡r❡ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ s♣✐❦❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥s

✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✶✾✽✵s✱ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥s ✐♥ ✶✾✾✶ ❛♥❞ ✷✵✵✶✳

❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ❢r♦♠ ❛ ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ s❤♦❝❦ t♦ t❤❡ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s✿ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ s❤♦❝❦✱ ❝♦st

s❤♦❝❦✱ ❛♥❞ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦✳ ❚❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡s ♠♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ s❤♦❝❦ ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱

✾❲❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❊✲st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❛❜s❡♥t
♦❢ s❤♦❝❦s Ĝ∗

t ❛♥❞ Rt tr❡♥❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s s♦❧✉t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡✳



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✷✸

✭✶✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞❡s✐r❡ t♦ s❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❡r❡❢♦r❡ s❤♦✇ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t

❣❛♣ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❚❤❡ ❝♦st s❤♦❝❦ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❛❧s♦ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥

t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ s❛✈❡ ❛♥❞ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✳ ❆ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠♦♥❡t❛r②

♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② t✐❣❤t❡♥✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❛♥❞

✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡✳

❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❡ s❡✈❡r✐t② ❢r♦♠ ✐♠♣✉❧s❡s t♦ str✉❝t✉r❛❧

s❤♦❝❦s ❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ✐♠♣✉❧s❡

r❡s♣♦♥s❡s ♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✱ ❧❡❢t✲s✐❞❡ s❝❛❧❡✮ ❛♥❞ s✐①t❡❡♥

♣❡r✐♦❞s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✱ r✐❣❤t✲s✐❞❡ s❝❛❧❡✮ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❤♦❝❦✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❥✉❞❣♠❡♥t s❤♦❝❦✱ t❤❡

✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ s❤♦❝❦ ✐s ♠♦st s❡✈❡r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥s

✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✶✾✽✵s ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥ ✐♥ ✷✵✵✶✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦st s❤♦❝❦

❛♥❞ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t s❤♦❝❦s ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s✱ ❚❛❜❧❡

✹ r❡♣♦rts t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ r❡s♣♦♥s❡s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s

✶ ❛♥❞ ✸✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❥✉❞❣♠❡♥t s❤♦❝❦ ❤❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✳

❆ ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s❤♦❝❦ t♦ ♦✉t♣✉t ❥✉❞❣♠❡♥t ❤❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✭r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞✮

✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳✸✪ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ❢♦✉r q✉❛rt❡rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❤♦❝❦✱ ❛♥❞

✶✳✵✻✪ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst s✐①t❡❡♥ q✉❛rt❡rs✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❜✐❣❣❡st s❤♦❝❦s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❛r❡

t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ s❤♦❝❦✳ ❚❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❥✉❞❣♠❡♥t s❤♦❝❦ ❛❧s♦

❤❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❛❝ts ♦♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❢♦✉r✲q✉❛rt❡r ❛♥❞ s✐①t❡❡♥✲q✉❛rt❡r ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡s ❛♥❞

❛r❡ ✐♥ s✐♠✐❧❛r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ ♦t❤❡r s❤♦❝❦s✳

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❘❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐s ❛ ♣r♦♠✐♥❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐ss✉❡s ❛♥❛❧②③❡❞

✇✐t❤ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t ✐♥ r❡❛❧✐t② ♣❡♦♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r st❛t✐st✐❝❛❧ ❢♦r❡❝❛sts t❤❡♥ ✉s❡ ❥✉❞❣♠❡♥t

✇❤❡♥ ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡✐r ❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ■ ❡st✐♠❛t❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✷✹

❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✱ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ♦♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s

❢r♦♠ t❤❡ ❙✉r✈❡② ♦❢ Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❋♦r❡❝❛st❡rs✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ s❤♦❝❦✱ ❝♦st s❤♦❝❦✱ ❛♥❞ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦✳ ■ ❛❧❧♦✇ ❥✉❞❣♠❡♥t

t♦ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ s❤♦❝❦s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❜② ❝✉rr❡♥t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧

s❤♦❝❦s✱ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ✐ts ♦✇♥ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

t♦ ❝✉rr❡♥t str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s ❛♥❞ ♣❛st st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ s❤♦❝❦s t♦ ❥✉❞❣♠❡♥t ✐s

❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐♥ ❯✳❙✳

❤✐st♦r②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❥✉❞❣♠❡♥t ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣r✐♠❛r✐❧② ❜② ✐ts ♦✇♥ st♦❝❤❛st✐❝

❞✐st✉r❜❛♥❝❡s❀ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❥✉❞❣♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧

s❤♦❝❦s✳



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✷✺

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❇✉❧❧❛r❞✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❙✳ ❊✉s❡♣✐ ✭✷✵✵✺✮✿ ✏❉✐❞ t❤❡ ●r❡❛t ■♥✢❛t✐♦♥ ❖❝❝✉r ❉❡s♣✐t❡ P♦✐❝②♠❛❦❡r

❈♦♠♠✐t♠❡♥t t♦ ❛ ❚❛②❧♦r ❘✉❧❡❄✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s✱ ✽✱ ✸✷✹✕✸✺✾✳

❇✉❧❧❛r❞✱ ❏✳✱ ●✳ ❲✳ ❊✈❛♥s✱ ❛♥❞ ❙✳ ❍♦♥❦❛♣♦❤❥❛ ✭✷✵✵✽✮✿ ✏▼♦♥❡t❛r② P♦❧✐❝②✱ ❏✉❞❣♠❡♥t

❛♥❞ ◆❡❛r✲❘❛t✐♦♥❛❧ ❊①✉❜❡r❛♥❝❡✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✽✱ ✶✶✻✸✕✶✶✼✼✳
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ρn ◆❛t✉r❛❧ ❘❛t❡ P❡rs✐st❡♥❝❡ (0, 1) ❇❡t❛ ✵✳✺✵ ✵✳✷✵
ρu ❈♦st ❙❤♦❝❦ P❡rs✐st❡♥❝❡ (0, 1) ❇❡t❛ ✵✳✺✵ ✵✳✷✵
ρζ,y ❖✉t♣✉t ❏✉❞❣♠❡♥t P❡rs✐st❡♥❝❡ (0, 1) ❇❡t❛ ✵✳✼✺ ✵✳✷✵
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P❛r❛♠❡t❡r ❉♦♠❛✐♥ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ▼❡❛♥ ❙t❞✳❉❡✈✳ ▼❡❞✐❛♥ ✺t❤ P❡r❝❡♥t✐❧❡ ✾✺t❤ P❡r❝❡♥t✐❧❡

g R+ ●❛♠♠❛ ✵✳✵✷ ✵✳✵✸ ✵✳✵✸✷✷ ✵✳✵✷✷✹ ✵✳✵✹✶✽
η (0, 1) ❇❡t❛ ✵✳✼✵ ✵✳✶✵ ✵✳✻✽✼✶ ✵✳✻✵✽✽ ✵✳✼✹✽✷
σ R+ ◆♦r♠❛❧ ✶✳✺✵ ✵✳✷✺ ✶✳✻✽✺✽ ✶✳✸✷✼✹ ✷✳✵✼✷✽
µ R+ ◆♦r♠❛❧ ✷✳✵✵ ✵✳✺✵ ✷✳✸✹✺✽ ✶✳✻✷✸✷ ✸✳✵✼✼✵
κ R+ ●❛♠♠❛ ✵✳✶✵ ✵✳✵✺ ✵✳✵✷✸✸ ✵✳✵✶✶✹ ✵✳✵✹✽✾
γ (0, 1) ❇❡t❛ ✵✳✺✵ ✵✳✶✺ ✵✳✷✹✻✷ ✵✳✶✹✵✼ ✵✳✸✻✵✵
ρr (0, 1) ❇❡t❛ ✵✳✼✺ ✵✳✶✵ ✵✳✼✺✷✽ ✵✳✻✻✼✹ ✵✳✽✷✸✻
ψy R ◆♦r♠❛❧ ✵✳✺✵ ✵✳✷✺ ✵✳✶✹✾✾ ✲✵✳✵✶✹✵ ✵✳✸✷✵✶
ψπ R ◆♦r♠❛❧ ✶✳✺✵ ✵✳✷✺ ✶✳✽✽✵✶ ✶✳✺✵✶✸ ✷✳✷✺✺✶
ρn (0, 1) ❇❡t❛ ✵✳✺✵ ✵✳✷✵ ✵✳✾✺✸✷ ✵✳✾✷✸✸ ✵✳✾✼✾✻
ρu (0, 1) ❇❡t❛ ✵✳✺✵ ✵✳✷✵ ✵✳✼✽✸✶ ✵✳✻✾✸✻ ✵✳✽✻✼✼
ρζ,y (0, 1) ❇❡t❛ ✵✳✼✺ ✵✳✷✵ ✵✳✾✹✸✵ ✵✳✽✽✼✷ ✵✳✾✽✼✶
ρζ,π (0, 1) ❇❡t❛ ✵✳✼✺ ✵✳✷✵ ✵✳✽✾✷✷ ✵✳✼✾✶✽ ✵✳✾✻✸✾
σn R+ ■♥✈●❛♠♠❛ ✵✳✶✵ ✵✳✶✵ ✵✳✶✽✻✶ ✵✳✶✶✽✵ ✵✳✷✾✵✺
σu R+ ■♥✈●❛♠♠❛ ✵✳✶✵ ✵✳✶✵ ✵✳✵✵✻✼ ✵✳✵✵✺✾ ✵✳✵✵✼✺
σr R+ ■♥✈●❛♠♠❛ ✵✳✶✵ ✵✳✶✵ ✵✳✵✵✸✾ ✵✳✵✵✸✻ ✵✳✵✵✹✹
σζ,y R+ ■♥✈●❛♠♠❛ ✵✳✶✵ ✵✳✶✵ ✵✳✵✵✾✶ ✵✳✵✵✽✸ ✵✳✵✶✵✶
σζ,π R+ ■♥✈●❛♠♠❛ ✵✳✶✵ ✵✳✶✵ ✵✳✵✵✸✽ ✵✳✵✵✸✹ ✵✳✵✵✹✸
φy,0 R ◆♦r♠❛❧ ✵✳✵✵ ✹✳✵✵ ✲✵✳✵✸✸✸ ✲✵✳✵✻✵✻ ✲✵✳✵✵✷✵
φy,n R ◆♦r♠❛❧ ✵✳✵✵ ✹✳✵✵ ✲✵✳✵✶✽✼ ✲✵✳✵✸✺✼ ✲✵✳✵✵✽✾
φy,u R ◆♦r♠❛❧ ✵✳✵✵ ✹✳✵✵ ✵✳✶✸✼✼ ✲✵✳✵✾✻✺ ✵✳✸✹✹✽
φy,r R ◆♦r♠❛❧ ✵✳✵✵ ✹✳✵✵ ✵✳✵✼✶✺ ✵✳✵✹✽✶ ✵✳✵✾✸✽
φπ,0 R ◆♦r♠❛❧ ✵✳✵✵ ✹✳✵✵ ✲✵✳✵✵✷✹ ✲✵✳✵✵✸✼ ✲✵✳✵✵✵✺
φπ,n R ◆♦r♠❛❧ ✵✳✵✵ ✹✳✵✵ ✵✳✵✵✵✺ ✲✵✳✵✵✸✷ ✵✳✵✵✺✷
φπ,u R ◆♦r♠❛❧ ✵✳✵✵ ✹✳✵✵ ✲✵✳✻✷✵✹ ✲✵✳✼✸✶✻ ✲✵✳✺✷✵✶
φπ,r R ◆♦r♠❛❧ ✵✳✵✵ ✹✳✵✵ ✲✵✳✵✵✻✹ ✲✵✳✶✷✺✼ ✵✳✶✷✸✷



▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦s ✐♥ ❯✳❙✳ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s ✸✶

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❏✉❞❣♠❡♥t ❱❛r✐❛♥❝❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❙t♦❝❤❛st✐❝ ❙❤♦❝❦ ❏✉❞❣♠❡♥t ❖✉t♣✉t ✭✪✮ ❏✉❞❣♠❡♥t ■♥✢❛t✐♦♥ ✭✪✮
◆❛t✉r❛❧ ❘❛t❡ ❙❤♦❝❦ ✶✹✳✾✸ ✵✳✵✽
❈♦st ❙❤♦❝❦ ✵✳✷✺ ✸✽✳✸✹
▼♦♥❡t❛r② P♦❧✐❝② ❙❤♦❝❦ ✵✳✵✵ ✵✳✵✵
❖✉t♣✉t ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦ ✽✹✳✽✷ ✕
■♥✢❛t✐♦♥ ❏✉❞❣♠❡♥t ❙❤♦❝❦ ✕ ✻✶✳✺✽
❚♦t❛❧ ✶✵✵✳✵✵ ✶✵✵✳✵✵

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡s

❋✐rst ❋♦✉r P❡r✐♦❞s ♦❢ ■❘❋ ❋✐rst ❙✐①t❡❡♥ P❡r✐♦❞s ♦❢ ■❘❋
❙❤♦❝❦ ❖✉t♣✉t ●❛♣ ■♥✢❛t✐♦♥ ❖✉t♣✉t ●❛♣ ■♥✢❛t✐♦♥
◆❛t✉r❛❧ ❘❛t❡ ✵✳✻✵✶✽ ✵✳✶✾✽✶ ✵✳✾✾✶✽ ✵✳✻✺✸✸
❈♦st ❙❤♦❝❦ ✵✳✶✻✾✼ ✶✳✵✽✻✹ ✵✳✶✽✼✵ ✵✳✻✾✺✸
▼♦♥❡t❛r② P♦❧✐❝② ✵✳✻✸✻✹ ✵✳✶✼✽✼ ✵✳✼✼✹✷ ✵✳✹✽✺✹
❖✉t♣✉t ❏✉❞❣♠❡♥t ✶✳✷✾✺✷ ✵✳✸✻✻✷ ✶✳✵✻✷✼ ✵✳✻✵✻✵
■♥✢❛t✐♦♥ ❏✉❞❣♠❡♥t ✵✳✷✾✶✶ ✵✳✸✵✷✾ ✵✳✸✸✺✸ ✵✳✹✻✾✹
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❖✉t♣✉t ●❛♣ ❘❡s♣♦♥s❡ ■♥✢❛t✐♦♥ ❘❡s♣♦♥s❡
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❖✉t♣✉t ●❛♣ ❘❡s♣♦♥s❡ ■♥✢❛t✐♦♥ ❘❡s♣♦♥s❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❘❡s♣♦♥s❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❙❤♦❝❦s

❖✉t♣✉t ●❛♣ ❘❡s♣♦♥s❡ ■♥✢❛t✐♦♥ ❘❡s♣♦♥s❡

t♦ ◆❛t✉r❛❧ ❘❛t❡ ❙❤♦❝❦ t♦ ◆❛t✉r❛❧ ❘❛t❡ ❙❤♦❝❦

❖✉t♣✉t ●❛♣ ❘❡s♣♦♥s❡ ■♥✢❛t✐♦♥ ❘❡s♣♦♥s❡

t♦ ❈♦st ❙❤♦❝❦ t♦ ❈♦st ❙❤♦❝❦
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