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ÓÄÊ 517.988+519.71

Îñîáåííîñòè ìíîæåñòâà òðàíçèòèâíîñòè,
çàäàííîãî çàìêíóòûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè

êðèâûìè
Êóðáàöêèé À.Í.1

Ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé ìíîæåñòâà ëîêàëüíîé òðàí-
çèòèâíîñòè äëÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ íåâûïóê-
ëûìè èíäèêàòðèñàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ çàìêíóòûìè ãëàäêèìè ïðîñòðàíñòâåííû-
ìè êðèâûìè.

1 Ââåäåíèå
Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M , êàñà-
òåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TmM â êàæäîé òî÷êå m êîòîðîãî ñíàáæåíî ìíîæåñòâîì
Im äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé (èíäèêàòðèñîé), ãëàäêî çàâèñÿùèì îò m. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî Im ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé çàìêíóòîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé. Ñëó÷àé,
êîãäà Im ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå
[6].

Â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ìíîæåñòâî ëîêàëüíîé òðàíçè-
òèâíîñòè, êîòîðîå ñîñòîèò èç òî÷åê m òàêèõ, ÷òî íóëåâàÿ ñêîðîñòü O ∈ TmM

ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè âûïóêëîé îáîëî÷êè Im. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñÿêîé ïà-
ðû áëèçêèõ òî÷åê èç ìíîæåñòâà ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè íàéäåòñÿ äîñòàòî÷íî
êîðîòêàÿ äîïóñòèìàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ýòè òî÷êè. Íàïîìíèì, ÷òî àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíàÿ ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ γ(t) íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè
ïî÷òè â êàæäîé åå òî÷êå, ïðîèçâîäíàÿ γ̇(t) ïðèíàäëåæèò èíäèêàòðèñå â ýòîé
òî÷êå. Ãðàíèöà Σ ìíîæåñòâà ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè ñîñòîèò èç òî÷åê m â
êîòîðûõ O ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå H(Im) âûïóêëîé îáîëî÷êè èíäèêàòðèñû [8].

Â äàííîé ðàáîòå êëàññèôèöèðîâàíû (òåîðåìà 2) âñå òèïè÷íûå ëîêàëüíûå
îñîáåííîñòè Σ ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà. Âñå ïåðå÷èñëåííûå îñîáåííî-
ñòè ÿâëÿþòñÿ ðîñòêàìè ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé è ôóíêöèé êëàññà C1.

Çàäà÷ó î êëàññèôèêàöèè îñîáåííîñòåé ãðàíèöû Σ ìíîæåñòâà òðàíçèòèâíî-
ñòè ïîñòàâèë À. À. Äàâûäîâ. Àâòîð áëàãîäàðåí åìó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

1Ïîääåðæàíî ãðàíòîì ÐÔÔÈ 08-01-00157, è ÍØ-709.2008.1
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2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
Ðàññìàòðèâàÿ òî÷êó m ìíîãîîáðàçèÿ Mn â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà è çàôèêñèðî-
âàâ íåêîòîðóþ òðèâèàëèçàöèþ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê M , èñõîäíóþ çàäà÷ó
ñâåäåì ê èññëåäîâàíèþ ñåìåéñòâà êðèâûõ rm(t), t ∈ S1, âëîæåííûõ â Rn è
çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà m, è ê êëàññèôèêàöèè îñîáåííîñòåé ìíîæåñòâà Σ ïà-
ðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ 0 ∈ Rn ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå H(rm) âûïóêëîé îáîëî÷êè
ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé.

Íà÷íåì ñ ïðîñòîãî ñëó÷àÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

ẋ = f(x, u), x ∈ M2, u ∈ S1

íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M, â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè êàæäîé òî÷êè êî-
òîðîãî çàäàíî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé Im, ÿâëÿþùååñÿ ãëàäêîé çà-
ìêíóòîé êðèâîé.

Êàê áóäåò âèäíî íèæå, ñïèñîê òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé Σ âêëþ÷àåò â ñåáÿ
ñïèñîê òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé âûïóêëûõ îáîëî÷åê èíäèâèäóàëüíûõ ãëàäêèõ
êðèâûõ.

Ýòîò ñïèñîê äëÿ êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè ñëåäóþùèé:
� ðîñòîê ëèáî âûïóêëîé êðèâîé, ëèáî ïðÿìîé;
� ðîñòîê êðèâîé, êîòîðûé äèôôåîìîðôèçìîì ïëîñêîñòè ìîæíî ïåðåâåñòè â

ðîñòîê â íóëå ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x), ãäå f(x) =

{
0 ïðè x 6 0;

x2 ïðè x > 0.

Äëÿ òèïè÷íîãî ñåìåéñòâà êðèâûõ, çàâèñÿùèõ îò äâóõ ïàðàìåòðîâ, ãðàíèöà
Σ ìíîæåñòâà ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè ìîæåò èìåòü åùå òîëüêî îäíó íîâóþ
îñîáåííîñòü.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ñåìåéñòâà îáùåãî ïîëîæåíèÿ êðèâûõ Im â R2, çàâèñÿùèõ
îò ïàðàìåòðà m = (x, y) ∈ R2, ëîêàëüíûå îñîáåííîñòè ãðàíèöû Σ ìíîæåñòâà
ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè, ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà ïðîñòðàíñòâà
ïàðàìåòðîâ � ýòî ëèáî òèïè÷íûå îñîáåííîñòè âûïóêëûõ îáîëî÷åê ïåðå÷èñëåí-
íûå âûøå; ëèáî ðîñòîê â íóëå ãðàôèêà ôóíêöèè y = −|x|.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå (ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà îñ-
íîâíîé òåîðåìû 2).

Ïåðåéäåì ê îñíîâíîìó ñëó÷àþ òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M. Âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà òèïè÷íîé ãëàäêîé (êëàññà C∞) ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé íå ÿâëÿåòñÿ
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ãëàäêîé. Ñïèñîê òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé âûïóêëîé îáîëî÷êè êðèâîé â R3 áûë
ïîëó÷åí â ðàáîòàõ [5] è [7]. Îí ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ íîðìàëüíûõ ôîðì:

1. ðîñòîê ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ëèáî ÿâëÿåòñÿ ðàçâåðòûâàþùåéñÿ
(ðèñ. 1), ëèáî ïëîñêîé (ðèñ. 3, òî÷êà C);

2. ðîñòîê â íóëå ãðàôèêà ëèïøèöåâîé ôóíêöèè z = f(x, y), ãäå

f(x, y) = −|x|.

Ýòîò ðîñòîê âîçíèêàåò â òèïè÷íîé òî÷êå ñàìîé èñõîäíîé êðèâîé (ñì. ðèñ. 2);

 

 

 

ðèñ. 1 ðèñ. 2

3. ðîñòîê êëàññà C1 â íóëå ôóíêöèè z = f(x, y), ãäå

f(x, y) =

{
0 ïðè x 6 0

x2 ïðè x > 0

(îí ïîÿâëÿåòñÿ â òî÷êàõ ñîïðÿæåíèÿ ðàçâåðòûâàþùåéñÿ ïîâåðõíîñòè è ÷àñòè
ïëîñêîñòè, òî÷êà D ðèñ. 3);

4. ðîñòîê â íóëå ãðàôèêà ôóíêöèè z = f(x, y), ãäå

f(x, y) =





x2 ïðè y 6 x, x ≥ 0

y2 ïðè y > 0, y > x

0 ïðè y 6 0, x 6 0;

5. ðîñòîê â íóëå ãðàôèêà ôóíêöèè z = f(x, y), ãäå

f(x, y) =





0 ïðè y 6 0, x 6 0

x2 ïðè y 6 −x, x ≥ 0

y2 ïðè y > 0, y 6 −x
1
2
(x2 + y2)− y − x ïðè x + y ≥ 0.
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Ðîñòêè 4, 5 îòâå÷àþò âåðøèíàì B è A ïëîñêèõ òðåóãîëüíèêîâ, âîçíèêàþùèõ
íåóñòðàíèìûì îáðàçîì íà ãðàíèöå âûïóêëîé îáîëî÷êè;
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B 

A 

C 

ðèñ. 3 ðèñ. 4
6. ðîñòîê â íóëå óñå÷åííîãî ëàñòî÷êèíîãî õâîñòà (ðèñ. 4).

f(x, y) = min
z∈R

{z4 + xz2 + yz}.

Â ñåìåéñòâàõ ïîâåðõíîñòåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, çàâèñÿùèõ îò òðåõ ïàðàìåò-
ðîâ, íåóñòðàíèìûì îáðàçîì âñòðå÷àåòñÿ ãîðàçäî áîëüøåå êîëè÷åñòâî îñîáåííî-
ñòåé, íî òîëüêî íåêîòîðûå èç íèõ ñîîòâåòñòâóþò ãðàíèöå Σ çîíû òðàíçèòèâíî-
ñòè.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ñåìåéñòâà îáùåãî ïîëîæåíèÿ êðèâûõ rm : S1 → R3 çàâè-
ñÿùåãî îò òðåõìåðíîãî ïàðàìåòðà m = (x, y, z) ∈ R3, ëîêàëüíûå îñîáåííîñòè
ãðàíèöû Σ ìíîæåñòâà òðàíçèòèâíîñòè, ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà
R3, ñëåäóþùèå:

1. ðîñòêè ïîâåðõíîñòåé (êëàññà C1 èëè C∞) âûïóêëûõ îáîëî÷åê òèïè÷íûõ
ïîâåðõíîñòåé â R3, ïåðå÷èñëåííûå âûøå; 2. ðîñòîê ïîâåðõíîñòè äâóãðàííîãî
óãëà â òî÷êå ðåáðà; ðîñòîê áîêîâîé ïîâåðõíîñòè n-óãîëüíîé ïèðàìèäû â åå âåð-
øèíå ïðè n = 3, 4, 5. (Ïðè n = 5 îäíó ãðàíü âûïðÿìèòü íå óäàåòñÿ) (ðèñ.5-8);

                                                    ðèñ. 5 ðèñ. 6
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ðèñ. 7 ðèñ. 8

3. ðîñòîê â íóëå îáúåäèíåíèÿ òðåõ ïîâåðõíîñòåé (ñ êðàåì) (ðèñ.9), çàäàííûõ
óñëîâèÿìè:

1. z = 0, y ≤ 0,

2. y = x2, z ≤ −4x2,

3. z = −a2, y = 1
4
z + ax, a ∈ R.

Ïåðâûå äâå ïîâåðõíîñòè ãëàäêèå è òðàíñâåðñàëüíûå äðóã äðóãó. Èõ êðàÿ ÿâëÿ-
þòñÿ ãëàäêèìè êðèâûìè, êàñàþùèìèñÿ äðóã äðóãà â åäèíñòâåííîé îáùåé òî÷êå
- íà÷àëå êîîðäèíàò. Òðåòüÿ ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü çîíòèêà Óèò-
íè, îãðàíè÷åííîãî ýòèìè æå êðàÿìè è êàñàþùåãîñÿ ïåðâûõ äâóõ ïîâåðõíîñòåé
â òî÷êàõ ýòèõ êðèâûõ (ðèñ. 9).

 

 

 

 

3 

3 

1 

2 

ðèñ. 9
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3 Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2.
Â ýòîì ðàçäåëå èñïîëüçóþòñÿ êîíñòðóêöèè, àíàëîãè÷íûå îïèñàííûì â äîêà-
çàòåëüñòâå êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû äëÿ ïîâåðõíîñòåé èç ðàáîòû [6]. Äëÿ
ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ îíè âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü {(q1, q2, q3)} êîîðäèíàòû â R3 è ïóñòü R̂3 = {(n1, n2, w)} � àôôèííàÿ
êàðòà äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùàÿ èç êîîðèåíòèðîâàííûõ ïëîñêî-
ñòåé â R3, êîòîðûå íå ïàðàëëåëüíû îñè q3, îðèåíòèðîâàííàÿ íîðìàëü ê êîòîðûì
èìååò êîìïîíåíòû (n1, n2, 1), à w � êîîðäèíàòà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè ñ
êîîðäèíàòíîé îñüþ q3.

Êîîðèåíòèðîâàííàÿ ïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ îïîðíîé ê êðèâîé I = {r(t)}, åñ-
ëè îòêðûòîå ïîëîæèòåëüíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, çàäàííîå ýòîé ïëîñêîñòüþ íå
ñîäåðæèò òî÷åê êðèâîé I, à ñàìà ïëîñêîñòü ñîäåðæèò åå òî÷êè. Èíà÷å ãîâî-
ðÿ, èç âñåõ ïëîñêîñòåé ñ íîðìàëüþ (n1, n2, 1), ïåðåñåêàþùèõ êðèâóþ I îïîðíîé
ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòü P ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì w.

Äëÿ âñÿêîé îïîðíîé ïëîñêîñòè P îáîçíà÷èì ÷åðåç SP ìíîæåñòâî åå îáùèõ
òî÷åê ñ I è íàçîâåì åãî íîñèòåëåì ïëîñêîñòè P . Îòìåòèì, ÷òî âñå òî÷êè íîñè-
òåëÿ îïîðíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè åå êàñàíèÿ ñ êðèâîé.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì.,íàïðèìåð, [5]) ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå 3. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà ÿâ-

ëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì âûïóêëûõ îáîëî÷åê íîñèòåëåé SP ïî âñåì îïîðíûì ïëîñ-
êîñòÿì P .

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, çàâèñÿùåãî
îò s ïàðàìåòðîâ êàæäûé íîñèòåëü SP ñîñòîèò íå áîëåå, ÷åì èç 3 + s òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 4. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèñòðóé
â n òî÷êàõ r1(t), . . . , rn(t) ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé êðèâîé r(t), òî åñòü ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ ïðîñòðàíñòâà ñòðóé Jk(R,R3)× . . .×Jk(R,R3) (äî-
ñòàòî÷íî âûñîêîãî ïîðÿäêà k) îòîáðàæåíèé ïðÿìîé â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ïëîñêîñòü, êàñàþùàÿñÿ êðèâîé â n òî÷êàõ, îò-
âå÷àþùèõ çíà÷åíèÿì t1, . . . , tn ïàðàìåòðà t, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âåêòîðû ṙ(t1), . . . ṙ(tn), r1−
rn, . . . , rn−1− rn áûëè êîìïëàíàðíû, òî åñòü ðàíã ìàòðèöû ðàçìåðà 3× (2n− 1),

ñîñòàâëåííîé èç ýòèõ âåêòîðîâ, áûë íå áîëåå äâóõ. Èç òåîðåìû î ïðîèçâåäåíèè
êîðàíãîâ ñëåäóåò, ÷òî êîðàçìåðíîñòü ïîäìíîæåñòâà F , çàäàííîãî ýòèìè óñëî-
âèÿìè, â ïðîñòðàíñòâå ìóëüòèñòðóé ðàâíà 2n− 3.

Ñåìåéñòâî êðèâûõ, çàâèñÿùåå îò s äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, çàäàåò îòîá-
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ðàæåíèå íàáîðîâ, ñîñòîÿùèõ èç çíà÷åíèé ýòèõ ïàðàìåòðîâ è n çíà÷åíèé t1, . . . , tn,
â ïðîñòðàíñòâî n-ìóëüòèñòðóé. Èç òåîðåìû òðàíñâåðñàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòî îòîáðàæåíèå òðàíñâåðñàëüíî óêàçàííîìó ïîäìíî-
æåñòâó F ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèñòðóé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè 2n − 3 ≤ n + s âñÿêàÿ
ìóëüòèñòðóÿ òèïè÷íîé êðèâîé íå ïåðåñåêàåò ýòîãî ïîäìíîæåñòâà. Òàêèì îáðà-
çîì, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì êàñàíèÿ ïëîñêîñòè è ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé â n

òî÷êàõ ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî n ≤ 3 + s.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìóëüòèðîñòêè êðèâîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íîñèòå-
ëÿ S0 áàçîâîé îïîðíîé ïëîñêîñòè, êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííîé óðàâíåíèåì
w = 0. Â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé âûïóêëóþ îáîëî÷êó íîñèòåëÿ áàçîâîé
ïëîñêîñòè, âñå äðóãèå îïîðíûå ïëîñêîñòè áóäóò ïðèíàäëåæàòü óêàçàííîé êàðòå
íå âåðòèêàëüíûõ ïëîñêîñòåé, à èõ íîñèòåëè � áóäóò ïðèíàäëåæàòü îêðåñòíîñòè
íîñèòåëÿ S0.

Îñíîâíóþ ðîëü â êëàññèôèêàöèè îñîáåííîñòåé âûïóêëûõ îáîëî÷åê ïîäìíî-
ãîîáðàçèé àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. [5]) èãðàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà
γ, êîòîðîå äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òî÷êå Q êðèâîé r(t) ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî ðîñòêîâ â ýòîé òî÷êå, äèôôåî-
ìîðôíîå îêðóæíîñòè S1, âñåõ êîîðèåíòèðîâàííûõ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ê
êðèâîé. Âñå òàêèå ðîñòêè îáðàçóþò ëåæàíäðîâî ïîäìíîãîîáðàçèå Lr ≈ S1 × S1

â ïðîñòðàíñòâå êîîðèåíòèðîâàííûõ êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ ST ∗R3. Ïðîåêöèÿ γr

ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ñîñòîÿùåå â çàáûâàíèè áàçîâîé òî÷êè ðîñòêà ÿâëÿåòñÿ
ëåæàíäðîâûì îòîáðàæåíèåì ïîäìíîãîîáðàçèÿ Lr â äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî
R̂3.

Îòìåòèì, ÷òî ïëîñêîñòü, ïðèíàäëåæàùàÿ R̂3 ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê r â îäíîé èëè íåñêîëüêèõ òî÷êàõ,
òî åñòü ïðèíàäëåæèò îáðàçó γr è çíà÷åíèå êîîðäèíàòû w (òî åñòü êîîðäèíàòà
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè ñ îñüþ q3) íàèáîëüøåå ñðåäè âñåõ ïàðàë-
ëåëüíûõ åé êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé èç îáðàçà γr. Ýòîò îáðàç (âîëíîâîé ôðîíò)
r̂ = γr(Lr) áóäåì íàçûâàòü ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà èñõîäíîé êðèâîé r. Ïîä-
ìíîæåñòâî r̂, ñîñòîÿùåå èç îïîðíûõ ïëîñêîñòåé áóäåì îáîçíà÷àòü Su(r).

Òî÷êå Q ∈ R3 îòâå÷àåò ïëîñêîñòü Q̂ â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå, ñîñòîÿùàÿ
èç âñåõ ïëîñêîñòåé â R3, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç Q.

Òî÷êà Q ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå âûïóêëîé îáîëî÷êè H(r) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà Q̂ ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé äëÿ Su(r) : îòêðûòîå îòðèöàòåëüíîå ïîëóïðî-
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ñòðàíñòâî Q̂ íå ñîäåðæèò òî÷åê Su(r), à ñàìà ïëîñêîñòü ñîäåðæèò òàêèå òî÷êè.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè O ãðàíèöå âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà R̂3 =

{(n1, n2, w)}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ô ïëîñêîñòü â R̂3, çàäàííóþ óðàâíåíèåì w = 0 è
ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ïëîñêîñòåé R3, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó O.

Óòâåðæäåíèå 5. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòè X ⊂ R3 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äâîéñòâåííàÿ ïîâåðõíîñòü X̂ = γ(LX) êàñàåòñÿ Ô.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîâåðõíîñòü X ëèíåé÷àòàÿ, òî X̂ � ýòî êðèâàÿ, êîòîðàÿ
äîëæíà êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè Ô, åñëè O ∈ X. Åñëè æå X � ýòî ïëîñêîñòü, òî
óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî Ô ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó X̂.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî êâàäðàò ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ãèïåðïîâåðõíîñòè îáùåãî ïîëîæåíèÿ � ýòî òîæäåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå.

Âûðîæäåíèÿ êðèâûõ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ, èçó÷àëèñü, íàïðèìåð, â ðà-
áîòàõ [9],[10]. Â ÷àñòíîñòè, â íèõ ñîäåðæèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå,
âïðî÷åì, ëåãêî ïîëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî.

Óòâåðæäåíèå 6. Â ñåìåéñòâàõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êðè-
âûõ rm, çàâèñÿùèõ îò òðåõ ïàðàìåòðîâ m = (x, y, z) ðîñòîê â ïðîèçâîëüíîé
òî÷êå êðèâîé â íåêîòîðîé ïîäõîäÿùåé àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (q1, q2, q3)

ñ íà÷àëîì â ýòîé òî÷êå èìååò îäíó èç ñëåäóþùèõ ôîðì:
1) q1 = t, q2 = t2 + . . . , q3 = t3 + . . . � íåâûðîæäåííàÿ òî÷êà êîðàçìåð-

íîñòè 0 (òèï A2);
2) q1 = t, q2 = t2 + . . . , q3 = t4 + . . . � òî÷êà ïðîñòîãî óïëîùåíèÿ

êîðàçìåðíîñòè 1 (òèï A3);
3) q1 = t, q2 = t2 + . . . , q2 = tk + . . ., ãäå k = 5, . . . � òî÷êà êðàòíîãî óïëî-

ùåíèÿ êîðàçìåðíîñòè k−3 (òèïà Ak−1), êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ íåóñòðàíèìûì
îáðàçîì â òî÷êàõ êðèâîé rm, çàâèñÿùåé îò ≥ k − 4 ïàðàìåòðîâ;

4) q1 = t, q2 = t3 + . . . , q3 = tk + . . ., ãäå k = 4, . . . òî÷êà êîðàçìåðíîñòè
k − 2, òî åñòü âïåðâûå ïîÿâëÿþùàÿñÿ â èçîëèðîâàííûõ òî÷êàõ êðèâîé ïðè íå
ìåíåå, ÷åì k − 3 ïàðàìåòðàõ;

5) q1 = t, q2 = t4 + . . . , q3 = t5 + . . . � òî÷êà êîðàçìåðíîñòè 4, òî åñòü
âñòðå÷àþùàÿñÿ íåóñòðàíèìûì îáðàçîì â èçîëèðîâàííûõ òî÷êàõ êðèâîé äëÿ
èçîëèðîâàííûõ çíà÷åíèé òðåõ ïàðàìåòðîâ.
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Çäåñü ïîä êîðàçìåðíîñòüþ ìû ïîíèìàåì êîðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî
êëàññà â ïðîñòðàíñòâå ðîñòêîâ (ñòðóé) â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå jN(1, 3). Ìíîãî-
òî÷èåì îáîçíà÷åíû ÷ëåíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè ïî t.

Ðîñòîê â òî÷êå Q êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê êðèâîé íàçîâåì ðåãóëÿðíûì, åñëè
â ýòîé òî÷êå êðèâàÿ èìååò îñîáåííîñòü òèïà A2 èëè A3, è ïëîñêîñòü íå ÿâëÿåòñÿ
ñîïðèêàñàþùåéñÿ, òî åñòü êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ (q1, q2) â óêàçàííûõ âûøå
êîîðäèíàòàõ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â òèïè÷íîì ñëó÷àå â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü ïîäìíîæåñòâî êîðàçìåðíîñòè 1, îòâå÷àþùåå êðèâûì rm, èìåþ-
ùèì òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 7. Äëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, åñëè O ïðè-
íàäëåæèò íåêîòîðîé îïîðíîé ïëîñêîñòè P , òî ýòà ïëîñêîñòü:

1. âî âñåõ òî÷êàõ íîñèòåëÿ SP ëèáî ðåãóëÿðíà, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ñîïðèêàñàþ-
ùåéñÿ â ïðîñòîé òî÷êå óïëîùåíèÿ A3;

2. íå ñîäåðæèò òî÷åê ñàìîïðåñå÷åíèÿ êðèâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ òðåõ ôàêòîâ.
1. Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü â ðåãóëÿðíîé òî÷êå íå ìîæåò áûòü îïîðíîé:

êðèâàÿ ëåæèò ïî ðàçíûå ñòîðîíû ýòîé ïëîñêîñòè.
2. Ïóñòü O ïðèíàäëåæèò ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè P äëÿ íåêîòîðîé âû-

ðîæäåííîé îñîáåííîñòè êðèâîé êîðàçìåðíîñòè áîëüøåé åäèíèöû. Ïóñòü P ÿâ-
ëÿåòñÿ îïîðíîé, à åå íîñèòåëü ñîñòîèò èç l = 1, 2, 3 òî÷åê. Ðàçìåðíîñòü âûïóê-
ëîé îáîëî÷êè íîñèòåëÿ íå ïðåâîñõîäèò l − 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû O ïðèíàäëåæàë
âûïóêëîé îáîëî÷êå íîñèòåëÿ íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íå ìåíåå 3 − l + 1 óñëî-
âèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû l òî÷åê ïîïàëî íà ñîïðèêàñàþùóþñÿ ïëîñêîñòü íóæíî l

óñëîâèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñàìà ýòà òî÷êà ïîÿâèëàñü íà êðèâîé íóæíî íå ìå-
íåå îäíîãî óñëîâèÿ. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñòðîãî áîëåå
òðåõ íåçàâèñèìûõ óñëîâèé, ÷òî íåâîçìîæíî â îáùåì ïîëîæåíèè ïðè òðåõ ïàðà-
ìåòðàõ.

3. Êîðàçìåðíîñòü ñëó÷àÿ, êîãäà îïîðíàÿ ïëîñêîñòü ñîäåðæèò òî÷êó ñàìîïå-
ðåñå÷åíÿ, òî÷êó O è, âîçìîæíî, äðóãèå òî÷êè êðèâîé âû÷èñëÿåòñÿ òàêæå êàê è
â ïðåäûäóùåì ïóíêòå è ïðåâîñõîäèò 3.

Óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü òî÷êà Q êðèâîé, ëåæàùàÿ íà âûïóêëîé îáîëî÷-
êå êðèâîé, ÿâëÿåòñÿ ëèáî íåâûðîæäåííîé, ëèáî òî÷êîé ïðîñòîãî óïëîùåíèÿ.
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Òîãäà îïîðíûå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç Q îáðàçóþò çàìêíóòóþ äóãó íà
îêðóæíîñòè S1 âñåõ êîîðèåíòèðîâàííûõ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé â Q, ïðè÷åì
âíóòðåííèå òî÷êè äóãè îòâå÷àþò îïîðíûì ïëîñêîñòÿì ñ íîñèòåëåì, ñîñòî-
ÿùèì èç îäíîé òî÷êè Q, à ãðàíè÷íûå òî÷êè E1(Q), E2(Q) � îòâå÷àþò ëèáî
îïîðíûì ïëîñêîñòÿì, íîñèòåëü êîòîðûõ ñîäåðæèò åùå è òî÷êè îòëè÷íûå
îò Q, ëèáî ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè (â ñëó÷àå ïðîñòîãî óïëîùåíèÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êàñàòåëüíûå â òî÷êå Q ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷å-
ðåç äðóãèå òî÷êè êðèâîé, îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâî W îêðóæíîñòè. Î÷åâèäíî,
÷òî çàìûêàíèå W ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Ãðàíè÷íûå òî÷êè W îòâå÷àþò ëèáî áèêà-
ñàòåëüíûì ïëîñêîñòÿì, ëèáî ñîïðèêàñàþùèìñÿ.

Èç òåîðåìû òðàíñâåðñàëüíîñòè è óòâåðæäåíèé 1-8 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ñïè-
ñîê ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ íóëÿ íà ãðàíèöå âûïóêëîé îáîëî÷êè òèïè÷íîãî ñå-
ìåéñòâà êðèâûõ.

Óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó òî÷åê r(t1) è r(t2) êðèâîé íàçîâåì êîëëèíåàðíîé, åñëè
ñêîðîñòü ṙ(t1) â ïåðâîé òî÷êå êîëëèíåàðíà âåêòîðó r(t2)− r(t1).

Íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè íàçîâåì íå êîëëèíåàðíûì, åñëè ëþáàÿ ïàðà åãî
òî÷åê íå ÿâëÿåòñÿ êîëëèíåàðíîé.

Ëåììà 9. Äëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, çàâèñÿùèõ îò òðåõ-
ìåðíîãî ïàðàìåòðà, çíà÷åíèå ïàðàìåòðà m ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ìíîæåñòâà
òðàíçèòèâíîñòè Σ â òî÷íîñòè â îäíîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

10. Òî÷êà O ñîâïàäàåò ñ íåâûðîæäåííîé òî÷êîé èëè òî÷êîé ïðîñòîãî
óïëîùåíèÿ êðèâîé rm. Îïîðíûå ïëîñêîñòè E1,2(O) èìåþò íå êîëëèíåàðíûå íî-
ñèòåëè, ñîñòîÿùèå êàæäûé èç äâóõ òî÷åê, êàñàíèå â êîòîðûõ ðåãóëÿðíîå.

1f . Òî÷êà O ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïðîñòîãî óïëîùåíèÿ, ñîïðèêàñàþùàÿñÿ
ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé îïîðíîé, íîñèòåëü êîòîðîé ñîñòîèò èç ñàìîé
òî÷êè O. Äðóãàÿ ãðàíè÷íàÿ îïîðíàÿ ïëîñêîñòü èìååò ðåãóëÿðíîå êàñàíèå åùå
â îäíîé òî÷êå, îáðàçóþùåé ñ òî÷êîé O íå êîëëèíåàðíóþ ïàðó.

1c. Òî÷êà O ñîâïàäàåò ñ íåâûðîæäåííîé òî÷êîé êðèâîé, îïîðíàÿ ïëîñ-
êîñòü èìååò íîñèòåëü èç äâóõ òî÷åê O è X, îáðàçóþùèõ êîëëèíåàðíóþ ïàðó.

13a. Òî÷êà O ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé òðåóãîëüíèêà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íå
êîëëèíåàðíûì íîñèòåëåì îïîðíîé ïëîñêîñòè, ðåãóëÿðíî êàñàþùåéñÿ êðèâîé â
ýòèõ òî÷êàõ. Äóãà îïîðíûõ ïëîñêîñòåé â òî÷êå O âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó.
Ëèíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè êðèâîé â òî÷êå O ïåðåñåêàåò âíóòðåííîñòü òðå-
óãîëüíèêà.
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13b. Òî÷êà O ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé òðåóãîëüíèêà, ÿâëÿþùèìñÿ íå êîëëèíå-
àðíûì íîñèòåëåì îïîðíîé ïëîñêîñòè E1, èìåþùåé ðåãóëÿðíîå êàñàíèå ñ êðè-
âîé â ýòèõ òî÷êàõ. Ëèíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè êðèâîé â òî÷êå O íå ïåðåñåêàåò
âíóòðåííîñòè òðåóãîëüíèêà. Äðóãîé êîíåö E2 äóãè îïîðíûõ ïëîñêîñòåé â òî÷-
êå O ÿâëÿåòñÿ áèêàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê êðèâîé ñ ðåãóëÿðíûìè êàñàíèÿìè.

20. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò îòêðûòîìó ïðîìåæóòêó êîíöû êîòîðîãî îáðà-
çóþò íå êîëëèíåàðíûé íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè ñ ðåãóëÿðíûì êàñàíèåì â
êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê.

2c. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò îòêðûòîìó ïðîìåæóòêó êîíöû êîòîðîãî îá-
ðàçóþò êîëëèíåàðíûé íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè ñ ðåãóëÿðíûì êàñàíèåì â
êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê.

2f . Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò îòêðûòîìó ïðîìåæóòêó êîíöû êîòîðîãî îá-
ðàçóþò íå êîëëèíåàðíûé íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè ñ ðåãóëÿðíûì êàñàíèåì
â îäíîé èç ýòèõ òî÷åê è ñîâïàäåíèåì îïîðíîé ïëîñêîñòè ñ ñîïðèêàñàþùåéñÿ
ïëîñêîñòüþ â äðóãîé òî÷êå, ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé ïðîñòîãî óïëîùåíèÿ.

30. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè òðåóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòî-
ðîãî îáðàçóþò íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè. Êàñàíèÿ âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ
ðåãóëÿðíû, è ñêîðîñòè íå êîëëèíåàðíû ñòîðîíàì.

3c. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè òðåóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòî-
ðîãî îáðàçóþò íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè. Êàñàíèÿ âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ
ðåãóëÿðíûû, è ñêîðîñòè â íåêîòîðûõ èç âåðøèí êîëëèíåàðíû ïðèëåãàþùèì
ñòîðîíàì.

3f . Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè òðåóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòîðî-
ãî îáðàçóþò íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè. Êàñàíèÿ â äâóõ âåðøèíàõ ðåãóëÿð-
íû, â òðåòüåé âåðøèíå èìååòñÿ ïðîñòîå óïëîùåíèå, ïðè÷åì îïîðíàÿ ïëîñ-
êîñòü ñîâïàäàåò ñ ñîïðèêàñàþùåéñÿ.

3s. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòîðîãî îáðà-
çóþò íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè. Êàñàíèÿ âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ ðåãóëÿðíû,
è ñêîðîñòè íå êîëëèíåàðíû ñòîðîíàì.

3sc. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòîðîãî îá-
ðàçóþò íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè. Êàñàíèÿ âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ ðåãóëÿðíû,
ñêîðîñòè â íåêîòîðûõ âåðøèíàõ êîëëèíåàðíû ïðèëåãàþùèì ñòîðîíàì.

3w. Òðè òî÷êè, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé îáðàçóþò íîñèòåëü îïîðíîé
ïëîñêîñòè. Êàñàíèÿ âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ ðåãóëÿðíû, è ñêîðîñòè íå êîëëèíå-
àðíû ýòîé ïðÿìîé. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â
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ýòèõ òî÷êàõ.
40. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà, âåðøèíû

êîòîðîãî îáðàçóþò íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè. Êàñàíèÿ âî âñåõ âåðøèíàõ
ðåãóëÿðíûå. Òî÷êà O íå ëåæèò íè íà ñòîðîíàõ, íè íà äèàãîíàëÿõ ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà.

4s. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò ñòîðîíå ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îïèñàííîãî â ïðåäû-
äóùåì ïóíêòå, òàê, ÷òî âñå âåðøèíû ïðèíàäëåæàò îäíîé èç çàìêíóòûõ ïî-
ëóïëîñêîñòåé ñ ãðàíèöåé, ñîäåðæàùåé ýòó ñòîðîíó.

4sb. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò äèàãîíàëè (èëè ñòîðîíå) ÷åòûðåõóãîëüíèêà,
îïèñàííîãî â ïóíêòå 40, òàê, ÷òî âåðøèíû ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò
ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé ýòó äèàãîíàëü (ñòîðîíó).

50. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè ïÿòèóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè
a1, . . . , a5 è íå ïðèíàäëåæàò íèêàêîé åãî äèàãîíàëè èëè ñòîðîíå. Òî÷êè ai ∈ Γ

ñîñòàâëÿþò íîñèòåëü íåêîòîðîé îïîðíîé ïëîñêîñòè P, êàñàþùåéñÿ êðèâîé âî
âñåõ òî÷êàõ ðåãóëÿðíî.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àè, êîãäà â òî÷êå m0 ìóëüòèðîñòîê ëåæàíäðîâà
îòîáðàæåíèÿ γrm0

, P íà ñâîåì íîñèòåëå SP óñòîé÷èâ, è êðîìå òîãî ñàì ðîñòîê
âûïóêëîé îáîëî÷êè â îêðåñòíîñòè íóëÿ óñòîé÷èâ.

Ïîìèìî ñëó÷àåâ
10, 1f , 1c, 13a, 13b, 20, 30, 3s

óñòîé÷èâîñòü âûïóêëîé îáîëî÷êè íàáëþäàåòñÿ è â ñëó÷àÿõ

2c, 3c, 3cs.

Â ïåðâûõ äâóõ èç ýòèõ ñëó÷àåâ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà â îêðåñòíîñòè 0 ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé äâå òðàíñâåðñàëüíûå ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè, èìåþùèå îáùèé êðàé. Â
ñëó÷àå 1c âûïóêëàÿ îáîëî÷êà â îêðåñòíîñòè íóëÿ äèôôåîìîðôíà óñå÷åííîìó
ëàñòî÷êèíó õâîñòó, Â ñëó÷àÿõ 20, 30, 2c, 3c âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ðîñòîê â íóëå ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ îñòàåòñÿ ãëàäêîé è ïðè áëèç-
êèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, â ñëó÷àÿõ 3s è 3sc ðîñòîê â íóëå âûïóêëîé îáîëî÷êè
òàêæå óñòîé÷èâ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé, èìåþùèõ îá-
ùèé êðàé è èìåþùèõ ïðîñòîå êàñàíèå âäîëü ýòîãî êðàÿ, îáðàçóÿ òåì ñàìûì
ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü êëàññà C1. Íàêîíåö, â ñëó÷àÿõ 13a, b âûïóêëàÿ îáîëî÷êà
èìååò âèä 4 èëè 5 èç ñïèñêà íîðìàëüíûõ ôîðì âûïóêëûõ îáîëî÷åê îòäåëüíûõ
êðèâûõ è òàêæå óñòîé÷èâà ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ.
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Îòìåòèì, ÷òî êîëëèíåàðíîñòü ïàðû òî÷åê a, b íîñèòåëÿ îïîðíîé ïëîñêîñòè
âëèÿåò íà óñòîé÷èâîñòü âûïóêëîé îáîëî÷êè òîëüêî â òî÷êå a. Â ñàìîì äåëå,
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ðîñòêîâ êðèâîé â òî÷êàõ a, b ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè â, b̂ ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî ëèíèè, îòâå÷àþùåé ïàðàì òî÷åê
êàñàíèÿ áèêàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ñ ðîñòêàìè êðèâîé. Ýòà ëèíèÿ èìååò òî÷êó
ïðîñòîãî óïëîùåíèÿ, à ñîïðèêàñàþùàÿcÿ â íåé ïëîñêîñòü äâîéñòâåííà òî÷êå
a. Åñëè O ïðè m0 îòëè÷åí îò òî÷êè a, òî ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà
ïîâåðõíîñòè â, b̂ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîâåðõíîñòè îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Èòàê, âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà m

ãðàíèöà âûïóêëîé îáîëî÷êè îñòàåòñÿ äèôôåîìîðôíîé ãðàíèöå H(rm0), ñîñòîÿ-
ùåé èç íàáîðà çàìûêàíèé îáëàñòåé ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé.

Â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè R3 × M ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà ïðîñòðàíñòâî
ïàðàìåòðîâ ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå ðîñòêîâ G = H(rm) × {m}, îáðàçóþùèõ
ïÿòèìåðíîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìíî-
ãîîáðàçèåì. Ñòðàòû G äèôôåîìîðôíû ñòðàòàì âûïóêëîé îáîëî÷êè H(rm0) ïðè
m = m0, óìíîæåííûì íà ðîñòîê ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ,
êðîìå 1c, çàìûêàíèÿ ñòðàòîâ � ãëàäêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì, â ñëó÷àå 1c -
îäèí èç ñòðàòîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì óñå÷åííîãî ëàñòî÷êèíà õâîñòà íà R3.

Òðåõìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå M0 = 0 × {m} óêàçàííîãî ïðÿìîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ, â îáùåì ïîëîæåíèè òðàíñâåðñàëüíî ïîäìíîãîîáðàçèþ G. Â ñèëó òîãî,
÷òî G ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì (Ëèïøèöåâûì) ïîäìíîãîîáðàçèåì, ìíîæåñòâî
òðàíñâåðñàëüíûõ åìó îòîáðàæåíèé ñâÿçíî. Â ñèëó ëåæàíäðîâîé óñòîé÷èâîñòè
ïåðåñå÷åíèå M0

⋂
G äèôôåîìîðôíî ïåðåñå÷åíèþ G ñî âñÿêèì òðàíñâåðñàëüíûì

ê íåìó òðåõìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì, è, â ÷àñòíîñòè, áóäåò äèôôåîìîðôíî
ñå÷åíèþ ñëîåì m = m0, òî åñòü èñõîäíîé ãðàíèöå âûïóêëîé îáîëî÷êè. Òàêèì
îáðàçîì âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà O ïðèíàäëåæèò óñòîé÷èâîìó ìóëüòèðîñòêó, ãðà-
íèöà Σ ìíîæåñòâà òðàíçèòèâíîñòè, ñîâïàäàþùàÿ ñ ìíîæåñòâîì M0

⋂
G äèô-

ôåîìîðôíà ýòîìó ðîñòêó. Èòàê, âñå óêàçàííûå ñëó÷àè äîñòàâëÿþò íîðìàëüíûå
ôîðìû ïóíêòà 1 òåîðåìû.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ íåóñòîé÷èâûõ êîíôèãóðàöèé.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, â ñëó÷àÿõ êîëëèíåàðíûõ íîñèòåëåé íåóñòîé÷è-

âîñòü âûïóêëîé îáîëî÷êè ìîæåò áûòü òîëüêî â ñàìîé òî÷êå íîñèòåëÿ èç êîë-
ëèíåàðíîé ïàðû. Â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ ïëîñêî-
ñòåé ê ðîñòêàì êðèâûõ â òî÷êàõ òàêîé ïàðû îñòàþòñÿ ãëàäêèìè ïîâåðõíîñòÿìè,

13



êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Åäèíñòâåííàÿ ñïåöèôèêà ýòîãî ñëó÷àÿ
ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé èìååò â îäíîé èç
òî÷åê óïëîùåíèå A3. Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ O ïîïàäàåò â òàêóþ òî÷êó
òîëüêî â óñòîé÷èâîì ñëó÷àå 1c.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

Ñëó÷àé 40, êîãäà O ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà, íî íå ëå-
æèò íà äèàãîíàëÿõ è ñòîðîíàõ.

 

O. 

D 

C 
B 

A 

ðèñ. 10

Ïðè m = 0 îäíî èç âîçìîæíûõ ðàñïîëîæåíèé íîñèòåëÿ èçîáðàæåíî íà ðè-
ñóíêå 10. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè òðåóãîëüíèêîâ ABC è BCD.
Îòìåòèì, ÷òî è ïðè ëþáîì äðóãîì ðàñïîëîæåíèè íîñèòåëÿ èìåþòñÿ äâà òðå-
óãîëüíèêà ñ îáùåé ñòîðîíîé, ñîäåðæàùèõ òî÷êó O.

Ðàññìîòðèì îáðàç ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà âñåõ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé â
òî÷êàõ ðîñòêîâ êðèâûõ â òî÷êàõ áëèçêèõ ê òî÷êàì íîñèòåëÿ ABCD. Ïîëó÷àåì
4 ðîñòêà ëèíåé÷àòûõ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé lA, lB, lC , lD, îòâå÷àþùèå êàæäîé
èç âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Ýòè ïîâåðõíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â îáùåé òî÷êå
ïðè m = 0 è íàõîäÿòñÿ ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó â îáùåì ïîëîæåíèè. Ïðè
ïàðàìåòðàõ áëèçêèõ ê m0 òî÷êà O ìîæåò ïðèíàäëåæàòü âûïóêëîé îáîëî÷êå
òîëüêî åñëè îíà ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè õîòÿ áû îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ
ÃB̃C̃ èëè B̃C̃D̃, ÿâëÿþùèõñÿ íîñèòåëÿìè îïîðíûõ ïëîñêîñòåé è áëèçêèìè ê
ñîîòâåòñòâóþùèì òðåóãîëüíèêàì ABC è BCD. Òî åñòü ïðè âñåõ áëèçêèõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðà, åñëè O ïðèíàäëåæèò âûïóêëîé îáîëî÷êå, òî ïîâåðõíîñòü Ô

ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó èç òî÷åê Q̂1, Q̂2 ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíî-
ñòåé lA, lB, lC è lB, lC , lD. Ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòà òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò îïîðíîé
ãèïåðïëîñêîñòè.
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Ðàññòîÿíèÿ îò ýòèõ òî÷åê äî ïîâåðõíîñòè Ô � ýòî äâå íåçàâèñèìûå ôóíêöèè
ïàðàìåòðîâ f1 è f2. Ïîñêîëüêó òî÷êè Q̂1, Q̂2 ëåæàò íà êðèâîé lBC , ÿâëÿþùåéñÿ
ïåðåñå÷åíèåì ïëîñêîñòåé lB è lC , òî îïîðíîé ÿâëÿåòñÿ òà èç íèõ, ðàññòîÿíèå îò
êîòîðîé áîëüøå.

Èòàê, ãðàíèöà ìíîæåñòâà òðàíçèòèâíîñòè Σ çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè f1 = 0,
f2 6 0 è f2 = 0, f1 6 0. Ïðèíèìàÿ ôóíêöèè f1 è f2 çà äâå êîîðäèíàòû â ïðî-
ñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷àåì íîðìàëüíóþ ôîðìó � äâóãðàííûé óãîë.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé 4s. Ïóñòü ïðè m = m0 òî÷êà O ëåæèò íà ñòîðîíå
a1a2 ÷åòûðåõóãîëüíèêà a1a2a3a4 (ñì. ðèñ. 11). Â îêðåñòíîñòè O ïðè m áëèçêèõ
ê m0 ãðàíèöà H(rm) ïðèíàäëåæèò ëèáî îäíîìó èç äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøè-
íàìè ã1ã2ã3, ã1ã2ã4, ÿâëÿþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè (áëèçêèìè ê ñîîòâåòñòâóþùèì
òðåóãîëüíèêàì ïðè m = m0) òðè�êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé, êîòîðûå îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâåííî P3 è P4, ëèáî ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé îòðåçêàìè
ã1ã2, ëåæàùèìè â áèêàñàòåëüíûõ îïîðíûõ ïëîñêîñòÿõ. Ïðè ôèêñèðîâàííîì m

ýòè áèêàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè îáðàçóþò ãëàäêóþ êðèâóþ Pt(m) ∈ R̂3, íà êîòîðîé
ââåäåì ïàðàìåòð t ∈ R, 0.

Èòàê, â ñëó÷àå 4s ìíîæåñòâî îïîðíûõ ïëîñêîñòåé Su(rm) ïåðåñåêàþùèõñÿ
ñ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè O ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü êðèâîé Pt(m), îòâå÷àþùåé
ïðîìåæóòêó t ≥ max{t3, t4}, ãäå t3 è t4 çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t, îòâå÷àþùèå òî÷-
êàì P3 è P4, ëåæàùèì íà ýòîé êðèâîé. Â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
R̂3×M êðèâàÿ

⋃
m

Pt(m)×{m} çàìåòàåò ÷åòûðåõìåðíóþ ïîâåðõíîñòü, ïàðàìåò-
ðèçîâàííóþ ïåðåìåííûìè t è m; ïðè m = m0 êðèâàÿ Pt(m0) êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè
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Ô.
Ïóñòü θ : R̂3 × M → R̂3 × M � ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ R3, ðàññëî-

åííîå íàä ïðîñòðàíñòâîì ïàðàìåòðîâ, òî åñòü π ◦ θ = θ̄ ◦ π äëÿ íåêîòîðîãî
äèôôåîìîðôèçìà θ̄′ : M → M è ïðîåêöèè π : R3 × M → M íà âòîðîé ñî-
ìíîæèòåëü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ ñîõðàíÿåò ãèïåðïîâåðõíîñòü Ô è ïåðåâîäèò
ìíîæåñòâî îïîðíûõ ïëîñêîñòåé Su(rm)×{m} îäíîãî ñåìåéñòâà rm â ìíîæåñòâî
Su(r′m)×{m} äðóãîãî ñåìåéñòâà Γ′m. Òîãäà, î÷åâèäíî, θ̄ ïåðåâîäèò îäíî â äðóãîå
ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà Σ è Σ′.

Â íàøåì ñëó÷àå â îáùåì ïîëîæåíèè íàéäåòñÿ äèôôåîìîðôèçì θ : R̂3×M →
R̂3 ×M ñ óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè, ïåðåâîäÿùèé êðèâóþ Pt(m) â êðèâóþ
w = t2− z, n1 = t, n2 = 0, è òî÷êè P3 è P4 ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êè n1 = x, n2 = 0,
w = x2−z è n1 = y, n2 = 0, w = y2−z. Â ñàìîì äåëå, â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ
êîîðäèíàòû n1 òðè�êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé èìåþò íåâûðîæäåííóþ ëèíåéíóþ
÷àñòü ïî ïåðåìåííûì x, y, z.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Σ äèôôåîìîðôíî ìíîæåñòâó, çàäàííîìó óñëîâè-
ÿìè z = 0 ïðè x ≤ 0 è y ≤ 0 (âíóòðåííèå òî÷êè ïîëó-êðèâîé êàñàþòñÿ Ô), ëèáî
z = x2 ïðè x ≥ y, x ≥ 0, ëèáî z = y2 ïðè y ≥ x, y ≥ 0 (îäíà èç òî÷åê P3, P4

ïðèíàäëåæèò Ô). Ïîëó÷åííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ñîâïàäàåò ñ ðîñòêîì ãðàôèêà
ôóíêöèè èç ïóíêòà 4 ñïèñêà íîðìàëüíûõ ôîðì âûïóêëûõ îáîëî÷åê êðèâûõ.

Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ 4sb. Ïóñòü ïðè m = m0 òî÷êà O ëåæèò íà äèàãîíàëè
a3a4 ÷åòûðåõóãîëüíîãî íîñèòåëÿ a1a2a3a4 îïîðíîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 12). Ãðàíèöà
H(rm) âûïóêëîé îáîëî÷êè ïðè m áëèçêèõ ê m0 â îêðåñòíîñòè O ÿâëÿåòñÿ ëèáî
ëèíåé÷àòîé îãèáàþùåé áèêàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé Pt(m) ñ íîñèòåëÿìè ã3, ã4,
áëèçêèìè ñîîòâåòñòâåííî ê òî÷êàì a3, a4, ëèáî îäíîé èç òðåõ òðè�êàñàòåëüíûõ
ïëîñêîñòåé: P1 ñ íîñèòåëåì ã1ã3ã4, P2 ñ íîñèòåëåì ã2ã3ã4 è P3 ñ íîñèòåëåì ã1ã2ã3.

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 4s, ìíîæåñòâî îïîðíûõ ïëîñêîñòåé ÿâëÿåòñÿ ëèáî îò-
ðåçêîì êðèâîé Pt(m), çàêëþ÷åííûì ìåæäó òî÷êàìè P1 è P2, åñëè t(P1) ≥ t(P2),
ëèáî, åñëè ïîðÿäîê òî÷åê íà ýòîé êðèâîé ïðîòèâîïîëîæíûé, òî îïîðíîé ÿâëÿ-
åòñÿ ïëîñêîñòü P3. Ñ ïîìîùüþ äèôôåîìîðôèçìà θ, ñîõðàíÿþùåãî Ô, êðèâóþ
Pt(m) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó w = t2 − z, n1 = t, n2 = 0, òî÷êó P1 � ê âèäó
P1 = {n1 = x, n2 = 0, w = x2 − z}, òî÷êó P2 � ê âèäó P2{n1 = −y, n2 = 0, w =

y2 − z}, è òî÷êó P3 � ê òî÷êå, ëåæàùåé â ãèïåðïëîñêîñòè w = x2+y2

2
− x− y − z.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè x + y ≥ 0 îïîðíîé ñòàíîâèòñÿ ïëîñêîñòü P3, óêàçàííûå íîð-
ìàëüíûå ôîðìû çàäàþò ðîñòîê ôóíêöèè èç ïóíêòà 5 ñïèñêà íîðìàëüíûõ ôîðì
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âûïóêëûõ îáîëî÷åê êðèâûõ.
Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà ìîæíî ïîëó÷èòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì ðîñòîê ïîâåðõíîñòè γrm â òî÷êå ã3. Âñå óêàçàííûå òî÷êè Pi è

êðèâûå ïðèíàäëåæàò ýòîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü l3. Âûáåðåì
íà íåé ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû u, v òàê, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå Ô c l3 çàäàâàëîñü
óðàâíåíèåì v = 0. Â îáùåì ïîëîæåíèè ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ c l3 îñòàëüíûõ ïî-
âåðõíîñòåé li, i = 1, 2, 4 äâîéñòâåííûõ ðîñòêàì êðèâîé â äðóãèõ òî÷êàõ ãi áóäóò
çàäàâàòüñÿ ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè v = gi(u, x, y, z), ïðè÷åì ïðè íóëåâûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ x, y, z ôóíêöèè g1 è g2 èìåþò ïðè u = 0 ïðîñòîé íóëü, à
ôóíêöèÿ g2 èìååò äâóêðàòíûé íóëü ïðè u = 0, ÷òî îòâå÷àåò ïðîñòîìó êàñàíèþ
ëèíèè Pt(0) ñ ïëîñêîñòüþ Ô.

Çàìåòèì, ÷òî èíòåðåñóþùåå íàñ ïîäìíîæåñòâî Σ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû íóëåé (òî åñòü ìíîæå-
ñòâà ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ èìååò íóëåâîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå)
cåìåéñòâà ôóíêöèè V (u, x, y, z) = g1g2g4 îò ïåðåìåííîé x c ïàðàìåòðàìè x, y, z,

èìåþùåãî ñïåöèàëüíûé âèä ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ ñîìíîæèòåëåé. Òåîðèÿ òàêèõ (è
áîëåå ñëîæíûõ) ñîñòàâíûõ ñåìåéñòâ ôóíêöèé áûëà ïîñòðîåíà â ðàáîòàõ [11],
[12]. Â ÷àñòíîñòè, îäíèì èç ñëåäñòâèé ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 10. Âñÿêîå ñåìåéñòâî V ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, ïðè
ôóíêöèÿõ gi îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ìîæíî ïðèâåñòè êîíòàêòíîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòüþ, ðàññëîåííîé íàä ïðîñòðàíñòâîì ïàðàìåòðîâ, ê âåðñàëüíîìó ñåìåéñòâó
âèäà

V ∗ = (u− x)(y − u)(u2 − z)

òàê, ÷òî ñîõðàíèòñÿ è çíàê íåíóëåâûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè V.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò íîðìàëüíàÿ ôîðìà ãðàíèöû ìíî-
æåñòâà òðàíçèòèâíîñòè â ñëó÷àå 4sb.
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Â ñëó÷àå 50 ïðèâåäåì òðåóãîëüíèê ã1, ã2, ã3 â ñòàíäàðòíîå ïîëîæåíèå ñåìåé-
ñòâîì àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ãëàäêî çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà m. Ãðàíèöà
H(rm) âûïóêëîé îáîëî÷êè â îêðåñòíîñòè îñè q3 îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé èç íåñêîëü-
êèõ òðè�êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ñ íîñèòåëÿìè èç îêðåñòíîñòåé a1, . . . , a5, ÿâ-
ëÿþùèìèñÿ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðûå ïðè m = m0 ñîäåðæàò òî÷êó O.
Òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ ìîæåò áûòü ëèáî 3, ëèáî 4, ëèáî 5 (ðèñ. 13). Àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì, ïîïàäàíèå íóëÿ íà òó èç ýòèõ òðè�êàñàòåëüíûõ
ïëîñêîñòåé, êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ îïîðíîé, çàäàåò ïîâåðõíîñòü ìíîãîãðàííîãî óã-
ëà â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Îòìåòèì, ÷òî îäíó èç ãðàíåé ïÿòèãðàííîãî óãëà
â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå â îáùåì ïîëîæåíèè âûïðÿìèòü íåâîçìîæíî (ñì.
òàêæå [6]).

Â ñëó÷àå 3w ïóñòü ïðè m = m0 íà÷àëî êîîðäèíàò ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó
AB îòðåçêà AC, ÿâëÿþùåãîñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé íîñèòåëÿ èç òðåõ êîëëèíå-
àðíûõ òî÷åê {A,B, C} îïîðíîé ïëîñêîñòè P0, ðåãóëÿðíî êàñàþùåéñÿ êðèâîé
(òî÷êà B ëåæèò ìåæäó A è C). Äâîéñòâåííûå ïîâåðõíîñòè lA, lB, lC ê ðîñòêàì
rm â îêðåñòíîñòè P0 � ýòî ãëàäêèå (ëèíåé÷àòûå) ïîâåðõíîñòè ïîïàðíî òðàíñ-
âåðñàëüíûå. Îäíàêî, â ñèëó êîëëèíåàðíîñòè òî÷åê A, O, B, C, ïðè m = m0

ëèíèÿ ρ1 ïåðåñå÷åíèÿ lA è lB êàñàåòñÿ ëèíèè ρ2 ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé lA è
lC è êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè Ô â òî÷êå P0.

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ m áëèçêèõ m0 ãðàíèöà âûïóêëîé îáîëî÷êè â îêðåñòíî-
ñòè íóëÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ëèíåé÷àòûõ ïîâåðõíîñòåé, äâîéñòâåííûõ ëèíèÿì ρ1
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è ρ2, ïðèíàäëåæàùèì ïîâåðõíîñòè lA. Âûáåðåì íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ëîêàëüíûå
êîîðäèíàòû u, v òàê, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòè Ô ñ lA çàäàâàëîñü óðàâíå-
íèåì v = 0. Òîãäà êðèâûå ρ1,2 áóäóò çàäàâàòüñÿ ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè
v = fi(u, x, y, z), i = 1, 2, ïðè÷åì ïðè íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (x, y, z)

ôóíêöèè fi áóäóò èìåòü íåâûðîæäåííûé (ìîðñîâñêèé) ìèíèìóì ðàâíûé íóëþ
â òî÷êå u = 0.

Êàê è â ñëó÷àå 4sb, ãðàíèöà Σ çîíû òðàíçèòèâíîñòè ñîñòîèò èç òàêèõ çíà÷å-
íèé x, y, z, ïðè êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèå

V = f1(u, x, y, z)f2(u, x, y, z)

èìååò íóëåâîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ñîâïàäàþùåå ñ min
u

max
i=1,2

fi.

Èç òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ñëîæíûõ ôóíêöèè (ñì. [11],[12]) âûòåêàåò ñëåäóþ-
ùåå

Óòâåðæäåíèå 11. Êîíòàêòíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, ðàññëîåííîé íàä ïðî-
ñòðàíñòâîì ïàðàìåòðîâ è ñîõðàíÿþùåé çíàê íåíóëåâûõ çíà÷åíèé, ñåìåéñòâî
V äëÿ ôóíêöèé f1, f2 îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

V ∗ = (u2 − z)(4u2 − 4xu + y).

Î÷åâèäíî, óêàçàííàÿ â óòâåðæäåíèè êîíòàêòíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïåðåâîäèò
îäíó â äðóãóþ ñîîòâåòñòâóþùèå áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû íóëåé ñåìåéñòâ,
à òàêæå èõ ïîäìíîæåñòâà, îòâå÷àþùèå Σ.

Äëÿ íîðìàëüíîé ôîðìû V ∗ ìíîæåñòâî Σ ñîñòîèò èç çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
x, y, z ïðè êîòîðûõ âåðøèíà îäíîé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàáîë ïîïàäàåò íà îñü
v = 0, ïðè óñëîâèè, ÷òî âåðøèíà äðóãîé ïàðàáîëû íàõîäèòñÿ íèæå ýòîé îñè, à
òàêæå èç òåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ âåðøèíû ïàðàáîë íå ïîïàäà-
þò íà ãðàôèê âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè max

i
fi(u), íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ýòîé

ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîë è ðàâíî íóëþ. Ýòè óñëîâèÿ
äëÿ V ∗ çàäàþò, â òî÷íîñòè, íîðìàëüíóþ ôîðìó 3 òåîðåìû 2.

Â ñëó÷àå 2f ãðàíèöà H(rm) ïðè m áëèçêèõ ê m0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè O

ÿâëÿåòñÿ ëèáî ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòüþ, ñîñòîÿùèõ èç îòðåçêîâ ã1, ã2 íîñè-
òåëåé áèêàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé, áëèçêèõ ê íîñèòåëþ a1, a2, ñîïðèêàñàþùåéñÿ
îïîðíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé O ïðè m = m0, ëèáî òàêîé òðè�êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòüþ ã1, ã

′
1, ã2, ÷òî òî÷êè ã1 è ã′1 ñòðåìÿòñÿ ê a1 ïðè m → m0. Ìíîæå-

ñòâî Su(rm) îïîðíûõ ïëîñêîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïðè âñÿêîì m ëèíèåé ïåðåñå÷åíèÿ
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óñå÷åííîãî ëàñòî÷êèíîãî õâîñòà l1 = (γrm , ã1), ÿâëÿþùåãîñÿ îáðàçîì ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ëåæàíäðà ðîñòêà rm â îêðåñòíîñòè òî÷êè a1, è ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè
l2 = (γrm , ã2). Ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî äèôôåîìîðôèçìà θ óêàçàííîãî âûøå
âèäà òàêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ ìîæíî, èñïîëüçóÿ ëîãàðèôìè÷åñêèå âåêòîðíûå
ïîëÿ, êàñàþùèåñÿ ëàñòî÷êèíîãî õâîñòà, ïðèâåñòè ê ñòàíäàðòíîìó âèäó:

l1 = {(n1, n2, w) : ∃t; w = min(t4 + n1t
2 + n2t)},

l2 = {n1 = x}.
Ïðè òàêîì äèôôåîìîðôèçìå â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïîâåðõíîñòü Ô ïå-
ðåéäåò â ïîâåðõíîñòü âèäà w = z + yn2 + ϕ(x, y, z, n1, n2), ãäå ϕ èìååò âòîðîé
ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ïåðåìåííûì x, y, z ïîñêîëüêó Ô êàñàåòñÿ ñå÷åíèÿ n1 = 0

íîðìàëèçîâàííîãî óñå÷åííîãî ëàñòî÷êèíîãî õâîñòà ïðè x = y = z = 0.
Ýòà íîðìàëüíàÿ ôîðìà çàäàåò ìíîæåñòâî Σ, ñîñòîÿùåå èç òàêèõ x, y, z, ÷òî

ñåìåéñòâî W = t4 + xt2 + n2t − z − yn2 − ϕ ôóíêöèé îò t, n2 èìååò êðèòè÷å-
ñêóþ òî÷êó ñ íóëåâûì êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì, ÿâëÿþùóþñÿ ìèíèìóìîì ïî t.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïàðà (y, z) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó îïîðíûõ ïðÿìûõ ê ëè-
íèÿì ïåðåñå÷åíèÿ ìèíèìàëüíîé ÷àñòè ëàñòî÷êèíà õâîñòà w = min

t,n2

{t4 + xt2 +

b(x, y, n2)t + c(x, y, n2)} c ïëîñêîñòüþ x = const ïðè íåêîòîðûõ ãëàäêèõ ôóíê-
öèÿõ b, c.

Ïðèâîäÿ ñåìåéñòâî W ê íîðìàëüíîé ôîðìå êîíòàêòíûìè ýêâèâàëåíòíîñòÿ-
ìè (ñîõðàíÿþùèìè çíàê íåíóëåâûõ çíà÷åíèé), ïîëó÷àåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü Σ

äèôôåîìîðôíà ðîñòêó â íà÷àëå êîîðäèíàò ãðàôèêà ôóíêöèè z = min
y

(y4+xy2),

ïðåäñòàâëÿþùåìó ñîáîé C1 ãëàäêîå ñîïðÿæåíèå äâóõ ïîâåðõíîñòåé ñ îáùèì
êðàåì (èç ñïèñêà íîðìàëüíûõ ôîðì âûïóêëûõ îáîëî÷åê òèïè÷íûõ êðèâûõ, òèï
2).

Íàêîíåö, â ïîñëåäíåì íåóñòîé÷èâîì ñëó÷àå 3f â îêðåñòíîñòè O ïðè m áëèç-
êèõ ê m0 ãðàíèöà H(rm) çàäàåòñÿ òðè�êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ã1ã2ã3 áëèç-
êîé ê îïîðíîé ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè a1a2a3 ïðè m = m0. Òàêèì îáðàçîì,
ìíîæåñòâî Su(rm) ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòè óñå÷åííîãî ëàñòî÷êèíîãî
õâîñòà l1 = (Su(rm), a1) è ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé l2 = (γ(rm), a2) è l3 = (γ(rm), a3).
Ýòè ãëàäêèå l2, l3 ïîâåðõíîñòè è Ô ïîïàðíî òðàíñâåðñàëüíû ïðè m = m0. Îíè
îñòàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíûìè è ïðè áëèçêèõ m. Â îáùåì ïîëîæåíèè ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå ρ, ñîïîñòàâëÿþùåå çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà m òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ
òðåõ ïîâåðõíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì. Ñëåäîâàòåëüíî ìíîæåñòâî Σ, ñî-
ñòîÿùåå èç òî÷åê m, ïðè êîòîðûõ ρ(m) ïðèíàäëåæèò óñå÷åííîìó ëàñòî÷êèíîìó
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õâîñòó l1, äèôôåîìîðôíî ñàìîìó ýòîìó ìíîæåñòâó. Èòàê, ïîëó÷åíà íîðìàëü-
íàÿ ôîðìà ïóíêòà 4 ñïèñêà íîðìàëüíûõ ôîðì îñîáåííîñòåé âûïóêëûõ îáîëî÷åê
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 òåïåðü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëåãêîå óïðàæíåíèå,
ñîñòîÿùåå â ïðèìåíåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ê ïëîñêèì êðèâûì è ïðî-
âåðêå ñëåäóþùèõ ôàêòîâ.

Íîñèòåëü îïîðíîé ïðÿìîé ê êðèâîé èç äâóõ-ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà îá-
ùåãî ïîëîæåíèÿ ñîäåðæèò íå áîëåå òðåõ òî÷åê ïðè óñëîâèè, ÷òî íà÷àëî êîîð-
äèíàò ïîïàäàåò íà âûïóêëóþ îáîëî÷êó ýòîãî íîñèòåëÿ. Åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò
ïîïàäàåò íà îäíî- è äâóõ- òî÷å÷íûé íîñèòåëü, òî â îáùåì ïîëîæåíèè âûïóêëàÿ
îáîëî÷êà â îêðåñòíîñòè íóëÿ óñòîé÷èâàÿ.

Â åäèíñòâåííîì íåóñòîé÷èâîì ñëó÷àå òðåõòî÷å÷íîãî íîñèòåëÿ ïðåîáðàçîâà-
íèå Ëåæàíäðà ìóëüòèðîñòêà êðèâîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðè âçàèìíî òðàíñâåð-
ñàëüíûå êðèâûå, îáùèì îáðàçîì çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ. Ïîïàäàíèå íóëÿ íà
âûïóêëóþ îáîëî÷êó îïðåäåëÿåòñÿ êîíêóðåíöèåé äâóõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ
ïðÿìûõ è àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 40 îïðåäåëÿåò îñîáåííîñòü y = |x|.
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