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�� �/��*���
� ���� �	��
���� ���������	
 	� ��� ���	�
�
���� �� !������ �� � ���� !���� �	
���
� aj (t) , ��� ���	�
� ����	� ���	����� !��� ���� ���
���	" �

���
���	� !��� ������ ���	�
� ����� ��� ���	�
� ����	�� ����
� �	�� ������ �	 9��	"  � ����# ��� !�����
����� 	
 ���
���	� !��� ���� ���	�
� ����� ������ ����
�� !��� ����# �
��� ��� 	
�� ����*�
� ���
���	 ��
���� !��� ��� �	!��� �	
���*���� �
������ ����" �
 �8���# ��� �	!�� 	� �+�	
�
���� ���	�
��
� ������ ���
���	���
�� 	� ������ ���
���	� !��� ���� ���	�
� ����� �	 9��	# ��
�� ��� ���	�
� ����	� �
 ����� ���
���	�
�	�� �	 9��	" 1�
�� �
 ��� �+ �
�� �/��������� ��� ������
�� �/��*���
� ���� 	� ���	�
� ���� �/��� ��� �	������
�(���
� ���	�
� ���� �
 ��� ����	� 	� ����# ���� ������� �
 � 1�- !���� ����
�� 	*�� ����"

����� �����
	� ������ �� ��
� ��!� "��#

1���	�� ���� ����� ��� �!	 �	��
���� ���������	
� 	� ��� ���	�
� ���� (r�, r�) !��� ���	����� ��	����������
(p�, p�) . ���
� ��� ��
���	
� &�' �
 &E' !� 	����
 ��� ������
�� �/��*���
� ���	�
� ����	� �
 ���� �� ����
t�

A (t) = p� exp (−r�t) + p� exp (−r�t) = p�a� (t) + p�a� (t) =
	

pjaj (t)

rCERm = −
Ȧ (t)

A (t)
=
r�p�a� (t) + r�p�a� (t)

p�a� (t) + p�a� (t)
= w� (t) r� +w� (t) r� =

	
wj (t) rj

!���� ��� !������ ��� w� (t) = p�a�/ (p�a� + p�a�) �
 w� (t) = p�a�/ (p�a� + p�a�) �
 Σwj (t) = 1" ,���
�	����� �� ��� �	� rCERm �
 ,���� � ���	!" ,�� �	����� �	� rCERa ���

rCERa = −
1

t
ln [p� exp (−r�t) + p� exp (−r�t)]

���
� &��' �
 ��� ���� �����

5



ẇj (t) =
pjaj (t)

Σpjaj (t)
.
Σripiai (t)

Σpiai (t)
−
rjpjaj (t)

Σpjaj (t)
= wj (t)



rCERm − rj

�

��� ���*���*� 	� rCERm !��� ������� �	 ���� ���
 ���	����

d

dt
rCERm = −

�
w�


rCERm − r�

�
r� +w�



rCERm − r�

�
r�

= −

	
ωj (t)



rCERm − rj

��

!���� �� ������� 
�����*�"
,���� � ��	!� ��� �������
� ������� 	� �����
�� �
 �*����� ���	�
� ����� 	*�� �	
��
�	�� ���� ������
�

���� (r�, r�) = (5%, 2%) �
 (p�, p�) = (0.5, 0.5)" ,���� � ��I���� ��� ������� 	� ��� ������
�� �/��*���
�
���	�
� ���� ������� ��	*�" �	�� ��� �*����� �
 ��� �����
�� ������
�� �/��*���
� ����� ��� ����
�
�
�	
	�	
������ ���	��� ���� !���� ����	����
� ��� �	!��� �	������ ���������	
 �
 ��� �	
�:��
� r��� = 2%"

J��� (t)
�B DB �BB �BB DBB

����	�
� ����	� (a� (t)) B"6�3 B"546 B"�5D B"B�6 B"BBB
����	�
� ����	� (a� (t)) B"4B@ B"B6� B"BB@ B"BBB B"BBB
�0�A (A (t)) B"@�5 B"��D B"B@� B"BB3 B"BBB
2����
�� �0-



rCERm

�
5"�@@K �"DE@K �"�E�K �"BB@K �"BBBK

 *����� �0-


rCERa

�
5"566K �"365K �"4EDK �"5EDK �"�53K

$%�� �� �����
	� ������ �� ��
� ��!� "���
��� �&�
'���� ���

2	�� ����
���# $�!��� �
 ��9�� &�BB5' �	
���� ��� �
������ ���� �� � ��	������� ��	����# ���� �� ����� ��
�
������
�� �
 ��� ������ ��	�� �
������ �����" $L� ������������ ���� �
������
�� ���
� ���� ������ ��	
	:
������ �	����
� 	� ��� ���	�	�������	
 ��	���� 	� �
������ �����" ,�� �������� �	�� �� ��� �	 �	������
������ ����� ���� ��	
 ����� ����*�	�� �
 ��� ����" A�	� ����� �	������� ���� ���*� 
�������� �	����	
� �	�
��� �0-" �
 	�
� �	 ���� ��� ���	 ���� �	 ��	*�� � ���� 	� �
	���� ��������	
 ���	���
� �	 ��� .���9��

&�336' ������# 
����� ��� �����
�� 	� ��������
�� 	� ���	�
� ����� 	*�� ����" ,��� �	����� ��� ���	�
�
����� �	���� �� � ���
 ��*����	
 ��	���� �	 � ��
	� !��< �	��# �
 �
 ����	�� �	� ��� ������" ,��
��������� ���������	
� 	� �������
��
� ��� ����
�
� ���	�
� ����� ���� ������ ��� ���
����
�"
.��
 ������ �	 ��	��� !����
� ������# ��� �����
� *���� 	� ������ ��	� ����	
 ������	
� �
�������

�� 6�K# �	����� !��� ��� ���� ������ �*������ �� ��� �	
���
� �������� ���� 	� EK" �
 �	
����� �����
���� ���
������ �
�	 �
 �
������ �
 ��� ��
���� 	� ����	
 ��������	
 ��	� MD"@C�	
 	� ����	
# �	 M�B"EC�	

	� ����	
" ;	!�*��# ���
� �� �
������ ���� ��� ��		� �� �� &�BBE' ��	*�� � �	�� ��	�	��� ��	
	������
�
������ 	� ��� �+��
� �	 !���� �
������
�� �
 ��� ������ ������ ��-� �
 �
 ���� �	�� ����������	
 ��
������� �	 ��� �
������# 
	� ����� ������� 	� ��� ���������	
�� ��������	
� �	
���
� ������
" �
��# ����
�
 ������ �*��
�� 	� ��� ��������
�� 
	�� �� $�!��� �
 ��9��# ��������
� ���� �
 ��� �� �	
��+� ��� �8���
	� ������ �
������
�� ��	
 ��� *������	
 	� ��	��� !����
� ������ �� ��
����"
,�� ����	
��� �	� ����
�
� ���	�
� ����� ��	*�� �� �	����� &�BB��# �BB��' �� ������� ��� �	�� ���:

	��������� ���	�	�� 	� ��� ��� �	
�������	
�# ��*�
 ��� �
������
��� ����	�
�
� .���9��
 &�336'" ���
������
���	
 	� ��� ���)���	�� ��/����� *��� ������� �
�	�����	
 �	
���
�
� ��� �������
��� 	� �����
� ��
:
�����	
� �� ��� *��� �����# �
# �
 ��� �	
�:��
# ��� �������
��� 	� ������ ��
�����	
�4 " ,���� ����������
�
���� ��� �*����	
 �	 �	
������	
 I�������	
� 	*�� ����# ��� ���� ���� �������
�� ����# �
 ��� ����� 	�
������*� ���< �*����	
" A	� ��� ���� !��� 9��	 �������	
# ���������	
� 	
 ��� 4th �
 5th ���*���*�� 	� ��� �������
��
���	
 ���	�� 
��������" �
 ����	
# ��� ��	�������� ���������	
 	� ��	!�� 
��� �	 �� ������������ �

�	�� !��" �������# ��� �
�	�����	
�� ��/������
�� 	� ��� �	����� ����	��� �	�� �� ��
��
�"

��� �����������
��� �&�
�� �� (���
�%
�
��

,��
 !� ��*� ��� �	
�������	
� !���� ��<� ������
���� ��	!�� �
 �
���:��
�����	
�� �/���� �� ����� ����:
���� �	�
�" ,�� ���
 �	��� 	� ��� �������	
 �� 	
 ��� ���	���
� �	
�������	
� 	� �������
��<� &�334# �33@'

4.��� ��� �
�
����� ��*� �������
����*� ���
� ����	��� ����� �� �8����*��� 	
�� 	
� ���
�# �
 ���� 	
� ��
�����	
" ,��
������
�� �	 �����
� �
 ������ ��
�����	
� �� ������	�� �
 �
�����*� �
����������	
 	� ��� �	
�:��
"

E



�
 7� �
 7G����
 &�BBB'# �	�� 	� !���� �+�������� �
��	��� ��� 
	��	
� 	� �
�����
�����	
�� �/���� �

������
�������" 0��� ����� �	��� 	������ ������
���� ��	
	��� ��	!�� �
 ���� �� �	
���
� !��� ���*�
�
��� !������ �8���� 	� ��	!�� ����� !���� ��� ������
���� �
 ��� ��
�� ���� ���� ������� ���������� �+�	�� !���
����� �	 �
�����
�����	
�� �/����" ,�� �+�	�� ����	�� ����� �	���� �������
��� !���� ��� >������
����? 	�
>�
�������	����� �/�������?" .������ �� ������� �
 ����� 	� ��� ������� 	� � �	���� ���

�� �
# !��� ������� ��
����� 
��������# ��� �������	
 	� ���	�
� ����� �	
���
� ��� ������� ���	�
� ����# ρ# ������ ���
 ��� �	����
���� 	� ���� �������
��# δ, 	� ��� �	���� ���� 	� �����
# r. �	�� �	
�������	
� ��	! ���� � ����
�
� �������
���	�
� ���� �� �	
�����
� !��� � ���� !������ �����
� &������' ��
�����	
� ���� ��!��� ��<� �
�	 ���	�
�
��� !���:���
� 	� ������ &�����
�' ��
�����	
�" ,��� ��# ����� ���� �� 
	 >�����	�����? 	� 	
� ��
�����	

	*�� �
	����"
�������
��<� &�33@' �
��	���� �!	 �+�	�� �	� ������
���� �*��	���
�@ " 1�� ���	 ������������� ���

�������
��� ���� ������� ����� �+�	��" ,�� �+�	�� ��/���� ���� ��� ��
<�
� 	� �����
���*� �	
������	
 �����
�� ��
����*� 
	� 	
�� �	 !��� �����
� �
 ��� �����
� �
 �������� ������# ��� ���	 �	 !��� �����
� �
 ���
*��� �	
� ��
" 1�
����*��� �	 ��� �����
� ���
� ���� ����� �� 
	 ��� ���	�� !���� �*�
�� ��� ��*�
 9��	
!�����" 1�
����*��� �	 ��� �	
�:��
 ������ ���
� ���� ����� �� 
	 ��� !���� ���
��� ����� ���� ��� 	 
	�
������# �
 ��� ��
�� 	� �8����
� ��� ��
<�
�" �������
��<�?� �������	
 ��
 �� �������
�� �
 ��� �	��	!�
�
	�)����*� ��
���	
�

max
c,s

π

�
∞

�

u (c (t) , s (t)) exp (−ρt) dt+ (1− π) lim
t→∞

u (c (t) , q (t)) &D'

�
���
��
�	�� ������� u (.) �� � ��
���	
 	� �	
������	
 (c) �
 ��� ���	���� ��	�< (s) �� ���� ���� ����	
(t)# !���� exp (−ρt) �� ��� �	
*�
��	
�� �+�	
�
���� ������� ���	�
� ����	�" u (.) �� ������ �	 �� ��� ����
�	� ��� ���� �	 ���� ��
�����	
� ��� ������ �	 �� ��� ���� �
 ��� !�� ���� ��
< �����
���*��"
�
�����*���# ��� ����� ���� ��I���� ��� ������
���� ������� ��*�� �����
� �� � ���������� �	���� �����	


������
� c (t) �
 s (t)" ,��� ��
 �� �
�������� �� ��� !���:���
� 	� ��
�����	
� �
 ��� ��� ����
� ������"
�������
��<�?� ����	��� �� � ��+���� 	� ��� �!	 ����	����� ���
 �	 ���� � ��
���������	
 	� ��� ���	�
��
����������
 ����	���# ��+� !��� �
 ����	��� ���� ��
<� ����� 	� �	
������	
 �
 
������ ���	���� ���
���	��
� �	 ����� �	
�:��
 ���������������# 	� ������
���� ������� ��*���" ,��� �������	
 ��
 �� ������ �
��
��� �!	 ���
 �+�	�� ������
� ��� ��
<�
� 	� �����
���*� ������� �����" $	���� ���� π ∈ [0, 1]# ��
 ��
�
�������� �� ��� !����� ���� ��� �����	
 ��<�� ������� �	 ���� �	��	
�
� 	� ��� �������	
# !��� π ��	*��
�
��� !����� ��*�
 �	 ��� �����
� ��
�����	
# �
 (1− π) �������
��
� ��� !����� ����� ��	
 ��� ������
��
�����	
"
�
 �	
����� �	 �������
��<� &�33@' !�	 ������ �����
� �
 ������ ��
�����	
� �� �������� �
������ �
 ���

	�)����*� ��
���	
 	� ��� �����	
 ��<��# 7� �
 7G����
 &�BBB' ����� ��� ������ �8���
���" 7� �
 7G����

������ �	����� �	
����� 	� �!	 �
�*�����# � ����������
 �
 � �	
���*���	
���# ���� 	� !���� ��<�� �����	
�
	*�� ��� �
���:����	��� ���	����	
 	� ���	�����" ,�� ������� ��
���	
� 	� ����� �!	 �
�*����� ��� ��
�����#
�
 ����
 ��*� �	
������	
 �
 ��� ���	���� ��	�< �� ����� ������
��" ,�� 	�)����*� ��
���	
 ����	��
�� 7� �
 7G����
 ���

maxU = πU� + (1− π)U� =

�
∞

�

u (c (t) , s (t))D (t) dt

!����#

U� =

�
∞

�

u (c (t) , s (t)) exp (−ρU t) dt &4'

U� = lim
ρ�→�

�
∞

�

u (c (t) , s (t)) exp (−ρCt) dt &@'

!���� D (t) �� ��� ���	�
� ����	�" ,�� ���	���
� �8���
�� ���!��
 ����� �!	 �����	
 ��<��� �� ���� ����
��� ������ �	 ���	�
� ������ ��������� �� �8���
� �����" ,�� ����������
# !�	 !�
�� �	 ��+����� ��� �����
�
*���� 	� ��� ������� (U�)# ��� � ���� 	� ���� �������
�� �/��� �	 ρU " ,�� �	
���*���	
���# !�	 ���*�� �������
��	� �	
���*�
� ��� ��	�< 	� ��� 
������ ���	����# ��� � ���� 	� ���� �������
�� �/��� �	 ρC �
 ��+������

@ �������	
 	� ���� �	�� �� ���	 �	�
 �
 ;��� &�336'"

D



��� �������" ,�� 	*����� �	������ 	�)����*� �� �	 ��+����� � !������ ��� 	� !������
� �	� �	�� ������� 	�
��� �	�����# ��*�
 ����� �8���
� ��������*� !������ ��	
 ������ ��
�����	
�" ,�� �8����*� ������� ���	�
�
���� �
 7� �
 7G����
 �� ��*�
 ���

ρ (t) = −
1

t
ln {(1− π) exp (−ρCt) + π exp (−ρU t)} &6'

 ���� ��	��� 	� ���	�
� ����� ��
 ������	�� �� �	�
 �� ������ �������
� ��� ���	�
� ����� �	� ���
�	
���*���	
��� �
 ��� ����������
# ρC �
 ρU ��������*���" A	� �+�����# �� ��� �	
���*���	
��� ���	�
�� ���
������ �� � ���� 	� 9��	� ρC = 0# ��� ���	�
� ����	� ���	����

D (t) = (1− π) + π exp (−ρU t) &3'

�
 ��� ����
� ������ !��
 t �� ����� �� ��� � ��
���� *���� 	� (1− π)# ��� !����� ������� �	 ���
�	
���*���	
���# 	� ������ ��
�����	
�" �� �� �
 ���� !�� ���� ��� �8����*� ���	�
� ���� ��
 �� ��	���� 	� ��
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?# �
 ������� �	��
���	���
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