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❊♥❞♦✇♠❡♥t ❛s ❛ ❇❧❡ss✐♥❣∗

❙✐✈❛♥ ❋r❡♥❦❡❧† ❨✉✈❛❧ ❍❡❧❧❡r‡ ❘♦❡❡ ❚❡♣❡r§

❆♣r✐❧ ✸✵✱ ✷✵✶✷

❆❜str❛❝t

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ s✉❣❣❡st t❤❛t ❛❣❡♥ts ❤♦❧❞ t✇♦ s❡❡♠✐♥❣❧② ✉♥✲

r❡❧❛t❡❞ ❜✐❛s❡s✿ ❢❛✐❧✉r❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦t❤❡rs r❡✢❡❝ts t❤❡✐r

♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✏✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡✑✮✱ ❛♥❞ ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ✈❛❧✉❡ ❛ ❣♦♦❞ ♠♦r❡ ♦♥❝❡ ✐t ✐s

♦✇♥❡❞ ✭✏❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t✑✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡

❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞✿ t❤❡ ❜✐❛s❡s ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝✲

t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡ ❛♥ ✏❛s✲✐❢ r❛t✐♦♥❛❧✑ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ ♣❛② s♣❡❝✐✜❝ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❜❛rt❡r tr❛❞❡✱

♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞ t❤❛t ✇❛s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ♣r❡❤✐st♦r✐❝ s♦❝✐❡t✐❡s✱ ❛♥❞ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t

❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❥♦✐♥t❧② s✉r✈✐✈❡❞ ♥❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❇♦✉♥❞❡❞ ❘❛t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❊♥❞♦✇♠❡♥t ❊✛❡❝t✱ ❲✐♥♥❡r✬s ❈✉rs❡✱ ❈✉rs❡❞ ❊q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠✱ ❊✈♦❧✉t✐♦♥✳

❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❈✼✸✱ ❉✽✷✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❤❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❞✐✛❡r✲

❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ ❤✉♠❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❛♥♦♠❛❧✐❡s✑ ♦r ✏❜✐❛s❡s✱✑ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤

∗❲❡ t❤❛♥❦ ■t❛✐ ❆r✐❡❧✐✱ ❊❞❞✐❡ ❉❡❦❡❧✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❑❛t③✇❡r✱ ❙❤❛✇♥ ▼❝❈♦②✱ ❘❛♥✐ ❙♣✐❡❣❧❡r✱ ▲✐s❡ ❱❡st❡r❧✉♥❞✱ ❛♥❞
✈❛r✐♦✉s s❡♠✐♥❛r ❛✉❞✐❡♥❝❡ ❢♦r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s✳

†❈❡♥t❡r ❢♦r t❤❡ ❙t✉❞② ♦❢ ❘❛t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❍❡❜r❡✇ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❏❡r✉s❛❧❡♠✳ ❢r❡♥❦❡❧✳s✐✈❛♥❅♠❛✐❧✳❤✉❥✐✳❛❝✳✐❧✳ ❯❘▲✿
❤tt♣s✿✴✴s✐t❡s✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴s✐t❡✴s✐✈❛♥❢r❡♥❦❡❧✴✳

‡❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ◆✉✣❡❧❞ ❈♦❧❧❡❣❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❖①❢♦r❞✳ ②✉✈❛❧✳❤❡❧❧❡r❅❡❝♦♥♦♠✐❝s✳♦①✳❛❝✳✉❦✳
❯❘▲✿ ❤tt♣s✿✴✴s✐t❡s✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴s✐t❡✴②✉✈❛❧✷✻✴✳

§❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P✐tts❜✉r❣❤✳ rt❡♣❡r❅♣✐tt✳❡❞✉✳ ❯❘▲✿
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣✐tt✳❡❞✉✴∼rt❡♣❡r✴✳

✶



❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ✜❡❧❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳✶ ❚❤♦✉❣❤ s♦♠❡ r❡✲

s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ❜✐❛s❡s✱ ✐t s❡❡♠s t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜♦❞② ♦❢

❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r s②st❡♠❛t✐❝ ❜✐❛s❡s t❤❛t ❞❡♣❛rt ❢r♦♠ ♣❛②♦✛✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❙✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r

✐s ♣✉③③❧✐♥❣ t♦ ❡❝♦♥♦♠✐sts✱ ✇❤♦ ❛r❡ tr❛✐♥❡❞ t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❢♦r❝❡s ✐♥ ♦✉r s♦❝✐❡t② ❛♥❞

❡❝♦♥♦♠② s❡❧❡❝t ♦♣t✐♠❛❧ ♦✈❡r s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❚✇♦ ♦❢ t❤❡s❡ ❜✐❛s❡s ❛r❡ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡✳ ❚❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t

❡✛❡❝t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❤❡r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♣❧❛❝❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ♦♥ ❛ ❣♦♦❞ ♦♥❝❡ t❤❡②

♦✇♥ ✐t✳ ❑❛❤♥❡♠❛♥✱ ❑♥❡ts❝❤✱ ❛♥❞ ❚❤❛❧❡r ✭✶✾✾✵✮✱ ✐♥ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞

❝♦✛❡❡ ♠✉❣s t♦ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ st✉❞❡♥ts ✐♥ ❛ ❝❧❛ssr♦♦♠✳ ❲❤❡♥ ❛s❦❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡

♠✉❣✱ t❤❡ ♠✉❣✲♦✇♥❡rs ❤❛❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ st✉❞❡♥ts✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐s t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❈♦❛s❡ t❤❡♦r❡♠✿ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ✇♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♣r♦♣❡rt②

r✐❣❤ts ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❝♦st❧❡ss tr❛❞❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡ ✐s t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t t♦

❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs✬ ❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ✇❛s ✜rst ✐❞❡♥t✐✜❡❞

✐♥ ❝♦♠♠♦♥✲✈❛❧✉❡ ❛✉❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥❡❞ ✐t❡♠ ❤❛s ❛♥ ✏♦❜❥❡❝t✐✈❡✑ ✈❛❧✉❡✱ ❜✉t ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r

r❡❝❡✐✈❡s ♥♦✐s② ✭❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡✮ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❛t ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢

s✉❝❤ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✇✐♥♥❡r ♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣❧❛②❡r ✇❤♦ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❧❛❝❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❜✐❞✳ ❚❤✐s ♣❧❛②❡r✬s ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❋✉❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ t❛❦❡ t❤✐s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡✐r

❜✐❞❞✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❇❛③❡r♠❛♥ ❛♥❞

❙❛♠✉❡❧s♦♥✱ ✶✾✽✸❀ ❑❛❣❡❧ ❛♥❞ ▲❡✈✐♥✱ ✶✾✽✻❀ ❑❛❣❡❧✱ ❍❛rst❛❞✱ ❛♥❞ ▲❡✈✐♥✱ ✶✾✽✼❀ ▲✐♥❞ ❛♥❞ P❧♦tt✱

✶✾✾✶✮ s❤♦✇s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ t❤✐s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ ♦✈❡r❜✐❞ ✐♥st❡❛❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✇✐♥♥❡r

♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❣❡t ❛♥ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ✐s ✇♦rt❤ ❧❡ss t❤❛♥ ❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ♠❛②

❡✈❡♥ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛②♦✛✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✏✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡✳✑ ✷

❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ s❡❡♠✐♥❣❧② ✉♥r❡❧❛t❡❞ ❜✐❛s❡s ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤

♦t❤❡r ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿ ❡rr♦rs ♠❛❞❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧②

❝♦rr❡❝t❡❞ ✐❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥

✑❛s✲✐❢ r❛t✐♦♥❛❧✑ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡

❜✐❛s❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❜✐❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧

tr❛❞❡✳ ❇✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

❡❛r❧✐❡st ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s t❤❛t t♦♦❦ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ♣r❡❤✐st♦r✐❝ s♦❝✐❡t✐❡s ✭❍❡rs❦♦✈✐ts✱ ✶✾✺✷❀ P♦❧❛♥②✐✱

✶❋♦r ❛ s✉r✈❡② ♦❢ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ s❡❡ ❑❛❣❡❧ ❛♥❞ ❘♦t❤ ✭✶✾✾✼✮✳ ❋♦r ❛ r❡❝❡♥t ♦✈❡r✈✐❡✇
♦❢ ✜❡❧❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ s❡❡ ❍❛rr✐s♦♥ ❛♥❞ ▲✐st ✭✷✵✵✹✮✳ ❋♦r s♣❡❝✐✜❝ ❡①❛♠♣❧❡s s❡❡ t❤❡ s✉r✈❡② ❜❡❧♦✇✳

✷❚❤✐s ❢❛✐❧✉r❡ ✐s ❛❧s♦ ♠❛♥✐❢❡st❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✇✐♥♥❡rs ✭♦r ❧♦s❡rs✮✱ ❛♥❞ t❤❡
t❡r♠ ✏✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡✑ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦♥t❡①ts ❛s ✇❡❧❧ ✭❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞
r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡ s❡❡ t❤❡ s✉r✈❡② ❜❡❧♦✇✮✳

✷



✶✾✺✼✮✳ ❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ ❜✐❛s❡s ✇❡r❡ ♥♦t ❞r✐✈❡♥ t♦ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❜② ♥❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❡✈♦❧✈❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❛s ❛ s❡❝♦♥❞✲❜❡st ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t❤❛t r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✏❛s✲✐❢ r❛t✐♦♥❛❧✑

❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ s✉❣❣❡sts ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❜✐❛s❡s ♠✐❣❤t

❤❛✈❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ❛s ✏s❤♦rt❝✉ts✑ t♦ r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✳✸

❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❛♥t❤r♦♣♦❧♦❣② s✉❣❣❡sts t❤❛t tr❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

♦❢ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ tr✐❜❛❧ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ ✇❛s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s♦❝✐❡t✐❡s ✭s❡❡ ❍❡r✲

s❦♦✈✐ts✱ ✶✾✺✷❀ P♦❧❛♥②✐✱ ✶✾✺✼❀ ❙❛❤❧✐♥s✱ ✶✾✼✷❀ ❍❛✈✐❧❛♥❞✱ Pr✐♥s✱ ❲❛❧r❛t❤✱ ❛♥❞ ▼❝❇r✐❞❡✱ ✷✵✵✼✮✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✏❬t❪❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ tr❛❞❡ ✐♥ ♥♦♥❧✐t❡r❛t❡ s♦❝✐❡t✐❡s ♠❛❦❡s ❝❧❡❛r t❤❛t ❜❛rt❡r ✐s ❜② ❢❛r

t❤❡ ♠♦st ♣r❡✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡✑ ✭❍❡rs❦♦✈✐ts✱ ✶✾✺✷✱ ♣✳ ✶✽✽✮✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦❞❡❧ tr❛❞❡

❛s ❛ ❣❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t✇♦ tr❛❞❡rs ♦✇♥s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❣♦♦❞✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

❡❛❝❤ ❣♦♦❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ ❜✉t

♥♦t t♦ ❤✐s tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r✳ ❚❤❡ ♣❧❛②❡rs✬ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ tr❛❞❡ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t r❡s✉❧t ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ st♦❝❦✱ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡❛t❤❡r✱ ❡t❝✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡

❦♥♦✇♥ t♦ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ❜❡❢♦r❡ t❤❡ st❛rt ♦❢ tr❛❞❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♦♥❡

✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ tr❛❞❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ■♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❜❛rt❡r✱ tr❛❞❡rs s✐♠♣❧② ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r

♦r ♥♦t t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✱ ❛♥❞ ❣♦♦❞s ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐❢ ❜♦t❤ tr❛❞❡rs ❛❣r❡❡✳

❆ tr❛❞❡r ✐s ✏❝✉rs❡❞✑ ✭❊②st❡r ❛♥❞ ❘❛❜✐♥✱ ✷✵✵✺✮ ✐❢ ❤❡ ❜❡❧✐❡✈❡s t❤❛t ❤✐s ♣❛rt♥❡r✬s ❛❣r❡❡♠❡♥t

t♦ tr❛❞❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❛t ♣❛rt♥❡r✬s ❣♦♦❞✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❝✉rs❡❞

tr❛❞❡r ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❞♦♠✐♥❛♥t str❛t❡❣②✱ ❜② ✇❤✐❝❤ ❤❡ ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ tr❛❞❡ ❤✐s ♦✇♥ ❣♦♦❞ ❡✈❡♥

✇❤❡♥ ✐ts q✉❛❧✐t② ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ tr❛❞❡rs ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r tr❛❞❡r✬s ❛❣r❡❡♠❡♥t t♦ tr❛❞❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞

t❤❡② ❣❡t ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝✉rs❡❞ ❛❣❡♥ts✬ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ✐s

❛❧✇❛②s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ❣❛✐♥ ✭t❤✐s ✐s t❤❡ ✏✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡✑✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ t②♣❡s

✇❤♦ ❛❣r❡❡ t♦ tr❛❞❡ t❤❡✐r ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② ❣♦♦❞s ❞❡s♣✐t❡ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ❢r♦♠

tr❛❞❡✳ ❲❤❡♥ ✇❡ s♦❧✈❡ ❢♦r ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤✉s ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t tr❛❞❡rs ❢♦r♠ r❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❧✐❡❢s

❞✉r✐♥❣ tr❛❞❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s tr❛❞❡ t❤❛t ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ❢♦r ❧♦✇✲q✉❛❧✐t② ❣♦♦❞s ✭s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ❛ ✏❧❡♠♦♥ ♠❛r❦❡t✑✮✳

❲❡ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② r❡s✉❧ts✳ ❲❡ st❛rt ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❣❛♠❡ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝✉rs❡❞ ❛❣❡♥ts ❛s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❡❛❝❤ tr❛❞❡r ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❝✉rs❡❞✱ ❜✉t ✐s ❛❧s♦ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛

♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s t❤❛t ❞✐st♦rts ❤✐s s✐❣♥❛❧✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❣❛♠❡✱

✸❙❛♠✉❡❧s♦♥ ✭✷✵✵✺✱ ♣✳ ✶✵✵✮ st❛t❡s t❤❛t ❛ ✜rst st❡♣ ❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t
❡✛❡❝t ❛♥❞ ✐ts ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ ✏t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♠♦❞❡❧s
s❤❡❞❞✐♥❣ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ ❤♦✇ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✐t ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥
♦✇♥❡rs❤✐♣✳✑ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ s✉❝❤ ❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳

✸



t✇♦ ❢✉❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ❛r❡ ❡❛❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ tr❛❞❡r ❛♥❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡✐r tr❛❞❡r✬s

s❡❝♦♥❞✲st❛❣❡ ♣❛②♦✛✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ❢♦r t❤❡✐r tr❛❞❡rs✱

t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❣❛♠❡ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡✐r ❞✐st♦rt❡❞

♣r✐✈❛t❡ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ ❝✉rs❡❞ tr❛❞❡rs ♣❧❛② t❤❡✐r ✉♥✐q✉❡ ❞♦♠✐♥❛♥t str❛t❡❣②✳ ❲❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡

◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❣❛♠❡✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✉♥✐q✉❡✱ ♣✉r❡✱

s②♠♠❡tr✐❝✱ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ s♦❧✈❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t✳ ❚❤❛t ✐s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s

❝❤♦♦s❡ ❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s t❤❛t ❧❡❛❞s tr❛❞❡rs t♦ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡✐r

♦✇♥ ❣♦♦❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤✐s ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ❢✉❧❧② ❝♦rr❡❝ts ❢♦r

t❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡✱ ❛♥❞ tr❛❞❡rs ♣❧❛② t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❣❛♠❡ ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ ❢✉❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡rs

♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❚❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❣❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞

✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉rs❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❲❡

❛ss✉♠❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉rs❡❞ tr❛❞❡rs✱ ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ ❛ t②♣❡ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s s♦♠❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥

❜✐❛s ❢♦r ✐ts ♠❡♠❜❡rs✳ ■❢ tr❛❞❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ♠❛t❝❤❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣❛②♦✛ ❢r♦♠

tr❛❞❡ s❡r✈❡s ❛s ✜t♥❡ss✱ t❤❡♥ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❛s❡s✱ t❤❡ ♦♥❧② r❡s✉❧t

♦❢ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❛♥ ❡♥t✐r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t

❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❣❛♠❡✳

❲❡ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ✐♥s✐❣❤t ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❜✐❛s❡s

❡✈♦❧✈❡ t♦❣❡t❤❡r✳ ❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t ♣❛rt✐❛❧❧② ❝✉rs❡❞ tr❛❞❡rs✱ ✇❤♦ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❜❡✲

❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦t❤❡rs r❡✢❡❝ts t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✉t ❞♦ ♥♦t ✐❣♥♦r❡ ✐t ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡

t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝✉rs❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❊②st❡r ❛♥❞ ❘❛❜✐♥✱ ✷✵✵✺✮ ✐♥ t❤❡ tr❛❞❡ ❣❛♠❡✳✹

❲❡ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✉rs❡❞♥❡ss t❤❡r❡ ✐s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t t❤❛t ❢✉❧❧②

❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❢♦r ✐t ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛s✲✐❢ r❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆ str♦♥❣❡r ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐s

r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝✉rs❡❞♥❡ss✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♦❢ t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ❛❧✇❛②s ❝❤♦♦s❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❜✐❛s❡s ✭❝✉rs❡❞♥❡ss

❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t✮ t❤❛t ✐♠♣❧② ❛s✲✐❢ r❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡✐r ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥

❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❝❤♦♦s❡ r❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤❡✐r ❛❣❡♥ts❀

t❤✉s t❤❡② ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❝❤♦♦s❡ ❛ str❛t❡❣② t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② r❡s✉❧t✿ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r✈✐✈✐♥❣ t②♣❡s ✐s ❧✐❦❡❧②

t♦ ❜❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s✉❝❤ t❤❛t ✭✶✮ ❞✐✛❡r❡♥t s✉r✈✐✈✐♥❣ t②♣❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡❛❝❤ ❜✐❛s✱

✭✷✮ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❜✐❛s❡s✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts

❡①❤✐❜✐t ❛s✲✐❢ r❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❛❧s✐✜❛❜❧❡

✹❲❡ ❛♣♣❧② ❊②st❡r ❛♥❞ ❘❛❜✐♥✬s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏❈✉rs❡❞ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✑ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ tr❛❝t❛❜✐❧✐t②✳ ❯s✲
✐♥❣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❏❡❤✐❡❧✬s ❆♥❛❧♦❣② ❇❛s❡❞ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②
s✐♠✐❧❛r ✭s❡❡ ❏❡❤✐❡❧ ❛♥❞ ❑♦❡ss❧❡r✱ ✷✵✵✽✳✮

✹



♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✿ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡

❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇s t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❡♥❞♦✇✲

♠❡♥t ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡✱ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ♣❛♣❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②

❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❣❛♠❡✱ t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②

❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❢✉❧❧② ❝✉rs❡❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❝❛s❡

✐♥ ✇❤✐❝❤ tr❛❞❡rs ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝✉rs❡❞ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❜✐❛s❡s ❡✈♦❧✈❡ t♦❣❡t❤❡r✳ ▲❛st❧②✱ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❆❧❧

♣r♦♦❢s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

✷ ❘❡❧❛t❡❞ ▲✐t❡r❛t✉r❡

✷✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❚✇♦ ❇✐❛s❡s

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❜✐❛s❡s ❞✐s❝✉ss❡❞

✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❑❛❤♥❡♠❛♥✱ ❑♥❡ts❝❤✱ ❛♥❞ ❚❤❛❧❡r ✭✶✾✾✶✮

❢♦r ❛ s✉r✈❡② ♦♥ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ❛♥❞ t♦ ❑❛❣❡❧ ❛♥❞ ▲❡✈✐♥ ✭✷✵✵✷✱ ❝❤❛♣t❡r ✶✮ ❢♦r ❛ s✉r✈❡②

♦♥ t❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡✳

✷✳✶✳✶ ❚❤❡ ❊♥❞♦✇♠❡♥t ❊✛❡❝t

❚❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ✭❚❤❛❧❡r✱ ✶✾✽✵✮ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❤❡r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✈❛❧✉❡ ❛

❣♦♦❞ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♦♥❝❡ t❤❡② ♦✇♥ ✐t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♣r✐❝❡s ❡①✐st ✇❤❡r❡ s✉❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ♥♦t

✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❜✉② t❤❡ ❣♦♦❞ ♦r s❡❧❧ ✐t ✐❢ t❤❡② ♦✇♥ ✐t✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s t♦♦ ❤✐❣❤ ❢♦r

❜✉②✐♥❣ ❜✉t t♦♦ ❧♦✇ ❢♦r s❡❧❧✐♥❣✳ ❚❤✉s ♣❡♦♣❧❡ ❞♦ ♥♦t tr❛❞❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠

✐t✳ ❚❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s✱ ❢r♦♠ ❛ s✐♠♣❧❡ tr❛❞❡ ♦❢

♠✉❣s ❛♥❞ ❝❤♦❝♦❧❛t❡ ❜❛rs ✭❑❛❤♥❡♠❛♥✱ ❑♥❡ts❝❤✱ ❛♥❞ ❚❤❛❧❡r✱ ✶✾✾✵✮ t♦ ❛✉❝t✐♦♥s ✭❑♥❡ts❝❤✱ ❚❛♥❣✱

❛♥❞ ❚❤❛❧❡r✱ ✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ✜❡❧❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ✐ts ❡①✐st❡♥❝❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❯❙ ❤♦✉s✐♥❣

♠❛r❦❡t ✭●❡♥❡s♦✈❡ ❛♥❞ ▼❛②❡r✱ ✷✵✵✶❀ ❇♦❦❤❛r✐ ❛♥❞ ●❡❧t♥❡r✱ ✷✵✶✶✮✳ ❍♦r♦✇✐t③ ❛♥❞ ▼❝❈♦♥♥❡❧❧

✭✷✵✵✷✮ s✉r✈❡② ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ♦✈❡r ❢♦rt② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢

t❤✐s ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐s str♦♥❣❡st ❢♦r

♥♦♥✲♠❛r❦❡t ❣♦♦❞s✱ s❡❝♦♥❞ str♦♥❣❡st ❢♦r ♣r✐✈❛t❡ ❣♦♦❞s✱ ❛♥❞ ✇❡❛❦❡st ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣s

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠♦♥❡②✳✺

✺❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s t❤❛t ❛r❣✉❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t✳ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ✜❡❧❞
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② ▲✐st ✭✷✵✵✸✱ ✷✵✵✹✮ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ tr❛❞❡rs ❞♦ ♥♦t ♠❛♥✐❢❡st t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t
❡✛❡❝t✳ ❖t❤❡r ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦✉♥t❡r❡✈✐❞❡♥❝❡ ✭❑♥❡ts❝❤✱ ❚❛♥❣✱ ❛♥❞ ❚❤❛❧❡r✱ ✷✵✵✶❀ ❇♦❦❤❛r✐ ❛♥❞ ●❡❧t♥❡r✱

✺



✷✳✶✳✷ ❲✐♥♥❡r✬s ❈✉rs❡

❚❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡ ✐s t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ♦t❤❡r

♣❧❛②❡rs✬ ❛❝t✐♦♥s✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❜✐❛s ✇❛s ✜rst ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✲✈❛❧✉❡ ❛✉❝t✐♦♥s✱

❜✉t ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛

s❡t✉♣ ✐s ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❧❧❡r ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❜✉②❡r ❤❛✈❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡

✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡❞ ❣♦♦❞✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ♦r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡rs s❤♦✉❧❞ t❛❦❡

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡

❛❣r❡❡s t♦ tr❛❞❡✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❜✐❞✴❛s❦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❙❛♠✉❡❧s♦♥ ❛♥❞ ❇❛③❡r♠❛♥ ✭✶✾✽✺✮ ✇❡r❡

t❤❡ ✜rst t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t r❡s❡♠❜❧❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡✳ ■♥ ❛♥

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ à ❧❛ ❆❦❡r❧♦❢✬s ✏♠❛r❦❡t ❢♦r ❧❡♠♦♥s✱✑ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts t♦♦❦ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❜✉②❡rs

✐♥ ❛ tr❛❞❡✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❛s❦❡❞ t♦ ♦✛❡r ❛ ♣r✐❝❡ ❢♦r ❛♥ ✐t❡♠ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡✱ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡

♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ✇❡r❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ t❤❛t t❤❡ s❡❧❧❡r ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❛❝❝❡♣t t❤❡ ♣r✐❝❡

✐❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✇❡r❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ s❡❧❧❡r✬s ✈❛❧✉❡✳ ❆ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ✐♥ t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t

✇❛s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡ s❡❧❧❡r ✇❛s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❛s

s✉♣♣♦s❡❞ t♦ s❡t ❛ ♣r✐❝❡ ♦❢ ③❡r♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❞✐❞ ❝❤♦♦s❡ ❛ ③❡r♦ ♣r✐❝❡✱

❛♥❞ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡♠ s❡❧❡❝t❡❞ ♣r✐❝❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t

t❤❡② ✇❡r❡ ✏❝✉rs❡❞✳✑ ❇❛❧❧✱ ❇❛③❡r♠❛♥✱ ❛♥❞ ❈❛rr♦❧❧ ✭✶✾✾✶✮ ❛♥❞ ●r♦ss❦♦♣❢✱ ❇❡r❡❜②✲▼❡②❡r✱ ❛♥❞

❇❛③❡r♠❛♥ ✭✷✵✵✼✮ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ r♦❜✉st ❡✈❡♥ ✐♥ r❡♣❡❛t❡❞ tr✐❛❧s ✇✐t❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳

❚❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡ ✇❛s ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ r❡❛❧✲❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧②

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ t❡r♠❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛♣❡r ♦♥ ❛✉❝t✐♦♥s ♦♥ ♦✐❧ r✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ●✉❧❢ ♦❢ ▼❡①✐❝♦ ✭❈❛♣❡♥✱

❈❧❛♣♣✱ ❛♥❞ ❈❛♠♣❜❡❧❧✱ ✶✾✼✶✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❯❙ t✐♠❜❡r✲❧❡❛s❡ s❛❧❡s ✭▼❡❛❞✱ ✶✾✻✼❀

❍❛♥s❡♥✱ ✶✾✽✺✱ ✶✾✽✻✮✱ ❝♦r♣♦r❛t❡ t❛❦❡♦✈❡rs ✭❘♦❧❧✱ ✶✾✽✻✮✱ r❡❛❧✲❡st❛t❡ ❛✉❝t✐♦♥s ✭❆s❤❡♥❢❡❧t❡r ❛♥❞

●❡♥❡s♦✈❡✱ ✶✾✾✷✮✱ ❛♥❞ ♠❛r❦❡ts ❢♦r ❢r❡❡ ♣❧❛②❡rs ✐♥ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ s♣♦rts ✭❈❛ss✐♥❣ ❛♥❞ ❉♦✉❣❧❛s✱

✶✾✽✵❀ ❇❧❡❝❤❡r♠❛♥ ❛♥❞ ❈❛♠❡r❡r✱ ✶✾✾✽❀ ▼❛ss❡② ❛♥❞ ❚❤❛❧❡r✱ ✷✵✶✵✮✳ ❲❤✐❧❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✜❡❧❞

❡①❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ q✉❡st✐♦♥❡❞✱✻ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❛r❡ ✏❝✉rs❡❞✏

✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✷✵✶✶✮✳ ❆ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛♣❡rs ❜② P❧♦tt ❛♥❞ ❩❡✐❧❡r ✭✷✵✵✺✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✶✶✮ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐s ♥♦t ❛
r❡❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❜✉t ♠❡r❡❧② ❛ ❜②✲♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ ❜✉t s❡❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❜② ■s♦♥✐✱ ▲♦♦♠❡s✱
❛♥❞ ❙✉❣❞❡♥ ✭✷✵✶✶✮✳

✻❋♦r ❛ ❞❡❜❛t❡ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♦✐❧ r✐❣❤ts ❛✉❝t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡✱ s❡❡ ▼❡❛❞✱
▼♦s❡✐❞❥♦r❞✱ ❛♥❞ ❙♦r❡♥s❡♥ ✭✶✾✽✸✮ ❛♥❞ ❍❡♥❞r✐❝❦s✱ P♦rt❡r✱ ❛♥❞ ❇♦✉❞r❡❛✉ ✭✶✾✽✼✮❀ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦r♣♦r❛t❡ t❛❦❡♦✈❡rs✱ s❡❡ ❇♦♦♥❡ ❛♥❞ ▼✉❧❤❡r✐♥ ✭✷✵✵✽✮✳ ❙♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s
t❤❛t s❡❡♠✐♥❣❧② ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡ ❛r❡ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥
♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❋♦r ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s s❡❡ ❑❛❣❡❧ ❛♥❞ ▲❡✈✐♥ ✭✷✵✵✷✮✱ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ s❡❝t✐♦♥ ✻✳

✻



✷✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▲✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❇✐❛s❡s

❖✉r ♣❛♣❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❜r♦❛❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❞❡✈✐❛t✲

✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❛②♦✛ ✭♦r ✜t♥❡ss✮ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✏✐♥❞✐r❡❝t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤✑ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡

s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ●üt❤ ❛♥❞ ❨❛❛r✐ ✭✶✾✾✷✮ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ●üt❤ ❛♥❞ ❑❧✐❡♠t✱ ✶✾✾✽❀ ❉❡❦❡❧✱ ❊❧②✱ ❛♥❞

❨✐❧❛♥❦❛②❛✱ ✷✵✵✼✮✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t②♣❡s✱ ♦r ❣❡♥❡s✱ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t

❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ✜t♥❡ss✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ✭t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥

❡①t❡♥t✮ t♦ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r✬s str❛t❡❣②✳ ❚❤❡r❡✲

❢♦r❡ ♥♦♥r❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♠❛② s✉r✈✐✈❡ ♥❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳✼ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢

t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ♣r❡✈❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ t✇♦✲st❛❣❡

❞❡❧❡❣❛t✐♦♥ ❣❛♠❡✿✽ ❛t t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❡❛❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ t②♣❡✮ ❝❤♦♦s❡s t❤❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t t❤❛t ✇✐❧❧ ♣❧❛② ♦♥ ✐ts ❜❡❤❛❧❢ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❲✐♥✲

t❡r✱ ●❛r❝✐❛✲❏✉r❛❞♦✱ ❛♥❞ ▼❡♥❞❡③✲◆❛②❛ ✭✷✵✵✾✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ r❡❧❛t❡❞ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❡♠♦t✐♦♥s✳

❖✉r ♣❛♣❡r ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❜✐❛s❡s ♠❛② ❡✈♦❧✈❡✳

❙❛♠✉❡❧s♦♥ ✭✷✵✵✹✮ st✉❞✐❡s ❤♦✇ ♥❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❛② ❜✉✐❧❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥t♦

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭s❡❡ ❛❧s♦ ◆ö❧❞❡❦❡ ❛♥❞ ❙❛♠✉❡❧s♦♥✱ ✷✵✵✺✮✳ ❘♦❜s♦♥ ❛♥❞ ❙❛♠✉❡❧s♦♥ ✭✷✵✵✼✱ ✷✵✵✾✮

❛♥❞ ❉❛s❣✉♣t❛ ❛♥❞ ▼❛s❦✐♥ ✭✷✵✵✺✮ s❤♦✇ ❤♦✇ ✏♣r❡s❡♥t ❜✐❛s✑ ✭❞②♥❛♠✐❝ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✮ ♠✐❣❤t

❤❛✈❡ ❡✈♦❧✈❡❞✳ ❍❡❧❧❡r ✭✷✵✶✶✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❤♦✇ ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❡♠❡r❣❡s ❛s ❛ t♦♦❧ ❢♦r r✐s❦

❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ✏✐♥❞✐r❡❝t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤✑ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✈❡❧

❢❡❛t✉r❡ t❤❛t ♥❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s❡❧❡❝t t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts✱ ❜✉t r❛t❤❡r s❡❧❡❝ts

t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❜✐❛s❡s ✿ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥ t❤❡② ♣❛② t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ♦t❤❡r

♣❧❛②❡rs✬ ❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡② r❡❛❝t t♦ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❱❡r② ❢❡✇ ♣❛♣❡rs ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ t✇♦ ❜✐❛s❡s t❤❛t ❛r❡

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ ②❡t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳ ❲❛❧❞♠❛♥ ✭✶✾✾✹✮✱ ✐♥ ❛♥ ❡❛r❧② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱

s❤♦✇s t❤❛t ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ s❡①✉❛❧ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ②✐❡❧❞

♦♥❧② ✏s❡❝♦♥❞✲❜❡st✑ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

❛tt❛✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❣❡♥ts

♠❛② ❜❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❜✐❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❲❛❧❞♠❛♥ ✭✶✾✾✹✮ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ♦❢ s❡❧❢✲❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡①❝❡ss

❞✐s✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❡✛♦rt✳ ❍❡✐❢❡t③✱ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ❛♥❞ ❙♣✐❡❣❡❧ ✭✷✵✵✼❛✮ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦

✼❍❡✐❢❡t③✱ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ❛♥❞ ❙♣✐❡❣❡❧ ✭✷✵✵✼❜✮ s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r r❛t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝s
❛❧✇❛②s ❧❡❛❞s t♦ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❢r♦♠ ♣❛②♦✛ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳

✽❉❡❧❡❣❛t✐♦♥ ❣❛♠❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♥♦♥❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s❡t✉♣s❀ s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋❡rs❤t♠❛♥✱ ❏✉❞❞✱
❛♥❞ ❑❛❧❛✐ ✭✶✾✾✶✮✳

✼



✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s❡s✳ ❚❤❡② ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡

♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❛♥ ✭✐♥❞✐r❡❝t✮ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

❛❣❡♥ts✬ ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡② t❤❡r❡❢♦r❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡

❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲❇❛②❡s✐❛♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❜✐❛s t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts✳✾

■♥ ❛ ♥♦♥❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❝♦♥t❡①t✱ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ❛♥❞ ▲♦✈❛❧❧♦ ✭✶✾✾✸✮ st✉❞② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r✐s❦

❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡✱ ✐♥ ❛

✇❛② t❤❛t ✐s♦❧❛t❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❡s ❛♥❞ ✐❣♥♦r❡s ❢✉t✉r❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✳

❚✉r♥✐♥❣ t♦ ✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥✱ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ❛♥❞ ▲♦✈❛❧❧♦ ✭✶✾✾✸✮ t❤❡♥ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛ ❜r♦❛❞❡r

✈✐❡✇ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ❛ ❣r❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡②

str❡ss t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦rs ✇✐❧❧ ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❊❧② ✭✷✵✶✶✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t❡♥❞ t♦ ❝♦♠❡

✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✏❦❧✉❞❣❡s✑ ✕ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r✱ ❜✉t ❞♦ ♥♦t ❡❧✐♠✐♥❛t❡✱

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❍✉❝❦✱ ❑✐r❝❤st❡✐❣❡r✱ ❛♥❞ ❖❡❝❤ss❧❡r ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❍❡✐❢❡t③ ❛♥❞ ❙❡❣❡✈ ✭✷✵✵✹✮ s❤♦✇

t❤❛t ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ♠❛② ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣✳ ■♥ ❜♦t❤ ♣❛♣❡rs

t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t s❡r✈❡s ❛s ❛ ✏❝♦♠♠✐t♠❡♥t✑ t❤❛t ♣r❡✈❡♥ts ❛♥ ❛❣❡♥t ❢r♦♠ ❣✐✈✐♥❣ ✉♣ ❤✐s

♦✇♥ ♦❜❥❡❝t ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐♠♣r♦✈❡s ❤✐s st❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡s❡

r❡s✉❧ts✱ ✉♥❧✐❦❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛ tr❛❞❡r ♦❜s❡r✈❡s ✭❛t ❧❡❛st ♣❛rt✐❛❧❧②✮

t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤✐s ♣❛rt♥❡r✬s ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♦✉r ♣❛♣❡r✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss t❤❡✐r r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳

✸ ❇❛s✐❝ ▼♦❞❡❧✿ ❋✉❧❧② ❈✉rs❡❞ ❚r❛❞❡rs

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ♦✉r ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❢✉❧❧②

❝✉rs❡❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦♥❧② t❤❡✐r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t✳ ■♥

❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❧❛① ❜♦t❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿ ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝✉rs❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✉rs❡❞♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t✳

✸✳✶ ❚r❛❞❡ ●❛♠❡

❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤❡ tr❛❞❡ ❣❛♠❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ✐ts ❝✉rs❡❞ ❛♥❞ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❚✇♦ ❛❣❡♥ts

✭tr❛❞❡rs✮ {1, 2} ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ tr❛❞❡ ❣❛♠❡ ✭❡❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛

tr✐❜❡✮✳ ❊❛❝❤ tr❛❞❡r ♦✇♥s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❣♦♦❞✳ ❊❛❝❤ tr❛❞❡r i ∈ {1, 2}

✾ ❚❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜r✐❡✢② ♦♥❧② ✐♥ ❛♥ ✉♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❡❛r❧② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ❍❡✐❢❡t③ ❛♥❞ ❙♣✐❡❣❡❧
✭✷✵✵✶✮✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳

✽



♦❜s❡r✈❡s ❛ ♣r✐✈❛t❡ s✐❣♥❛❧ xi r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ ❤✐s ♦✇♥ ❣♦♦❞✱ ✇❤❡r❡ x1, x2

❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♥✐❢♦r♠✶✵ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✈❡r [L,H] ✇❤❡r❡ 0 < L < H✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❢♦r

s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❛t xi ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t tr❛❞❡r i ❛tt❛❝❤❡s t♦ ❤✐s ♦✇♥ ❣♦♦❞✳ ▲❡t µ ≡ E (xi) ❜❡ t❤❡

❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ xi ❛♥❞ µ≤y ≡ E (xi|xi ≤ y) ❜❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ xi✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❤❛t ❤✐s

✈❛❧✉❡ ✐s ❛t ♠♦st y✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜♦t❤ tr❛❞❡rs r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣✉❜❧✐❝ s✐❣♥❛❧ α > 1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✏s✉r♣❧✉s

❝♦❡✣❝✐❡♥t✑ ❢♦r tr❛❞❡✿ t❤❡ ❣♦♦❞ ♦❢ ❛❣❡♥t −i ✐s ✇♦rt❤ αx−i t♦ ❛❣❡♥t i✳✶✶ ❍✐❣❤ α r❡♣r❡s❡♥ts

❜❡tt❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r tr❛❞❡✱ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❡❛❝❤

tr❛❞❡r ♦✇♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❜♦t❤ ♣❛rt✐❡s ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐t② t❤❡② ❞♦

♥♦t ♦✇♥✱ t❤❡♥ α ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t α ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r tr❛❞❡ ❛s✐❞❡ ❢r♦♠

✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♣r♦❞✉❝t q✉❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② x1 ❛♥❞ x2✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t α, x1✱ ❛♥❞

x2 ❛r❡ ❛❧❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt
(

1, H
µ

)

✳✶✷

❚❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥t❡r❛❝t ❜② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❞❡❝❧❛r✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ ♦r ♥♦t ✇✐❧❧✐♥❣ t♦

tr❛❞❡✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞s ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❜♦t❤ ❛❣❡♥ts ❛❣r❡❡ t♦ tr❛❞❡✳

❆ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ♦❢ ❛ ♣❧❛②❡r ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❡t ♦❢ s✐❣♥❛❧s A ⊆ [L,H] ✭t❤❡ ✏❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ s❡t✑✮

❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛❝❝❡♣ts tr❛❞❡✳ ❆ t❤r❡s❤♦❧❞ str❛t❡❣② x ∈ [L,H] ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡

s❡t ✐s [L, x]✳ ❋♦r ❡❛❝❤ q ∈ [0, 1] ❧❡t q ❜❡ t❤❡ ♠✐①❡❞ t②♣❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t str❛t❡❣② ❜② ✇❤✐❝❤ ❛

♣❧❛②❡r ❛❣r❡❡s t♦ tr❛❞❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② q✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ❤✐s s✐❣♥❛❧✳ ❆ ❢✉❧❧② ❝✉rs❡❞ ♣❧❛②❡r✱

❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊②st❡r ❛♥❞ ❘❛❜✐♥ ✭✷✵✵✺✮✱ ❜❡❧✐❡✈❡s t❤❛t ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t ✉s❡s ❛ t②♣❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

str❛t❡❣②✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t ♣❧❛②s A✱ ❤❡ ♣❧❛②s ❛ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ str❛t❡❣②

q(A) = Pr (A) = |A|
H−L

✳ ❆ str❛t❡❣② ✐s ❢✉❧❧② ❝✉rs❡❞✲❞♦♠✐♥❛♥t ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❛❣❛✐♥st ❛❧❧

t②♣❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t str❛t❡❣✐❡s✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❢✉❧❧② ❝✉rs❡❞✲❞♦♠✐♥❛♥t

str❛t❡❣✐❡s ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡ ❣❛♠❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❚❤❡ ❣❛♠❡ ❛❞♠✐ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥✐q✉❡ ❢✉❧❧② ❝✉rs❡❞✲❞♦♠✐♥❛♥t str❛t❡❣②✿ tr❛❞❡r

i ❛❝❝❡♣ts tr❛❞❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ xi < αµ✳

Pr♦♦❢✳ ❊❛❝❤ ❝✉rs❡❞ ❛❣❡♥t ♠✐st❛❦❡♥❧② ❜❡❧✐❡✈❡s t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r tr❛❞❡r ✉s❡s ❛ t②♣❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

str❛t❡❣②✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t i ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ♦t❤❡r ❣♦♦❞ ❛t ✐ts ❡①✲❛♥t❡ ✈❛❧✉❡ αµ ✭✇✐t❤♦✉t

❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥t✬s ❛❣r❡❡♠❡♥t t♦ tr❛❞❡✮ ❛♥❞ ❛❝❝❡♣ts tr❛❞❡ ✐❢ ❤✐s ♦✇♥ ❣♦♦❞ ✐s

✇♦rt❤ ❧❡ss✿ xi < αµ✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s ❢✉❧❧② ❝✉rs❡❞✲❞♦♠✐♥❛♥t ❢♦r ❡✈❡r② t②♣❡ ♦❢ ❛❣❡♥t i ✭❛♥❞

✶✵❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
✶✶❖✉r r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t i ♣r✐✈❛t❡❧② ♦❜t❛✐♥s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥t ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s✉r♣❧✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t αi✳
✶✷❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ α ❛r❡ ♦♥❧② t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts s✐♠♣❧❡r✳ ❋✉❧❧ s✉♣♣♦rt ♦✈❡r

(1, H
µ
) ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ✉♥✐q✉❡♥❡ss✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r s♠❛❧❧❡r ♦r ❤✐❣❤❡r α✬s

✭✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❝✉♠❜❡rs♦♠❡✮✳

✾



str✐❝t❧② ❢✉❧❧② ❝✉rs❡❞✲❞♦♠✐♥❛♥t ✐❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r ❛❣r❡❡s t♦ tr❛❞❡ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝✉rs❡❞ tr❛❞❡r ♠❛❦❡s ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ♠✐st❛❦❡✿ ❤❡ ❛❝❝❡♣ts tr❛❞❡

❡✈❡♥ ❢♦r ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛r❡ t♦♦ ❤✐❣❤✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛②♦✛ ❢r♦♠

tr❛❞❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ tr❛❞❡r ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡

♦❢ ❤✐s ♣❛rt♥❡r✬s ♦❜❥❡❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ tr❛❞❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥❡✱ ❛s t②♣❡s ♦❢

❤✐s ♣❛rt♥❡r ✇✐t❤ ❤✐❣❤ s✐❣♥❛❧s ❞♦ ♥♦t tr❛❞❡✳

❲❡ ♥❡①t st✉❞② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛❞❡rs ❛r❡ ♥♦t ❝✉rs❡❞✳ ❚❤❡ ❣❛♠❡ ❛❞♠✐ts ❛

◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ tr❛❞❡rs ♥❡✈❡r tr❛❞❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s

t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❛❧s♦ ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ tr❛❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ 1 < α < H/µ t❤❡ ❣❛♠❡ ❛❞♠✐ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❝ ◆❛s❤

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿ ❡❛❝❤ tr❛❞❡r i ❛❣r❡❡s t♦ tr❛❞❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ xi < x∗ (α) ✇❤❡r❡ x∗ (α) ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡

s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

x∗ (α) = αµ≤x∗(α). ✭✶✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ ■t ✐s ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ tr❛❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

✷✳ ■t P❛r❡t♦✲❞♦♠✐♥❛t❡s ✭❢♦r ❛❧❧ tr❛❞❡rs✬ t②♣❡s✮ t❤❡ ♥♦✲tr❛❞❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳ ■♥ ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ tr❛❞❡rs✬ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥

❢r♦♠ tr❛❞❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢s t❤❡② ❢♦r♠ ❛❜♦✉t t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ t❤❡✐r ♣❛rt♥❡r✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t

i✱ ✇✐t❤ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ✭s❡❧❢✲❢✉❧✜❧❧✐♥❣✮ ❜❡❧✐❡❢✱ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ♦t❤❡r ❣♦♦❞ ❛t ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ αµ≤x. ❚❤✉s✱

❡q✳ ✶ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳

✸✳✷ P❡r❝❡♣t✐♦♥ ●❛♠❡

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣❡r✲

❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ❢♦r ❛❣❡♥ts t❤❛t ✇✐❧❧ tr❛❞❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥

❜✐❛s❡s ❛s ❣❡♥❡t✐❝ t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ❛s ♥❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t

❡✛❡❝t ❡✈♦❧✈❡s ❛s ❛ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❝✉rs❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s t✇♦ st❛❣❡s✿ ❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❣❛♠❡ ✭st❛❣❡ ✶✮ ❛♥❞ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❣❛♠❡

✭st❛❣❡ ✷✮✳ ❆t ❡❛❝❤ st❛❣❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣❧❛②❡rs✿ t✇♦ ❢✉❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ✐♥ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥

❣❛♠❡✱ ❛♥❞ t✇♦ ❢✉❧❧② ❝✉rs❡❞ ❛❣❡♥ts ✭tr❛❞❡rs✮ ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ❚❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐s t❤❡

✶✵



s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❡❛❝❤ tr❛❞❡r i ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ✕

❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ψi : [L,H] → [L,H] t❤❛t ❞✐st♦rts tr❛❞❡r i✬s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❤✐s s✐❣♥❛❧✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ tr❛❞❡r i ✇✐t❤ s✐❣♥❛❧ xi ♠✐s❜❡❧✐❡✈❡s ❤✐s s✐❣♥❛❧ t♦ ❜❡ ψi (xi)✳ ❊❛❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥ t❤❡

✜rst st❛❣❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡rs ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ❛♥❞ ❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠

t❤✐s tr❛❞❡r✬s s❡❝♦♥❞✲st❛❣❡ ♣❛②♦✛✳ ❆t t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ✭t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❣❛♠❡✮✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ❢♦r t❤❡✐r ❛❣❡♥ts✳ ❊❛❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ i ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦

❝❤♦♦s❡ ❛ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✕ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ηi ∈ ∆([L,H] → [L,H]) ❛♥❞ ❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s

ψi ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❤✐s ❛❣❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ηi✳ ❆t t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r

♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s❡s✱ t❤❡ tr❛❞❡rs ♣❧❛② t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❢✉❧❧② ❝✉rs❡❞✲❞♦♠✐♥❛♥t str❛t❡❣② ✭♥♦t✐❝❡ t❤❛t

str❛t❡❣② ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt♥❡r✮✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ tr❛❞❡ ❣❛♠❡ t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ t❤✉s

❜❡st r❡s♣♦♥❞ ✇✐t❤ ✏♣❡r❝❡✐✈❡❞✑ str❛t❡❣✐❡s✳ i✬s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ✐s t♦ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ t❤❛t tr❛❞❡r

−i ♣❧❛②s t❤❡ t②♣❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② Pr
(

ψ−1
−i (A−i)

)

✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛❣❡♥t

−i ❜❡❧✐❡✈❡s ❤❡ ♣❧❛②s A−i✱ ❞✉❡ t♦ ❤✐s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ❤❡ r❡❛❧❧② ♣❧❛②s ψ−1
−i (A−i) ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

t❤✐s ✐s t❤❡ str❛t❡❣② tr❛❞❡r i ✐s ❜❡st✲r❡♣❧②✐♥❣ t♦✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤r♦✉❣❤♦✉t t♦ t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ str❛t❡❣✐❡s

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♠✐t t❤❡ ❛❞❥❡❝t✐✈❡ ✏♣❡r❝❡✐✈❡❞✑ ✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ st❛t❡❞✳

❆ ♣✉r❡✶✸ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ψ = (ψ1, ψ2) ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐❢ ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤

tr❛❞❡r ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤✐s ♦✇♥ ❣♦♦❞✿ ψi (xi) > xi ❢♦r ❡❛❝❤ xi < H✱ i ∈ {1, 2}✳ ❚❤❡

♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❣❛♠❡ ❤❛s ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ✐♥❞✉❝❡ ❡①tr❡♠❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐♥

t❤❡✐r ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ ❛❣❡♥ts ♥❡✈❡r tr❛❞❡✳ ❙✉❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r❡ ❝♦✉♥t❡r✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ❛s

t❤❡② ✐♥❞✉❝❡ ❧♦✇ t②♣❡s ✭❝❧♦s❡ t♦ L✮ t♦ r❡❥❡❝t tr❛❞❡ ✭❛ ✇❡❛❦❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣②✮✱ ✇❤✐❧❡ s✉❝❤

t②♣❡s ❝❛♥ ♦♥❧② ❡❛r♥ ❢r♦♠ ❛❣r❡❡✐♥❣ t♦ tr❛❞❡✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①❝❧✉❞❡ s✉❝❤ ❡①tr❡♠❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s❡s✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s t♦

❝❤♦♦s❡ ♦♥❧② ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦✇❡st t②♣❡ L ❛❣r❡❡s t♦ tr❛❞❡ ❢♦r ❡✈❡r② α > 1✳ ❚❤❛t

✐s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t✿ ψi (L) ≤ µ✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❣❛♠❡ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✲

s♦❧✈❛❜❧❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❚❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❣❛♠❡ ❛❞♠✐ts ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡✶✹

ψ∗ (x) =
µ

µ<x
x.

✶✸■♥ ❛ s❧✐❣❤t ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ❜② t❤❡ ❜✐❛s t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ❛ss✐❣♥s
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡✳

✶✹❲❡ ❛❜✉s❡ ♥♦t❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜✐❛s❡s ✐♥
❝❛s❡ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦✜❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ (ψ1, ψ2) s✉❝❤ t❤❛t ψ1 = ψ2 = ψ✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜♦t❤ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s❡s ❜② ψ✳

✶✶



▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿

✶✳ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t❀

✷✳ ✐s ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✲s♦❧✈❛❜❧❡✿ ψ∗ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s✉r✈✐✈✐♥❣ str❛t❡❣② ♦❢ ✐t❡r❛t❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

str✐❝t❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s✳

Pr♦♦❢✳ ❖❜s❡r✈❡ ✜rst t❤❛t ψ∗ (x) > x ❢♦r ❡❛❝❤ x < H ❛♥❞ t❤✉s ψ∗ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t

❡✛❡❝t✳ ◆❡①t✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✿

ψ∗ (x) < αµ ⇐⇒
x · µ

µ<x
< αµ ⇐⇒ x < αµ<x.

❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ψ∗ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❝✉rs❡❞ tr❛❞❡rs t♦ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡❤❛✈❡ ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡

❢✉❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥ts ✭✇✐t❤♦✉t ❜✐❛s❡s✮ ✇❤♦ ♣❧❛② t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣② x∗ (α) ♦❢ t❤❡

tr❛❞❡ ❣❛♠❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ψ∗ ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❣❛♠❡✳ ❲❡ ♣r♦✈❡

❞♦♠✐♥❛♥❝❡ s♦❧✈❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

✸✳✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❉②♥❛♠✐❝s

❲❡ ✜♥✐s❤ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❣❛♠❡✱

❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ t♦ ψ∗ r❡❣❛r❞❧❡ss

♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢✉❧❧② ❝✉rs❡❞ ✭❛♥❞ t❤✐s ❜✐❛s ❝❛♥♥♦t ❜❡

✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡t✐❝ t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ✐♥ ✐ts ❝❛rr✐❡r✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛❣❡♥ts ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ♠❛t❝❤❡❞

❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡ ♣❧❛②s t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❣❛♠❡ ✭❣✐✈❡♥ t❤❡✐r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s❡s ❛♥❞ ❝✉rs❡❞♥❡ss✮✳ ❚❤❡

♣❛②♦✛s ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡✐r ✜t♥❡ss✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✛s♣r✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡ ✐♥ t❤❡

♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭r❡♣❧✐❝❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ψ∗✱ ✇❡ r❡❧② ♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ♦❢ ❍❡✐❢❡t③✱ ❙❤❛♥♥♦♥✱

❛♥❞ ❙♣✐❡❣❡❧ ✭✷✵✵✼❛✮✱ ✇❤♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛❧✇❛②s ♦❝❝✉rs ✐♥ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✲s♦❧✈❛❜❧❡ ❣❛♠❡s✳

❚❤❡✐r r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❜❡❧♦✇✿

❚❤❡♦r❡♠ ✭❍❡✐❢❡t③✱ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ❛♥❞ ❙♣✐❡❣❡❧ ✭✷✵✵✼❛✮✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ♣❧❛②s✱ ✐♥

❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ t✇♦✲♣❧❛②❡r ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s❡t ♦❢ ✭♣✉r❡✮ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r

❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡✐r t②♣❡s✱ t❤❡s❡ t②♣❡s

✶✷



❡✈♦❧✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s✱✶✺ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧❧② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❤❛s ❛

❢✉❧❧ s✉♣♣♦rt✳ ■❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✲s♦❧✈❛❜❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ✉♥✐t ♠❛ss

❛t t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✲s♦❧✈❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❍❡✐❢❡t③✱ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ❛♥❞ ❙♣✐❡❣❡❧ ✭✷✵✵✼❛✮ ✇✐t❤ ♣❛rt t✇♦ ♦❢ Pr♦♣♦s✐✲

t✐♦♥ ✸ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ②✐❡❧❞s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ψ∗ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳ ❆♥② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s❡s ✭✇✐t❤ ❢✉❧❧ s✉♣♣♦rt✮✶✻ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ t❤❡

❧♦♥❣ r✉♥ t♦ ❛ ✉♥✐t ♠❛ss ♦♥ ψ∗✳

✹ P❛rt✐❛❧ ❈✉rs❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❈♦✲❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❇✐❛s❡s

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s

❝✉rs❡ ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡s❡ t✇♦ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜✐❛s❡s ♠❛② ❤❛✈❡

s✉r✈✐✈❡❞ ♥❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s t✇♦ r❡str✐❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✉♥♥❛t✉r❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❝✉rs❡❞ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t

❡✈♦❧✈❡s✳ ❚❤✐s ✐s r❛t❤❡r ❛r❜✐tr❛r②✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❜✐❛s❡s ❡✈♦❧✈❡

t♦❣❡t❤❡r✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡

✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❣❡♥ts ❛r❡ ✏❢✉❧❧② ❝✉rs❡❞✳✑ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡

♥♦t ❢✉❧❧② ❝✉rs❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡② ♦♥❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡♥t ✐♥ ♦t❤❡rs✬ ❛❝t✐♦♥s✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢

❜♦t❤ ❜✐❛s❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ s❤❛♣❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❝✉rs❡❞♥❡ss ❧❡✈❡❧

❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ♦❢ ❛❣❡♥ts✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞

✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ s❡t✉♣ ❛s ✇❡❧❧✱ t❤❡

❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡ ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❍❡r❡ ✐s ❛ s✉♠♠❛r②

♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ s♦♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t

♣❛rt✐❛❧❧② ❝✉rs❡❞ tr❛❞❡rs✱ ✐✳❡✳✱ tr❛❞❡rs ✇❤♦ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦t❤❡rs r❡✢❡❝t

t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡

❝❛s❡s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❲❡ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✉rs❡❞♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞

✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✉rs❡❞♥❡ss✱ t❤❡ str♦♥❣❡r

t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ t②♣❡s

✶✺❍❡✐❢❡t③✱ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ❛♥❞ ❙♣✐❡❣❡❧ ✭✷✵✵✼❛✮ ♣r♦✈❡ t❤❡✐r r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞❡r s❡t✉♣ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥② r❡❣✉❧❛r
♣❛②♦✛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❣r♦✇t❤✲r❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✇❤❡r❡ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✮✳

✶✻❚❤❡ ❢✉❧❧ s✉♣♣♦rt ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥s
✭✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ♥❡✇ t②♣❡s t♦ ❡♠❡r❣❡✮✳

✶✸



t❤❛t ❤❛✈❡ ❛♥ ❛s✲✐❢ r❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡

❜♦t❤ ❜✐❛s❡s ❢♦r t❤❡✐r ❛❣❡♥ts✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ ♦♥❧② ♣❛✐rs ♦❢ ❜✐❛s❡s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❛s✲✐❢ r❛t✐♦♥❛❧

❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❝❤♦♦s❡ t♦ ♠❛❦❡ ❤✐s tr❛❞❡r

r❛t✐♦♥❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ♥♦t ❝✉rs❡❞ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t✮✳ ❆♥② ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❤❛✈❡

✏r❛t✐♦♥❛❧❧②✑ ✇✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣❛②♦✛ t❤❛t ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ❛❧❧

♣❛✐rs ♦❢ ❜✐❛s❡s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤♦s❡ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❜✐❛s❡s ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❡❛❦❧②

❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♣r✐♥❝✐♣❛❧s✳ ▲❛st❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♠♣❧②

t❤❛t ✐❢ ♥❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ st❡❛❞② st❛t❡✱ t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

✇✐❧❧ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡ ❛t ❧❡✈❡❧s t❤❛t ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r

❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

✹✳✶ P❛rt✐❛❧ ❈✉rs❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❇❡st ❘❡s♣♦♥s❡

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❝✉rs❡❞♥❡ss ❛s ✐♥ ❊②st❡r ❛♥❞ ❘❛❜✐♥ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝✉rs❡❞

❛❣❡♥t ✉♥❞❡r❛♣♣r❡❝✐❛t❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✬s str❛t❡❣② ❛♥❞ t②♣❡✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t

✐❣♥♦r❡ ✐t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛❣❡♥t i ✐s χi✲❝✉rs❡❞ ✭χi ∈ [0, 1]✮ ✐❢ ❤❡ ❜❡st r❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡

❜❡❧✐❡❢ t❤❛t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② χi ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t ✉s❡s ❛ t②♣❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② Pr (A−i)

✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− χi ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t ♣❧❛②s t❤❡ t②♣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t

♣✉r❡ str❛t❡❣② A−i ✳ ❲❤❡♥ χi = 1 t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ❢✉❧❧② ❝✉rs❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞

✇❤❡♥ χi = 0 t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ❢✉❧❧② ❇❛②❡s✐❛♥✳✶✼

❙✐♥❝❡ ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢②✱ ❛s

✇❡ ❞✐❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❡st r❡♣❧②✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤

tr❛❞❡r i ✐s χi✲❝✉rs❡❞ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ψi✳ ◆♦✇✱ ❧❡t tr❛❞❡r −i ♣❧❛② t❤❡ ♣✉r❡ str❛t❡❣②

A−i✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ tr❛❞❡r i✬s ❝✉rs❡❞✲❜✐❛s❡❞ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ✐s t♦ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ t❤❛t tr❛❞❡r −i

♣❧❛②s t❤❡ t②♣❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② Pr
(

ψ−1
−i (A−i)

)

✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② χi ❛♥❞ t❤❡ ♣✉r❡

str❛t❡❣② ψ−1
−i (A−i) ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− χi✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛❣❡♥t −i ❜❡❧✐❡✈❡s ❤❡ ♣❧❛②s

A−i✱ ❞✉❡ t♦ ❤✐s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ❤❡ r❡❛❧❧② ♣❧❛②s ψ−1
−i (A−i) ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s ✐s t❤❡ str❛t❡❣②

tr❛❞❡r i ✐s ❜❡st✲r❡♣❧②✐♥❣ t♦✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❣❡♥t i✳

✹✳✷ ❚✇♦✲❙t❛❣❡ ●❛♠❡ ✇✐t❤ ❈✉rs❡❞✲❇✐❛s❡❞ ❚r❛❞❡rs

◆❡①t✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❣❛♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t♦ ❛❧❧♦✇ ❡❛❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧

t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❝✉rs❡❞♥❡ss ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤✐s ❛❣❡♥t✳ ❊❛❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧

✶✼❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✏❛s✲✐❢✑ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦♣❡r❧② ✐♥tr♦s♣❡❝t ❛❜♦✉t
❤♦✇ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t ✉s❡s ❤✐s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t s❡❡♠s ❤❡ ✐s ♣❧❛②✐♥❣ ❛s✲✐❢ ❤❡ ❜❡❧✐❡✈❡s ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s
♣❧❛②✐♥❣ ❛ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s str❛t❡❣② ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ t②♣❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t str❛t❡❣②✳

✶✹



i s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝❤♦♦s❡s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❜✐❛s❡s (χi, ψi) ❢♦r ❤✐s ❛❣❡♥t✱ ✇❤❡r❡ 0 ≤ χi ≤ 1 ✐s t❤❡

❝✉rs❡❞♥❡ss ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ψi : [L,H] → [L,H] ✐s t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ■♥

♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ❧✐♠✐t t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡

♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s❡s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜✐❛s❡s ψ t❤❛t ❛r❡ ✭✶✮ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✶✽ ✐♥ x✱

❛♥❞ ✭✷✮ s❛t✐s❢② ψ (L) ≤ χiµ + (1− χi)L✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✮

t❤❛t ❧♦✇❡st t②♣❡ ✭▲✮ ❛❧✇❛②s ❛❣r❡❡ t♦ tr❛❞❡ ❢♦r ❡✈❡r② α✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡

♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ζi ♦✈❡r t❤❡ ♣❛✐rs (χi, ψi)✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ♠✐①❡❞✲str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ ζ = (ζ1, ζ2)✱ t❤❡ tr❛❞❡rs ♣❧❛② ❛ ζ✲tr❛❞❡ ❣❛♠❡✿ ❜♦t❤

❛❣❡♥ts ❧❡❛r♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ α✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t i ✐s ♣r✐✈❛t❡❧② ❛♥❞ r❛♥❞♦♠❧② ❛✇❛r❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛✐r

♦❢ ❜✐❛s❡s (χi, ψi) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ζi✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t i ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤✐s ❣♦♦❞ xi ❜✉t

♠✐st❛❦❡♥❧② ❜❡❧✐❡✈❡s ✐t t♦ ❜❡ ψi (xi)✳ ❊❛❝❤ tr❛❞❡r i t❤❡♥ ♣❧❛②s ❛ ❜❡st r❡♣❧② t♦ ζ−i✳ ❆ ❝✉rs❡❞✲

❜✐❛s❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ζ✲tr❛❞❡ ❣❛♠❡ ✐s t❤✉s ❛ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❢♦r ❡✈❡r② ♣r✐✈❛t❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥

♦❢ ❜✐❛s❡s✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t i ♣❧❛②s ❛ ❝✉rs❡❞✲❜✐❛s❡❞ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ t♦ ζ−i✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ tr❛❞❡r i ❞♦❡s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rs❡❞♥❡ss

❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t❀ ✐♥st❡❛❞✱ ❛❣❡♥t i ♣❧❛②s ❛ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r

t❤❛t ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❛s❡s ζ−i ❛♥❞ t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✳ ■♥ t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s❡t✉♣✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❣❡♥❡t✐❝ t②♣❡s ♦❢ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ❛r❡ ✉♥♦❜s❡r✈✲

❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❢✉❧❧② ❝✉rs❡❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣② ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛❞❡r ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❤✐s

♣❛rt♥❡r✬s ❜✐❛s✱ ❛♥❞ s♦ ♦✉r r❡s✉❧t ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❜♦t❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡

❜✐❛s❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝✉rs❡❞ ❝❛s❡✱ ❛ tr❛❞❡r✬s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤✐s ♣❛rt♥❡r✬s

❜✐❛s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ❛❧❧♦✇s ♣r✐♥❝✐♣❛❧s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ❛s ❛ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t

❞❡✈✐❝❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ✉s❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ ♥♦ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡

✇♦✉❧❞ ❜❡ st❛❜❧❡ ✭s❡❡ ❛ r❡❧❛t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❉❡❦❡❧✱

❊❧②✱ ❛♥❞ ❨✐❧❛♥❦❛②❛✱ ✷✵✵✼✮✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ❡✈❡r② ζ✲tr❛❞❡ ❣❛♠❡ ❛❞♠✐ts ❛ ♣✉r❡ ❝✉rs❡❞✲❜✐❛s❡❞

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❆ ζ✲tr❛❞❡ ❣❛♠❡ ❛❞♠✐ts ❛ ♣✉r❡ ❝✉rs❡❞✲❜✐❛s❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥

❡✈❡r② s✉❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ χi✱ ❡✈❡r② tr❛❞❡r i ♣❧❛②s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ str❛t❡❣②

✇✐t❤ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ χiµ+ (1− χi)L✳

❆ ζ✲tr❛❞❡ ❣❛♠❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✉❝❤ ❣❛♠❡✱

✇❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✜① ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜♦t❤ tr❛❞❡rs ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✜①❡❞ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ✭t❤❡ r❡s✉❧ts ❜❡❧♦✇ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❡❧❡❝t✐♦♥✮✳

✶✽▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐s ❛ss✉♠❡❞ s♦ t❤❛t ψ−1 ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳

✶✺



❲❡ ♥❡①t ♣r♦✈❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ t❤❛t

✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ 0 ≤ χ ≤ 1 ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s

ψ∗
χ (x) = χ · ψ∗ (x) + (1− χ) · x =

(χµ+ (1− χ)µ≤x)

µ≤x

· x. ✭✷✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ψ∗
χ (x) ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ❢♦r ❛❧❧ χ✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t

✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ χ✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♦❢ t❤❡ ζ✲tr❛❞❡ ❣❛♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❡❛❝❤ ζi ✐s Γ =
{(

χ, ψ∗
χ

)

: χ ∈ [0, 1]
}

✳ ■♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s✱ ✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ❝❤♦♦s❡ ❛ ❝✉rs❡❞♥❡ss ❧❡✈❡❧ ♦❢ χ ❢♦r t❤❡✐r ❛❣❡♥ts t❤❡② ♠✉st ❛❧s♦ ❣✐✈❡ t❤❡♠ ❛

♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ψ∗
χ (x)✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ s✉❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❜❡❤❛✈❡ ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡

❢✉❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ ✭t❤❛t ✐s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❜✐❛s❡s✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❡❛❝❤ ζi ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ Γ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ζ✲tr❛❞❡ ❣❛♠❡

❛❞♠✐ts ❛ ✉♥✐q✉❡✱ ♣✉r❡✱ ❝✉rs❡❞✲❜✐❛s❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ tr❛❞❡rs ❜❡❤❛✈❡ ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡

r❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡rs ✇❤♦ ♣❧❛② t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡ ❣❛♠❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡② tr❛❞❡ ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢ x < x∗ (α)✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳

✹✳✸ P❡r❝❡♣t✐♦♥ ●❛♠❡ ❛♥❞ ❊✈♦❧✉t✐♦♥

❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❡r❡ ✉s❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❣❛♠❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❛s❡s✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❣❡♥❡t✐❝ t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❜♦t❤ ❛ ❝✉rs❡❞♥❡ss ❧❡✈❡❧ ❛♥❞

❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ✐♥ ✐ts ❝❛rr✐❡r✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛❣❡♥ts ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ♠❛t❝❤❡❞ ❛♥❞ ❡❛❝❤

❝♦✉♣❧❡ ♣❧❛②s t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❣❛♠❡ ✭❣✐✈❡♥ t❤❡✐r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s❡s ❛♥❞ ❝✉rs❡❞♥❡ss ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t

♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡✐r ♣❛rt♥❡r✬s t②♣❡✮✳ ❚❤❡ ♣❛②♦✛s ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡✐r ✜t♥❡ss✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✛s♣r✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭r❡♣❧✐❝❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s✮✳ ❙t❛❜❧❡ ♣r♦✜❧❡s

✐♥ t❤✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s②♠♠❡tr✐❝ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥

❣❛♠❡ ✭❛s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ✐♥❞✉❝❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦✜❧❡s✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❣❛♠❡ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢

♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ ❛ s✉♣♣♦rt ✐♥ Γ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ❆ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦✜❧❡ ζ ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❣❛♠❡ ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢ ✐ts s✉♣♣♦rt ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ Γ✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t

❡❛❝❤ ❣❡♥❡t✐❝ t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✉rs❡❞♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥

❜✐❛s ✐❢ ✐ts ❝❛rr✐❡r✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❣❡♥ts ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ♠❛t❝❤❡❞

❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡ ♣❧❛②s t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❣❛♠❡ ✭❣✐✈❡♥ t❤❡✐r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s❡s ❛♥❞ ❝✉rs❡❞♥❡ss✮✳ ❚❤❡

✶✻



♣❛②♦✛s ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡✐r ✜t♥❡ss✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✛s♣r✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡ ✐♥ t❤❡

♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭r❡♣❧✐❝❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ s❤♦✇s t❤❛t

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ♦♥❧② t♦ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ Γ✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❛s❡s ❤❛s ❢✉❧❧ s✉♣♣♦rt✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t

❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ζ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ζ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ Γ✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢✉❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ t②♣❡s ❣❡t ❛ ✇❡❛❦❧② ❜❡st ♣❛②♦✛✱ ❛♥❞ t❤✉s

t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ζ✳ ❋♦r ζ t♦ ❜❡ ❛ st❛❜❧❡ ♣r♦✜❧❡✱ ❛❧❧

t②♣❡s ✐♥ ✐ts s✉♣♣♦rt ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ✭s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✮ t❤❛t ❛❧❧ t②♣❡s ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ζ ♠✉st ♣❧❛② ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ r❛t✐♦♥❛❧

tr❛❞❡rs✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ζ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ Γ✳

❚❤❡ s❡t Γ ✐s ❛ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ [0, 1] × [L,H] × [L,H]✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✶ ✭❢♦r L = 1 ❛♥❞ H = 2✮✳ ■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ❛❧❧ t❤❡ s✉r✈✐✈✐♥❣ t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧

❜❡ ✐♥s✐❞❡ Γ, ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡s❡ t②♣❡s ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡

♣❛②♦✛✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❢♦r❝❡s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥

♣❛✐rs ♦❢ ❜✐❛s❡s ✐♥ Γ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s✉❣❣❡sts

❛ str♦♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡

✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡✳ ❙♦♠❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❢❛✐r❧② r❛t✐♦♥❛❧ ✭❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜♦t❤ ❜✐❛s❡s✮✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ❞✐s♣❧❛②

❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜♦t❤ ❜✐❛s❡s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ❞✐s❝✉ss ✐♥❞✐r❡❝t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②

❢♦r❝❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐rs ✐♥ Γ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✺✳✶ ❘♦❜✉st♥❡ss

❖✉r ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s ✈❛r✐♦✉s s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛ ❢❡✇ ✇❛②s

t♦ r❡❧❛① ♦r ❝❤❛♥❣❡ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♦✉r r❡s✉❧ts✳

✺✳✶✳✶ ◆♦♥✲❯♥✐❢♦r♠ ❙✐❣♥❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ♦♥❧② t✐♠❡ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ♣r✐✈❛t❡ s✐❣♥❛❧s ✐s

✐♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♣❛rt ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ❤♦❧❞s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ ψ∗✱ ❛♥❞

✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ x
µ<x

✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦♣❡rt② ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❆ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ ♠❛♥② ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥

t❤❡ tr❛❞❡ ❣❛♠❡✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❛♥② s✉❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ r❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡rs ✉s❡ str✐❝t❧②

❧♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞s t❤❛♥ ❝✉rs❡❞ tr❛❞❡rs✳ ❚❤✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ t❤❡ tr❛❞❡ ❣❛♠❡ r❡s✉❧ts

✶✼



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ Γ✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s❡t ♦❢ s✉r✈✐✈✐♥❣ t②♣❡s✿ ❢♦r ❡✈❡r② ❧❡✈❡❧ ♦❢
❝✉rs❡❞♥❡ss χ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ∗(x)✳ ❚❤❡ ♥❡t ❜✐❛s ψ∗(x) − x ✐s ♣❧♦tt❡❞
❛s ❛ ❧✐♥❡ ♦♥ t❤❡ ❳✲❩ ♣❧❛♥❡✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t
❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✲❜✐❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s
❢♦r t❤❡ ❝✉rs❡❞♥❡ss ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤✐❣❤ ❝✉rs❡❞♥❡ss ✭χ ❝❧♦s❡r t♦ ♦♥❡✮ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛
❣r❡❛t❡r ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ✭st❡❡♣❡r s❧♦♣❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s✮✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ✇❛s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ xi ∼ U[1, 2]✳

✶✽



✐♥ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❣❛♠❡✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ❛❣❡♥ts

❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ✭ψ∗ (x) > x ❢♦r ❡❛❝❤ x < H✮✱ ❜✉t t❤❡② ♠❛② ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s

♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ P❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ t❤❡

❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ✭ψ (x) < x ❢♦r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡✲♠❡❛s✉r❡ s❡t ♦❢ t②♣❡s✮ ❛r❡ str✐❝t❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞✱

❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧t st✐❧❧ ❤♦❧❞s ✐♥ t❤✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡t✉♣✿ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts t♦

❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧②

❞✐str✐❜✉t❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♥✐q✉❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜✐❛s✳

✺✳✶✳✷ ❖t❤❡r ❚r❛❞❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s

❖✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ tr❛❞❡r ❡✈❛❧✉❛t❡s ❤✐s ♣❛rt♥❡r✬s ❣♦♦❞ ❛s α t✐♠❡s t❤❡ ♣❛rt♥❡r✬s ❡✈❛❧✲

✉❛t✐♦♥ ♠❛② s❡❡♠ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥ s♦♠❡ tr❛❞❡ s❡t✉♣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t♦

t❤✐s s✉r♣❧✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t α✱ ❛♥❞ ♦✉r r❡s✉❧ts s❡❡♠ r♦❜✉st t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ tr❛❞❡r ❡✈❛❧✉❛t❡s ❤✐s ♣❛rt♥❡r✬s ❣♦♦❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤

❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✈❛❧✉❡s ❤✐s ❣♦♦❞ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❤✐s ♣r✐✈❛t❡ s✐❣♥❛❧✱ ❜✉t ✈❛❧✉❡s t❤❡ ♦t❤❡r✬s ❣♦♦❞

✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✬s s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦♦❞✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✭r❡✢❡❝t✐♥❣

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ tr❛❞❡r ✜♥❞s ❤✐s ♣❛rt♥❡r✬s s✐❣♥❛❧ ❧❡ss r❡❧❡✈❛♥t t❤❛♥ ❤✐s ♦✇♥ s✐❣♥❛❧ ❞✉❡✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❛st❡s✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ❡①✲❛♥t❡ st❛❣❡✱ ❜♦t❤ tr❛❞❡rs

❡✈❛❧✉❛t❡ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s t❤❡ s❛♠❡✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♣❛♣❡r r❡♠❛✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞

✐♥ t❤✐s ✈❛r✐❛♥t✳

✺✳✷ ▼❛✐♥ Pr❡❞✐❝t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♥❡✇ ❢❛❧s✐✜❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② str♦♥❣

♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rs❡❞♥❡ss ❧❡✈❡❧ t❤❛t ❛♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡①❤✐❜✐ts✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ ❛♥② ❡①✐st✐♥❣ t❤❡♦r② t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s t❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

♦r ❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t t❡sts ❢♦r ✐t✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ t❡st ✐t ✐♥ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

❖♥❡ ♠✐❣❤t ❛r❣✉❡ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♥❡✐t❤❡r

♦❢ t❤❡s❡ ❜✐❛s❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛❧❧ ❜✐❛s✲♣❛✐rs ✐♥ Γ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r s✉❝❝❡ss

✐♥ s✐♠♣❧❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❝❤♦✐❝❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡

♣❛✐rs ✐♥ Γ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡✐r s✉❝❝❡ss ✐♥ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❧❡❛✈❡ ✉♥♠♦❞✲

❡❧❡❞✳ ❖♥❡ ♠❛② ❜❡ t❡♠♣t❡❞ t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t ❛ r❛t✐♦♥❛❧ t②♣❡ ✭✇✐t❤ ♥♦ ❜✐❛s❡s✮ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡

❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r ❛ t②♣❡ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❜✐❛s❡s ✐♥ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦♥❧②

r❛t✐♦♥❛❧ t②♣❡s ✇✐❧❧ s✉r✈✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ♥♦♥✲❜❛rt❡r ✐♥t❡r❛❝✲

t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐❣♥♦r❡s t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥ts✳ ❋✐rst✱ t❤❡s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❜✐❛s❡s ♠❛② ❤❛✈❡

✶✾



❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❡♥❡✜ts✳ ❆s ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✭✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✱ s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❝❧❛✐♠❡❞

t❤❛t ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ♠❛② s❡r✈❡ ❛s ❛ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡ ❝r❡❞✐❜❧❡

t♦✉❣❤♥❡ss ✐♥ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ✭❍❡✐❢❡t③ ❛♥❞ ❙❡❣❡✈✱ ✷✵✵✹❀ ❍✉❝❦✱ ❑✐r❝❤st❡✐❣❡r✱ ❛♥❞ ❖❡❝❤ss❧❡r✱ ✷✵✵✺✮✳

❚❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ✐♥ s♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ❝❛♥ r❡❞✉❝❡

t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛s❝❛❞❡s✳✶✾ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✏❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦sts✑

❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❢✉❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ t❤✐♥❦✐♥❣✳ ❆✉♠❛♥♥ ✭✷✵✵✽✮✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ❛r❣✉❡s t❤❛t ♥❛t✉r❛❧

s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❛② ✏✜♥❞✑ ✐t ♠♦r❡ ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡ t♦ ✉s❡ s✐♠♣❧❡r ❤❡✉r✐st✐❝s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❢✉❧❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✱

✇❤✐❝❤ ❜❡❛rs ❤✐❣❤ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦sts✳ ❲❡ t❤✉s ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱ t❤♦✉❣❤ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❞r❡ss

❛❧❧ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❜✐❛s❡s✱ ✐ts ♥❛t✉r❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s

♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ❛♥❞ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡ ❞✐❞ s✉r✈✐✈❡ ♥❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r✳

❆ Pr♦♦❢s

❚❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳

❆✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛❞❡r i✱ αE (x−i|A−i) − xi✱ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ xi✱ ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣② ✐s ♠♦♥♦t♦♥❡✿ ✐❢ tr❛❞❡r i ❛❣r❡❡s t♦ tr❛❞❡ ❢♦r s✐❣♥❛❧ x✱ ❤❡

❛❣r❡❡s t♦ tr❛❞❡ ❢♦r ❛♥② s✐❣♥❛❧ xi < x✳ ❚❤✉s✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤

tr❛❞❡r i ✉s❡s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ str❛t❡❣② x∗i (α)✳ ❆ss✉♠❡ ✜rst t❤❛t 1 < α < H
µ
✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡

tr❛❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♥ L < x∗i (α)✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t x∗i (α) < H ❛s t❤❡ t②♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st

s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❡❛r♥ ❢r♦♠ tr❛❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❛ x∗i (α)✲t②♣❡ tr❛❞❡r ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t

t♦ tr❛❞✐♥❣ ✇❤❡♥

x∗i (α) = αµ≤x∗−i(α)
.

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t µ≤x ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ x∗−i ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❜♦t❤ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ x∗ (α) =

x∗i (α) = x∗−i (α)✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

x∗ (α) = αµ≤x∗(α). ✭✸✮

✶✾❇❡r♥❛r❞♦ ❛♥❞ ❲❡❧❝❤ ✭✷✵✵✶✮ s❤♦✇ ❤♦✇ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ❛❣❡♥ts t♦ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡rs❀ t❤❡② ✐♥t❡r♣r❡t ✐t ❛s ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡✱ ❜✉t t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ✇✐♥♥❡r✬s ❝✉rs❡✳

✷✵



▲❡t G (x, α) = x − αµ≤x✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✿ ✭✶✮ G (L, α) < 0✱ ✭✷✮ α ≤ H
µ
⇐⇒ G (H,α) ≥ 0✱ ✭✸✮

∂
∂x
G(x, a) > 0 ✭❞✉❡ t♦ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t x ❤❛s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ✭✹✮ ∂

∂α
G(x, α) <

0✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♠♣❧② t❤❛t ❊q✉❛❧✐t② ✭✸✮ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ 1 ≤ α ≤ H
µ
✭❛♥❞

♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❧❛r❣❡r α✬s✮✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ α✳ ■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡

t♦ s❡❡ t❤❛t ✐❢ α ≥ H
µ
✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❞✈❡rs❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧ t②♣❡s ❝❤♦♦s❡ t♦ tr❛❞❡ s♦

x∗ = H ✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐❢ α ≤ 1 t❤❡♥ ❛❧❧ t②♣❡s ❝❤♦♦s❡ ♥♦t t♦ tr❛❞❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

❛♥② t②♣❡ ♦❢ ❛♥② tr❛❞❡r ✭❡①❝❡♣t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t②♣❡✮ str✐❝t❧② ♣r❡❢❡rs t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s str✐❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ tr❛❞❡rs ❡❛r♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✭❜❡❝❛✉s❡ α > 1✮✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s P❛r❡t♦✲❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♥♦t tr❛❞✐♥❣

❛t ❛❧❧✳

❆✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✭P❛rt ✷✮

Pr♦♦❢✳ ■♥ ♣❛rt ✭✷✮ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ψ∗ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s✉r✈✐✈✐♥❣ str❛t❡❣②

♦❢ ✐t❡r❛t❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ str✐❝t❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ❞❡❧❡t❡s ❛❧❧ ♣❡r❝❡♣✲

t✐♦♥ ❜✐❛s❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s ❛ss✉♠❡ ❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s

ψ (x) t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡ str❛t❡❣② A ❢♦r ✐ts tr❛❞❡r✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ❡①✐st t❤r❡❡ s✐❣♥❛❧s

x < x′ < x′′ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr❛❞❡r ❛❣r❡❡s t♦ tr❛❞❡ ❢♦r x ❛♥❞ x′′ ✭x, x′′ ∈ A✮ ❜✉t r❡❢✉s❡s t♦

tr❛❞❡ ❢♦r x′ ✭x′ 6∈ A✮✳ ❚❤✐s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ✐s str✐❝t❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s t❤❛t

✐♥❞✉❝❡s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ str❛t❡❣② ✭✐✳❡✳✱ ♠♦♥♦t♦♥❡ str❛t❡❣②✮ Ã✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ t♦t❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

❛❣r❡❡✐♥❣ t♦ tr❛❞❡ ✭t❤❛t ✐s✱ |A| = |Ã|✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜rst ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛❧❧ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s❡s

t❤❛t r❡s✉❧t ✐♥ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ str❛t❡❣② ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡rs ✐s ♥♦t

❛ t❤r❡s❤♦❧❞ str❛t❡❣②✳

●✐✈❡♥ t❤❛t ♦♥❧② ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s❡s ❛r❡ ♥♦✇ ✉s❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

str❛t❡❣✐❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❋♦r ❛♥② α ✐t ✐s ❛❧✇❛②s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r ❢♦r

❛♥ ❛❣❡♥t t♦ ❛❝❝❡♣t tr❛❞❡ ✇❤❡♥❡✈❡r x ≤ αL ❛♥❞ r❡❥❡❝t tr❛❞❡ ✇❤❡♥❡✈❡r x ≥ αµ✱ r❡❣❛r❞❧❡ss

♦❢ t❤❡ str❛t❡❣② ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ♦❢ ❤✐s tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r✳ ❚❤✉s✱ ❜✐❛s❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t

s❛t✐s❢② t❤❡s❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ str✐❝t❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s✳ ▲❡t Ψ0 ❜❡ t❤❡

s❡t ♦❢ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜✐❛s❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❜✐❛s❡s t❤❛t ❛❧✇❛②s ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❛❣❡♥t t♦ ❛❝❝❡♣t

tr❛❞❡ ✇❤❡♥ x < L1 ≡ αL ❛♥❞ r❡❥❡❝t tr❛❞❡ ✇❤❡♥ x > H1 ≡ αµ✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤

♣r✐♥❝✐♣❛❧s ✉s❡ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s❡s ✭❜✐❛s❡s ✐♥ Ψ0✮✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t♦

❛❝❝❡♣t tr❛❞❡ ✐❢ x ≤ αµ≤L1❛♥❞ r❡❥❡❝t tr❛❞❡ ✐❢ x ≥ αµ≤H1 ✳ ▲❡t Ψ1 ⊆ Ψ0 ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢

❜✐❛s❡s t❤❛t ❛❧✇❛②s s❛t✐s❢② t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛❣❛✐♥st ❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥t ✇❤♦ ✉s❡s str❛t❡❣✐❡s ❢r♦♠

Ψ0✮✳ ❆❧❧ str❛t❡❣✐❡s ♦✉ts✐❞❡ Ψ1 ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❉❡✜♥❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥

Ln = αµ≤Ln−1❛♥❞ Hn = αµ≤Hn−1 ✳ ■♥ t❤❡ n✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t♦ ❛❝❝❡♣t tr❛❞❡

✷✶



✐❢ x ≤ αµ≤Ln−1 ❛♥❞ r❡❥❡❝t tr❛❞❡ ✐❢ x ≥ αµ≤Hn−1 ✳ ▲❡t Ψn t❤❡ s❡t ♦❢ ❜✐❛s❡s t❤❛t ❛❧✇❛②s

s❛t✐s❢② t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s str❛t❡❣② ✐s ❢r♦♠ Ψn−1✮✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱

(Ln)n ✭(Hn)n ✮ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭❞❡❝r❡❛s✐♥❣✮ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧❡t L∗ ✭H∗✮ ❜❡ ✐ts ❧✐♠✐t✳ ❇♦t❤

t❤❡s❡ ❧✐♠✐ts ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ x∗ = αµ≤x∗ ✳ ▲❡t Ψ
∗ ❜❡

t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s❡r✐❛❧❧② ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ s❡ts (Ψn)n✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t Ψ∗ = {ψ∗}✳

❆✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹

Pr♦♦❢✳ ❆s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t ❡❛❝❤ tr❛❞❡r ✉s❡s

❛ t❤r❡s❤♦❧❞ str❛t❡❣②❀ t❤❛t ✐s✱ tr❛❞❡r i ❛❣r❡❡s t♦ tr❛❞❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❤✐s ❜✐❛s❡❞ s✐❣♥❛❧ ψi (x)

✐s ❜❡❧♦✇ t❤r❡s❤♦❧❞ y∗i (α, χi)✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ tr❛❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♥ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ tr❛❞❡

✐s str✐❝t❧② ❞♦♠✐♥❛♥t ❢♦r t②♣❡ ψi (x) = L ❛♥❞ str✐❝t❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❢♦r t②♣❡ ψi (x) = H✳ ❚❤✐s

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ (χi,ψi) ♦❢ ζi✱ tr❛❞❡r i ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t t♦ tr❛❞❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡

♣❡r❝❡✐✈❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤✐s ❣♦♦❞ y∗i = y∗i (α, χi) s❛t✐s✜❡s✱ ❢♦r ❡✈❡r② α ❛♥❞ χi✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②

y∗i (α, χi) = α
[

χiµ+ (1− χi)Eζ−i

(

µ≤ψ−1
−i [y∗−i(α,χ−i)]

)]

.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r χi = 0✱

y∗i (α) ≡ y∗i (α, 0) = αEζ−i

(

µ≤ψ−1
−i [y∗−i(α,χ−i)]

)

. ✭✹✮

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❝✉rs❡❞♥❡ss ❧❡✈❡❧ χi✱

y∗i (α, χi) = αχiµ+ (1− χi) y
∗
i (α) . ✭✺✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ♥♦♥✲❝✉rs❡❞ tr❛❞❡rs y∗i (α) ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s

t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❝✉rs❡❞ tr❛❞❡rs y∗i (α, χi)✳ ❯s✐♥❣ ✭✺✮ t♦ ♠♦❞✐❢② ✭✹✮ ✇❡ ❣❡t

y∗i (α) = αEζ−i

(

µ≤ψ−1
−i [αχ−iµ+(1−χ−i)y∗−i(α)]

)

,

❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✹✮ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t♦ r❡✈✐s❡ t❤❡ ❘✳❍✳❙ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛❧✐t② ❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

y∗i (α)✿

y∗i (α) = αEζ−i



µ
≤ψ−1

−i

[

αχ−iµ+(1−χ−i)

(

αEζi

(

µ
≤ψ

−1
i [αχiµ+(1−χi)y∗i (α)]

))]



 . ✭✻✮

✷✷



❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❘✳❍✳❙ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ L ✇❤❡♥ ✇❡ s❡t y∗i (α) = L ❛♥❞ ❧❡ss t❤❛♥ H ✇❤❡♥ ✇❡ s❡t

y∗i (α) = H✳ ❈♦♥t✐♥✉✐t② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥✭✻✮ ❛❞♠✐ts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ str✐❝t❧② ❜❡t✇❡❡♥

L ❛♥❞ H✳ ❆♥② s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣② ✭❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ α✮ ✐♥ t❤❡ ζ✲tr❛❞❡

❣❛♠❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❛t✐s✜❡s y∗i (α, χi) > αχiµ + (1− χi)L >

χiµ+ (1− χi)L✳

❆✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺

❉❡✜♥❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ str❛t❡❣② ✇✐t❤ ❛ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ y∗ (α, χ) ≡ αχµ + (1− χ)αµ≤x∗(α)✱

✇❤❡r❡ x∗ (α) ✐s t❤❡ ◆❛s❤ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ x∗ (α) =

αµ≤x∗(α)✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✭✶✮ y∗ (α, χ) ✐s t❤❡ ✭♣❡r❝❡✐✈❡❞✮ ❜❡st r❡♣❧② ♦❢ ❛ χ✲❝✉rs❡❞ tr❛❞❡r ✇❤♦

❢❛❝❡s ❛ ♣❛rt♥❡r t❤❛t ✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❛s❤ t❤r❡s❤♦❧❞ x∗ (α)✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛♥② χ✲❝✉rs❡❞ tr❛❞❡r ✇✐t❤

♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜✐❛s ψ∗
χ ✇❤♦ ✉s❡s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ y∗ (α, χ) ✐s ❜❡❤❛✈✐♥❣ ❛s ❛ ❢✉❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡r t❤❛t

✉s❡s t❤r❡s❤♦❧❞ x∗(α)✳ ✭✶✮ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ χ✲❝✉rs❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚♦ s❡❡ ✭✷✮✱

♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s tr❛❞❡r✬s ♦❜❥❡❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ tr❛❞❡ ❡q✉❛❧s

µ≤ψ∗−1
χ [y∗(α,χ)] = µ≤ψ∗−1

χ [αχiµ+(1−χi)αµ≤x∗(α)]

= µ
≤ψ∗−1

χ

[

αµ≤x∗(α)
x∗(α)

(χiµ+(1−χi)µ≤x∗(α))
µ≤x∗(α)

·x∗(α)

]

= µ
≤ψ∗−1

χ

[

(χµ+(1−χi)µ≤x∗(α))
µ≤x∗(α)

·x∗(α)

]

= µ≤ψ∗−1
χ [ψ∗

χ(x
∗(α))]

= µ≤x∗(α).

❋r♦♠ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ y∗ (α, χ) ✐s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r

❛ ζ✲tr❛❞❡ ❣❛♠❡ ✐❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❡❛❝❤ ζi ✐s Γ =
{(

χ, ψ∗
χ

)

: χ ∈ [0, 1]
}

✳

◆❡①t✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② χ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ∗
χ

✐s str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ✭❛♥❞ t❤✉s
(

ψ∗
χ

)−1
✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ α, t❤❡

❘✳❍✳❙✳ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ✐s ❛ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ y∗i (α) ✇❤❡♥ t❤❡ s✉♣♣♦rts ♦❢ ❜♦t❤ ζ ′is

❛r❡ ✐♥ Γ ✭❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r χi < 1❀ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ χi = 1 ✐s

✐♠♠❡❞✐❛t❡✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡ L ✭H) t❤❡ ❘✳❍✳❙✳ ✐s str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ L

✭str✐❝t❧② ❧❡ss t❤❛♥ H). ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✳

✷✸



❆✳✺ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ s❤♦✇s t❤❛t ❛♥② ♠✐①❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r Γ ✐♥❞✉❝❡s ❛❧❧ ❛❣❡♥ts

t♦ ♣❧❛② ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡ ❣❛♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❜✐❛s❡s✳ ❚❤✐s

✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛♥② s✉❝❤ ♠✐①❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥

❣❛♠❡ ✭❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✮✳ ❲❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ❛♥②

s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ζ ❤❛s ❛ s✉♣♣♦rt ✐♥ Γ✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❛♥ ♣❧❛② ❛ ❜❡st

r❡♣❧② ❛❣❛✐♥st ζ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ t②♣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② ❜✐❛s t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❛ tr❛❞❡r t♦

✉s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r s♦♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r ♣❛②♦✛✳ ❚❤✉s✱ ✐t

♠✉st ❜❡ t❤❛t ❛♥② ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ζ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ tr❛❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭❛s ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ α) ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ζ✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❜✐❛s s❤♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ tr❛❞❡r t♦

♣❧❛② ❛s ✐❢ ❤❡ ✇❡r❡ ❢✉❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ ✇❤❡♥ ♣❧❛②✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ❛♥♦t❤❡r ❢✉❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛❧❧

❜✐❛s❡s ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ tr❛❞❡rs t♦ ✉s❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ x∗ (α)✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

s❤♦✇s t❤❛t ❛♥② ❜✐❛s
(

χ, ψ∗
χ

)

s❛t✐s✜❡s ✐t✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛♥② ♦t❤❡r ❜✐❛s (χ, ψ) ✇❤❡r❡ ψ 6= ψ∗
χ

✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞ ❛❣❛✐♥st x∗ ❢♦r s♦♠❡ α ❛♥❞ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆s❤❡♥❢❡❧t❡r✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❉✳ ●❡♥❡s♦✈❡ ✭✶✾✾✷✮✿ ✏❚❡st✐♥❣ ❢♦r Pr✐❝❡ ❆♥♦♠❛❧✐❡s ✐♥ ❘❡❛❧✲❊st❛t❡

❆✉❝t✐♦♥s✱✑ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✭P❛♣❡rs ❛♥❞ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✮✱ ✽✷✭✷✮✱ ✺✵✶✕✺✵✺✳

❆✉♠❛♥♥✱ ❘✳ ✭✷✵✵✽✮✿ ✏❘✉❧❡ ❘❛t✐♦♥❛❧✐t② ✈s✳ ❆❝t ❘❛t✐♦♥❛❧✐t②✱✑ ❚❤❡ ❍❡❜r❡✇ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈❡♥t❡r

❢♦r t❤❡ ❙t✉❞② ♦❢ ❘❛t✐♦♥❛❧✐t② ❉P ✹✾✼✳

❇❛❧❧✱ ❙✳ ❇✳✱ ▼✳ ❍✳ ❇❛③❡r♠❛♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙✳ ❈❛rr♦❧❧ ✭✶✾✾✶✮✿ ✏❆♥ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡❛r♥✐♥❣

✐♥ t❤❡ ❇✐❧❛t❡r❛❧ ❲✐♥♥❡r✬s ❈✉rs❡✱✑ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❍✉♠❛♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss❡s✱

✹✽✭✶✮✱ ✶✕✷✷✳

❇❛③❡r♠❛♥✱ ▼✳ ❍✳✱ ❛♥❞ ❲✳ ❋✳ ❙❛♠✉❡❧s♦♥ ✭✶✾✽✸✮✿ ✏■ ❲♦♥ t❤❡ ❆✉❝t✐♦♥ ❇✉t ❉♦♥✬t ❲❛♥t

t❤❡ Pr✐③❡✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥✢✐❝t ❘❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✷✼✭✹✮✱ ✻✶✽✕✻✸✹✳

❇❡r♥❛r❞♦✱ ❆✳ ❊✳✱ ❛♥❞ ■✳ ❲❡❧❝❤ ✭✷✵✵✶✮✿ ✏❖♥ t❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❖✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥✲

tr❡♣r❡♥❡✉rs✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✫ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙tr❛t❡❣②✱ ✶✵✭✸✮✱ ✸✵✶✕✸✸✵✳

❇❧❡❝❤❡r♠❛♥✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ❈✳ ❈❛♠❡r❡r ✭✶✾✾✽✮✿ ✏■s ❚❤❡r❡ ❛ ❲✐♥♥❡r✬s ❈✉rs❡ ✐♥ ❇❛s❡❜❛❧❧ ❋r❡❡

❆❣❡♥❝②❄ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❋✐❡❧❞✱✑ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❙♦❝✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❲♦r❦✲

✐♥❣ P❛♣❡r✳

✷✹



❇♦❦❤❛r✐✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❉✳ ●❡❧t♥❡r ✭✷✵✶✶✮✿ ✏▲♦ss ❆✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❆♥❝❤♦r✐♥❣ ✐♥ ❈♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❘❡❛❧

❊st❛t❡ Pr✐❝✐♥❣✿ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ Pr✐❝❡ ■♥❞❡① ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱✑ ❘❡❛❧ ❊st❛t❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱

✸✾✭✹✮✱ ✻✸✺✕✻✼✵✳

❇♦♦♥❡✱ ❆✳ ▲✳✱ ❛♥❞ ❏✳ ❍✳ ▼✉❧❤❡r✐♥ ✭✷✵✵✽✮✿ ✏❉♦ ❆✉❝t✐♦♥s ■♥❞✉❝❡ ❛ ❲✐♥♥❡r✬s ❈✉rs❡❄ ◆❡✇

❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❚❛❦❡♦✈❡r ▼❛r❦❡t✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✽✾✭✶✮✱

✶✕✶✾✳

❈❛♣❡♥✱ ❊✳✱ ❘✳ ❈❧❛♣♣✱ ❛♥❞ ❲✳ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ✭✶✾✼✶✮✿ ✏❈♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❇✐❞❞✐♥❣ ✐♥ ❍✐❣❤✲❘✐s❦

❙✐t✉❛t✐♦♥s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❡tr♦❧❡✉♠ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✷✸✭✻✮✱ ✻✹✶✕✻✺✸✳

❈❛ss✐♥❣✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❘✳ ❲✳ ❉♦✉❣❧❛s ✭✶✾✽✵✮✿ ✏■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆✉❝t✐♦♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥

❇❛s❡❜❛❧❧✬s ❋r❡❡ ❆❣❡♥t ❉r❛❢t✱✑ ❙♦✉t❤❡r♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✹✼✭✶✮✱ ✶✶✵✕✶✷✶✳

❉❛s❣✉♣t❛✱ P✳✱ ❛♥❞ ❊✳ ▼❛s❦✐♥ ✭✷✵✵✺✮✿ ✏❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❉✐s❝♦✉♥t✐♥❣✱✑ ❚❤❡

❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✺✭✹✮✱ ✶✷✾✵✕✶✷✾✾✳

❉❡❦❡❧✱ ❊✳✱ ❏✳ ❈✳ ❊❧②✱ ❛♥❞ ❖✳ ❨✐❧❛♥❦❛②❛ ✭✷✵✵✼✮✿ ✏❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✼✹✭✸✮✱ ✻✽✺✕✼✵✹✳

❊❧②✱ ❏✳ ❈✳ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❑❧✉❞❣❡❞✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✿ ▼✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✭✸✮✱ ✷✶✵✕✷✸✶✳

❊②st❡r✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ▼✳ ❘❛❜✐♥ ✭✷✵✵✺✮✿ ✏❈✉rs❡❞ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✼✸✭✺✮✱ ✶✻✷✸✕✶✻✼✷✳

❋❡rs❤t♠❛♥✱ ❈✳✱ ❑✳ ▲✳ ❏✉❞❞✱ ❛♥❞ ❊✳ ❑❛❧❛✐ ✭✶✾✾✶✮✿ ✏❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ❈♦♥tr❛❝ts✿ ❙tr❛t❡❣✐❝

❉❡❧❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱✑ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✸✷✭✸✮✱ ✺✺✶✕✺✺✾✳

●❡♥❡s♦✈❡✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❈✳ ▼❛②❡r ✭✷✵✵✶✮✿ ✏▲♦ss ❆✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❙❡❧❧❡r ❇❡❤❛✈✐♦r✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠

t❤❡ ❍♦✉s✐♥❣ ▼❛r❦❡t✱✑ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✶✻✭✹✮✱ ✶✷✸✸✕✶✷✻✵✳

●r♦ss❦♦♣❢✱ ❇✳✱ ❨✳ ❇❡r❡❜②✲▼❡②❡r✱ ❛♥❞ ▼✳ ❇❛③❡r♠❛♥ ✭✷✵✵✼✮✿ ✏❖♥ t❤❡ ❘♦❜✉st♥❡ss ♦❢

t❤❡ ❲✐♥♥❡r✬s ❈✉rs❡ P❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱✑ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❉❡❝✐s✐♦♥✱ ✻✸✱ ✸✽✾✕✹✶✽✱ ✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✶✷✸✽✲✵✵✼✲

✾✵✸✹✲✻✳

●üt❤✱ ❲✳✱ ❛♥❞ ❍✳ ❑❧✐❡♠t ✭✶✾✾✽✮✿ ✏❚❤❡ ■♥❞✐r❡❝t ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❆♣♣r♦❛❝❤✱✑ ❘❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞

❙♦❝✐❡t②✱ ✶✵✭✸✮✱ ✸✼✼✕✸✾✾✳

●üt❤✱ ❲✳✱ ❛♥❞ ▼✳ ❨❛❛r✐ ✭✶✾✾✷✮✿ ✏❊①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❘❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❙✐♠♣❧❡ ❙tr❛t❡❣✐❝

●❛♠❡s✿ ❆♥ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❆♣♣r♦❛❝❤✱✑ ✐♥ ❊①♣❧❛✐♥✐♥❣ Pr♦❝❡ss ❛♥❞ ❈❤❛♥❣❡✿ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s t♦

❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❡❞✳ ❜② ❯✳ ❲✐tt✱ ♣♣✳ ✷✸✕✸✹✳ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐❝❤✐❣❛♥ Pr❡ss✱

❆♥♥ ❆r❜♦r✳

✷✺



❍❛♥s❡♥✱ ❘✳ ●✳ ✭✶✾✽✺✮✿ ✏❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❚❡st✐♥❣ ♦❢ ❆✉❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱✑ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❘❡✈✐❡✇✱ ✼✺✭✷✮✱ ✶✺✻✕✶✺✾✳

✭✶✾✽✻✮✿ ✏❙❡❛❧❡❞✲❇✐❞ ✈❡rs✉s ❖♣❡♥ ❆✉❝t✐♦♥s✿ ❚❤❡ ❊✈✐❞❡♥❝❡✱✑ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ■♥q✉✐r②✱ ✷✹✭✶✮✱

✶✷✺✕✶✹✷✳

❍❛rr✐s♦♥✱ ●✳ ❲✳✱ ❛♥❞ ❏✳ ❆✳ ▲✐st ✭✷✵✵✹✮✿ ✏❋✐❡❧❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝

▲✐t❡r❛t✉r❡✱ ✹✷✭✹✮✱ ✶✵✵✾✕✶✵✺✺✳

❍❛✈✐❧❛♥❞✱ ❲✳✱ ❍✳ Pr✐♥s✱ ❉✳ ❲❛❧r❛t❤✱ ❛♥❞ ❇✳ ▼❝❇r✐❞❡ ✭✷✵✵✼✮✿ ❆♥t❤r♦♣♦❧♦❣②✿ ❚❤❡

❍✉♠❛♥ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❲❛❞s✇♦rt❤✴❚❤♦♠s♦♥ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ✶✷✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❡❞♥✳

❍❡✐❢❡t③✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❊✳ ❙❡❣❡✈ ✭✷✵✵✹✮✿ ✏❚❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❘♦❧❡ ♦❢ ❚♦✉❣❤♥❡ss ✐♥ ❇❛r❣❛✐♥✐♥❣✱✑

●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r✱ ✹✾✭✶✮✱ ✶✶✼✕✶✸✹✳

❍❡✐❢❡t③✱ ❆✳✱ ❈✳ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ❛♥❞ ❨✳ ❙♣✐❡❣❡❧ ✭✷✵✵✼❛✮✿ ✏❚❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Pr❡❢❡r✲

❡♥❝❡s✱✑ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✸✷✱ ✷✺✶✕✷✽✻✱ ✶✵✳✶✵✵✼✴s✵✵✶✾✾✲✵✵✻✲✵✶✷✶✲✼✳

✭✷✵✵✼❜✮✿ ✏❲❤❛t t♦ ▼❛①✐♠✐③❡ ■❢ ❨♦✉ ▼✉st✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✸✸✭✶✮✱

✸✶✕✺✼✳

❍❡✐❢❡t③✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❨✳ ❙♣✐❡❣❡❧ ✭✷✵✵✶✮✿ ✏❚❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❇✐❛s❡❞ P❡r❝❡♣t✐♦♥s✱✑ ❚❡❧ ❆✈✐✈

❯♥✐✈❡rs✐t② ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✳

❍❡❧❧❡r✱ ❨✳ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❖✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❉✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥✱✑ ♠✐♠❡♦✳

❍❡♥❞r✐❝❦s✱ ❑✳✱ ❘✳ ❍✳ P♦rt❡r✱ ❛♥❞ ❇✳ ❇♦✉❞r❡❛✉ ✭✶✾✽✼✮✿ ✏■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❘❡t✉r♥s✱ ❛♥❞

❇✐❞❞✐♥❣ ❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❖❝s ❆✉❝t✐♦♥s✿ ✶✾✺✹✲✶✾✻✾✱✑ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥❞✉str✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱

✸✺✭✹✮✱ ✺✶✼✕✺✹✷✳

❍❡rs❦♦✈✐ts✱ ▼✳ ❏✳ ✭✶✾✺✷✮✿ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆♥t❤r♦♣♦❧♦❣②✿ ❆ ❙t✉❞② ✐♥ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✳

❆✳❆✳ ❑♥♦♣❢✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❖r✐❣✐♥❛❧❧② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✶✾✹✵ ❛s ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▲✐❢❡ ♦❢ Pr✐♠✐t✐✈❡

P❡♦♣❧❡s✳

❍♦r♦✇✐t③✱ ❏✳ ❑✳✱ ❛♥❞ ❑✳ ❊✳ ▼❝❈♦♥♥❡❧❧ ✭✷✵✵✷✮✿ ✏❆ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❲❚❆✴❲❚P ❙t✉❞✐❡s✱✑

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ✹✹✭✸✮✱ ✹✷✻✕✹✹✼✳

❍✉❝❦✱ ❙✳✱ ●✳ ❑✐r❝❤st❡✐❣❡r✱ ❛♥❞ ❏✳ ❖❡❝❤ss❧❡r ✭✷✵✵✺✮✿ ✏▲❡❛r♥✐♥❣ t♦ ▲✐❦❡ ❲❤❛t ❨♦✉

❍❛✈❡ ✕ ❊①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❊♥❞♦✇♠❡♥t ❊✛❡❝t✱✑ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✶✺✭✺✵✺✮✱ ✻✽✾✕✼✵✷✳

✷✻



■s♦♥✐✱ ❆✳✱ ●✳ ▲♦♦♠❡s✱ ❛♥❞ ❘✳ ❙✉❣❞❡♥ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❚❤❡ ❲✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ P❛②✕❲✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦

❆❝❝❡♣t ●❛♣✱ t❤❡ ❊♥❞♦✇♠❡♥t ❊✛❡❝t✱ ❙✉❜❥❡❝t ▼✐s❝♦♥❝❡♣t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ Pr♦❝❡❞✉r❡s

❢♦r ❊❧✐❝✐t✐♥❣ ❱❛❧✉❛t✐♦♥s✿ ❈♦♠♠❡♥t✱✑ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✶✭✷✮✱ ✾✾✶✕✶✵✶✶✳

❏❡❤✐❡❧✱ P✳✱ ❛♥❞ ❋✳ ❑♦❡ss❧❡r ✭✷✵✵✽✮✿ ✏❘❡✈✐s✐t✐♥❣ ❣❛♠❡s ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤

❛♥❛❧♦❣②✲❜❛s❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱✑ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r✱ ✻✷✭✷✮✱ ✺✸✸ ✕ ✺✺✼✳

❑❛❣❡❧✱ ❏✳ ❍✳✱ ❘✳ ▼✳ ❍❛rst❛❞✱ ❛♥❞ ❉✳ ▲❡✈✐♥ ✭✶✾✽✼✮✿ ✏■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ■♠♣❛❝t ❛♥❞ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥

❘✉❧❡s ✐♥ ❆✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❆✣❧✐❛t❡❞ Pr✐✈❛t❡ ❱❛❧✉❡s✿ ❆ ▲❛❜♦r❛t♦r② ❙t✉❞②✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱

✺✺✭✻✮✱ ✶✷✼✺✕✶✸✵✹✳

❑❛❣❡❧✱ ❏✳ ❍✳✱ ❛♥❞ ❉✳ ▲❡✈✐♥ ✭✶✾✽✻✮✿ ✏❚❤❡ ❲✐♥♥❡r✬s ❈✉rs❡ ❛♥❞ P✉❜❧✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥

❈♦♠♠♦♥ ❱❛❧✉❡ ❆✉❝t✐♦♥s✱✑ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✼✻✭✺✮✱ ✽✾✹✕✾✷✵✳

❑❛❣❡❧✱ ❏✳ ❍✳✱ ❛♥❞ ❉✳ ▲❡✈✐♥ ✭✷✵✵✷✮✿ ❈♦♠♠♦♥ ❱❛❧✉❡ ❆✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❲✐♥♥❡r✬s ❈✉rs❡✳

Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❑❛❣❡❧✱ ❏✳ ❍✳✱ ❛♥❞ ❆✳ ❊✳ ❘♦t❤ ✭❡❞s✳✮ ✭✶✾✾✼✮✿ ❚❤❡ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✳

Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❑❛❤♥❡♠❛♥✱ ❉✳✱ ❏✳ ▲✳ ❑♥❡ts❝❤✱ ❛♥❞ ❘✳ ❍✳ ❚❤❛❧❡r ✭✶✾✾✵✮✿ ✏❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❚❡sts ♦❢ t❤❡

❊♥❞♦✇♠❡♥t ❊✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❈♦❛s❡ ❚❤❡♦r❡♠✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✾✽✭✻✮✱ ✶✸✷✺✕

✶✸✹✽✳

✭✶✾✾✶✮✿ ✏❆♥♦♠❛❧✐❡s✿ ❚❤❡ ❊♥❞♦✇♠❡♥t ❊✛❡❝t✱ ▲♦ss ❆✈❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ ❙t❛t✉s ◗✉♦ ❇✐❛s✱✑

❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s✱ ✺✭✶✮✱ ✶✾✸✕✷✵✻✳

❑❛❤♥❡♠❛♥✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❉✳ ▲♦✈❛❧❧♦ ✭✶✾✾✸✮✿ ✏❚✐♠✐❞ ❈❤♦✐❝❡s ❛♥❞ ❇♦❧❞ ❋♦r❡❝❛sts✿ ❆ ❈♦❣♥✐t✐✈❡

P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦♥ ❘✐s❦ ❚❛❦✐♥❣✱✑ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✾✭✶✮✱ ✶✼✕✸✶✳

❑♥❡ts❝❤✱ ❏✳✱ ❋✳✲❋✳ ❚❛♥❣✱ ❛♥❞ ❘✳ ❚❤❛❧❡r ✭✷✵✵✶✮✿ ✏❚❤❡ ❊♥❞♦✇♠❡♥t ❊✛❡❝t ❛♥❞ ❘❡♣❡❛t❡❞

▼❛r❦❡t ❚r✐❛❧s✿ ■s t❤❡ ❱✐❝❦r❡② ❆✉❝t✐♦♥ ❉❡♠❛♥❞ ❘❡✈❡❛❧✐♥❣❄✱✑ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✹✱
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