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❈❉❖ tr❛♥❝❤❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
♥❡t ✐♥❝♦♠❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r❡❞✐t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s s♦rt✳
❲❡ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡
♥❡❝❡ss❛r② t♦♦❧s t♦ ❜❛❦❡ ♦✉t t❤❡ ❦❡② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✈✐❛
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥♣✉t ♦❢
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ♦♥❧② r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
r✐s❦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ st♦❝❤❛st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
❛❧❧♦✇s t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡s❝❛❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s❦❡t
❝r❡❞✐t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦♦❧s ❝❛♥✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ✇✐❞❡r ❝❧❛ss ♦❢ s✐♠✐❧❛r r✐s❦ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡
s❡t✉♣ t❤♦✉❣❤✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧② ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞
❝r❡❞✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ st❛t✐❝ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ st❛t✐❝
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♣✉❧❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❛♥❞♦♠ t✐♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r✲
❛t❡❞✳ ❚❤❡ t❡r♠ st❛t✐❝ ❤❡r❡ ❤❛s ♥♦t t♦ ❜❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜✉t ❛s r❡❢❡rr❡❞
t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ st❛t✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥t❡♥s✐t② r❛t❡s ♦❢
t❤❡ P♦✐ss♦♥✲❧✐❦❡ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞❡❢❛✉❧t t✐♠❡s ❛♥❞
❡✈♦❧✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s✉r✈✐✈❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛t t❤❡
st❛rt ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❞❡❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ✐♠♣❛❝ts ❛❧s♦
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t r✐s❦ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞r✐✈❡rs ♦❢
t❤❡ ♣r✐❝❡ r❡q✉✐r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦r❦ ❣✐✈❡s ♦♥❧②
♣❛rt✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❛♥❞
♠❛r❦❡t r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s t❤✐s t♦♣✐❝ t♦ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ t❛r❣❡t ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦rt❢♦❧✐♦ ♣❛②✲♦✛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤♦s❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✈✐❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡
♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ r✐s❦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str② st❛♥❞❛r❞✿ ✈❛❧✉❡ ❛t r✐s❦ ✭❱❛❘✮✳
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s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♠♣❧✐❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❝✉r✈❡ ❢r♦♠
♠❛r❦❡t r❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ ♠❛r❦❡t ❝r❡❞✐t ❞❡❢❛✉❧t s✇❛♣
✭❈❉❙✮ s♣r❡❛❞s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♣✉❧❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♥✲
str✉❝t t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t t✐♠❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛s❦❡t ♦❢ ❝r❡❞✐ts✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛
❞✐r❡❝t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ♣♦rt❢♦❧✐♦✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ r❡❝♦✈❡r②✳
❚❤❡ ❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛

✷



s✐♥❣❧❡ tr❛♥❝❤❡ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧✐③❡❞ ❞❡❜t ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ✭❈❉❖✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♣❛rt ■■✳❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❛s❤−✢♦✇ str❡❛♠
♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ♣❛②−♦✛ ♣r♦✜❧❡ ❛t ♠❛t✉r✐t②
♦❢ t❤❡ ❞❡❛❧✱ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✶② ❝r❡❞✐t ✈❛❧✉❡ ❛t r✐s❦ ✭❈❱❛❘✮✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛t
r✐s❦ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝r❡❞✐t r✐s❦ ♦♥❧② ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥t❛❧❧② t♦ t❡st ❢♦r t❤❡
❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ♠♦❞✲
✉❧❡ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❜r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ t❤❡ ❈❉❖ tr❛♥❝❤❡ ♣r✐❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞
❛❧❧♦✇ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛t r✐s❦ ✭❱❛❘✮✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❛r❦❡t
r✐s❦✳ ❙✉❜❥❡❝t t♦ r❛♥❞♦♠ s❤✐❢ts ♦❢ t❤❡ ❈❉❙ t❡r♠ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t♦ st♦❝❤❛st✐❝
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❉❖ tr❛♥❝❤❡ ❝❛s❤ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥✲
✇♦✉♥❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❢✉t✉r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①♣♦s✉r❡✳

✸



✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

✶✳✶ ❚❤❡ ❉✐s❝♦✉♥t ❋❛❝t♦r ❝✉r✈❡

❚❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❝✉r✈❡ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛
✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝❧❛✐♠ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ s♣♦t r❛t❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜✲
♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ s❤♦rt❡st s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✱
✇❤❡r❡❛s ❛❜♦✈❡ ✶② ♦r ✷② ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✜♥❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❜✉❧❧❡t ❜♦♥❞s ♦r ❡①tr❡♠❡❧②
❧✐q✉✐❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♥tr❛❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣♦t r❛t❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❝✉r✈❡ ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ tr❛❞❡❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥str✉✲
♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❡r♠ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s
✇♦r❦✱ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❝✉r✈❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ s✇❛♣ ❝♦♥✲
tr❛❝ts✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✷② ♦♥✇❛r❞✱ ✇❤✐❧❡ ▲■❇❖❘ r❛t❡s ❛r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✜rst
s❡❣♠❡♥t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠❡♥t✐♦♥✱ t❤♦✉❣❤✱ t❤❛t ♦✈❡r♥✐❣❤t ✐♥❞❡①❡❞ s✇❛♣s ✭❖■❙✮ ❛r❡
❜❡❝♦♠✐♥❣ ♠♦r❡ ♣♦♣✉❧❛r ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst s❡❣♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❝✉r✈❡✳
❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣♦t r❛t❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥❞✉❝✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✧❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣✧ ✭s❡❡ ❬✼❪✱ ❬✶✾❪✱ ❬✷✵❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛
q✉✐❝❦ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ e ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦rs
❛t t✐♠❡ t ♦♥ t❡♥♦r τ ✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦♥❡② ♠❛r❦❡t r❛t❡s ✐s

B(t, τ) =
1

(1 + αr(t, τ))

✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ ②❡❛r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♣♦t r❛t❡ ✐s q✉♦t❡❞ ②♦②✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ❢♦r✇❛r❞ ■❘❙ ✐s

J
∑

i=1

αistkB(t, τi) = B(t, τ0)−B(t, τk)

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ s✉♣✲
♣r❡ss❡❞ ❢♦r ❡❛s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✇❛♣ r❛t❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣r✐❝❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ✭✐♠♣❧✐❡❞✮ ♠❛r❦❡t r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❤❡♥ τ0 = t t❤❡♥ B(t, t) = 1✳
❚❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❝✉r✈❡ b ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥ ♠❛r❦❡t ▲■❇❖❘ ❛♥❞
s✇❛♣ r❛t❡s ♣❛✐❞ ✐♥ ❛♥♥✉❛❧ ✐♥st❛❧❧♠❡♥ts✱ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥

(S · [U, Q] +W) · b = u ✭✶✮

✇✐t❤

S =















I 0 0 · · · 0
0 st1 0 · · · 0
0 0 st2 · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 0 0 · · · stK















, U =











I

0 0 0 1
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
0 0 0 1











❛♥❞

✹



Q =















0

1 0 · · · 0
1 1 · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
1 1 · · · 1















, W =











0 0 · · · 0
0
✳✳✳ I

0











, u =















1
(

1 + 1
4r (t,

1/4)
)−1

(

1 + 1
2r (t,

1/2)
)−1

(1 + r (t, 1))
−1

i















❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ✐s t❤❡♥ s♦❧✈❡❞ ❜② ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢✉❧❧
r❛♥❦ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s✇❛♣ ✐s ♣❛✐❞ s❡♠✐✲❛♥♥✉❛❧❧②✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ✐s
s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣❡r✐♦❞
♣❛②♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❝✉r✈❡ ✐s ♥♦✇ t❤❡ b ✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡s

(

S′ ·
(

[U′, Q] + 1
2Q · Z

)

+W
)

· b = u ✭✷✮

✇❤❡r❡

S′ =















I 0 0 · · · 0
0 1

2st1 0 · · · 0
0 0 1

2st2 · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 0 0 · · · 1
2stK















, U′ =











I

0 0 1 1
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
0 0 1 1











,

Z =















0 0 0 1 1 0 · · · 0 0 0
0 0 0 0 1 1 · · · 0 0 0
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
0 0 0 0 0 0 · · · 1 1 0
0 0 0 0 0 0 · · · 0 1 1















❚❤❡ ❛❞❞❡❞ t❡r♠ 1
2Q · Z ✐s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ♣♦✐♥ts t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲❛♥♥✉❛❧ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣
♦❢ t❤❡ s✇❛♣ ❝♦✉♣♦♥s✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❥✉st ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r
❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ✈❡rt❡①❡s s❡tt❧❡❞ ❛t t✐♠❡ 0✱ ❛t t❤❡ ▲■❇❖❘ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s✇❛♣ ♠❛t✉r✐t✐❡s✳
■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t
❢❛❝t♦r ❝✉r✈❡ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♣❛r s✇❛♣ r❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞ s❤♦rt t❡r♠
r❛t❡s ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ s❛t✐s✜❡s s♦♠❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣
❛ ❝✉❜✐❝ s♣❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ t✐♠❡s ❛s ✐♥
t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝✉r✈❡ ✐s q✉✐t❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❢♦r♠❡r ❧✐♥❡✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❧✐♥❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ❝✉❜✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s {pk}k=1,...,K ✱
✇✐t❤

pk(t) = ak0 + ak1

(

t−tk−1

tk−tk−1

)

+ ak2

(

t−tk−1

tk−tk−1

)2

+ ak3

(

t−tk−1

tk−tk−1

)3

❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❧✐♥❡ ♦❜❥❡❝ts ❛❧❧♦✇s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❧❡t

✺



α ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ t❤❡ s✇❛♣
✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥t

(S ·U ·H+Q) · α = i ✭✸✮

✇❤❡r❡ S ✐s ♥♦✇ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s✇❛♣ r❛t❡s✱ U ✐s t❤❡ 0 − 1
♠❛tr✐① ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❤✲✢♦✇ t✐♠❡s ❛♥❞ H ❛♥❞ Q ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s ✇❤✐❝❤
♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛rr❛② ♦❢ t❤❡ s♣❧✐♥❡✬s ✈❛❧✉❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛t t❤❡ ❝❛s❤✲✢♦✇ ❞❛t❡s
❛♥❞ ❛t t❤❡ ❧❛t❡st ❝❛s❤✲✢♦✇ ❞❛t❡✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ❝❛♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❜♦t❤ t❤❡
❝❛s❡s ♦❢ ②❡❛r❧② ♦r s❡♠✐✲❛♥♥✉❛❧ ♣❛②♠❡♥ts✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❞✐✛❡r❡♥t s✇❛♣ ♣❛②♠❡♥t
str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✉s✉❛❧❧② ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r✱ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♣❧✐♥❡ ❛t t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

ak0 + ak1 + ak2 + ak3 − ak+1
0 = 0 ✭✹✮

ak1 + 2ak2 + 3ak3 −
(

tk−tk−1

tk+1−tk

)

ak+1
1 = 0.

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❝✉r✈❡ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ▲■❇❖❘ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣
❢❛❝t♦rs ❛♥❞✱ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐♥ t = 0✱ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢
t②♣❡

ak0 = uk
0 . ✭✺✮

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✸✮✱ ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠

M · α = u.

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❝✉r✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥
t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✇✐t❤ ♦✉r s❡t ♦❢ ❝✉❜✐❝ s♣❧✐♥❡✱ ✇❡ ♦✉❣❤t t♦ ❝♦♥str✉❝t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛
s❡t ♦❢ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤✐s t②♣❡✿

ak3 ≤ 0 ✭✻✮
(

ak2
)2

− 3ak1a
k
3 ≤ 0

✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❢♦r❝❡ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s♣❧✐♥❡ t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ③❡r♦ ✇✐t❤✐♥
❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❲❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✻✮ ❛s F(α) ≤ 0✳ ❍❛✈✐♥❣ s❡t
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✬s ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❧❡❢t ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ s♣❧✐♥❡s ✇❤✐❝❤
♠✐❣❤t ♠❛t❝❤ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❝✉r✈❡✳ ❖♥❡ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❧✐♥❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❤❛✈✐♥❣ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢✉rt❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✇❤❡♥ ✜❣✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦
♣✐❝❦ t❤❡ s♣❧✐♥❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧❡♥❣t❤✱ t❤❛t ✐s t❤❡ s♣❧✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

∑

k

1
tk−tk−1

∫ 1

0

dx

√

1 + p
(1)
k

2
. ✭✼✮

■t ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s

min
α

α ·G · α ✭✽✮

sub M · α = u

F(α) ≤ 0. ✭✾✮

✻



✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① G ✐s

G =











L 0 · · · 0

0 L · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
0 0 · · · L











, L =









0 0 0 0
0 1 1 1
0 1 4/3 3/2
0 1 3/2 9/5









■♥ ✜❣✉r❡ ✸ ✇❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♣❧✐♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✶✳✷ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❉❡❢❛✉❧t

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛❥♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ s✉r✈✐✈❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ❝❛s❤✲✢♦✇ str❡❛♠ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✐t❡♠✳ ❚❤❡
❞❡❛t❤ ❡✈❡♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛②♠❡♥ts✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❢✉♥❞❡❞
♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ❈❉❙ ❞❡❛❧✱ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥❧② t❤❡ ♥❡t ❝❛s❤ ✢♦✇s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ s❡❧❧❡r✬s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❛ ❝r❡❞✐t ❞❡❢❛✉❧t
s✇❛♣ s♣r❡❛❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t s②♥t❤❡s✐③❡s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ♠♦♥❡② ❢r♦♠ ❛
❞❡❢❛✉❧t✲❢r❡❡ s✉❜❥❡❝t ❛t ❛ ✜①❡❞ r❛t❡✱ ❜✉②✐♥❣ t❤❡ ✢♦❛t✐♥❣ r❛t❡ ♥♦t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝r❡❞✐t r✐s❦✱ ❡♥t❡r✐♥❣ ❛♥ ■❘❙ t♦ ♦✛s❡t t❤❡ ✢♦❛t✐♥❣ ✐♥✢♦✇s
✇✐t❤ t❤❡ ✜①❡❞ ♦✉t✢♦✇s ❞✉❡ t♦ ❞❡❜t ✭❝❢r✳ ❬✸❪✱ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❬✷✶❪✮✳ ■♥ ❛ ❢r✐❝t✐♦♥❧❡ss ✇♦r❧❞✱
t❤❡ ♥❡t r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♣r❡♠✐✉♠ ❢♦r t❤❡ ❝r❡❞✐t ♣r♦t❡❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧♦ss ♦♥ t❤❡ ♥♦t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢❛✐r ✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❈❉❙ s♣r❡❛❞ ✐s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❧❡t τ0 = t✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❝t✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❜❛❧❛♥❝❡s
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❝t✉❛❧ ❧♦ss t❤❛t ✐s

J
∑

i=1

αistkB(t, τi)P{τ>τi} = (1−R)

[

1− P{τ=τ0} +
J
∑

i=1

B(t, τi)
(

P{τ>τi−1} − P{τ>τi}
)

]

❋r♦♠ t❤❡ ❧❛st ❢♦r♠✉❧❛✱ ✐t ✐s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ P❉ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s✳
Pr♦✈✐❞❡❞ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥t ✐♥ t✐♠❡ t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✇❛♣
s♣r❡❛❞s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐ss✉❡r✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❞❡❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t t❤❡
■▼▼ ❞❛t❡s ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r p ✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠

A · p = u ✭✶✵✮

✇✐t❤

A =

[

[(1−R)i, S ·B] + (1−R)B ·D
1 0 . . . 0

]

, u =

[

(1−R)i
1

]

❛♥❞

S =











α1st1 0 . . . 0
0 α2st2 . . . 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
0 0 . . . αtKstK











, B =











e−t1rt1 0 . . . 0
e−t1rt1 e−t2rt2 . . . 0

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

e−t1rt1 e−t2rt2 . . . e−tKrtK











,

✼



D =

















−1 1 . . . 0 0 0

0 −1
✳ ✳ ✳ 0 0 0

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

0 0 . . . −1 1 0
0 0 . . . 0 −1 1

















❲❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st r♦✇ ✐♥ A s❡ts t❤❡ P{τ=τ0} = 0✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss✉♠❡ ♥♦♥ ③❡r♦ ✐♠✲
♠❡❞✐❛t❡ ❞❡❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ✜♥❛❧ r♦✇ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ A ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞
t♦ ♠✐♥✉s ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ u ❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦ ③❡r♦✳ ■♥ ✜❣✳ ✶ ❛♥❞
✷ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❈❉❙ ❜❛s❦❡t ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❞❡❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦♥
✶✵✴✵✺✴✷✵✶✶✳

■t ♠✉st ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
s♦❧✈❡❞ ✉♥✐q✉❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ S ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞
s♣r❡❛❞ ❝♦♥tr❛❝ts ❛t t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❝❛s❤✲✢♦✇ ❞❛t❡s✳ ❆s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧②✱
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t s✉r✈✐✈❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝✉r✈❡
t❤❛♥ t❤❡ s♣❧✐♥❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ s❛♠❡
♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ s♠♦♦t❤ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❝✉r✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ s✉r✈✐✈❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝✉r✈❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s✇❛♣
♣❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❆ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞
❜② ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❛tr✐① H✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡
❈❉❙ s♣r❡❛❞ ♠❛r❦❡t q✉♦t❡s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❦♥♦✇♥ t❡r♠ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ u ✈❡❝t♦r

[

[(1−R)i, S ·B] + (1−R)B ·D
]

·H · α = u′.

■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r s②st❡♠ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ S ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r❧②
✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ s♣r❡❛❞ q✉♦t❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❤✲✢♦✇ ❞❛t❡s ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❝♦♥tr❛❝t✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥str❛✐♥ts r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ s❡t
♦❢ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①tr❡♠❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s✉✐t❛❜❧② ❛❞❥✉st❡❞✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥✱ ❛❣❛✐♥✱
t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ✭✽✮

min
α

α ·G · α

sub M · α = u

F(α) ≤ 0.

■♥ ✜❣✉r❡ ✹ ❛r❡ s❤♦✇♥ t❤❡ s✉r✈✐✈❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝✉r✈❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❧❡♥❣t❤ s♣❧✐♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠ str✉❝t✉r❡s ♦❢ s✉r✈✐✈❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

✶✳✸ ❚❤❡ ❈r❡❞✐t ❇❛s❦❡t ▲♦ss ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣ ♦✉r ❝r❡❞✐t r✐s❦ t♦♦❧❜♦① ✐s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝r❡❞✐t r✐s❦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s t♦ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ✐t❡♠s✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ✇✐❧❧
st✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ♦♥ t❤❡ ❈❉❙ ♣♦♦❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞

✽



❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❝✉r✈❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ s✉r✈✐✈❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❡r♠ str✉❝✲
t✉r❡s✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❞❡❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❡✈❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤
❜❛s❦❡t ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱

P1, P2, . . . , PN .

❚❤♦s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦♥❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❦❡t
❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t t✐♠❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❝r❡❞✐t
r✐s❦ ❜♦r♥❡ ❜② t❤❡ ❜❛s❦❡t✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❝♦♣✉❧❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❝❢r✳ ❬✶✻❪✱ ❬✶✼❪✮✳
❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ s❡t ♦❢ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs✱ {M1, . . . ,Ms}✱ ✇❤✐❝❤
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ❡✈❡♥ts❀ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs✱ t❤❡
❞❡❢❛✉❧t ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❛s❦❡t ✐t❡♠ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤✱ ❢♦r♠❛❧❧②

Q{τ ∈ Ξ} = EM

{

N
∏

i=1

Qi{τi ∈ Ξ|M}

}

✇❤❡r❡ τ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛rr❛② ♦❢ t❤❡ ❜❛s❦❡t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✬ ❞❡❢❛✉❧t ❡✈❡♥ts✱ Ξ ✐s t❤❡
σ−❛❧❣❡❜r❛ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ Pi ✐♥t♦ t❤❡ Qi t❤❡
♣♦♣✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❡♠♣❧♦② ❙❦❧❛r✬s t❤❡♦r❡♠ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♣✉❧❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ●❛✉ss✐❛♥✱ ❝❢r✳ ❬✺❪✱ ❬✶✷❪✱ ❬✶✺❪✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s r❡❛❧✐③❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝r❡❞✐t ✐♥❞❡① ✈❛r✐❛❜❧❡s

Qj =
∑

i

aijMi +Xj

√

1−
∑

i

(

aij
)2

✇✐t❤ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s Mi✱ Xj ∼ φ✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ Q ∼ φ(0, C) ✇✐t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① C =

[

ckj
]

✱ s✉❝❤ t❤❛t

ckj =
∑

i a
i
ja

i
k✱ j 6= k ❛♥❞

∣

∣ckj
∣

∣ ≤ 1✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♣✉❧❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t t❤❛t ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t ✐♥❞❡①❡s✱ ❝❢r✳ ❬✶✼❪✱ ❬✷✶❪✳
❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ r❛♥❞♦♠ ❞❡❢❛✉❧t t✐♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs
✐s t❤❡♥

Qj{τj ≤ T |M} = Φ





Φ−1 (1− Pj {τj > T})−
∑

i a
i
jMi

√

1−
∑

i

(

aij
)2



 ✭✶✶✮

✇✐t❤ Φ =
∫ ·
−∞ φ✳ ❋♦r♠✉❧❛ ✭✶✶✮ ♥♦t ♦♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t t✐♠❡s ❜✉t ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❞✐r❡❝t❧② ❛ ♠❡❛♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜❛s❦❡t
❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

▲❡t W =
∑N

j=1 Wj ❜❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥❛❧ ❜❛s❦❡t ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ Wj t❤❡ ♥♦t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡

♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ jth ✐t❡♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥
t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs ✐s t❤❡r❡❢♦r❡

Gj

{

wj
T ∈ Ω|M

}

= Qj {τj > T |M} δWj
+Qj {τj ≤ T |M}Fj

{

wj
T ∈ Ω|τj ≤ T

}

✭✶✷✮

✾



✇❤❡r❡ δWj
✐s t❤❡ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♥♦t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ Wj ❛♥❞ Fj

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ jth r❡❝♦✈❡r② ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t✱ ✇✐t❤✐♥
t✐♠❡ T ✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♣✉❧❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ ❧❛t❡♥t
❢❛❝t♦rs✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❦❡t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❧❡tt✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ Wj r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝r❡❞✐t r✐s❦② ✐t❡♠✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❦❡t ♥♦t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ T ✇✐❧❧ ❜❡

G {wT ∈ Ω} = EM {Gm
1 ⋆ · · · ⋆Gm

N} ✭✶✸✮

✇❤❡r❡ M st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ M ✳ P❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛r❡ ♠✉st ❜❡
t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ G✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t❤❛t
t❤❡ s❡t {Wj}j=1,...,N ❜❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ❣r✐❞ st❡♣✳

❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❜❛s❦❡t ❧♦ss ✐s t❤❡ lT =
∑N

i=1 Wj−wT ✳ ▲❡t ❞❡✜♥❡ ❤❡r❡✱ ❢♦r
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✉s❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ LT ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❜❛s❦❡t ❧♦ss lT ✇✐t❤✐♥
t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ T ✳

❲❡ ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤
②✐❡❧❞s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❦❡t ♥♦t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ wT ✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦♥✲
s✐sts ✐♥ t✇♦ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✿ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ M ✱ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❞✐s❝r❡t✐③❡❞❀ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
✇✳r✳t✳ M✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❢❛❝t♦r ❝♦♣✉❧❛ ♠♦❞❡❧✱ ❧❡t
M = {m−u, m−u+1, . . . , m0, m1, . . . , mu} ❜❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ M ✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t t❤❡ ♦r❞❡r ❛t ✇❤✐❝❤
t❤❡ Gm

j ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ✭✶✸✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡
G{·|m ∈ M} = Gm

1 ⋆ · · · ⋆Gm
N ✐s t❤❡ Hm

N ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡❝✉rr❡♥❝❡

{

Hm
1 = Gm

1

Hm
j = Hm

j−1 ⋆G
m
j , j = 2, . . . , N

❚❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ Hm
N ✇✳r✳t✳ M✱ t❤❛t ✐s

G =
∑

m∈M

Hm
N∆Mm

❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣♦rt❢♦❧✐♦ ❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❢❛✈♦r✐t❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♠✲
❜✐♥❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✭✶✶✮✱ ✭✶✷✮ ❛♥❞ ✭✶✸✮ t♦ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❝✉rr❡♥❝❡
❢♦r♠✉❧❛✳
❯♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❡❝♦✈❡r② r❛t❡s Rj ✱ ❧❡t qmj = Qj{τj ≤ T |M}
❛♥❞ ✇❡ ❣❡t

Hm
j =

(

1− qmj
) (

Hm
j−1 ⋆ δWj

)

+ qmj
(

Hm
j−1 ⋆ δRj

)

✭✶✹✮

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✶✹✮ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢
t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ✐♥♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣✲
♣r♦♣r✐❛t❡❧② s❤✐❢t❡❞ δxk

✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞−❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥ ❝❛s❡

✶✵



qmj = qm✱ Wj = v ❛♥❞ Ri = r✱ ∀j✳ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ δ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ✇❡ ❣❡t

Hm
N =

〈

(1− qm) δv + qmδr

〉N

=

N
∑

k=0

(

N
k

)

(qm)k(1− qm)(N−k)δkv+(N−k)r

❚❤✐s ❧❛st ❢♦r♠✉❧❛ ♠✉st ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✇✐t❤ ❝❛r❡ ✇❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r✳
❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ❜❛s❦❡t ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ 30/50
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜❡❝♦♠❡s q✉✐❝❦❧② ✉♥st❛❜❧❡✳
■❢ ✇❡ t✉r♥ ❜❛❝❦ t♦ ✭✶✹✮ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ st♦❝❤❛st✐❝ r❡❝♦✈❡r② ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Fj ✱
t❤❡ r❡❝✉rr❡♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s

Hm
j =

(

1− qmj
) (

Hm
j−1 ⋆ δWj

)

+ qmj
(

Hm
j−1 ⋆ Fj

)

■♥ ✜❣✳ ✺ ❛♥❞ ✻ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s❦❡t ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❛✉❧t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✶✳✹ ❚❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ❛ ❈❉❖ tr❛♥❝❤❡

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♣❛rt ■✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝❧❛✐♠ ♦♥
t❤❡ ❜❛s❦❡t ♦❢ ❝r❡❞✐t ✐t❡♠s✳ ❚❤❡ ❈❉❙ ♦♥ ❈❉❖ tr❛♥❝❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❜✉✐❧❞s ✉♣ ♦♥ t❤❡
t♦♦❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✜rst ♣❛rt✱ ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥♣✉t ❞❡✈✐❝❡ ✐♥ t❤❡
♠❛r❦❡t r✐s❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣❛rt ■■✳
▲❡t t❤❡ ♣♦♦❧ ♦❢ ❝r❡❞✐t r✐s❦② ✐t❡♠s ❜❡ t❤❡ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧ ♦❢ s♦♠❡ ♥❡✇❧② ✐ss✉❡❞ ♦❜❧✐❣❛✲
t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦rt❡❞ ✇✳r✳t✳ s❡♥✐♦r✐t② ✐♥ s❤❛r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❡❞s ❛♥❞
❧✐q✉✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❛ss❡ts✳ ❚❤❡ r❡✈❡rs❛❧ s♦rt✐♥❣ ♦r❞❡r ❧✐sts t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦❢ ❝♦♠♠✐t✲
♠❡♥t t♦ ❛❜s♦r❜✐♥❣ t❤❡ ❧♦ss❡s ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝r❡❞✐t ❜❛s❦❡t ✉♣ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ tr❛♥❝❤❡
✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥❛❧ ❛ss❡t s✐❞❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝✉t ✐♥ s❡♥✐♦r✱ ♠❡③③❛♥✐♥❡ ❛♥❞ ❡q✉✐t②

tr❛♥❝❤❡✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❦❡t tr❛♥❝❤❡ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡✲

t❛❝❤♠❡♥t ❛♥❞ ❛tt❛❝❤♠❡♥t ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ❛ ❝❛s❤ ✢♦✇ ❈❉❖ t❤❡ ❛ss❡t ♣r♦❝❡❡❞s ❛♥❞
❧♦ss❡s ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦t❡s s✉❜s❝r✐❜❡rs ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✽❪✱
❬✾❪✱ ❬✶✶❪✮✳ ❆ ❈❉❙ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❈❉❖ ❧♦♦❦s ♠♦r❡ ❧✐❦❡ ❛♥ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♦♥ ❛ s❧✐❝❡ ♦❢
t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❧♦ss ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜❛s❦❡t ♥♦t✐♦♥❛❧✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ ❡①✲
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ♦❢ ♣❛②♠❡♥ts r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ tr❛♥❝❤❡ ♥♦t✐♦♥❛❧✱ t❤❡
♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❜✉②❡r ♣❛ss ♦♥ t♦ t❤❡ s❡❧❧❡r t❤❡ r✐s❦ ♦❢ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❝r❡❞✐t ❧♦ss ♦❢
t❤❡ ❜❛s❦❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❛tt❛❝❤♠❡♥t a ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t d✳ ❚❤❡
❢❛✐r ✉♣❢r♦♥t u ❛♥❞ s♣r❡❛❞ ♣❛②♠❡♥t s ♦❢ ❈❉❙ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❈❉❖ ❛r❡ t❤❡ u ❛♥❞
s ✇❤✐❝❤ ♦✛s❡t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ str❡❛♠ ♦❢ ♣❛②♠❡♥ts
❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡s❡♥t ❧♦ss ♦♥ t❤❡ tr❛♥❝❤❡ ♥♦t✐♦♥❛❧✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱

u+s

k
∑

i=1

αiB(t, τi)
(

WA − ELτi
LA

)

= ELτ0
LA+

k
∑

i=1

B(t, τi)
(

ELτi
LA − ELτi−1

LA

)

✭✶✺✮

✇❤❡r❡ τi✱ i > 0 ✐s t❤❡ ith ■▼▼ ❞❛t❡ ❛♥❞ τ0 = t✱ WA = d − a ✐s t❤❡ tr❛♥❝❤❡
♥♦t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❧♦ss ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥❝❤❡ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡

✶✶



LA = max (0, min (WA, l − a))✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ tr❛♥❝❤❡ ♣r✐❝❡✱ t❤❡ ❜❛s❦❡t ❧♦ss
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ ♣❛②♠❡♥t ❞❛t❡ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❢❡❛t✉r❡ ♠❛❦❡s t❤❡
♣r♦❝❡ss ❛ ♥♦♥ ③❡r♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤✐s ❛s♣❡❝t ✇❤❡♥ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✇✐♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧
tr❛♥❝❤❡ ❡①♣♦s✉r❡✳

✶✷



✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ♦❢ ♣❛rt ■■✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡
♣r♦✜t ❛♥❞ ❧♦ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❈❉❖ tr❛♥❝❤❡✳ ❚❤❡ ♣❡rs♣❡❝✲
t✐✈❡ ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ s❡❧❧❡r❀ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ s♣❡❝✉❧❛r ❜② t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥
❜✉②❡r✬s s✐❞❡✳ ■♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✴♦✉t✢♦✇ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥ts✴❧♦ss ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡
✉♥✇✐♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈❉❖ ❡①♣♦s✉r❡ ❛t ❝✉rr❡♥t ♠❛r❦❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢❡✲
t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝❧❛✐♠✳ ❚❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ r✐s❦ s♦✉r❝❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ♠❛r❦❡t r✐s❦s✳ ❚❤✐s
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t♦ ♠♦❞❡❧ ❞❡s✐❣♥ ♣✉r♣♦s❡s✳

■♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✶✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ♠❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❛s❤✲✢♦✇ str❡❛♠ ♠♦❞❡❧✳ ❇② t❤✐s t❡r♠✱ ✇❡ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧②
♠❡❛♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛②♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ✭♦r
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ✭♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✮ t✐♠❡✳
❲❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✇❡ ♥❡❡❞ ❛r❡✿ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❜❛s❦❡t
❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ ❝r❡❞✐t ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s t❤❡ ♣❛②♠❡♥ts ❢♦r
t❤❡ ❝r❡❞✐t ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❛s❦❡t t♦t❛❧ ❧♦ss

lt =

N
∑

j=1

(Wj −Θj)1{τj≤t}

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ r❛♥❞♦♠ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✲
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r✈✐✈❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❡r♠ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t t✐♠❡ τj ✐s t❤❡ r❛♥✲
❞♦♠ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ 1{τj≤t} ✐s t❤❡
✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t t✐♠❡✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s Θj ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡
st♦❝❤❛st✐❝ r❡❝♦✈❡r② r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t j✱ ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧
str✉❝t✉r❡ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t✱ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❛ P♦✐ss♦♥✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧✱ s❡❡ ❬✻❪✱ ❬✶✸❪✱ ❬✶✹❪✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ tr❛♥❝❤❡ ❧♦ss
✇✐❧❧ ❜❡✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②

LAt
= max (0, min (WA, lt − a)) .

❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s t❤❡ ♥❡t ❝❛s❤ ✢♦✇ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡

Ct = s
K
∑

i=1

αi

(

WA − LATi

)

1{Ti≤t} − LAt

✇❤❡r❡ 1{Ti≤t} ✐s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❝à❞❧à❣✮ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❝❛s❤
✢♦✇ ❞❛t❡ Ti✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ♥♦ ❡①tr❛ ❢✉♥❞s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❝r❡❞✐t
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❡①♣♦s✉r❡✱ ❜✉t t❤❡ ✉♣❢r♦♥t ♣❛②♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡♠✐✉♠ ✐♥✢♦✇s✱ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ s❡❧❧❡r✬s ♥❡t ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❙❉❊

dVt = rtVtdt+ dCt, V0 = u. ✭✶✻✮

❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡

✶✸



❢♦r♠❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳

■♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✷✱ ❛t ✶② s✐♥❝❡ t❤❡ s❡tt❧❡♠❡♥t ❞❛t❡ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❡①♣♦s✉r❡
✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥✇♦✉♥❞ ❛t ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡
❡♥❣❛❣❡♠❡♥t ✐s ❧✐q✉✐❞❛t❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♦♥
♠❛r❦❡t r✐s❦ ❢❛❝t♦rs✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ♣❛t❤✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦rt❢♦❧✐♦ str✉❝t✉r❡ ✐s
♣r✐❝❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✶✺✮ ❛t r❛♥❞♦♠ ♠❛r❦❡t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t r✐s❦ ❞r✐✈❡rs
❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ♦♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❢❛❝t♦r ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ s♣r❡❛❞ t❡r♠
str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤♦s❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐s s❡t t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✺②
s♣r❡❛❞ ✭❧♦❣✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✮ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✭s❡❡ ✜❣✳ ✾✮ ❛♥❞ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✳
✶✵✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❛❧s♦ s❡❡ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣❡r❢❡❝t ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥
t✐♠❡ ✐s q✉✐t❡ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❛s❦✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ t✉r♥ t♦ s♦♠❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳

✷✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✶✳❛

■♥ t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❧♦ss ❞✉❡
t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝r❡❞✐t ❡①♣♦s✉r❡✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭✶✻✮✳ ■♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ t❡r♠s✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❛s❤ ❛❝❝♦✉♥t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧✐③❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P✴▲ ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❞❡❛❧✳ ❖♥ ✶✵✴✵✺✴✷✵✶✶✱ t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ s❡❧❧❡r ❡♥t❡rs ❛♥ ✉♥❢✉♥❞❡❞ ❈❉❖
tr❛♥❝❤❡ ❞❡❛❧ ♦♥ t❤❡ ✐❚❘❆❳❳ ❊✉r♦♣❡ ❳♦✈❡r✱ ✵✻✴✶✻ s❡r✐❡s ✶✺ ✲ ✺② ✇✐t❤ e10, 000
♥♦t✐♦♥❛❧✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥❝② ✉♥✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ e✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥❝② ❞❡✲
♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❡①❡r❝✐s❡ ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞✳
❚❤❡ ❜❡s♣♦❦❡ tr❛♥❝❤❡ ✐s t❤❡ ❡q✉✐t② tr❛♥❝❤❡ 0 − 12.5% ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s❦❡t
♣♦rt❢♦❧✐♦✱ ✇✐t❤ ❛ ♥♦t✐♦♥❛❧ ♦❢ 1, 250✳ ❆t t❤❡ s❡tt❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❡q✉✐t② ❤♦❧❞❡r r❡❝❡✐✈❡s
❛♥ ✉♣❢r♦♥t ❢❡❡ ♦❢ 68.26% ✉♥✐t❛r② ✈❛❧✉❡ ✭68.26% × 1, 250 = 853.23✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✐s ✵✳✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦✉r❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❡st ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝❛s❤ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ✇♦r❦✐♥❣
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡st♦r r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❢✉❧❧ ✉♣❢r♦♥t ❢❡❡ ❛♥❞ ❛ ③❡r♦ s♣r❡❛❞ ♣❛②✲
♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✇✐♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st
✐s ❛❝❝r✉❡❞ ❧✐♥❡❛r❧② ❛t t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡s ✜①❡❞ ❛t t❤❡ ♣❛②♠❡♥t ❞❛t❡ ❛♥❞
❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣♦♥ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❡❞s ❛r❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞ ❛t t❤❡ ■▼▼
❞❛t❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♠✐❝ r❡❛❧✐t② ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧②✱ t❤❡ ♣❛②♠❡♥ts ❢♦r ♥❡✇ ❧♦ss❡s ✇✐t❤✐♥
❡❛❝❤ ❝♦✉♣♦♥ ♣❡r✐♦❞ ❛r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♥❡①t ■▼▼ ❞❛t❡✳
❚❤❡ ❛❝❝♦✉♥t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❣♦ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞❡❜t♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s
❢♦r✇❛r❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛t✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❡t ❡①♣♦s✉r❡ ✐s
❧✐q✉✐❞❛t❡❞✳ ◆♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❡② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ t✱ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❛❝❝♦✉♥t ✈❛❧✉❡ tr❛❝❦s t❤❡ s♣♦t ✐♥✴♦✉t✢♦✇ ✇❤✐❝❤ s❡tt❧❡s t❤❡ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ✵✳
❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢
♣❛t❤s ✇❤❡♥ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ♣❛②♠❡♥t ❢♦r ♣r❡✈✐♦✉s ❧♦ss❡s ②❡t ✐s ❞✉❡✳ ■♥ ✜❣✳✼ ✇❡ s❤♦✇
t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❤ ❛❝❝♦✉♥t ♣❛②♦✉t ❛t ♠❛t✉r✐t②✱ ✷✵✴✵✻✴✷✵✶✻✱ r❡s✉❧t✐♥❣
❢r♦♠ ✺✵✱✵✵✵ ♣❛t❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✶✻✮✳ ❚❤❡ ♦❞❞s ♦❢ ❛ ✜♥❛❧ ❝❛❧❧ t♦ ❝♦✈❡r
t❤❡ ✉♥♣❛✐❞ ❧♦ss❡s ❛r❡ ❛❜♦✉t ✻✶✪ ✇✐t❤ ❛ ✺✵✪ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛②✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥
✸✷✵✱ t❤❛t ✐s 1/4 ❝❛✳ ♦❢ t❤❡ tr❛♥❝❤❡ ♥♦t✐♦♥❛❧✱ ❛❜♦✉t 5% ❧♦ss ♣❡r ②❡❛r✳ ❲✐t❤ ❛ ✶✵✪
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✐s r❡q✉❡st❡❞ t♦ ♣❛② s♦♠❡t❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✹✶✸ ❛♥❞ ✹✺✾✱
✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts 1/3 ❝❛✳ ♦❢ t❤❡ tr❛♥❝❤❡ ♥♦t✐♦♥❛❧✳

❆s ❛ ❜②✲♣r♦❞✉❝t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ t❡st ❢♦r t❤❡ ❢❛✐r ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆t ♠❛t✉r✐t②✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛②♠❡♥t ✐s ✧❢❛✐r✧✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢

✶✹



t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ③❡r♦✳ ■❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❤❡❧❞ ✐♥ ❧✐♥❡
✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢❛✐r ✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♣♦rt❢♦❧✐♦ ✈❛❧✉❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛ ❞✐r❡❝t r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s✇❛♣ ❛r❣✉♠❡♥t✿
s✐♥❝❡ t❤❡ ❝r❡❞✐t ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♣r✐❝❡ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❛②♠❡♥ts ♦✛s❡ts t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❧♦ss❡s✱ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡♠✐✉♠ ♣❛②♠❡♥ts
✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❡st ❜❡❛r✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥t ✇♦✉❧❞ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❧♦ss❡s
❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❝r❡❞✐t ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠❛t✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s t❡st❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ③✲s❝♦r❡✱ µ̂

σ̂

√
n−1✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

✶✳✻✺ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ③❡r♦ ♠❡❛♥✱ ✇✐t❤ ❛ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✳

✷✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✶✳❜

■♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✶✳❜✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❛t❤s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ♦♥❡ ②❡❛r s✐♥❝❡ s❡tt❧❡♠❡♥t✱
♦♥ 10/05/2012✳ ❚❤❡ ❛rr❛② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ♣♦✐♥ts ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉t✉r❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❤ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❤❡♥ ♦♥❧② t❤❡ ❝r❡❞✐t ❡✈❡♥ts ❤❛✈❡
❛✛❡❝t❡❞ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❢r✳ ✜❣✳✽✳ ❇r✐❡✢②✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢✉t✉r❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥✢♦✇ ♠✐♥✉s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❧♦ss❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♣❛st ❞❡❢❛✉❧ts✳ ❚❤❡
♠❛ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝♦✈❡r② t✐♠❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❢❛✉❧ts t❤❛t
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝
r❡❝♦✈❡r② r❡♥❞❡rs t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♠♦r❡ ❞✐✛✉s❡❞✳ ❚❤❡ s♣✐❦❡ t♦ t❤❡
❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ s❤♦✇s t❤❡ ❛❝❝♦✉♥t ❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t♦t❛❧
❧♦ss ♦❢ t❤❡ tr❛♥❝❤❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ 1% ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛✳ ❛♥❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧ tr❛♥❝❤❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ s♣✐❦❡ t♦ t❤❡
r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛rt r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛t❤s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ ♥♦ ❞❡❢❛✉❧t✱
✐♥ t❤❡ 68% ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♥❞ ✜❢t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ t❤❡ ✾✾✪ ❛♥❞ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❝r❡❞✐t ✈❛❧✉❡ ❛t r✐s❦ ✭❈❱❛❘✮ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡
t♦ ❝r❡❞✐t r✐s❦ ♦♥❧②✳ ❚❤❛t ✇♦✉❧❞ ❧♦♦❦ q✉✐t❡ ❛ ❣♦♦❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐❢ ♦♥❧② ✇✐t❤ ❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 3% t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✐s r❡q✉❡st❡❞ t♦ ♠❛r❣✐♥ ❝❛❧❧✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ❧♦ss❡s ❤❛✈❡
❡r♦❞❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡♠✐✉♠✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t❤❡ ✐♥✈❡st♦r
♠❛❦❡s s♦♠❡t❤✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ♥♦t❤✐♥❣✳ ❈❡rt❛✐♥❧②✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✈✐❡✇ ✐s ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧✳ ❚❤❡
♣r♦t❡❝t✐♦♥ s❡❧❧❡r ✐s st✐❧❧ ❝♦♠♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❧♦ss ❝♦✈❡r❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦♥❧②
❜❡ s❡tt❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♣❛ss t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❝r❡❞✐t r✐s❦
♦♥t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦❜❧✐❣♦r ✶✳

✷✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✷

■♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✷✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❛♠♣❧❡ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣♦rt❢♦❧✐♦
♠❛r❦❡t ❡①♣♦s✉r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❥❡❝t ❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦t❛❧ r✐s❦ ❛❢✲
❢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣❛②−♦✛ ♦❢ t❤❡ ❞❡❛❧ ♦♥ ✜♥❛❧ s❡tt❧❡♠❡♥t ❞❛t❡✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡
r❛♥❞♦♠ t✐♠❡ ❛s ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✶✳❜✱ ✐✳❡✳ 10/05/2012✱ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❡①♣♦✲
s✉r❡ ✐s ✇✐♣❡❞ ♦✛✳ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢✉t✉r❡
s✉r✈✐✈❛❧ r❛t❡s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❝r❡❞✐t s♣r❡❛❞s ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✲
✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ r✐s❦ s♦✉r❝❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①♣♦s✉r❡✱ t❤❡ r✐s❦ ❢❛❝✲
t♦rs ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛✱ ❢❛✈♦r✐♥❣ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② r❛t❤❡r
t❤❛♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢❛❝t♦r

✶❚❤❡ t❡r♠ ♦❜❧✐❣♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❤❡r❡ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
❝♦♥tr❛❝t ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜❧✐❣❡❞ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❧♦ss❡s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥
♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ s❡❧❧✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜✉②✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜♦♥❞ ✐ss✉❡❞ ❜② t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡♥t✐t②✱ t❤❡
♣r♦t❡❝t✐♦♥ s❡❧❧❡r r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦❜❧✐❣❡❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

✶✺



❤❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜❧♦✇✐♥❣ ♦r ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❦❡t s❛♠♣❧❡ s♣r❡❛❞s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✬ ❞❡❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇✐t❤ ❛♥ ②❡❛r❧② ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s s❡t t♦ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ✐s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❣❡♦✲
♠❡tr✐❝ ♠♦t✐♦♥✱ ❛❜♦✉t 50%✱ ❝❢r✳ ✜❣✳ ✾✳ ■t ✐s q✉✐t❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❤❛✈❡ ❛ q✉✐❝❦
✧r❡❛❧✐st✐❝✧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ✐s str✐❝t❧② r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ tr❛♥❝❤❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❡✈❡♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❛❧ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛ss❡t ♣♦♦❧✱ ❝❢r✳ ❬✺❪✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣♦rt ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✐s❦ ✐♥t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤♦✇
t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡❤❛✈❡✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ♦♥❧② ❜❛s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ s❛♠♣❧❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♦♥ ❇❧♦♦♠❜❡r❣✱ t❤❛t ✐s✱ ♦♥ t❤❡ ✵✻✴✵✼✴✷✵✶✶✱ t❤❡ r❡❝♦r❞ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐❚❘❆❳❳ ❊✉r♦♣❡✱ ✵✻✴✶✸ s❡r✐❡s ✾ ✲ ✺②✱ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ♣♦✐♥ts ✸✪✱ ✻✪✱
✶✷✪ ❛♥❞ ✷✷✪ ❛♥❞✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ t✐♠❡✱ ♠❡r❣❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛rr❛②
♦❢ 4, 000 ❝❛✳ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s t❤❡♥ ❜❡❡♥ s②♠♠❡tr✐③❡❞
❛r♦✉♥❞ 50 ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ s♠♦♦t❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ✭✜❣✳✶✵✮✳ ❚❤❡
❞❡❢❛✉❧t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ r❛♥✲
❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ♦♥t♦ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳

❆t t❤❡ ✉♥✇✐♥❞✐♥❣ t✐♠❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥t ❝♦♠♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦t❡❝✲
t✐♦♥ s❡❧❧❡r ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❈❉❖ tr❛♥❝❤❡ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡
❝✉rr❡♥t ♠❛r❦❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✇r✐tt❡♥ ♦✛✳ ❆t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝❛s❤
❛❝❝♦✉♥t ✐s ❝❤❛r❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧② ❞✉❡ ❝♦✉♣♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ tr❛♥❝❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦✉♣♦♥ ❞❛t❡✱ t❤❡ ❛❝❝r✉❡❞ ✐♥t❡r❡sts
❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧♦ss❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥✇✐♥❞✐♥❣ ♣r✐❝❡ ♦❢
t❤❡ ❞❡❛❧ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ❛t r❛♥✲
❞♦♠ ♠❛r❦❡t ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤✐s ❧❛st ♣♦✐♥t ♥❡❡❞s s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤t✳ ■❢ ✇❡ ✇❡r❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
t❤❡ ✉♥✇✐♥❞✐♥❣ ♣r✐❝❡ ❛t r❛♥❞♦♠ t✐♠❡✱ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❧❛sts 10 s❡❝♦♥❞s✱
✇✐t❤ t❤❡ 400, 000 ♣❛t❤s s❛♠♣❧❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❧❛st ❛❜♦✉t ✹✻ ❞❛②s✳ ❲❡
s❤r✐♥❦ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ t♦ ❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s ✇✐t❤ s♦♠❡ tr✐❝❦s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱
✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r✐❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ tr❛♥❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ❜✉t ✇❡ ❛s✲
s✉♠❡ t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ r❡❝♦✈❡r② ❤❛♣♣❡♥s ❛t ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❝♦✈❡r②✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛♥❞
♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢❛✉❧t s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ♠✐❣❤t
❤❛♣♣❡♥✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t ❞❡❢❛✉❧ts ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛st
❧✐❦❡❧②−t♦− ❞❡❢❛✉❧t ✐t❡♠ ♦♥✇❛r❞✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧② t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ str✉❝t✉r❡s t♦ ♦♥❧② ♥✐♥❡ ❝❛s❡s✱ ✵ t♦ ✽ ❞❡❢❛✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❢❛✉❧ts t❤❛t t❤❡ tr❛♥❝❤❡ ❝❛♥ s✉st❛✐♥✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ❡♥t❛✐❧s t❤❛t t❤❡ ✉♥✇✐♥❞✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❛r❡ t❤❡
❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✇✐♥❞✐♥❣ ❝♦st✷✳ ❋✐✲
♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞
✐❢ t❤❡ tr❛♥❝❤❡ ♣r✐❝❡ ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
str❛t❡❣② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ♥✐♥❡ ♣r✐❝❡ s✉r❢❛❝❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❞❡❢❛✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ❞❡❢❛✉❧t s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣r✐❝❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✶✷
t❤❡ ❈❉❖ tr❛♥❝❤❡ ✉♥✐t❛r② ♣r✐❝❡ s✉r❢❛❝❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ✜❣✳ ✶✶ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ tr❛♥❝❤❡ ♣r✐❝❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡
❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ V aR ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ✜❣✳✶✸ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡

✷■t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t s❡q✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st
❧✐❦❡❧② ❜❛❝❦✇❛r❞✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ✉♥✇✐♥❞✐♥❣ ♣r✐❝❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥
✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ V aR✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✈❡r② t✐❣❤t✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ st✉❞②✳

✶✻



❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①♣♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❦❡t
♣♦rt❢♦❧✐♦✳ ■t ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞s t❤❡ ♥❡t ✐♥❝♦♠❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ t❤❡ ❝r❡❞✐t
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥ts ♣❧✉s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦st ♦❢ s❡❧❧✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♣r♦t❡❝t✐♦♥
t♦ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣❧❛t✐❝✉rt✐❝❛✱ ✐✳❡✳ ✐t ❤❛s ❛ ❦✉rt♦s✐s ❧❡ss t❤❛♥
♥♦r♠❛❧✐t②✱ ✷✳✻✼✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❦❡✇♥❡ss ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ −0.33✳ ❇❡✲
❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts ♦❢ t❤❡ tr❛♥❝❤❡ t♦t❛❧ ❧♦ss✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛♥ ❛♥♦♠❛❧♦✉s s♣✐❦❡ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 400 ✭♠♦r❡ t❤❛♥ ✽ ❞❡❢❛✉❧ts✮✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ t❛✐❧ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② s♦♠❡ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ ✼ ❛♥❞ ✽ ❞❡❢❛✉❧ts✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ V aR ❛t 99% ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✇✐t❤✐♥
✶② t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s −399✱ ✇❤✐❧❡ ❜② t❤❡ ♥❡①t e✷✸ ♦♥❧② ❛♥♦t❤❡r ✶✪ r✐s❦ ✐s ❢♦✉♥❞✱
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✉s✉❛❧ ♣❡❛❦❀ t❤❡ V aR(5%, 1y) = −244 ✐♥st❡❛❞✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❝❛s❤ ❛❝❝♦✉♥t ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t 165 ❛❧♠♦st ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈❛❧✉❡
♦❢ 182✳ ❚❤❡ 23% ❝❛✳ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛②♠❡♥t t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❞❡❜t✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆♥❞❡rs❡♥ ▲✳✱ ❙✐❞❡♥✐✉s ❏✳✱ ❇❛s✉ ❙✳ ❆❧❧ ②♦✉r ❤❡❞❣❡s ✐♥ ♦♥❡ ❜❛s❦❡t ✭✷✵✵✸✮✱
❘■❙❑

❬✷❪ ❇✐❡❧❡❝❦✐ ❚✱ ❘✉t❦♦✇s❦✐ ▼✳ ❈r❡❞✐t ❘✐s❦✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣✱ ❱❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❍❡❞❣✐♥❣

✭✷✵✵✷✮✱ ❙♣r✐♥❣❡r ❋✐♥❛♥❝❡

❬✸❪ ❇r✐❣♦ ❉✳✱ ▼♦r✐♥✐ ▼✳ ❈❉❙ ▼❛r❦❡t ❋♦♠✉❧❛s ❛♥❞ ▼♦❞❡❧s ✭✷✵✵✺✮✱ 18th ❲❛r✲
✇✐❝❦ ❖♣t✐♦♥s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡

❬✹❪ ❇r✐❣♦ ❉✳✱ P❛❧❧❛✈✐❝✐♥✐ ❆✳✱ ❚♦rr❡s❡tt✐ ❘✳ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❉❖ tr❛♥❝❤❡s ✇✐t❤

t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞✲P♦✐ss♦♥ ▲♦ss ♠♦❞❡❧ ✭✷✵✵✼✮✱ ❘■❙❑ ❱♦❧✳ ✷✵✱ ♥✳ ✺

❬✺❪ ❇r✐❣♦ ❉✳✱ P❛❧❧❛✈✐❝✐♥✐ ❆✳✱ ❚♦rr❡s❡tt✐ ❘✳ ❈r❡❞✐t ▼♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❈r✐s✐s ✭✷✵✶✵✮✱
❲✐❧❡② ❋✐♥❛♥❝❡

❬✻❪ ❉✉✣❡ ❉✳✱ ❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❑✳▼♦❞❡❧✐♥❣ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ ❜♦♥❞s ✭✶✾✾✾✮✱
❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s ❱♦❧✳ ✶✷

❬✼❪ ❉✉r❛♥❞ ❉✳ ❇❛s✐❝ ②✐❡❧❞s ♦❢ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❜♦♥❞s✱ ✶✾✵✵✲✶✾✹✷ ✭✶✾✹✷✮✱ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧
P❛♣❡r ♥✳✸✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❛ss✳✿ ◆❇❊❘

❬✽❪ ●❛❧✐❛♥✐✱ ❙❤❝❤❡t❦♦✈s❦✐②✱ ❑❛❦♦❞❦❛r ❇❛s❦❡t ❞❡❢❛✉❧t s✇❛♣ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭✷✵✵✹✮✱
❈r❡❞✐t ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ▼❡rr✐❧❧ ▲②♥❝❤

❬✾❪ ●❛❧✐❛♥✐✱ ❙❤❝❤❡t❦♦✈s❦✐②✱ ❑❛❦♦❞❦❛r ❋❛❝t♦r ♠♦❞❡❧s ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ❈❉❖ ✈❛❧✉❛✲

t✐♦♥s ✭✷✵✵✹✮✱ ❈r❡❞✐t ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ▼❡rr✐❧❧ ▲②♥❝❤

❬✶✵❪ ❍✉❧❧ ❏✳✱ ❲❤✐t❡ ❆✳ ❱❛❧✉✐♥❣ ❝r❡❞✐t ❞❡❢❛✉❧t s✇❛♣s ■✿ ♥♦ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt② ❞❡❢❛✉❧t

r✐s❦ ✭✷✵✵✵✮✱ ❏♦s❡♣❤ ▲✳ ❘♦t♠❛♥ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

❬✶✶❪ ❍✉❧❧ ❏✳✱ ❲❤✐t❡ ❆✳ ❱❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈❉❖ ❛♥❞ ❛♥ nth t♦ ❞❡❢❛✉❧t ❈❉❙ ✇✐t❤♦✉t

♠♦♥t❡❝❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✷✵✵✸✮✱ ❏♦s❡♣❤ ▲✳ ❘♦t♠❛♥ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

❬✶✷❪ ❍✉❧❧ ❏✳✱ ❲❤✐t❡ ❆✳ ❚❤❡ P❡r❢❡❝t ❈♦♣✉❧❛ ✭✷✵✵✺✮✱ ❏♦s❡♣❤ ▲✳ ❘♦t♠❛♥ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢
▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

✶✼



❬✶✸❪ ❏❛rr♦✇ ❘✳✱ ▲❛♥❞♦ ❉✳✱ ❚✉r♥❜✉❧❧ ❙✳ ❆ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡

♦❢ ❝r❡❞✐t s♣r❡❛❞s ✭✶✾✾✼✮✱ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s ❱♦❧✳ ✶✵✱ ♥✳ ✷

❬✶✹❪ ▲❛♥❞♦ ❉✳ ❖♥ ❈♦① ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❝r❡❞✐t r✐s❦② s❡❝✉r✐t✐❡s ✭✶✾✾✽✮✱ ❘❡✈✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ ❝❤✳ ✸ ♦❢ P❤❉ ❚❤❡s✐s

❬✶✺❪ ▲❛✉r❡♥t ❏✳✱ ●r❡❣♦r② ❏✳ ❇❛s❦❡t ❞❡❢❛✉❧t s✇❛♣s✱ ❈❉❖✬s ❛♥❞ ❢❛❝t♦r ❝♦♣✉❧❛s

✭✷✵✵✸✮✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘✐s❦

❬✶✻❪ ▲✐✱ ❉✳ ❳✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s❦❡t ❝r❡❞✐t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭✶✾✾✾✮✱ ❈r❡❞✐t▼❡tr✐❝s✱
❏✳ P✳ ▼♦r❣❛♥

❬✶✼❪ ▲✐✱ ❉✳ ❳✳ ❖♥ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✿ ❛ ❝♦♣✉❧❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✷✵✵✵✮✱ ❚❤❡
❘✐s❦▼❡tr✐❝s ●r♦✉♣✱ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r ✾✾✲✵✼

❬✶✽❪ ▼❛❞❛♥ ❉✳ Pr✐❝✐♥❣ t❤❡ r✐s❦s ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ✭✷✵✵✵✮✱ ❘♦❜❡rt ❍✳ ❙♠✐t❤ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢
❇✉s✐♥❡ss

❬✶✾❪ ▼❝❈✉❧❧♦❣❤ ❏✳▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ✭✶✾✼✶✮✱ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❇✉s✐♥❡ss✱ ✸✹ ✭❏❛♥✳✮

❬✷✵❪ ◆❡❧s♦♥ ❈✳✱ ❙✐❡❣❡❧ ❆✳ P❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡s ✭✶✾✽✼✮✱ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❇✉s✐♥❡ss✱ ✻✵ ♥✳✹

❬✷✶❪ ❲❡✐✱ ❩✳ ❈r❡❞✐t r✐s❦✿ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✷✵✵✻✮✱ ❙t❛♥❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②

✶✽



❋✐❣✉r❡s

✶✾



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s❦❡t s♣r❡❛❞ t❡r♠ str✉❝t✉r❡s ❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❛t✉r✐✲
t✐❡s✿ ✻♠✱ ✶✲✺②✱ ✼② ❛♥❞ ✶✵②✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛② ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❡tt❧❡♠❡♥t
❞❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✶✵✴✵✺✴✷✵✶✶✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s❦❡t ✐s t❤❡ ✐❚❘❆❳❳ ❊✉r♦♣❡ ❳♦✈❡r✱
s❡r✐❡s ✶✺✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ s✉r✈✐✈❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t t❤❡ ■▼▼ ❞❛t❡s✱ ♦♥ ✶✵✴✵✺✴✷✵✶✶
❢♦r t❤❡ ✐❚❘❆❳❳ ❊✉r♦♣❡ ❳♦✈❡r✱ s❡r✐❡s ✶✺✳

✷✵



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠
♠❡t❤♦❞ ✭r❡❞ ❝✉r✈❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❝✉❜✐❝ s♣❧✐♥❡ ✭❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❚❤❡ s✉r✈✐✈❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠ ♠❡t❤♦❞ ✭r❡❞ ❝✉r✈❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❝✉❜✐❝ s♣❧✐♥❡ ✭❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s✮✳

✷✶



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❛✉❧t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❡❛❧ ✐s t❤❡ ✐❚❘❆❳❳ ❊✉r♦♣❡ ❳♦✈❡r✱
✵✻✴✶✻ s❡r✐❡s ✶✺✱ ♦♥ ✶✵✴✵✺✴✷✵✶✶✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ s♣✐❦② ✭❛❧t❤♦✉❣❤ s♠♦♦t❤✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s❦❡t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ✐♥✢❛t❡❞ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❦❡t ✽
t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❢♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ♦♥❧②✳ ❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ r❡❝♦✈❡r② ❤❛s ❛
♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ✵✳✹ r❡❝♦✈❡r②✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✳✶ t♦ ✵✳✼✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜②
t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆t ❡①tr❡♠❡
❞❡❢❛✉❧t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❣r✐❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦r ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st ❢♦r
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❉❡t❛✐❧✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❆t ♥✉❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t ❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦ss ❛♥❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆t ❤✐❣❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❡♥❞s
t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ❛t ③❡r♦ ❧♦ss ❛♥❞ ✵✳✻ ✉♥✐t❛r② ❧♦ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
s✐♥❣❧❡ ✐t❡♠ ❧♦ss✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ❛t ♣❡r❢❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦
❞❡❧t❛s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ③❡r♦ ❧♦ss ♦r ✵✳✻ ❧♦ss✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜❛s❦❡t ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐t❡♠✳✷✷



❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t ❢✉t✉r❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s❦❡t ❞❡❛❧
✭✹✵ ✐t❡♠s✮ ❛t ♠❛t✉r✐t②✱ ✷✵✴✵✻✴✷✵✶✻✳ ❚❤❡ ❞❡❛❧ ✐s t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❈❉❖ ❡q✉✐t②
tr❛♥❝❤❡✱ 0 − 12.5%✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ s✉st❛✐♥ ✉♣ t♦ ❡✐❣❤t ❞❡❢❛✉❧ts✳ ❚❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❛②−♦✛ ♣r♦✜❧❡ ❝♦♠♣r✐s❡s ✺✵✱✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❤❛rt s❤♦✇s t❤❡
♦✉t❝♦♠❡ ❤✐st♦❣r❛♠✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ③❡r♦ ❞❡❢❛✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❝❛s❤ ❛❝❝♦✉♥t ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t ❢✉t✉r❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❡❛❧ ♦♥
✶✵✴✵✺✴✷✵✶✷✳ ❚❤❡ ❝❤❛rt s❤♦✇s t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❝❝r✉❡❞ ✐♥t❡r❡st
❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣❡r✐♦❞ ❧♦ss❡s✮✱ s❡✈❡r❛❧ CV aR ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
③❡r♦ ❞❡❢❛✉❧ts✳

✷✸



❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❚❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✺② s♣r❡❛❞ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❦❡t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ t❤❡
♣r✐❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s♣r❡❛❞ ❢❛❝t♦r ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t ❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦♥❣
r✉♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❞r✐❢t✲❧❡ss ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠♦t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❚❤❡ ✭s②♠♠❡tr✐③❡❞✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❜❛s❡ ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❙❚❈❉❖ ♦❢ t❤❡ ✐❚❘❆❳❳ ❊✉r♦♣❡✱ ✵✻✴✶✸ s❡r✐❡s ✾✱ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t
♣♦✐♥ts 3%✱ 6%✱ 12% ❛♥❞ 22%✳

✷✹



❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛♥❝❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛t 0 t♦ 8 ❞❡❢❛✉❧ts✳

✷✺



❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ s✉r❢❛❝❡s✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❊❛❝❤ s✉r❢❛❝❡✱
❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦ t❤❡ t♦♣✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ 0 t♦ 8 ❞❡❢❛✉❧ts ✉♥✐t❛r② tr❛♥❝❤❡ ♣r✐❝❡s✳
❚❤❡ X ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
r❡♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ (−4, 4) ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡ Y ❛①❡s s✉♣♣♦rts t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡
st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ r❛♥❞♦♠ ❢❛❝t♦r✳

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❚❤❡ ♥❡t ❢✉t✉r❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❤ ❛❝❝♦✉♥t ❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ ❛❢t❡r t❤❡
✉♥✇✐♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✹✵✵✱✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❛♥✲
❞♦♠✐③❡❞ ♣r✐❝❡ ❢❛❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤❛r❣❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛s❤ ❛❝❝♦✉♥t ❢✉t✉r❡ ♥❡t
✈❛❧✉❡✱ ♦♥ ✶✵✴✵✺✴✷✵✶✷✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❜❛s❦❡t str✉❝t✉r❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✇♦r❦✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ✷✻


