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2. Denote the parameter vector by � �� � � �� ��� � 	 � . Draw a parameter vector � . 
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� � � � � ��� � �� � �

� �
	 �� �  � ��  � 2����� �
�� ����-������2�

����������� �

�
	  � ������� �� ��3���
�����	�����	��� �����������

� � � � � ��
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� � ��
� � �
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 �  ����������������������������������������������+*$.�
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  � � � ���� � � ���� �� 5 � ���� � �5 � ���������� � ���� � � � �� �

��
�� 	� �� 3�� �
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������������� � ��� ������ � �

�
��
 ��


� � �
	 � 	 �

�
� �3 �  � �
���� � �� ��

�
� *�  � �* ) �� 6�� ��� �
�� ��������2� !#4�

���	������
�

� Propose draws for the parameters � � �� � � �  and � �� �� � 	  in the discrete case or � �� �� 3 *  in the 

normal approximation. 

� Simulate artificial data for � ��
  or 
�

�
	  using parameters � �� �� � 	  or � �� �� 3 * . 

� Compute the spectral measure � � � � � � � ��
�

�

�

� � �
�

� � �
�

( �� �
� �

��
� and � � � � � ��

�

�
�

�

� � �
�

�
�
 �

�

���
�� �  in the discrete 

case, and � � � �
� �� ��

�

�

�
�

�


(
�

� �
��� � , where � �d� s

�  denotes expectation taken with respect to 

� � � � � ��� � �� � �

� �
	 �� �  � �� , given the time-varying parameters 

�

�
	  in the normal case. 

� Compute � � � � � ���
 �
� � �

�� �� � �
� � �

�� � � � ��  and the empirical 

equivalent � � � ��

�

� ��
 ��� �
�

�
�

� ��

�

� ��� �� � � �� ��� �
� �� ��  or the moving-blocks approximation. 

� Accept the draw if � �
�

�
�

�

�

�
�

� !� �
�� � , for some constant �� ) . 

 
�
���� ���� ���� ��������� ��� ��������� 0���� � 
��� ��� �������� ������ ���� �
�� ����������� ���� ��	��� � 
��� ���
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����������������������������-	������������������������������
��
	�����	���������
��������������������������
�

� We partition the sample into 0  subsamples of approximately equal size, say 
�

� . Denote each 

partition by 
� �� �� ������
�

� �
� ��� , ������� 0� . 

� For each subsample obtain 
� � � ��

�( �  using either the normal or the discrete approximation. As a 

result we have estimates of the stable distribution parameters 
� � � � � � � � � �� � �� �� � �
� � � � �

 � � � �

�
 �� � �� �
, along with 

� ��

  in the discrete case or 

� ��
	  in the normal approximation case. The estimates are obtained 

using ABC-ANF for each subsample when 
  or 	  are fixed.  

� Use least squares to fit 
� � � � � ��� �� �����
 ��

� � �

	 � 	 �
�

� �3 �  or 
� � � � � ��� ���
 ��

� � ��� � �
 � � 
 � , 

������� 0� , where 
� ��� �

	  and 
� ��

  are obtained from ABC-ANF for the entire sample, and 

� � ��
� � *� , 

� � �� ��� 	 , where �  denotes the empirical (co)variance, � �� ��

�

�

� �
�

��

�

�� � ��� � � � ��� . 

� Set 
� ��

�

� �
0

�

�

0 
�

�

� �� , 
� �� ��

�

� � �
0

�

�

0




 
�

�

� ��� , and for � ��� ��� �� 3  or � �� � ���� � �  denote by �
�
�  the least 

squares quantities.  

� The proposal is 

� � ����
� �� �������
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� �
 � 
 ���� � � ��� ��� � � ��� ���� � � �� �� �� �

� �

� �

�

�
� , where 

��� � �� � �  for the discrete measure, and  �� �  

for the normal approximation. 
�

�
�� ���������� ���� �
�� �	���� ����������� ����
� �

� ���
�

�

0
�

�
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0 � � � �	 ��  � �� � 6��
����

������������� !��������� � ������ ��� 
���� � ��0 � �) � � �
��� ���	����� 	������ ������ 3�� ��� ������ �
��� � � ���

���2������������� �0 �) �������
�-(���������������	������
����������
����'(������������
�������������
�����	�����

���������
���������������������� �����
����
���
��� ����������5�	������
���“	���������������������”�����	������
�������� ��������6�� 	���� �
�������	������ “���	����”� ��	���� �
��� ����� �����	����� ��� �
�� ���	������������� 6��
����
�����	��������
�����	�������	�������	�������	����-���	�������	�������	�������	�����+��������.������
�����	�������	�������	�������	����-F������F������F������F���������	������+�F�F�F�F.��



 34 

�
'(�-���'(�-���'(�-���'(�-���!��������������������	
��&���	���������	�����!��������������������	
��&���	���������	�����!��������������������	
��&���	���������	�����!��������������������	
��&���	���������	���������
�

3�� �� ����������� �����	��� ��� ����� ���������� ����� � 7����	
����� � ���� �	
������� +'<<<.� �
����� �
��� �
��

�	�������� �������������������� � �
�� ��������� �� �  � 	������������� ����������������� �������
�����������������
��������	���!���
���������“K�L
����2����	���������	����������������2�������
�	
�	���������������������
���������
��
������ ��� �
�� ���� � ���� �
�� ��2�������� 	��� ��� ���� ��� ��������� �
�� ����� �
�	������ ��� ��	
� ���2����”�� �
�� � ���
	���� ������������
����	��������������
�����
�������������
���������
����������
��	
���	�������	����������������	
�
������������������������+A��� �'<$= �7	4���	
 �'<<$.��

7����	
����� � ���� �	
������� +'<<<.� �
����� �
��� ��� � � ��� �� ������� ��������� ��� �
� � �
�	
� �����2�� ��� �
��

������� ��� �����	����� ��� ������� ���� � �
��� �
���� ������ � �	������ � �
"
�' !  � ������" ��  � �	
� �
���

"
�

�

'�� � ����

"
� �)  �

"
�

�

� �� � ���� �
"

� �' '  � ���� ���������� 0��� ���� ���� ��	���� 
  � �
 '���  � ���� � �� � � 
' '  �

�
 � ��� � ��� � � �� � 
)  � � � � �� ���� � � �
"

" �
� 
 � 
 
 
6 � �����	���������������“����-	
��2��2”� ����� ����	����
��

��������2�������������������	��������:���
� �

� � ����� � � ���������������������������� �
� ���
��� � ������2������
���������

��������	���������
���@����������������������������! ������
���������� � �5 ������������������
�

� �����	����������	�����

�

�
( � �  � �	
��
���

�

�
�

� � ��
� � ( !

�
�  � � +7����	
����������	
������ �-(('.��F���	���
���! � �����������-����������
�

������� ��������� # � �
�	
� ������ �
��� ���
� �
� ����! ! � ���� ���� ���
� !  � ���� ������ � � �
���� ������� �

�
1 � � � �	
� �
���

�

�
�-

� ��
� ! 1 !�

�
� ��  ����� � ���� ��
-� - �� � � ��0���������������������
����	����������������������7����	
���������

�	
�������+-((*.��
�

:��� � ������
�
� �
 ��� �� �� ��� �����
�� � �5 ������������������������������@�����������	��� ����� �� � � ����
�� � �5 �

�	�������� ������� ������� �������� ������� ����
�
�����

� ��
� � � ������� �
�� ��2�������� ���

�
��� � � �� �
���

� ��
 � ��

�" "

� � �  ������������������������� ������" �� ��4�����2��	�������������������
�

� '�� �+����
���	����������

��� �
�� 	�����	��� 	������� ������ �
������ �����.� ���� ���� ��2�������� ���� ������	��� ����������� 	��� ��� ����� ������ ����
��� �� � ����
��	�������������� �����7����	
�����������	
�������+'<<<.���
�����	��������������	��������������������

�
�	
� �
�����2����� ����������������������� 	���������� �
�� ����� ��
����� � �������� ��� �� ����� �
�	������ ��������� ����
��	
� ���2���� � �
��� ��� ���� ��	
� ����� �������� ����� ��
������ ��� ���� ����	����� ��� ����������� ��� �
�� 
�������� �����
���2����� �
�	
� 
��� �� ���@�����
��2� 	��������� ��� �
��� ����	������ �
�� 	���������� ��	����� ���� �
�� ��2����	����� ���

�� � ����2����	��� �����
���
� ������

���
� �	�����������2�����
����������������������2������ �������������	������

���� �
�� ������������ ������������ ��� �
�	
� �
�� ������ ���� ��2
����� ���� 
������� � �����	�������� � 4���������2�
� �
�� � �

+ ���� � ���� � .� ��� ���������� ��� ������ ��� ���������� �
�� ��������� ���������� ��� �
�� ����� ��
������ ��� �
��
�������������������������3��	����	��������
����������������������������������
���������	
����������������	�������
���������������������������������������
�����������	������������������������������������������
������	���������	�������
&��������������������
��	������������	
��2��������+������� �-('-.�
����
�����
������������	����	����“����”�����
��
����	���������	������+��������
���.������
��	�����	������
�����������������������������
����������2����	�����	������
�������	�������������������������������2��
���������	
��
�

� Use the method of Meerschaert and Scheffler (2003) to estimate principal directions in the 

direction of heaviest tails, 
���
� . As in Tsionas (2012) this can be applied

21
 in 0  subsamples to 

obtain an estimate �� . 

� For each subsample the method of Meerschaert and Scheffler (2003) also yields estimates 
� �
�

�
� , 

������� 0� , from which the empirical covariance � �� �� �� � �� � �� �  can be obtained. 

� In the case of general (non-symmetric) multivariate stable distributions the samples 

� ��
� ���

� � �
�� �� , so estimates 

� � � ��� �
� �
� � , ������� 0�  can be obtained along with � �� � � �� �� � � �� � � � �� �  and 

��� . 
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� Given parameters � �� �� � 	  compute the discrete approximation to the spectral measure for all 

subsamples through 
� �� ��
�

� 
 , ������� 0� . 

� Compute 
� � � � � ����

�

�
� �

� �
�

� �	 �
�

� ��� , 
� �

�

�
�

� �
�

� � �
�

�� , for each ������� 0� . 

� Use LS fit to obtain 
� � � � � ��� �� �����
 ��

� � �

	 � 	 �
�

� �3 �� � , 
� � ��
�
� � *� . 

� Use � ��� �� �� 3 *  and � ��� �� �� 3 *�  to formulate a multivariate normal proposal for ABC or ANF. 
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� Draw parameters � �� � � ���� � 	 � 
  from a proposal distribution. 

� Simulate artificial data � �� �� ������
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� ���� � , fix the length, - , of moving blocks, and let 
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� � , ������ �� � -� , is the moving blocks in the data. 

� Accept the draw using the ABC or ANF criteria. 
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� Fit the normal k-factor model using MCMC
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 to obtain posterior draws for 
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� �� ��� � � � , for ��������� �� , where �  is an a priori known bound on � . For 

� �� � �� �� ��� � �  estimate univariate stable � ���
�
� �� �
� �� ��  distributions for each time series 

������� �� . Take as proposal a multivariate Student-t (see below) based on maximum likelihood 
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proposal independently of � �� � �� �� � � � .  

� Use a multivariate Student-t proposal for � , with the stated parameters. The degrees of freedom, 
n p� � � , where p  is the number of parameters. 

� Draw a candidate parameter vector �  from the proposal and simulate model (39)-(40) to obtain 

artificial data � � � �� �� ������
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� If � � � ���� � �� !� � � � , for some positive constant 	 , accept the draw with probability. 

� Use (41) and the Laplace approximation to obtain the log-marginal likelihood for ������� �� , and 

draw a value for � . If the log-marginal likelihood is denoted by 
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/ , the probability of model �  
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