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Abc-Modell eines Ponzi-Systems

BERNHARD R. PARODI!

Zusammenfassung. Ein analytisches Modell mit acht Parametern zur Beschreibung idealisierter
Ponzi-Systeme mit asymmetrisch und progressiv wachsenden Kapitalzu- und -abfliissen wird présen-
tiert. Investoren bleiben optional zeitlich begrenzt oder dauerhaft investiert. Diverse Systemvarian-
ten inklusive deren Nicht-Ponzi-Spiel-Bedingungen ergeben sich durch Modifikation der Auszah-
lungsfunktion. Das zugrunde liegende deterministische abc-Modell rekursiver Zeitreihen nutzt
einen etablierten Ansatz zur Beschreibung einfacher wirtschaftsmathematischer Standardprozesse.

1 Einleitung

Ponzi-Systeme oder -Pyramiden sind Investitionssysteme, die (z.B. periodisch) iiberhohte Auszah-
lungen an Anleger vorwiegend aus (z.B. einmaligen) Einzahlungen einer wachsenden Zahl von
Neuanlegern bestreiten. Sobald die steigenden Ausgaben nicht mehr durch entsprechende Ein-
nahmen kompensierbar sind, wird das System defizitdr. Bleiben die Systemparameter und das
wirtschaftliche Umfeld unverdndert, und greift keine Aufsichtsbehérde ein, so ereignet sich auf-
grund entweder der Kapitalflucht betriigerischer Systembetreiber oder der schliesslich eintretenden
Zahlungsunfiahigkeit der Kollaps des Systems.

Ebenfalls nach einem Pyramidenschema laufen Schneeballsysteme (wie Kettenbriefsysteme,
Schenkkreise oder gewisse Formen des Multi-Level-Marketings) ab, wobei allerdings jeder Neuteil-
nehmer proaktiv weitere Teilnehmer gewinnen muss, um sich einen (meistens wachsenden) Profit
zu sichern. Dies soll die Ausbildung eines Systemdefizits verhindern und gleichzeitig den Gewinn
der Teilnehmer garantieren. Derartige Systeme brechen in der Regel rasch mangels weiterer Teil-
nehmernachfrage oder nach behdrdlicher Intervention ein. Ponzi-Systeme miinden hingegen auch
bei zunehmender Teilnehmernachfrage mangels geniigender oder inexistenter Performance in mut-
williger Uberschuldung der Betreiber. Auch ist ein mittels eines Ponzi-Schemas voriibergehend
angehaufter Kapitalstock nicht mit einer marktfundamentalen Preisblase aufgrund iibertrieben
stark nachgefragter, iiberbewerteter Giiter zu verwechseln [1].

Belegte historische Beispiele fiir Ponzi-Systeme sind sowohl Adele Spitzeder’s “Dachauer Bank”,
welche wéihrend zwei Jahren bis zum intrigierten betriigerischen Bankrott 1872 operierte [2], als
auch William Miller’s 1899 in den USA entlarvtes “Franklin Syndicate” [3]. Von deutlich weiter in
der Zeit zuriickliegenden derartigen Investionssystemen ist allerdings auszugehen. Benannt sind
die Systeme nach dem besonders raffinierten US-Gauner Charles Ponzi aus den 1920er Jahren [3].
In den vergangenen Jahrzehnten haben weltweit zahlreiche echte und vermeintliche Ponzi-Systeme
erheblichen Schaden angerichtet [4]. Die faktenreichen Ausfithrungen in [5], beispielsweise, zur
Rolle diverser, auch institutioneller Protagonisten in der Vor- und Nachgeschichte des Bernard
Madoff-Skandals zeugen von einem breiten Spektrum krimineller bis tragischer Ingredienzen. Uner-
freulicherweise weist auch “die klassische Rentenversicherung (..) typische Merkmale einer Ponzi-
Pyramide auf und ist daher bei einer stagnierenden oder schrumpfenden Bevilkerung vom Zusam-
menbruch bedroht.” [6] Wirtschaftspolitische Massnahmen sind gegebenenfalls vorsorglich zu er-
greifen.

Der vorliegende Artikel bietet ein Werkzeug fiir das quantitative Studium potenzieller Ponzi-
Systeme an und ist daher differenzierten Diskussionen dariiber forderlich. Dazu wird ein einfaches
mathematisches Modell mit acht Parametern zur formal geschlossenen Beschreibung idealtypischer
Ponzi-Systeme eingefiihrt. Die grundlegende Herleitung erfordert nur Kenntnisse zu Folgen und
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Reihen auf Mittelschulstufe und versteht sich als finanzmathematische Anwendung dazu. Die
einem Ponzi-System zugrunde liegenden Mechanismen und das Zusammenspiel charakteristischer
Systemparameter erschliessen sich dann ohne Umweg iiber Iterationen durch die direkte Angabe
interessierender Grossen, wie verfligbares Kapital, Einnahmen, Ausgaben und Zahl der Teilnehmer.

In Abschnitt 2 wird der mathematische Rahmen in Form des (hier so bezeichneten) abe-Modells
rekursiver Zeitreihen vorgestellt, welches einem eleganten, allgemeinen Ansatz bei der Beschreibung
elementarer finanzmathematischer Prozesse entspricht. Die Beschreibung der Kapitaldynamik
eines Ponzi-Systems mittels Herleitung der Rekursionsrelation in diskreten Zeitschritten (Perio-
den) erfolgt in Abschnitt 3.1, ebenso schliesslich deren explizite Darstellung. In Abschnitt 3.2
geht es um die formale Bestimmung der Nicht-Ponzi-Spiel-Bedingungen sowie des Zeitspunkts des
Systemkollapses. Abschnitt 4 beschreibt drei weitere Systemvarianten. Abschnitt 5 beleuchtet
einige zusétzliche modellspezifische Gesichtspunkte, inklusive des Zusammenhangs mit Artzrouni’s
Kontinuumsmodell eines Ponzi-Systems [7].

2 Das abc-Modell

Das im néchsten Abschnitt eingefithrte spekulative Investmentsystem steht auf folgendem wohlbe-
kanntem mathematischem Fundament. Eine von der diskreten Zeitschrittvariablen n abhangige
Grosse P(n) entwickle sich rekursiv geméss der inhomogenen Differenzengleichung erster Ordnung

Pn)=0+pPn—1)+Q1(n—1)+Qaz(n—1), (n=1,2,3,..) (1)

mit bekanntem Anfangswert P(0), konstanter Wachstumsrate p und den spezifisch exponentiellen
Funktionen @Q;(n) = p;(1+4¢;)"™, i=1,2, welche ihrerseits konstante reelle Wachstumsraten ¢; haben.
Schrittweise Iteration der Rekursionsrelation (1) unter Einbezug simpler Eigenschaften geome-
trischer Reihen fithrt auf die explizite Darstellung

P1 P2 P1 P2
P(n :[PO +7+7} 1+p)"————1+q)" — 14q)"™ 2a
(n) (0) P — (L+p) pfql( Q) p—qg( q2) (2a)

=a(l+p)"+b(Q+q)" +c(1+gq)" (2b)

Die Losung eines durch Gleichung (1) charakterisierten, deterministischen Prozesses ist somit
als Summe dreier Exponentialfunktionen darstellbar, deren konstante Koeffizienten a, b und ¢
die hier gewahlte Benennung “abc-Modell” motivieren. Evidente Anwendungen dieses Formalis-
mus auf ausgewéhlte Standardprozesse in Finanzmathematik und dynamischer Makrookonomie
reichen von der Tilgung eines Annuitdtendarlehens und dem Rentenbezug nach dem Kapital-
deckungsverfahren (mittels konstanten oder geometrisch fortschreitenden Renten) iiber die Bar-
wertberechnung einer Aktie im einstufigen Dividendendiskontierungsmodell (DDM) bis zur “Schul-
denfallenformel” fiir die Entwicklung einer Staatsschuld (unter der Annahme eines progressiv wach-
senden Primérdefizits) und bis hin zum AK-Modellansatz endogenen Wirtschaftswachstums.

3 Das Investitionssystem

3.1 Kapitaldynamik

Das spekulative Investmentsystem asymmetrisch wachsender Kapitalzu- und -abfliisse gehorcht
folgendem Schema (Varianten davon werden in Abschnitt 4 beschrieben): Einer Gruppe von Ny
Initiatoren, welche das System begriinden und betreiben und insgesamt ein Anfangskapital K ein-
bringen, schliessen sich gleich zu Beginn der ersten Periode Ny Investoren (Anleger) an, die ihrer-
seits je ein einmaliges Cash-Investment I titigen?. Das somit vorhandene Kapital K+ Ny Iy wird

2Das Zeitschrittargument n wird fortan als Index geschrieben.



zu einem mindestens marktiiblichen Zinssatz p (bezogen auf eine Periode, z.B. jahrlich) angelegt
bzw. bewirtschaftet. Am Ende der ersten Periode hat das Gesamtkapital somit um den Faktor
(1 4+ p) zugenommen. Da jedem Investor wie auch jedem Initiator dieselbe versprochene Rendite
(return on investment, ROI) von r Prozent eines Investorenbeitrags Iy periodisch ausbezahlt wird
(siehe jedoch Abschnitt 5 fiir die Aufweichung dieser Einschriankung), belduft sich am Ende der
ersten Periode das verflighare Kapital auf K7 = [Ko + B1](1 + p) — A1, worin By = Ny Iy die
Bareinnahmen zu Beginn und Ay = (Nyo+ No)Io r die Ausgaben am Ende der ersten Periode sind.
Zu Beginn der zweiten Periode stossen (1 + ¢) Ny weitere Investoren zu denselben Bedingungen
hinzu, wobei (1+ ¢) der Zunahmefaktor der Neuinvestoren ist. Zu Beginn der dritten Periode sind
es (1+ q)?Ny zusitzliche Investoren, usw. Die Zahl der Neuinvestoren wiichst somit exponentiell.
Analog zu Gleichung (1) werden die Cash-Einlagen B, der Neuinvestoren zu Beginn der n-ten
Periode zusammen mit dem verfiigbaren Kapital K,,_1 (d.h. dem Kapital am Ende der (n— 1)-ten
Periode) verzinst, so dass sich am Ende der n-ten Periode nach Auszahlung A,, an die Investoren
das Gesamtkapital
Ky =[Kn1+ By (1+p)— Ay (3)
im System befindet. Die Berechnung der Gréssen A,, und B, erfordert die Kenntnis der entsprechen-
den Anzahl Systemteilnehmer. So sind die zu Beginn der n-ten Periode eingenommenen Neugelder
B,, proportional zur Zahl der Neuinvestoren, d.h. zu

AN, = No(1+¢)" ", (Vn) (4)

wéahrend die Auszahlungen A, am Ende der n-ten Periode von der Anzahl aller Initiatoren und
Investoren zu Beginn der Periode abhéangen, d.h. von
- L+qm—1
N, = Noo + > ANg = Nog + No¢-
k=1

(n<m) (5)

Gleichung (5) enthélt neben der Anzahl Ny der Initiatoren die n-te Teilsumme einer geometrischen
Folge mit Gliedern geméss Gleichung (4). Die Anzahl aller investierten Systemteilnehmer wéchst
somit ebenfalls geometrisch. Als optionale Modellspezifikation wird zudem angenommen, dass jeder
Investor nur eine beschrinkte Anzahl von m Perioden investiert bleibt (die Initiatoren hingegen
dem System dauerhaft treu sind): falls n>m ist, treten am Ende der n-ten Periode AN,,_,,4+1
Investoren aus. Die Zahl aller investierten Systemteilnehmer zu Beginn der n-ten Periode ist somit

n n—1
N, = Ny + ZANk — Z ANk _m+1
k=1 k=m (6)
= Noo + No Sl _q(l ha q)n—m. (n>m)
Folglich kommt zu Beginn der n-ten Periode ein Cash-Betrag von
B, = IpAN,, = IyNy(1 + ¢)" ! (¥n) (7)

an Neugeldern hinzu, wahrend am Ende der n-ten Periode die Auszahlungen aufgrund von Rendite-
und Riickzahlungen entweder mit Gleichung (5)

1 n—1
A, =N,Ioyr = Noolor + NOIO%T (n<m) (8a)
oder mit Gleichung (6)
An :NnIOT' + A]\/Vn—rn—i-l-[()
1+q)"—(1+g" ™ 8b
= Noolor + IoNo 1+or-(+q r+(1+q" ™ (n>m) (8b)

q



Ponzi-Systemvariante |I: Kapitalentwickiung
fiir unterschiedliche Zunahmeraten der Neuinvestoren
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Abbildung 1: PONZI-SYSTEMVARIANTE II: KAPITALENTWICKLUNG CETERIS PARIBUS fiir unter-
schiedliche Wachstumsraten ¢ der Neuinvestoren (12% (A,A), 7% (O,MW), 3% (o,e)), und bei an-
sonsten gleichbleibenden Parameterwerten: Ko = 1'000'000 E, Io = 100'000 E, Ngo=1, Ng=10,
p=4%, r=10% und entweder m—oc (d.h. es kommt zu keinen finalen Riickzahlungen; offene Sym-
bole) oder m=10 (d.h. jeder Investor bleibt 10 Perioden investiert, bevor er sich auszahlen lésst;
gefiillte Symbole); E steht fiir Wahrungseinheit. Eine Ausnahme von der ceteris-paribus-Vorgabe
bildet der untere der beiden mit A markierten Graphen: hier liegt der Renditesatz bei r=11%, was
knapp tiber dem fiir ein Nicht-Ponzi-Spiel erforderlichen Satz von ryp=10.74% ist.

betragen. Hierin ist Ipr der Return on Investment (ROI) und AN,,_ 1o steht fiir die Riickzah-

lungen an die vor m Perioden in das System eingetretenen und nun ausscheidenden Investoren:

sie ziehen ihre Einmalinvestition Iy wieder aus dem System ab. (Investoren, die sich weiterhin am

System beteiligen wollen, treten einfach erneut ins System ein und reinvestieren ihr Kapital.)
Einsetzen der Ausdriicke (7) und (8a) in Gleichung (3) fithrt auf die Rekursion

K,=04+p) K, 14+p1(1+¢)" 1+ po, 9)

mit den Konstanten p; = IgpNy [1 +p — (1 + q) r/q] und pa = —Noolor + Nolgr/q. Da die implizite
Rekursionsgleichung (9) formal dquivalent zu Gleichung (1) ist, folgt durch Vergleich mit Gleichung

(2a) nach wenigen algebraischen Umformungen die explizite Losung des abc-Modells
Kn=a(l+p)" +b(1+¢)" +c, (10)

wobei die Formeln zur Berechnung der konstanten Koeffizienten a, b und ¢ in der Ubersichtstabelle 2
unter Modellvariante IT (Periodischer ROI) aufgefiihrt sind (fiir den Fall n<m, d.h. mit 1,,, = 0).

Tabelle 1: DIE ACHT PARAMETER DES PONZI-SYSTEMS

Ky Startkapital aller Initiatoren = p  Geldmarktbezogene Wachstumsrate
Iy Investment eines Investors q Zunahmerate der Neuinvestoren
Noo Anzahl Initiatoren r  Versprochener Renditesatz

Ny Angzahl Investoren zu Beginn m  Dauer eines Engagements




Tabelle 2: VIER VARIANTEN EINES SPEKULATIVEN INVESTITIONSSYSTEMS (PONZI-SYSTEMS):

DIE KOEFFIZIENTEN IM ABC-MODELL

Verfiigbares Kapital nach n Perioden: K, = a(1+p)™+b(14¢q)™ +c. Investoren (Anleger) kénnen
wéhrend m Perioden Anspriiche beziiglich Rendite (ROI) und Riickzahlungen geltend machen.
Initiatoren (Systembetreiber) sind hingegen dauerhaft investiert und erhalten entweder periodisch
ein ROI (u.a. zur Deckung der Unkosten, Nyg # 0) oder kein ROI (philanthropische Initiatoren,
dazu Nyg = 0 setzen). Die Fallunterscheidung fiir die Kapitalberechnung entweder innerhalb der

allerersten m—1 Perioden oder spéter erfolgt mittels der Heaviside-Funktion 1,,, = {

0 n<m,

1 n>m

I. Kumulierter ROI (mit finaler
Riickzahlung). Jedem Investor wird
erst nach m Perioden eine kumulierte
Rendite ausbezahlt; gleichzeitig erhalt
er sein Investment zuriick und verlésst
das System: die einmalige Auszahlung
an einen Investor ist Io(1 + r)™. Jeder
Initiator erhalt hingegen periodisch ein
ROI von Iy r.

m
a=ToNog 5 1~ (15) T | + Ko - 2er

oo () o

N()(]I(] T

c =
p

II. Periodischer ROI (mit finaler
Riickzahlung). Jeder Investor erhélt
periodisch ein ROI von Ipr; am Ende
der m-ten Periode erhélt er zudem sein
Investment zuriick und verlasst das Sys-
tem. Jeder Initiator erhélt ebenfalls pe-
riodisch ein ROI von Iy r.

@ = ToNo3 2 (1= ) (1= rspp L ) + K — Mo

b2 5) (- o)

= =21 10)

III. Periodische Rickzahlungen
(mit periodischem ROI). Jeder In-
vestor erhélt periodisch sowohl ein ROI
von Iyr als auch eine Teilriickzahlung
Iy/m. Bis zum Ende der m-ten Periode
hat er sein Investment zuriick erhalten
und verlasst das System. Jeder Initia-
tor erhélt ebenfalls periodisch ein ROI
von Iyr.

—1
= IONO% [1_T+ZL (1_(1+1p)m lnm):| +K0— Nioifo r

14q r+m”*! _ 1
p—q q (1 (1+q)””1"m)]+1

b= —IoNo l“q {1 -

c= 7N0‘;f“’ — L;qlo (T + m_l) (1 — 1nm)

IV. Subsididrinvestitionen (keine
Riickzahlungen). Jeder Investor erhilt
wéhrend m Perioden ein ROI von Iy r;
danach verlédsst er das System, belasst
jedoch seine Investition darin (Sub-
sidiaritét). Jeder Initiator erhélt eben-
falls periodisch ein ROI von Ijr.

a=IoNog 8 [1 = (1 (o ) | + Ko — Nogtor

b= —IyN, l;jg {1 - g(1 - Wlnm)} 1

e 1 )




Die Ermittlung der Koeffizienten fiir Perioden n>m (d.h. unter Beriicksichtigung der Riickzah-
lungen an Investoren, die das System nach m Perioden verlassen, erstmals Ende der (n=m)-ten
Periode) verlduft analog zum oben durchexerzierten Schema, doch wird der Periodenindex n fiir
das Kapital erst ab der m-ten Periode laufen gelassen bzw. durch den Index n’ = n —m =
1,2,3,... ersetzt. Einsetzen der Ausdriicke (7) und (8b) in die adaptierte Gleichung (3), K, =
[Kp—1 + Bp] (1+p) — Ay, liefert Rekursion (9) in adaptierter Form: K,» = (1+p)K,/ —1+ p1(1+
@)™ ~' + p2, diesmal mit den Konstanten p1 = NoJlo[p—q+(1+q)(1—7/q)(1— (1+¢)~™)](1+q)™
und py = —Nyglpr. Anfangswert der adaptierten Rekursion ist das verfiighare Kapital am Ende
der m-ten Periode, verringert um die erstmalige Riickzahlung an die erste Investorengeneration,
also Kp—9 = Kpem — Noly. Wiederum fithrt der Vergleich mit den Gleichungen (1) und (2a)
nach wenigen algebraischen Schritten auf die Losung (10), wobei die resultierenden Koeffizienten
des abc-Modells der Ubersichtstabelle 2 unter Modellvariante 1T (Periodischer ROI) fiir den Fall
n > m (d.h. mit 1,,, = 1) entnommen werden kénnen.

Fazit: das im vorliegenden spekulativen Investmentsystem nach n Perioden verfiigbare Kapital
K, ergibt sich im Rahmen des abc-Modells als Summe zweier Exponentialfunktionen plus einer
additiven Konstanten und héngt von den acht Parametern Ky, Iy, Nog, No, p, g, 7 und m ab (vgl.
Tabelle 1). Die Losungen erweisen sich als zusammengesetzte Funktionen fiir die Fille n<m und
n>m. Die in Tabelle 2 aufgelisteten Modellkoeffizienten gelten, falls p # ¢, p # 0, g # 0; fir die
Sonderfille mit p = ¢ # 0 lassen sich ebenso wie bei Vorliegen von p=0 oder g=0 mittels Grenzwert-
untersuchungen (z.B. lim,_,o[(1+¢)"—1]/q = n) die entsprechenden Koeffizienten ebenfalls formal
ermitteln (auf deren Angabe an dieser Stelle verzichtet wird mit dem Hinweis darauf, dass fiir
quantitative Berechnungen einfach sehr kleine Werte von p oder ¢ eingesetzt werden konnen).

Abbildung 1 représentiert zeitliche Entwicklungen des Kapitalbestands ceteris paribus (also
unter bis auf die Einstellung eines einzelnen variablen Parameters gleichen Bedingungen): je nach
dem Wert der Wachstumsrate ¢ der Neuinvestoren liegt ein Ponzi-System —mit anwachsendem
Kapital, Erreichen eines maximalen Kapitalbestands und Kollaps nach endlicher Zeit— vor oder
eben nicht. Nehmen die Einmaleinlagen im Verhéltnis zu den ebenfalls wachsenden Ausgaben
gentligend rasch zu, liegt ein Nicht-Ponzi-Spiel vor: die beiden mit gefiillten Dreieckssymbolen
gekennzeichneten Kurven unterscheiden sich nur dadurch, dass in der oberen Situation der Ren-
ditesatz kleiner (r=10%; Nicht-Ponzi-Spiel) und in der unteren Situation grésser (r=11%; Ponzi-
System) als ein kritischer Renditesatz ryp ist (mehr dazu in Abschnitt 3.2). Im Vergleich zur
Dauer des Kapitalaufbaus kann die Phase des Kapitalabbaus sowohl deutlich kiirzer als auch langer
dauern. Die Knick im Ubergang von der (m—1)-ten zur m-ten Periode ist durch das Einsetzen
der ersten Riickzahlungen an ausscheidende Investoren bedingt. Dieser Zeitpunkt muss nicht den
maximal verfiigharen Kapitalbestand markieren, wie der Verlauf der unteren der beiden bereits
erwahnten Kurven illustriert.

3.2 Nicht-Ponzi-Spiel und Systemkollaps

Im Folgenden werden positive Wachstumsraten p > 0 und ¢ > 0 vorausgesetzt. Die Berechnung
der (reellen) Periode mit dem maximal verfiigbaren Kapital, 1,4, ergibt sich indirekt aus der
Extremalbedingung dK, /dn=0 (sei ad hoc n € R), welche die beiden provisorischen Perioden

_— [ aln(1l+ p)

1+g¢ .
== g /m(i) (i=0,1) (11)

1+p

liefert, wobei ng mit den abe-Koeffizienten fiir den Fall n<m (d.h. mit 1,,,,,=0) und n; mit denjeni-
gen fiir den Fall n>m (1,,,,=1) berechnet ist. Damit wird die (reelle) Kapitalmaximumsperiode

o ng<m-—1
Nmax = 4m—1 ng<m-1 (ng>m-—1) (12)
ny np>m—1 (ng>m-—1).



Tabelle 3: NICHT-PONZI-SPIEL-BEDINGUNGEN

fiir die in Tabelle 2 aufgefithrten Systemvarianten. Als kritische Grosse fungiert der Renditesatz
r>0: Systeme mit Werten r < ryp sind Nicht-Ponzi-Spiele. Variante I ist gemass Konstruk-
tion fiir n<m kein durch Kapitalverzehr zusammenbrechendes Ponzi-System. Die beiden Kriterien
a,b > 0 (falls p>q) und a,b < 0 (falls p<q) sind durch den Maximumauswahloperator max{...}
zusammenfiithrbar. Abgekiirzte Notation:  ppm = 1—(14p) ™ 1pm und ¢um = 1—(14¢) ™ 1pm

I. Kumulierter ROI (n>m):
(71J{:1;P) + ’1’+p (%gg rNP — —ijo) —1=0 (p>gq; rnp numerisch)
1/m
TNP*(1+Q)<1::__Z) -1 (p<aq)

II. Periodischer ROI:

p—g _Ko
pnm+

-1 . 1+p Nolo

) e N P}

P—9q Noo

ryp = max{ (1—}—7 qan
pnm"" 1+p Ny

1+

III. Periodische Riickzahlungen:

1+I)QK0 1

1+p 1 1 Itp Nolo ﬁppnm
rvp =max{ —— ¢, — — P}
IL+q ™ m Pom + P54 Moo
IV. Subsidiarinvestitionen: by K
14+p _ L+ 1+p N T
ryp = max{ T34 ¢ G % }
+ q pnm + 1+p NO

Diese leicht umstandliche, Fall abhéngige Bestimmung ist eine Konsequenz der Zusammengesetzt-
heit der in Gleichung (10) formulierten Kapitalfunktion.

Eine Kapitalmaximumsperiode kann aus mathematischer Sicht existieren, falls das Argument
im Logarithmus des Zahlers in Gleichung (11) positiv ist und daher die Koeffizienten @ und b un-
gleiche Vorzeichen haben. Das Vorliegen eines Maximums impliziert auch das Vorliegen einer Null-
stelle (da sich die Funktion (10) fiir grosse Werte von n divergent verhélt) und somit eines unaus-
weichlichen Systemkollapses, was insgesamt ein (illegales) Ponzi-System darstellt. Notwendige
Bedingung fiir ein sogenanntes Nicht-Ponzi-Spiel ist demgegeniiber die Nichtexistenz einer Maxi-
mumsperiode beziehungsweise die Forderung, dass die Koeffizienten a und b gleiche Vorzeichen
haben. (Dies folgt auch aus der Hochpunktbedingung d?K,, /dn?<0, insbesondere fiir n—00.) Die
hieraus bestimmten parameterabhéngigen Nicht-Ponzi-Spiel-Bedingungen sind in Tabelle 3 sowohl
fiir das in Abschnitt 3.1 hergeleitete System (Variante II) als auch fiir die spéter in Abschnitt 4
behandelten Systemvarianten aufgefiihrt. Dabei wird der positive Renditesatz r>0 als kritische
Grosse verwendet (doch lassen sich die Bedingungsgleichungen im Prinzip auch nach einem anderen
Parameter auflosen), und wie oben und in Tabelle 2 wird wiederum zwischen fritheren (n < m)
und spéteren Perioden (n > m) unterschieden.

Die vitalste Frage, die sich bei Vorliegen eines Ponzi-Systems stellt und an deren Antwort
sowohl betriigerische Initiatoren als auch bewusst profitierende Investoren interessiert sind, ist die
nach dem Zeitpunkt des Systemkollapses bzw. nach der Periode, in welcher das Kapital vollstén-
dig aufgebraucht ist. Leider bietet das abc-Modell keinen analytisch-geschlossenen Ausdruck fiir
die generelle Berechnung der “Nullstelle” von K, an (d.h. eine Losung der Gleichung K,, ~ 0
beziehungsweise einer Periode n € N derart, dass K,,>0, K, 11<0). Im Allgemeinen muss die
Losung numerisch (z.B. mit dem Regula falsi-Verfahren) oder grafisch ermittelt werden. Ausge-
suchte Parameterwertekonstellationen erlauben allerdings eine formale Abschatzung der Periode
des Systemkollapses oder geben in Ausnahmeféllen ein exaktes Ergebnis:



(1) Erfiillen die abc-Koeffizienten die Bedingung |al, [b] > ¢ (was z.B. immer fiir p =~ ¢ gilt), so
ist die additive Konstante in Gleichung (10) ndherungsweise vernachldssighar, d.h. ¢ &~ 0. Die
geschétzte (reelle) Periode des Systemkollapses ist dann

1
nKollaps ~ 11’1 (_ %)/h’l (ﬁ—’_;) (|a‘|7 |b| > C)' (13)
(2) Fiir ausgewahlte Wertekombinationen von p und ¢ sind exakte Losungen bestimmbar. So lasst
sich Gleichung (10) fiir 1 +¢ = (1 +p)? bzw. 1+ p = (1 + ¢)? als quadratische Gleichung in der
Variablen (1 + p)™ bzw. (1 4 ¢)" schreiben; dies miindet in der (reellen) Kollapsperiode

In (= ST (14 p) g =(14p)*=1>0

(14)
In —”7*/22’4“)/111(14—(1) p=01+q?—1>0.

NKollaps =

Ein Zahlenbeispiel mag diesen Abschnitt beschliessen: die abc-Koeflizientenwerte der beiden
in Abbildung 1 mit Quadrat-Symbolen dargestellten Systemvarianten sind ¢ = 52’750’000, b =
-16'285'714, ¢ = -35’464’286 (O) und a = 17620663, b = —8'515’232, ¢ = 250’000 (M), was
rechnerisch mit Gleichung (12) die Kapitalmaximumsperioden nmyax = 22.2 bzw. npmax = 9 und im
zweiten System mit Gleichung (13) die Kollapsperiode nkolaps = 25.6 ergibt.

4 Varianten des Investitionssystems

Das bisher beschriebene Investitionssystem léasst sich durch Abéndern der Auszahlungsfunktion
A, bei ansonsten gleicher Dynamik variieren. Dementsprechend bleibt der durch das abc-Modell
gegebene Rahmen erhalten, die Koeffizienten a,b und ¢ erfahren jedoch eine Anpassung. Die for-
malen Ergebnisse dieses Abschnitts sind in den Ubersichtstabellen 2 und 3 zusammengestellt.

(0) Philanthropische Initiatoren. Eine Untervariante des vorliegenden Investmentsystems besteht
in der Annahme, dass die Initiatoren zwar insgesamt ein Grundkapital Kg ins System einbringen,
sich im Folgenden aber keine Renditen ausbezahlen (und somit weder direkt profitieren noch damit
die Systembetriebsunkosten decken kénnen); nur die Investoren erhalten periodisch eine Rendite
ausbezahlt. Formale Konsequenz dieser Untervariante: in allen vier der im Folgenden beschriebe-
nen Systemvarianten muss im Falle eines Renditeverzichts seitens der Initiatoren bei der Berech-
nung der abc-Modellkoeffizienten einfach der Paramter Nog = 0 gesetzt werden. (Die Bezeichnung
“philanthropisch” ist bei [7] entlehnt, entspricht dort aber eher unserer Variante IV, siehe weiter
unten.)

(I) Kumulierte Rendite, mit finaler Riickzahlung. Eine Variante des Investmentsystems besteht
darin, dass den Investoren die Rendite nicht periodisch ausbezahlt wird, sondern dass sie die nach
Art eines Zinseszinses berechnete Gesamtrendite erst am Ende ihres Engagements nach m Perioden
zusammen mit der Riickzahlung der Erstinvestition ausbezahlt erhalten, d.h. beim Austritt aus
dem System wird an sie je der Betrag Io(1 + r)™ ausgeschiittet. Die Auszahlungsfunktionen sind

A, = {NOQI()’I” (n < m)

15
NOQI()T' + ANn_m+110(1 + T)m (n Z m) ( )

Die Berechnung der Koeffizienten des abc-Modells erfolgt nach dem gleichen Verfahren wie in
Abschnitt 3.1, mit dem in Tabelle 2 unter Systemvariante I (Kumulierter ROI) zusammengefassten
Resultat.

Der populdrwissenschaftliche Artikel “Der Milliardenbetrug und die Rentenversicherung” von
Jean-Paul Delahaye in Spektrum der Wissenschaft [6] verwendet ein fiktives Ponzi-Schema, um
in aller Kiirze mittels eines schrittweise durchgerechneten Zahlenbeispiels die typische Entwick-
lung des Kapitals bis zum Systemkollaps zu illustrieren. Das dort iterierte Modell entspricht
der hier vorgestellten Systemvariante I (Kumulierte Rendite), mit den Parameterwerten Ky =0,
I, =100°000, Nog =0, Ng=1, p = 10%, q = 0%, r = 30%, m = 3, wobei noch zu beriicksichtigen
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Abbildung 2. VIER SYSTEMVARIANTEN EINES PONZI-SYSTEMS: DIE KAPITALENTWICKLUNG IM
VERGLEICH. Die Kapitalstrome der in Abschnitt 4 beschriebenen Varianten des Ponzi-Systems
weisen wie erwartet unterschiedlich lange Uberlebenszeiten auf. Allen Graphen liegen dieselben
Parameterwerte zugrunde: Ky=1'000’000 E, I,=100’000 E, Noo=1, No=10, p=4%, q=7%, r=10%
und n<m—oo (A, O) oder m=20 (iibrige Symbole). E steht fiir Wahrungseinheit.

ist, dass Delahaye’s Zahlenwerte den Kassenbestand zu Beginn der n-ten Periode nach Eingang
der Neugelder angeben, wahrend das vorliegende abc-Modell das Kapital am Ende einer Periode
unmittelbar nach allen Auszahlungen berechnet. Nebenbei sei angemerkt, dass sich durch diese
unterschiedliche Bestandesaufnahme der Zeitpunkt des Systemkollapses scheinbar leicht verschiebt.

(IT) Periodischer ROI, mit finaler Riickzahlung. Das in Abschnitt 3.1 exemplarisch hergeleitete
Modell sei hier und in Tabelle 2 der Systematik und der Vollstandigkeit halber als Systemvariante
IT aufgefiihrt.

(ITI) Periodische Riickzahlung, mit periodischem ROI. Jeder Investor reduziert periodisch sein
Investment um den konstanten Betrag Iy/m, gleichwohl erhélt er wahrend m-Perioden eine fixe
Rendite auf der urspriinglichen Einlage Iy ausbezahlt. Die effektive Investorenrendite ist somit
Iy(r + 1/m). Dementsprechend ist die Auszahlungsfunktion

A = Noolor + (Ny, — Noo) o (r +m™1), (16)

wobei fiir die Teilnehmerzahlen N,, der gegebenen Fallunterscheidung gemaéss die Formeln der Glei-
chungen (5) oder (6) einzusetzen sind. Die Rechenprozedur zur Bestimmung der abc-Modellkoeffi-
zienten ist wie gehabt durchfithrbar und liefert die in Tabelle 2 unter Systemvariante III (Periodi-
sche Riickzahlung) eingetragenen Ausdriicke.

(IV) Subsidiarinvestitionen. Als letzte der besprochenen Varianten sei angenommen, dass die
Investoren m Jahre investiert bleiben und periodisch ihre Rendite beziehen, danach aber bei Sys-
temaustritt ihr Geld a fonds perdu im System belassen. Die nicht riickbezahlten Investitionen
der ausscheidenden Investoren kénnen somit fiir Renditezahlungen an die im System verbleiben-
den Investoren verwendet werden (Subsidiaritit). Diese systemunterstiitzende Variante entspricht



der Situation von Sozialversicherungssystemen, die zum Zeitpunkt der Pensionierung eines Rent-
ners (Neuinvestors) eine Einmaleinlage einbezahlt erhalten und wihrend der restlichen Lebenszeit
des Rentners (typischerweise m Perioden) Renten ausbezahlen; nach dem Tod eines Versicherten
verlieren dessen Hinterbliebene den Anspruch auf eine allenfalls vorhandene Restsumme. Die
Auszahlungsfunktion ist in allen Perioden

A, = NoIor, (17)

wobei fiir die Teilnehmerzahlen N,, der periodenabhéngigen Fallunterscheidung geméss die Formeln
aus den Gleichungen (5) bzw. (6) einzusetzen sind. Die Rechenprozedur zur Bestimmung der abc-
Modellkoeffizienten l&uft nach inzwischen bekanntem Muster ab und liefert die in der Tabelle 2
unter Systemvariante IV (Subsididrinvestitionen) eingetragenen Ausdriicke. Nicht iiberraschend
entspricht das Resultat demjenigen der insofern modifizierten Systemvariante III, als der effektive
Renditesatz (r+1/m) in allen Koeffizienten auf r reduziert wird, was Riickzahlungen unterdriickt.

Abbildung 2 vergleicht die vier Systemvarianten exemplarisch unter gleichen Bedingungen. Mit
den gegebenen Parameterwerten fiihren alle Varianten (ausser selbstverstdndlich Variante I ohne
jegliche Auszahlungen) aufgrund vollstdndigen Kapitalverzehrs schliesslich zum Zusammenbruch
des Systems. Diesen ereilt bemerkenswerterweise auch das subventionistische System der Variante
1V, trotz eingefrorenen Anlagegeldern; wiirde allerdings die Dauer m des Investitionsengagements
um 15% auf m=17 reduziert oder der Umwandlungssatz r nur wenig verringert (r < ryp = 9.18%),
so wire der Kapitalbestand langfristig wachsend (nicht abgebildet). — Matchentscheidend ist in
allen Varianten die Verletzung oder die Erfiillung der jeweiligen Nicht-Ponzi-Spiel-Bedingung (siehe
Tabelle 3).

5 Diskussion

Abschliessend werden einige bisher nicht oder kaum berticksichtigte sowie weiterfithrende Gesichts-
punkte kurz angesprochen.

Mittels eines Tabellenkalkulationsprogramms ist die Giiltigkeit der in Tabelle 2 gegebenen
Formeln durch Vergleich mit den Resultaten einer rein iterativen Berechnung leicht tiberpriifbar.
Vertrauen in die Korrektheit der in Tabelle 3 aufgefithrten Nicht-Ponzi-Spiel-Bedingungen ist eben-
falls numerisch wohl am leichtesten zu gewinnen.

Nebst der Kapitalentwicklung K, sind auch andere interessierende Kennzahlen wie Teilnehmer-
zahl N,, oder deren Anderung AN,,, Einnahmen B,, und Ausgaben A,, analytisch ermittelbar und
dadurch auch entsprechende Verhaltniszahlen einfach berechenbar. Damit vereinfacht sich auch der
Parallelvergleich des tatséchlichen Ablaufs eines Ponzi-Systems (basierend auf realen Renditen) und
mit der von den Promotoren behaupteten, angeblichen Entwicklung (basierend auf einer fiktiven
Rendite).

Die Kapitalentwicklung allein liesse sich fiir alle Varianten mit nur sieben Parametern beschrei-
ben, falls der Parameter Ny in den abe-Koeffizienten durch einen Parameter Iog = Nglj ersetzt und
der wiederkehrende Ausdruck Ngglor fiir die Initiatorenrendite ebenfalls als einzelner Parameter
geschrieben wiirde. Damit verschenkte man sich allerdings die Moglichkeit einer zusétzlichen,
ausdriicklichen Ermittlung der bis zum Beginn einer Periode kumulierten Teilnehmerzahl N,, und
der Zahl der Neuinvestoren AN,, wie auch der Zahl der an einem Periodenende ausscheidenden
Investoren, AN, _ 1.

Die Management-Gebiihren fiir die Verwaltung des Systemkapitals sind in der Rendite der
Initiatoren eingerechnet, was deren tatsidchliche Rendite verringert. Doch stellt die in den abc-
Koeffizienten auftretende Grosse Nogr einen pauschalen Initiatorenrenditesatz dar, dessen Hohe
durch Schrauben an Ny € R ad hoc beliebig verandert werden kann.

Die Anspriiche der einzelnen Investoren steigen nicht, ihr ROI (bzw. r) ist konstant; doch steigt
mit jeder Periode der Gesamtanspruch (A,,) aller investierten Renditebeziiger. Der Einbau expo-
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nentiell steigender ROIs (z.B. in der Form r,,=r(1+¢,)" ') stellte eine unkomplizierte, im Rahmen
des abc-Modells ohnehin vorgesehene logische Erweiterung des vorliegenden Ponzi-Systems dar.

Die Anzahl der Investoren wird aus Griinden einfacher analytischer Berechenbarkeit als reell
angenommen; in einem Tabellenkalkulationsprogramm sind realistische, auf natiirliche Zahlen
gerundete Werte allerdings einfach zu bewerkstelligen, und es zeigt sich, dass das kapitaldynami-
sche Verhalten des Systems qualitativ gleich und (fiir nicht zu kleine Teilnehmerzahlen) quantitativ
vergleichbar bleibt.

Selbst bei Erfiillung der Nicht-Ponzi-Spiel-Bedingung ist die praktische Wachstumsgrenze eines
Systems erreicht, sobald sich die gesamte Bevolkerung mit einer Einmaleinlage beteiligt hat (d.h.
wenn N, =DNpna.x, siche dazu die gedachte Extrapolation von “Variante I ohne Riickzahlung” in
Abbildung 2). Liessen sich allerdings, hypothetischerweise, geniigend Investoren finden, die gewillt
wéren, eine Zweiteinlage in addaquater Hohe zu leisten, dann verschobe sich der Kollapszeitpunkt
ein wenig. Doch auch durch eine Debitorenspirale (dank solcherart realisierter Mehrfacheinlagen)
wére der Zusammenbruch aufgrund beschrankter Geldressourcen letztendlich nicht vermeidbar.

Die Werte der acht Parameter bleiben im vorgestellten Modell wéahrend der gesamten Kapital-
stromentwicklung unveréndert. Realistischerweise wére es aber von Interesse, nach einer gewissen
Anzahl Perioden einzelne Parameterwerte (z.B. den Marktzins p oder —insbesondere vor dem
Hintergrund einer moglichen Anwendung auf Rentenversicherungssysteme— die Einmaleinlagen
Iy, den Renditesatz r oder die Dauer der Engagements m) zu dndern und dann den Kapitalstrom
weiterzuverfolgen. Dies stellt eine herausfordernde Ausbaumoglichkeit des Modells dar.

Die vier Ponzi-Systemvarianten beschreiben unter besonderer Beriicksichtigung der Option,
Investorenaustritte jeweils einzubeziehen oder nicht (formal durch die Heaviside-Stufenfunktion
umgesetzt), eigentlich sogar acht Systemvarianten. Die Moglichkeit philanthropischer Initiatoren
erweitert den Variantenreichtum zusétzlich. Eine weitere Diversifikation ist durch die Definition
anderer als der oben verwendeten Auszahlungsfunktionen zu erreichen.

Die Superposition von Ponzi-Systemen mit verschiedenen Parameterwerten und gegebenenfalls
auch mit unterschiedlichen Anfangsperioden ist mit dem vorliegenden Formalismus unkompliziert
zu bewerkstelligen. Dabei kann dieselbe Systemvariante mehrfach vorkommen oder verschiedene
Varianten kénnen kombiniert auftreten. Damit liesse sich beispielsweise die Zulassung mehrerer,
verschieden grosser Investorengruppen (welche zudem je andere Einmaleinlagen mit anderen In-
vestitionshorizonten téitigen) oder auch regelméssige Kapitalspritzen von ausserhalb des Systems
(z.B. durch eine solvente externe Interessengruppe, welche am moglichst langen Uberleben des
Systems interessiert ist) simulieren.

Durch geeignete Uminterpretation oder Quantifizierung der Modellparameter lassen sich die
am Ende von Abschnitt 2 erwéhnten wirtschaftsmathematischen Standardprozesse dank des ein-
heitlichen abc-Modell-Formalismus reproduzieren. Dies mag von gewissem didaktischem Nutzen
sein. Zwei Beispiele seien kurz skizziert:

(i) Kapitalfonds. Die renditelose (r=0), frithperiodische (n<m) Systemvariante II (oder auch
IV) entspricht dann einem mit dem Renditesatz p bewirtschafteten Kapitalfonds, dem periodisch
mit der Rate ¢ progressiv-zunehmend Gelder abfliessen, wenn Iy durch —Ij ersetzt wird bzw.
ein negatives Parameterprodukt —NyIp(1 + p) = A die Rolle der ersten Auszahlung spielt. Die
Rekursionsrelation ist K, = K,_1(1 +p) — A(1 + ¢)" !, bei einem Anfangsvermogen Kj. Die
entsprechende Losung K,, kann aus Tabelle 2 abgelesen werden: K, = [Ko — A/(p — ¢)](1 +
)"+ A/(p — q)(1 + ¢)". In dieser Situation liefert die allgemeine Nicht-Ponzi-Spiel-Bedingung
a,b > 0 (fir p > ¢ > 0, siche Abschnitt 3.2) wiederspruchslos die spezielle Bedingung p >
g+ A/ K. Dies folgt auch aus Tabelle 3, welche allerdings nur mit Vorsicht verwendbar ist: wegen
des Vorzeichenwechsels gilt jetzt » > ryp bzw. 0 > ryp. Ist obige Bedingung verletzt, so ist das
Fondsvermogen nach einer mit Gleichung (13) berechenbaren Laufzeit aufgezehrt.

(ii) Staatsschuldenquote. Ein analoger Mechanismus wie unter (i) besprochen regelt ndherungs-
weise auch die Entwicklung einer Staatsschuldenquote K, (d.h. Staatsschulden dividiert durch
reales Bruttoinlandprodukt BIP, je in Periode n), wenn p den realen Schuldzinssatz ¢ minus die
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Wachstumsrate g des BIP bedeutet, ¢ die reale Wachstumsrate j des Staatshaushaltsiiberschusses
minus g ist und A die anfingliche Haushaltsiiberschussquote (bzw. eine negative Primérdefizitquote)
darstellt: K, ~ K, 1(1+i—g) — A(1+j — g)" ! (vergleiche z.B. [8], Gleichung 26.5). Aus
dieser Perspektive besehen konvergiert die Schuldenquote (ausser fiir j=g) nie gegen einen festen
Wert (steady state), und ein erwiinschter Abbau des Schuldenbergs setzt nebst einer wirksamen
Schuldenbremse die Erfiillung der Ponzi-Spiel-Bedingung i — g < j — g + A/K{ geradezu voraus.
Uber die mogliche Rolle eines (entgegen der bisherigen Annahme) nichtverschwindenden Rendite-
satzes r#0 seien stille Gedankenspiele in Richtung gestaffelter Schuldenerlisse, Privatisierungen,
etc. erlaubt.

In kontinuierlicher Zeit t € R geht die Differenzengleichung (1) in die inhomogene lineare
Differentialgleichung erster Ordnung P(t) = pP(t)+Q1 (t)+Q2(t) iiber, welche die zu Gleichung (2)
analoge Losung P(t) = aexp(pt) + bexp(qit) + cexp(gat) besitzt (herleitbar mittels der Methode
eines integrierenden Faktors). Der Ponzi-Systemansatz von Gleichung (3) fithrt auf eine dem-
entsprechende Darstellung des Kapitalbestands mit zwei exponentiellen Termen plus einem addi-
tiven Term: K (t) = aexp(pt)+bexp(qt)+c, wobei die abc-Koeffizienten nun einer Investitionsdauer
tm (statt m) entsprechend zu wéhlen sind und auch die Wachstumsbasen exp(p) und exp(q) enthal-
ten. Tabelle 2 ist dadurch erheblichen Modifikationen ausgesetzt (die Details folgen anderswo).
Das formale Resultat erinnert stark an das siebenparametrige Modell von Artzrouni [7], dessen
explizite Losung fiir den Kapitalstock allerdings drei exponentielle Terme enthélt. Die kontinuier-
liche Auszahlungsfunktion (seine Gleichung 5) weist einen exponentiell zu- oder abnehmendem,
hybriden Renditesatz r = 7, exp[(rp, — rw)t] auf; sie ist im Spezialfall, dass der Wert der ver-
sprochenen Profitrate (r,) gleich demjenigen der Riickzahlungsrate (r,,) ist, in unsere Gleichung
(8a) in ihrer zeitkontinuierlichen Version iiberfithrbar. Das Schema berticksichtigt nur ein monoton
abnehmendes und zudem kein zeitlich beschréanktes Investorenengagement. Auch macht es keine
Aussagen tliber die Teilnehmerzahlen. Artzrouni’s Kontinuumsmodell ist mit unserem Modell vom
Ansatz her gleichwohl eng verwandt und stellt insofern eine Vorldufervariante in stetiger Zeit dar.

Das im vorliegenden Artikel beschriebene abc-Modell eines Ponzi-Systems ist einfach nachvoll-
ziehbar, analytisch, direkt replizierbar und beachtlich vielseitig. Daher vermittelt es ein vertieftes
Grundlagenverstédndnis und animiert vielleicht zur Weiterentwicklung und insbesondere zur Suche
nach empirischen Anwendungen.
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