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PRZEDMOWA

Moim zamiarem bylo zaprezentowanie w tej ksigzce wlasnych badan na temat
mozliwosci zastosowania rozmytych zbioréw probabilistycznych do tworzenia
modeli formalnych finanséw behawioralnych. Giéwna inspiracja co do obszaru
zastosowan bylo wzrastajace znaczenie finanséw behawioralnych. W przypadku
tej ksiazki obszar aplikacji obejmuje teori¢ rynkow finansowych i teorie rachunku
aktuarialnego.

Skwantyfikowana wiedza o finansach jest przedstawiana na ogét za pomoca
formalnego instrumentarium analizy probabilistycznej. Proponowane tutaj podej-
$cie behawioralne do finanséw powinno pozwala¢ na wykorzystanie bez zmian
calej bogatej empirycznej wiedzy na temat rozkladéw ryzyka finansowego. Jest
to wysoce korzystna cecha nowo proponowanych modeli, gdyz przybliza mozli-
wos¢ ich realnych zastosowan. Z drugiej strony uwzglednianie behawioralnych
przestanek prowadzi do utraty precyzji w rozumowaniu. Splot niepewnosci co do
przysztych stanéw finansowych i braku precyzji w rozumowaniu jednoznacznie
wskazal na rozmyte zbiory probabilistyczne jako potencjalne narzedzie finanséw
behawioralnych.

Lektura kazdego elaboratu badawczego, czym jest ta ksigzka, stawia pewne wy-
mogi merytoryczne wobec Czytelnika. Proponowana ksigzka jest adresowana do
odbiorcéw dysponujacych podstawowa wiedza na temat rynkéw finansowych,
ubezpieczen i finanséw behawioralnych. Wskazywanie na wlasciwg literature
ma ulatwi¢ wszystkim przypomnienie sobie tych tresci. Jako swe glowne narze-
dzie badawcze stosuje¢ instrumentarium matematyczne, co jest naturalnym po-
dejsciem w wypadku budowy modeli formalnych. Stawia to wobec Czytelnikow
okreslone wymagania co do ich umiejetnosci matematycznych. Znajomos¢ mate-
matyki w standardowym zakresie przewidzianym dla absolwentéw studiéw eko-
nomicznych bedzie tutaj niewystarczajaca. Chcac ulatwi¢ pokonanie tej bariery,
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w jednym z rozdzialéw przedstawiam stosowane tutaj ponadstandardowe instru-
mentarium matematyczne.

W ksiazce sg przedstawione wyniki badan uzyskanych w ramach realizacji
wlasnego tematu badawczego ,,Stochastyczne zbiory Hiroto jako narzedzie opi-
su behawioralnych aspektow modeli finansowych” finansowanego przez grant ba-
dawczy N N111 441034 Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wyzszego. Zebrane ta
droga wyniki przedstawitem do druku przekonany, ze w ten sposéb zostang po-
kazane kolejne kierunki rozwoju teorii rynkéw finansowych. Wydanie niniejszej
ksigzki tez jest finansowane ze srodkéw wspomnianego powyzej grantu.

Na ostateczny ksztalt ksiazki wywarta tez wplyw moja wspoétpraca z Paniami
Edyta Tomasik (de domo Piotrowska) i Malgorzata Just oraz z Panami Markiem
Serafinem, Lukaszem Swigtczakiem i Rogerem Ziomkiem. Z tego miejsca chcial-
bym podziekowac tym osobom za mozliwo$¢ wspodlnej pracy naukowe;j.

Panu Profesorowi Michatowi Kolupie dzigkuje za pigkng recenzj¢ tej ksigzki.
Jestem dumny z tego, ze Pan Profesor zgodzil si¢ poswigci¢ swdj czas ocenie mojej
ksigzki. Ciesze sie z kolejnych stéw wsparcia Profesora. Dzigki tym stowom nabie-
ram pewnosci, Ze moje badania stuza stusznej sprawie Nauki.

Kazdemu Czytelnikowi z gory dzigkuje za czas poswiecony lekturze tego opra-
cowania.

Bnin, 17 czerwca 2011 Krzysztof Piasecki



Rozdziat 1

ISTOTA FINANSOW BEHAWIORALNYCH

Intensywny wzrost obrotéw na rynkach finansowych oraz narastajaca ztozonos¢
tych rynkéw wywotaty naturalny popyt na analiz¢ naukows tych zjawisk. Oczeki-
wano takich modeli normatywnych, ktére utatwig inwestorom poruszanie si¢ po
rynkach finansowych. Spodziewano si¢ uzyskania ta droga metod zarzadzania ak-
tywami finansowymi takich, ze ich stosowanie powodowatoby radykalny wzrost
szans na godny zarobek i redukowaloby ryzyko poniesienia dotkliwych strat.

Oczekiwania te spotkaly sie z nalezytym zrozumieniem. Tematyka rynkoéw fi-
nansowych wzbudzita zainteresowanie wielu badaczy. Pierwsze znaczace wyniki
badawcze istotne dla rynkéw finansowych zawierala praca Bacheliera [1900]. Caly
dwudziesty wiek byt okresem intensywnych badan naukowych na temat rynkow
finansowych. Czytelnikow pragnacych sobie przypomnie¢ najwazniejsze efek-
ty tych dociekan zapraszam do lektury niezmiernie zwiezlego i kompetentnego
omoéwienia historii badan nad problematyka inwestycji finansowych przedstawio-
nego w pracy K. Jajugi i T. Jajugi [2008, s. 15-19].

Uzyskane tg drogag modele normatywne rynku powszechnie zostaly uznane za
poprawny obraz realnego rynku finansowego. Dalsze badania prowadzone nad
tymi modelami koncentrowaly sie gtéwnie na bardziej wiernym odzwierciedleniu
rozkladéw ryzyka niepewnosci. Wprowadzane nowe modele formalne nie falsy-
fikowaly zastanych modeli, ale jedynie zawieraly opisy kolejnych mechanizméw
rynkéw finansowych. Praktycy rynkéw finansowych potwierdzali rzetelno$¢ tych
modeli. Wnioski uzyskiwane na ich gruncie pozwalaty na formulowanie kryte-
rium i regul zarzadzana inwestycjami finansowymi. Reguty te byly na tyle przeko-
nujace, ze zdecydowana wigkszo$¢ uczestnikow rynkéw finansowych deklarowata
ich stosowanie w swej praktyce inwestycyjnej. Stosowanie tych regul mialo zapew-
ni¢ inwestorom mozliwie wysokie i bezpieczne zyski.

Szybko okazalo si¢ jednak, ze aktywnie dzialajacy inwestorzy nie stosuja sie
w $cisty sposob do tych regul. Poczatkowo zrédta takiego stanu rzeczy upatrywano
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w niedostatku biezgcej informacji rynkowej, zréznicowanym dostepie poszczegol-
nych inwestoréw do informacji oraz w braku mozliwos$ci przetworzenia tych in-
formacji. Analiza skutkéw takiego stanu rzeczy doprowadzita do sformufowania
teorii efektywnych rynkéw kapitatowych [Fama 1970]. Zatozono tutaj, ze kazdy
inwestor dysponuje dostepem do wszystkich informacji o stanach minionych wy-
cenianej spolki oraz do informacji o wszelkich minionych cenach akcji. Wiedze
te nazywamy w skrocie historig rynku. Prawo do takiego dostepu zapewnia na
0got system prawny konstytuujacy dang gielde papierow wartosciowych. Nastep-
nie wyrdzniono tutaj trzy formy efektywnosci rynkowe;j:

- slaba efektywnos¢ rynku, kiedy to jedyna podstawa wyceny rynkowej akcji
jest historia rynku,

- $rednig efektywnos¢ rynku, kiedy podstawa wyceny rynkowej akcji sg ceny,
historia rynku i publicznie dostepne prognozy przyszlej kondycji ekono-
micznej emitenta wycenianych akgji,

- mocng efektywnos¢ rynku, kiedy podstawa wyceny rynkowej akcji sg histo-
ria rynku, publicznie dostepne prognozy i poufne informacje o przyszlym
stanie rzeczy.

W razie braku mozliwosci korzystania z poufnych informacji rynkowych srednio
efektywny rynek kapitalowy jest identyfikowany jako rynek silnie efektywny.

Jesli inwestor dzialajacy na slabo efektywnym rynku kapitalowym korzysta
z ogolnie niedostepnych prognoz lub z informacji poufnych, to jego dzialanie be-
dzie postrzegane jako odbiegajace od standardéw okreslonych przez uniwersalny
model normatywny odwolujacy si¢ tutaj jedynie do historii rynku. Osiagniecie
przez takiego inwestora ponadprzecietnych zyskow nie jest jednak anomalig fal-
syfikujaca normatywny model ryku, gdyz zyski te sa ttumaczone skorzystaniem
z informacji ogélnie niedostgpnych. Podobnie ma sie rzecz w wypadku inwestora
dziatajgcego na $rednio efektywnym rynku kapitatlowym i dysponujacym infor-
macjami poufnymi.

Kazdy rynek kapitalowy ewoluuje. Postepujaca profesjonalizacja dzialalno-
$ci inwestorskiej powoduje to, ze wszyscy inwestorzy moga korzysta¢ z prognoz
na temat rynku kapitalowego i przyszlej kondycji ekonomicznej emitentéw akeji.
Skorzystanie z tej mozliwo$ci wigze si¢ na ogot z poniesieniem pewnych kosztow.
Szybko rozwijajaca si¢ informatyzacja i komputeryzacja pozwalaja na pozyskanie
i przetworzenie informacji rynkowych w rzeczywistym przedziale czasowym po-
zostajacym do momentu podjecia decyzji. Mozemy tutaj stwierdzi¢, ze rynki ka-
pitalowe w naturalny sposéb wzmacniajg swoja efektywno$¢ do co najmniej sred-
niej efektywnosci rynkéw kapitatowych.

Z drugiej strony modernizowane regulacje prawne i nadzor instytucjonalnych
rynkéw finansowych coraz skuteczniej eliminuja mozliwos¢ bezkarnego postugi-
wania si¢ informacjami poufnymi. Oznacza to, ze $rednio efektywne rynki kapita-
fowe upodabniaja sie do rynkéw silnie efektywnych. Wszystko to razem oznacza,
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ze ewolucja dowolnego rynku kapitalowego jest zbiezna do silnie efektywnego
rynku kapitatowego. Stad w dalszych rozwazaniach, o ile to bedzie potrzebne, za-
kfada¢ bedziemy silng efektywnos¢ rynku kapitalowego.

To wzmocnienie efektywnosci rynku kapitalowego nie usunelo jednak rozbiez-
nosci pomiedzy teoria a praktyka rynkowa. Zachowania inwestoréw nadal odbie-
galy jednak od racjonalnych zachowan przewidzianych w teorii. Ujawnienie tych
anomalii w jednoznaczny sposdb dowiodlo istnienia przestanek decyzyjnych nie-
zaleznych od normatywnych modeli analizy technicznej lub analizy fundamental-
nej.

Zwrocito to uwage na kolejny aspekt obrazu proceséw ekonomicznych. Nad-
rzednym podmiotem wszelkiego rodzaju dzialan gospodarczo-finansowych jest
czlowiek. I to jego decyzje majg istotny wplyw na ostateczny przebieg procesow
ekonomicznych. Ludzkie decyzje sa determinowane przez racjonalne zmierza-
nie do wyraznie sformulowanych normatywnych celéw oraz przez psychologicz-
ne mechanizmy zachowania si¢ decydenta. Wyréznienie tego drugiego czynnika
prowadzilo wprost do wyodrebnienia si¢ psychologii ekonomicznej bardziej po-
wszechnie nazywanej ekonomig behawioralna. Wszelkie przestanki decyzyjne im-
plikowane przez mechanizmy psychologiczne nazwano przestankami behawioral-
nymi.

Hipoteza o istotnym wplywie czynnikéw behawioralnych na ekonomike wy-
magala oczywiscie weryfikacji. Z poczatku hipoteze t¢ potwierdzaty rozliczne ob-
serwacje'. Konieczne tutaj byto dowiedzenie istotnosci wpltywu wyizolowanego
czynnika behawioralnego na ostateczny wybdr decyzji. Pierwsza przelomowa pra-
cg zawierajaca taki dowdd byt artykut Kahnemana i Tverskyego [1979]. Przedsta-
wione tam wyniki daly podwaliny pod dalsze poszukiwania na gruncie ekono-
mii behawioralnej. Szybko z tego ogélnego nurtu wylonita si¢ domena badawcza
finanséw behawioralnych. Przedmiotem badan finanséw behawioralnych stalo
sie wyrdznianie czynnikéw behawioralnych majacych wplyw na rynki finansowe
oraz ocena tego wplywu. Istota behawioralnego podejscia do finanséw jest po-
szukiwanie psychologicznych mechanizméw zachowania si¢ uczestnikéw rynku
finansowego. Wyrdzni¢ mozna tutaj dwa nurty badawcze. Cz¢$¢ badan koncen-
truje si¢ na poszukiwaniu i objasnianiu anomalii rynkowych polegajacych na od-
stepstwach od normatywnych rynkéw finansowych. Przedmiotem tych badan sa
te paradoksy i anomalie rynkéw finansowych, ktére trudno wyjasni¢ na gruncie
neoklasycznej teorii ekonomicznej. Wykryto tutaj miedzy innymi zréznicowane
autokorelacje pomiedzy stopami zwrotu, efekty kalendarza, efekt wielkosci fir-
my, paradoks zamknietych funduszy powierniczych, efekt konsekwentnego wy-
boru akcji spadkowych. Skutki oddzialywania tych efektéw byly poddawane ana-
lizie statystycznej pozytywnie weryfikujacej stawiane tutaj hipotezy poznawcze.

' Mozna znalezé na przyktad w pracach Tverskyego i Kahnemana [1973] oraz Kahnemana
i Tverskyego [1974].



Analiza behawioralna rynkéw finansowych wskazuje na aspekt psychologicz-
ny dzialan inwestoréw jako przyczyne takiego stanu rzeczy. Niektdore dostrzega-
ne paradoksy wystepuja jedynie lokalnie. Poza tym niektére anomalie zanikaja
wraz z momentem ich spopularyzowania w literaturze. Przykladami sg tutaj efekt
stycznia lub efekt matych firm. Wynika to przypuszczalnie z faktu, ze inwestorzy
gieldowi staraja si¢ wykorzysta¢ pojawiajace sie tutaj mozliwosci dodatkowej sto-
py zwrotu [Zielonka 2004, s. 341]. Jest to kolejna egzemplifikacja zjawiska samo-
sprawdzajacych si¢ prognoz zachowan spotecznych [Merton 1948].

Drugi z nurtéw finanséw behawioralnych koncentruje si¢ na wyszukiwaniu
i objasnianiu tych zachowan uczestnikéw rynku finansowego, ktére sa postrze-
gane z punktu widzenia kryteriéw normatywnych jako irracjonalne. Jak pokaza-
ly liczne badania, inwestorzy powszechnie wykazuja odstepstwa od racjonalnosci
zardbwno w swych przekonaniach, jak i w swych preferencjach. Nieracjonalnos¢
decyzji inwestorskich jest wywotana sktonnos$ciami poznawczymi inwestoréw
oraz ich skfonnosciami motywacyjnymi. Do skfonnosci poznawczych inwestoréw
zaliczamy:

- nierespektowanie prawa zbieznosci regresji do sredniej przeciwstawione ztu-
dzeniom przegrywajacego gracza hazardzisty,

- sentyment inwestycyjny przejawiajacy sie¢ w nadreaktywnosci lub subreak-
tywnos$ci w odniesieniu do pojawiajacych sie informacji rynkowych,

- przesadna pewno$¢ co do wlasnej wiedzy i umiejetnosci,

- nadmierng ufnos$¢ we wlasna kontrole nad zachodzacymi procesami finan-
sowymi,

- efekt myslenia wstecznego usprawiedliwiajacego wlasne bledy, co prowadzi
do ponownego popelniania identycznych bledéw w przysztosci,

- efekt zakotwiczenia polegajacy na przywiagzaniu nadmiernej wagi do pew-
nych sugerowanych wartosci, co utrudnia obiektywna analize sytuacji ryn-
kowej,

- efekt rozpoznawalnosci polegajacy na przywigzywaniu nadmiernej wagi do
obiektow lepiej znanych, co wypacza obiektywng analize rynku finansowe-
go.

Do skfonnoséci motywacyjnych inwestoréw zaliczamy:

- efekt unikania strat polaczony z efektem utopionych kosztéw polegajace na
preferowaniu inwestycji, na ktére ponieslismy juz duze koszty, wliczajac w to
straty na pozycji,

- ksiegowanie umystowe polegajace na subiektywnym zréznicowaniu podej-
$cia do réwnowaznych przeplywoéw finansowych,

- efekt dyspozycji polegajacy na preferowaniu sprzedazy akcji przynoszacych
zyski i zatrzymywaniu akcji przynoszacych straty,

- efekt krétkowzrocznosci polegajacy na ocenianiu inwestycji dlugotermino-
wych za pomocg krétkoterminowych stop zwrotu,
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- dysonans poznawczy polegajacy — w odniesieniu do nabytych aktywow fi-
nansowych - na koncentrowaniu si¢ jedynie na pozytywnych informacjach
na temat tych aktywow.

Kazda z tych anomalii decyzji inwestycyjnych ma swoje bogate udokumento-
wanie w literaturze przedmiotu. Analiza tych publikacji jednoznacznie wskazuje,
ze na dorobek badawczy finanséw behawioralnych sklada sie wiele dobrze udo-
kumentowanych i przedyskutowanych obszernych studiéw przypadkéw potaczo-
nych wspélnym celem polegajacym na zbadaniu czynnikéw behawioralnych ma-
jacych wplyw na rynki finansowe.

Intensywny rozwéj psychologii powodowal intensywny wzrost zlozonosci lo-
gicznej tej dyscypliny wiedzy. Potrzeby kompleksowego traktowania tej wiedzy
spowodowaly koniecznos$¢ substytucji ztozonosci logicznej poprzez zlozonos¢
matematyczng [Matraszek i Such 1989]. Doprowadzito to do wyodrebnienia sie
psychologii matematycznej [Combs, Dawes i Tversky 1970].

Konsekwencjg takiej ewolucji psychologii jest dazenie do budowy modeli for-
malnych objasniajacych behawioralne mechanizmy rynku finansowego. Mozna
tutaj wyrdznic kilka podej$¢ do tego tematu.

Najbardziej typowym dla finanséw behawioralnych modelem formalnym jest
teoria perspektywy zaproponowana w pracach Tverskyego i Kahnemana [1973]
i Kahnemana i Tverskyego [1974; 1979]. W teorii tej wyrdznia si¢ subiektywne
przeksztalcenie obiektywnego prawdopodobienstwa jako behawioralng przestan-
ke decyzji inwestycyjnych.

Barberis, Shleifer i Vishny [1998] rozwijaja teorie perspektywy, wskazujac do-
datkowo na nieprecyzyjne oszacowanie wartosci biezacej jako efekt subiektywne-
go podejscia do problemu wyceny papieru wartosciowego.

Daniel, Hirshleifer i Subrahmanyam [2001] wskazuja na zréznicowany spo-
sOb reakeji poszczegdlnych inwestoréw na otrzymane informacje jako przyczyne
ujawniania si¢ paradoksow rynkowych. Jednym z wyréznikow tej teorii jest zalo-
zony brak silnej efektywnosci rynku finansowego.

Hong i Stein [1999] przedstawiajg dzialalno$¢ inwestycyjng jako gre pomiedzy
inwestorami stosujacymi analiz¢ fundamentalng a inwestorami stosujacymi ana-
liz¢ techniczng. Ten splot dwdch racjonalnych teorii wywoluje takie zjawiska ryn-
kowe, ktore stanowig paradoksy z punktu widzenia teorii ekonomii. Behawioralne
podloze ma tutaj wybor strategii poznawczej.

Podejscie podobne do neoklasycznego prezentuja Dacey i Zielonka [2008].
Proponuja opisanie behawioralnych przestanek decyzji ekonomicznych za pomo-
ca subiektywnych funkcji uzytecznosci.

Tak w ogélnym zarysie przedstawia si¢ domena badawcza finanséw behawio-
ralnych rozumianych powszechnie jako nauka o wplywie czynnikéw behawio-
ralnych na rynki finansowe. Obecnie wynikom tych badan poswigcona juz jest
obszerna bibliografia. Na polskim rynku wydawniczym do tego nurtu mozemy
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zaliczy¢ monografie Plumera [1995], Koppela i Abella [1997], Pringa [1999], Za-
leskiewicza [2003], Tyszki [2004], Zielonki [2006], Czerwonki i Gorlewskiego
[2008], Szyszki [2009] i Zweiga [2010]. Warta polecenia jest tutaj tez lektura ksigz-
ki Bernsteina [1997] nawiazujacej w obszernych swych fragmentach do proble-
matyki finanséw behawioralnych. Wobec kazualnego charakteru finanséw beha-
wioralnych, zapoznanie si¢ z tymi kompetentnymi opracowaniami nie moze by¢
zastapione przez lekture nawet bardzo obszernych streszczen.

Z drugiej strony tematyka finanséw behawioralnych nie wyczerpuje proble-
mu wplywu czynnikéw behawioralnych na finanse. Nalezy tutaj przede wszyst-
kim zwrdci¢ uwage na finanse ubezpieczen. Z ogélnej nauki o finansach ten nurt
badawczy wyodrebnit si¢ juz w siedemnastym wieku. Badania zainicjowal Graunt
[1662]. Pierwsze znaczace wyniki badawcze istotne dla finanséw ubezpieczenio-
wych zawieraly pochodzace z 1694 roku tablice czasu Zycia sporzadzone przez
Halleya. Tematyka finanséw ubezpieczeniowych wzbudzila zainteresowanie wie-
lu badaczy. Juz w osiemnastym wieku mozna zaobserwowac intensywny rozwoj
nauki o finansach ubezpieczen zyciowych. Rozwoj ten byt jednym z gtéwnych ow-
czesnych czynnikéw rozwoju rachunku prawdopodobienstwa. W wiek dwudzie-
sty, bedacy wiekiem intensywnego rozwoju nauki o rynkach finansowych, nauka
o finansach ubezpieczeniowych wkroczyta jako juz dojrzala dyscyplina wiedzy.

I chyba wlasnie ta tatwo dostrzegalna rdéznica ,wiekowa” pomiedzy tymi dwo-
ma nurtami nauki o finansach powoduje, Ze w obu tych obszarach badawczych
te same problemy s3 nazywane catkowicie odmiennymi terminami. Czynniki be-
hawioralne oddzialywajace na finanse ubezpieczeniowe s3 w nauce o ubezpie-
czeniach okreslane jako pewne rodzaje hazardu personalnego. Szczegélng uwage
zwraca sie tutaj [Kowalewski 1994; Kowalczyk, Poprawska i Ronka-Chmielowiec
2006, s. 12] na nastgpujace rodzaje tego hazardu:

- hazard moralny polegajacy na podjeciu dzialan zmierzajacych do wyludze-

nia od ubezpieczyciela nienaleznego odszkodowania,

- hazard motywacyjny objawiajacy si¢ mniejsza starannoscig i dbaloscia

o obiekt ubezpieczony i obojetnoscig wobec zagrozen,

- hazard popytowy przejawiajacy sie poprzez w duzej mierze subiektywny wy-

bor decyzji: ubezpieczaé czy tez nie ubezpieczac.

Kolejny behawioralny czynnik majacy wplyw na finanse ma swoje zrédio
w teorii poznania. Jest to swoisty hazard poznawczy uprawiany przez badacza em-
pirycznej problematyki finansowej. Hazard ten ma podfoze subiektywne i polega
na wybraniu stosowanej metody badawczej w sytuacji, gdy racjonalne wskazania
tej metody sg wieloznaczne. Wybdr ten moze mie¢ wptyw na posta¢ sformutowa-
nych wnioskéw [Zielonka 2004, s. 341], co dalej prowadzi do jednoznacznego wy-
boru sposobu dziatan finansowych.

Przyktadami takich czynnikéw behawioralnych bedziemy si¢ zajmowali w roz-
dzialach 3 i 5 prezentowanej ksigzki.
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Wymienione powyzej przestanki behawioralne nie wyczerpuja listy wszystkich
czynnikow behawioralnych majgcych wplyw na finanse.

W wypadku finanséw przedsiebiorstw nalezy pamieta¢ o psychologicznych
mechanizmach zachowania si¢ menedzera. Efekty tych zachowan lezg jednak na
styku gospodarki finansowej i gospodarki towarowej, co kwalifikuje te efekty do
badania przez bardziej ogolng ekonomie¢ behawioralna.

W wypadku polityki podatkowej nie mozna poming¢ problemu zachowan po-
datnikéw. Dzialania te jednak s3 powigzane miedzy innymi z sytuacja na rynku
pracy, ze sklonnoscig do konsumpcji przeciwstawionej sklonnosci do inwesto-
wania oraz z preferencjami co do okreslonych form oszczedzania. Wszystkie te
aspekty zachowan podatnikéow s przedmiotem badan ekonomii behawioralne;j.

I na koniec rzut oka na finanse publiczne bedace jednym z najistotniejszych
dzialéw nauki o finansach. Tutaj na pewno bardzo wazne sg psychologiczne me-
chanizmy zachowania si¢ politykéw. Ten behawioralny czynnik majacy niewatpli-
wie fundamentalny wplyw na ogét finanséw stanowi juz przedmiot badania poli-
tologii.
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Rozdziat 2

WYBRANE UOGOLNIENIA
TEORII MNOGOSCI

»Racjonalne poznanie naszego otoczenia oraz racjonalne stosowanie wynikow
tego poznania jest usystematyzowane przez logike. Logika jest to teoria czynnosci
poznawczych, [...], a wiec gléwnie:
- grupowania (to jest: klasyfikacji, uporzadkowania, typologii) obiektéw badan,
- stwierdzania faktow i konwencji teoretycznych — odpowiednio poprzez ob-
serwacje, dostarczajaca bazy empirycznej dla teorii, oraz poprzez pomiar
i definicje,
- rozumowania, a w szczegdlnosci uzasadniania (czyli dowodzenia i weryfika-
cji) oraz wyjasniania i wnioskowania.
[...] Rdzeniem logiki jest logika formalna sensu stricto, obejmujaca klasyczny ra-
chunek zdan i nadbudowany nad nim klasyczny rachunek kwantyfikatoréw; sta-
nowi on wystarczajacg podstawe formalizacji zasadniczych rozumowan, przepro-
wadzanych w obrebie [...] matematyki” [Encyklopedia 2005, t. 9, s. 652].
Przestrzen wszystkich zdan twierdzacych oznaczamy symbolem P. Przedmioty
dowolnego poznawczo-aplikacyjnego dzialania stanowia elementy pewnej prze-
strzeni X. Podstawowym narzedziem do klasyfikacji tych elementéw jest pojecie
zbioru. Za pomocg funkcji zdaniowej ¢,:X — P dowolny zbiér A < X mozna
okresli¢ w nastepujacy sposob

A={xeX:9,)} (2.1)

Funkcje zdaniowa ¢, € P* nazywamy predykatorem zbioru A  X. Powiazania
pomiedzy dowolnym zbiorem i jego predykatorem sa wzajemnie jednoznaczne.

Dla jednoznacznego okreslenia postaci zbioru A — X konieczne jest okreslenie
sposobu, w jaki jest dana relacja pomiedzy rzeczywistym stanem rzeczy a infor-
macja zawarta w zdaniu na temat tego stanu rzeczy.
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Punktem wyjscia do rozwazan na ten temat jest ograniczenie si¢ na wstepie do
klasycznego rachunku zdan. Przedmiotem klasycznego rachunku zdan sg jedynie
te zdania twierdzace, ktore sa prawdziwe albo falszywe. Zdanie prawdziwe jest to
zdanie, ktdre opisuje rzeczywisto$¢ taka, jaka jest. Natomiast zdanie falszywe jest
to zdanie, ktdre opisuje rzeczywisto$¢ niezgodnie z tym, jak si¢ ona ma. Jesli zda-
nie nie jest prawdziwe, to jest falszywe. Dowolne zdania spelniajace te warunki
nazywamy zdaniami logicznymi [Ziembinski 2006, s. 63-65]. Przestrzen wszyst-
kich zdan logicznych oznaczamy za pomocg symbolu P, — X. Tak okreslony spo-
sOb oceny zdan stanowi podwaliny dla logiki dwuwartosciowe;.

Prawdziwemu zdaniu logicznemu p € I przypisujemy wartos$¢ logiczng prawda

v(p) =1

Falszywemu zdaniu logicznemu p € P przypisujemy warto$¢ logiczng falsz

v(p)=0.

W ten sposob nad przestrzenig ) wszystkich mozliwych do wypowiedzenia zdan
logicznych rozpinamy funkcje ewaluacji logicznej v: P, — {0, 1}.

Jesli predykator zbioru ¢, : X — [P, przyporzadkowuje poszczeg6lnym elemen-
tom przestrzeni X zdania logiczne, to zbiér A — X okreslony za pomoca zalezno-
$ci (2.1) jest klasycznym zbiorem w ujeciu teorii mnogosci. Zbior ten jest ponizej
opisany za pomocg zaleznosci (2.2). Rodzine wszystkich takich zbioréw oznacza-
my symbolem B(X). Rodzina tworzy algebre Boolea ze wzgledu na nastepujaco
zdefiniowane dziatania:

- sumg

AuBz{xeX:(pA(x)vq)B(x)},
- iloczyn

AnB={xeX:9,(x)Ap,(x)},
- dopelnienie

A':{xeX:~g0A(x)},
gdzie:
Az{xeX:(pA(x), ?, e]P’OX}, (2.2)
Bz{xeX:q)B(x), ?, eIP’OX}.
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Algebra Boole’a zbiorow tworzy istotny element fundamentu dowolnej teorii ma-
tematyczne;j.

Dowolnemu zbiorowi A € B(X) mozemy przypisa¢ jego funkcje charaktery-
styczng y,: X — {0, 1} okreslong przez tozsamos¢

Xa (x)= v((PA (x))

Wartoé¢ funkgji charakterystycznej x,(x) jest rowna wartoéci logicznej zdania
x € A. Przestrzen wszystkich funkcji charakterystycznych nad przestrzenig X
oznaczamy za pomocg symbolu 2”. Przestrzenie B(X) i 2” s3 izomorficzne. Izo-
morfizm ten tutaj okreslimy za pomoca bijekcji @ : B(X) — 2%, Dzieki temu izo-
morfizmowi odpowiednie operacje na zbiorach mozemy w réwnowazny sposéb
zastapi¢ wlasciwie dobranymi dziataniami w przestrzeni funkcji charakterystycz-
nych. Miedzy innymi mozna to zrobic, stosujac nastepujace tozsamosci:

Xaus (x)= Xa (x)v Xs (x)= maX{XA (x), X (x)}’
XAanB (x)= Xa (x) AN Xg (x)= min{XA (%), X5 (x)}’
Xa(x)=1—x,(x).

2.1. Elementy teorii zbioréw rozmytych

Logika dwuwartos$ciowa wielokrotnie byla poddawana krytyce. Podnoszono tu-
taj zarzuty, ze pomiedzy rzeczywistymi wypowiedziami znajdujemy ,,zdania pra-
wie prawdziwe” i ,zdania prawie falszywe”. Dostrzegano istnienie ,,zdan bardziej
prawdziwych niz falszywych” oraz ,zdan bardziej falszywych niz prawdziwych”.
Wskazywano na istnienie ,,zdan mozliwych’, to jest zdan réwnie prawdziwych jak
ich zaprzeczenie. Pierwszym formalnym rozwigzaniem tego problemu byta pro-
pozycja logik wielowarto$ciowych zlozona przez Lukasiewicza [1922]. Propozycja
ta zostala powszechnie zaakceptowana i w zasadzie do tej pory teoria logik wielo-
warto$ciowych jest intensywnie rozwijana.

Przedmiotem rozwazan w logice wielowartosciowej sa te zdania, dla ktérych
jednoznacznie jest okreslona spojna relacja ,,nie mniej prawdziwe”. Dowolne zda-
nia spelniajace te warunki nazywamy zdaniami intuicyjnymi. Przestrzen wszyst-
kich zdan spelniajacych ten warunek oznaczamy za pomocg symbolu P, < IP. Jest
oczywiste, ze kazde ,,zdanie prawdziwe” jest ,,nie mniej prawdziwe” niz ,,zdanie
fatszywe”. W tej sytuacji mozemy zapisa¢ Py — P, — IP. Pozwala to na stwierdzenie,
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ze logika wielowarto$ciowa jest rozszerzeniem logiki dwuwarto$ciowej. Przy roz-
szerzeniu tym obowigzuja nastepujace zasady:
- kazde ,zdanie prawdziwe” jest ,nie mniej prawdziwe” niz dowolne zdanie
intuicyjne,
- kazde zdanie intuicyjne jest ,nie mniej prawdziwe” niz dowolne ,zdanie
prawdziwe”.
Kazdemu zdaniu intuicyjnemu p € P, przypisujemy jego warto$¢ logiczng
V(p) rozumiang jako funkcja uzytecznosci relacji ,nie mniej prawdziwe”. Ozna-
cza to, ze jedli zdanie P jest ,nie mniej prawdziwe” niz zdanie q. to

V(p) = V(q).

Dodatkowo, zgodnie ze spostrzezeniem, ze logika wielowarto$ciowa jest rozszerze-
niem logiki dwuwartosciowej, dla dowolnego zdania intuicyjnego, mamy p € P.

v(p)=v(p).

W ten sposob nad przestrzenig P, wszystkich mozliwych do wypowiedzenia zdan
intuicyjnych rozpinamy funkcje ewaluacji intuicyjnej v: P, — [0, 1].

Réwnolegle do rozwoju logiki wielowarto$ciowej na gruncie informatyki teore-
tycznej prowadzono dociekania na temat zmiennej lingwistycznej, to jest zmien-
nej osiagajacej wartosci bedace stowami lub zdaniami jezyka naturalnego. Zwra-
cano tutaj uwage na brak precyzji informacji opisanej za pomoca zmiennych
lingwistycznych. Istotnym elementem tych rozwazan bylo poszukiwanie adekwat-
nego modelu formalnego zmiennej lingwistycznej. Wyznaczenie takiego mode-
lu formalnego pozwoliloby na precyzyjne okreslenie wlasciwosci nieprecyzyjnego
pojecia zmiennej lingwistycznej, a to z kolei pozwolitoby na zastosowanie deduk-
¢ji matematycznej do rozszerzenia naszej wiedzy na temat zastosowan zmiennej
lingwistycznej.

Takim powszechnie akceptowanym modelem formalnym okazato si¢ zapropo-
nowane przez Zadeha [1965] pojecie zbioru rozmytego A rozumianego jako nie-
precyzyjnie wyrézniony obiekt w przestrzeni elementéw X. Kazdy z elementéw
x € X nalezat do rozmytego zbioru A w stopniu 0 < (%) < 1. W ten sposéb repre-
zentacjg zbioru rozmytego A stata si¢ jego funkcja przynaleznosci u,: X — [0, 1].
W kolejnych swych pracach Zadeh [1975a; 1975b; 1975¢] wykazal przydatnosé
zbioru rozmytego uzytego jako modelu formalnego zmiennej lingwistyczne;.

Propozycja Zadeha wywolala ozywiong dyskusje miedzy innymi na temat isto-
ty matematycznej pojecia zbioru rozmytego. Na przyklad Gougen [1967] przez
pojecie zbioru rozmytego rozumial jego funkcje przynaleznosci, Koczy i Hajnal
[1977] za$ za rozmyte podzbiory w przestrzeni X proponuja uzna¢ elementy pew-
nego niepustego zbioru, nad ktérym okreslono réznowartosciowe przeksztalcenie
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na zbiér [0, 1]%. Mozna tez sie spotka¢' z okresleniem zbioru rozmytego A, opisa-
nego przez swa funkeje przynaleznosci, jako zbioru par uporzadkowanych

A ={(x, yA(x)); xeX}.

Obiecujaca formalnie byta tez sugestia przedstawienia teorii zbioréw rozmytych
jako rozszerzenia teorii mnogosci opartej na logice dwuwartosciowej. Rownolegle
toczyla sie dyskusja nad interpretacja funkcji przynaleznosci. Przewazyt tutaj po-
glad®, ze wartosci funkcji przynaleznosci nalezy interpretowaé w $wietle teorii lo-
gik wielowarto$ciowych Lukasiewicza. Warto$¢ funkeji przynaleznosci p,(x) jest
tutaj identyfikowana z wartoscig logiczng zdania intuicyjnego stwierdzajacego, ze
element x € X jest sktadnikiem zbioru rozmytego A. Formalnym odzwierciedle-
niem tej interpretacji jest tozsamos¢

u,(x)=v("xeX"). (2.3)

Na bazie tej dyskusji Switalski [1986] zaproponowat prosta formalng definicje
zbioru rozmytego. Definicje te przytoczymy tutaj w caloci.

Dany jest opisany juz powyzej izomorfizm ®:B(X) — 2 pomiedzy rodzi-
na B(X) wszystkich klasycznych zbioréw a rodzing 2* wszystkich funkcji cha-
rakterystycznych. Istnieje wtedy tez bijekcja odwrotna ®':2* — B(X). Rodzine
wszystkich zbioréw klasycznych mozemy przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

B(X) = 7'(2%) (2.4)

jako obraz rodziny wszystkich funkcji charakterystycznych. Izomorfizm @' po-
szerzamy do dowolnego przeksztalcenia réznowartoéciowego @' okreslonego
nad zbiorem wszystkich funkcji przynaleznosci [0,1]*. Kazdy element obrazu
tego przeksztalcenia

FE) =07 ([0,1]°), (2.5)

nazywamy zbiorem rozmytym. Dla wyrdznienia zbiory pochodzace z rodziny
B(X) nazywac bedziemy zbiorami klasycznymi.

Dzigki takiemu podejsciu oraz interpretacji (2.3) dowolny zbiér rozmyty
A e F(X) przypisany funkcji przynaleznosci p, bedziemy mogli zapisa¢ w postaci

A={xeX: g, ()P}, u,(x)=V(p,(x)}. (2.6)

' Na przyktad w pracy Negoity i Ralescu [1975].
? Przedstawiany miedzy innymi w pracach Gilesa [1976], Gottwalda [1979], Lee i Changa
[1979] i Wygralaka [1985].
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Najogolniejsza podstawa formalng przydatng do rozwoju teorii zbioréw roz-
mytych jest opisana przez Birkhoffa [1967] teoria krat’.

W wielu wnioskowaniach, dla dowolnego zbioru rozmytego A € F(X) wyr6z-
niamy jego no$nik ||A|| € B(X) okreslony przez zaleznoé¢

||A||={xeX: ptA(x)>O}.

Kierunki rozwoju teorii zbioréw rozmytych sa ograniczone zasadg rozszerze-
nia Zadeha [1975a]. Zasada ta glosi, ze jesli wybrane pojecie jest juz zdefiniowa-
ne w przestrzeni B(X) klasycznych zbioréw, to dowolne uogdlnienie tej definicji
w przestrzeni zbioréw rozmytych J(X) moze by¢ jedynie rozszerzeniem definicji
sformutowanej juz w przestrzeni B(X).

2.1.1. Algebra zbiorow rozmytych

Definiujgc dzialania algebry zbioréw rozmytych, korzystamy z zasady rozszerze-
nia Zadeha. Stad dzialania teoriomnogos$ciowe na rodzinie zbioréw rozmytych
JF(X) okreslamy w nastepujacy sposob:

- sume

Auéz{xeX:goA(x)vq)B(x)},
- iloczyn

AnB={xeX:9,(x)Aq,x)},
- dopelnienie

A’z{xeX: ~<pA(x)},

gdzie zbiér rozmyty A jest okreslony za pomocg zaleznosci (2.6), zbiér rozmyty B
za$ jest dany w postaci:

E:{xeX: ¢5(x), @, e]P’IX}.

> We wspélczesnym pismiennictwie polskim obszerne oméwienie tej teorii mozna znalezé
w pracy Walendziaka [2009]. Problem zwiagzkéw pomiedzy teorig krat a teorig zbioréw rozmytych
zostal kompetentnie omdéwiony przez Drewniaka [1984].
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Korzystajac z izomorfizmu pomiedzy rodzing funkcji przynaleznosci a rodzing
zbioréw rozmytych, poszczegolne dziatania teoriomnogosciowe mozemy zapisa¢
w réwnowazny sposob, stosujac nastepujace tozsamosci:

Uuos (x)= S(/"A (%), Up (x)),
Hunp (%)= T((MA (%), Up (x)),

p, () =C(p,(x)),

gdzie:

- funkgja S: [0, 11*— [0, 1] jest rozszerzeniem funkeji max: {0, 1} — {0, 1},

— funkcja T: [0, 1]* — [0, 1] jest rozszerzeniem funkcji min: {0, 1}* — {0, 1},

- funkcja C: [0, 11> — [0, 1] jest rozszerzeniem funkgji f: {0, 1} — {0, 1} zada-

nej przez tozsamos¢ f(a) =1 - a.

Funkgje S, T, C powinny by¢ tak dobrane, aby ich wlasciwosci gwarantowaty
spelnienie intuicyjnych wymagan stawianych dzialaniom na zbiorach rozmytych.
W wyniku szerokiej dyskusji* wykrystalizowat sie poglad gloszacy, ze:

— jedyna funkgja C: [0, 1] — [0, 1] definiujaca dopelnienie zbioru rozmytego

jest okreslona za pomoca tozsamosci

Cla)=1-a,

- kazda funkcja T: [0, 1]* — [0, 1] definiujgca iloczyn zbioréw rozmytych jest
dowolng t-norma [Menger 1942], co oznacza, ze spelnione sg tozsamoscio-
we warunki

7(0, 0) = 0,
T(a, 1) =1T(1, a) = a,
(a,b) <(¢,d) = T(a, b) < T(c, d),
T(a, b) = T(b, a),

T(T(a,b),¢)=T(a, T(b,)),

* Dyskusje te mozna przesledzi¢ w pracach: Bellmana i Giertza [1973], Czogaly i Drewnia-
ka [1984], Dombiego [1982a, 1982b], Hamachera [1978], Klementa [1982], Mesiara i Piaseckiego
[1990], Mizumoto i Zimmermanna [1982], Roddera [1975], Thole’a, Zimmermanna i Zysny [1979],
Yagera [1982], Zimmermanna [1978], Zimmermanna i Zysna [1980].
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- kazda funkcja S: [0, 1] — [0, 1] definiujgca sume zbioréw rozmytych jest
dualng dla zadanej t-normy T t-konorma [Schweizer i Sklar 1961] okreslo-
na przez tozsamos¢

S(a,b)=1-T(1 -a,1-0b).

W wypadku tak zdefiniowanych dzialan teoriomnogo$ciowych nie jest spetniona
rozdzielno$¢ pomiedzy dziataniami sumy i iloczynu zbioréw rozmytych. Postulat
rozdzielnosci tych dzialan bedzie spelniony jedynie wtedy, gdy dodatkowo beda
spelnione nastgpujace tozsamosciowe warunki:

S(a, T(b,c))=$(T(a,b), T(a,c)),

T(a, S(b, c))=T(S(a,b), S(as c)).

Hamacher [1978] dowiddl, ze jedynymi t-norma i t-konorma spetniajacymi te do-
datkowe warunki sg funkcje okreslone przez tozsamosci:

S(a, b) = max {a, b},
T(a, b) = min {a, b}.

Oznacza to, Ze przy spelnieniu postulatu rozdzielnosci sumy i iloczynu poszcze-
gélne dziatania teoriomnogosciowe w przestrzeni F(X) zbioréw rozmytych sa
okreslone w jednoznaczny sposdb przez tozsamosci:

aop(X) =, () v pag(x) = max{."’A (%), pg (x)}:

Hans (x)= Uy (x) AUg (x)= min{[’lA (x), Ug (x)}’
["A'(x) = I_VA(x)'

W tej ksigzce wszystkie rozwazania bedg prowadzone dla przypadku spetnienia
praw rozdzielnosci iloczynu i sumy zbioréw. Jest to warunek konieczny dla istnie-
nia przestrzeni metrycznej zbioréw rozmytych [Birkhoff 1967]. Pojecie odleglosci
pomiedzy zbiorami rozmytymi bedzie nam potrzebne w trakcie badania wlasci-
wosci tych zbioréw.

Przestrzen JF(X) zbioréw rozmytych z tak zdefiniowanymi dziataniami teorio-
mnogo$ciowymi tworzy taka algebre de Morgana, ktdéra nie jest algebrag Boole’a.
Oznacza to, ze w przypadku dziatan teoriomnogo$ciowych na zbiorach rozmytych
nie jest zachowane prawo wylaczonego $rodka.
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W naszych dalszych rozwazaniach bedziemy tez korzystac z relacji zawierania
sie zbioréw rozmytych. Relacja ta dla dowolnej pary zbioréw rozmytych (A, B)
jest okreslona w nastepujacy sposob:

AcBe Vxe F(X): u, (x) < py(x).

2.1.2. Miary nieprecyzji zbioru rozmytego

Jak juz wspomniano, zbiory sg stosowane jako narzedzie do przedstawienia wyni-
ku przeprowadzonych czynnosci klasyfikacyjnych. Sporzadzona w ten sposéb in-
formacja na ogot jest nieprecyzyjna. Wielu badaczy przedmiotu w obrazie niepre-
cyzyjnosci informacji wyréznia niewyrazistos¢ informacji oraz wieloznacznos¢
informacji [Klir 1993; Stirling 2003]. Niejednoznaczno$¢ informacji interpretuje-
my jako brak jednoznacznego wyrdznienia pomiedzy wieloma wskazanymi alter-
natywami jednej rekomendowanej alternatywy. Niewyrazisto$¢ informacji inter-
pretujemy jako brak jednoznacznego rozréznienia pomiedzy dang informacja i jej
zaprzeczeniem.

Nasilanie si¢ nieprecyzyjnoséci danej informacji obniza przydatno$¢ tej infor-
macji. Stad w tym podrozdziale zajmiemy si¢ problemem pomiaru nieprecyzji.
Punktem wyjscia do tego pomiaru bedzie miara M zdefiniowana na pewnym
o-ciele podzbioréw zawartych w przestrzeni X. Zadaniem tej miary jest wskazanie
tych elementéw przestrzeni X, do ktorych przykladamy wieksza wage. Podstawag
dalszych ocen dowolnego mierzalnego zbioru rozmytego A e F(X) bedzie jego
miara M(A) okre$lona przez Khaliliego [1979] w nastepujacy sposob:

M(A) = [, (x) dx.

Ze swej istoty jedynie informacja wieloznaczna moze by¢ niewyrazista. Dla-
tego w pierwszym kroku nasze rozwazania skupimy na pomiarze wieloznaczno-
$ci. Wiasciwym narzedziem jest tutaj miara energii zaproponowana przez de Luce
i Terminiego [1979] jako uogdlnienie pojecia liczby kardynalnej zbioru. W na-
szych rozwazaniach bedziemy wykorzystywa¢ zmodyfikowang definicje tej miary
podang przez Gottwalda, Czogale i Pedrycza [1982]. Zgodnie z tg propozycja mia-
rg energetyczng bedziemy nazywa¢ dowolne przeksztalcenie d: F(X) — [0, +oo]
speniajace dla dowolnej pary zbioréw rozmytych (A, B) nastepujace warunki:

(@) =0, (2.7)
d(A) <d(X), (2.8)
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AcB=d(A)<d(B). (2.9)

Warunek (2.7) wskazuje, ze zbiorowi pustemu przypisujemy zerowa wartos¢
miary energetycznej. Warunek (2.8) jest uzasadniony stwierdzeniem tego, ze in-
formacja reprezentowana przez zbiér X jest w najwiekszym stopniu wieloznacz-
na. Warunek ten dodatkowo okresla miare energetyczng jako miare skonczona.
Ostatni warunek (2.9) moéwi, ze miara energetyczna jest monotonicznym prze-
ksztatceniem nad rodzing zbioréw rozmytych.

Dla naszych dalszych celéw aplikacyjnych wystarczajace jest, ze ograniczymy
sie tutaj do zaproponowanej przez Gottwalda, Czogale i Pedrycza [1982] egzem-
plifikacji tej miary danej za pomoca tozsamosci

d(A)=f[Jg(uA(x))dx}

gdzie funkgcje f: [0, +oo[ — [0, f 11 g:[0, 1] — [0, +oo[ s3 rosngcymi funkcjami
spelniajacymi dodatkowo warunek

f(0)=g(0)=0. (2.10)

Zastosowanie odpowiednio dobranych postaci tych funkcji ma zagwarantowac
to, Ze miara energetyczna zawsze bedzie miarg skonczong. Wyniki przedstawione
w pracy Estevy i Quantanilli [1987] pozwalajg stwierdzi¢, ze w dalszych rozwaza-
niach mozemy si¢ ograniczy¢ do przypadku

glx)=x

Ostatecznie stosowana przez nas dalej miara energetyczna d: F(X) — [0, +oo[
przyjmuje postac

d(A)= f(m(A)). (2.11)

Zwigkszanie si¢ miary energetycznej zbioru rozmytego oznacza przyrost wielo-
znacznosci informacji reprezentowanej przez ten zbior.

Dodatkowo miara zbioru rozmytego moze nam postuzy¢ do wyznaczenia me-
tryki na rodzinie F(X) zbioréw rozmytych. Zgodnie z sugestia zawartg w pracy
Kaufmanna [1975], jest nia odlegto$¢ Hamminga §: I: F (X)] — [0, +00] okreslona
za pomocg tozsamosci

3(4, B)zm(AuB)—m(AmB)=f|yA(x)—yB(x)|dx.
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Rosnace przeksztalcenie odlegtosci Hamminga f o § moze by¢ stosowane migdzy
innymi jako miara podobienstwa pomiedzy zbiorami rozmytymi. Przyjmuje si¢
wtedy, ze im zbiory s3 mniej odlegle, tym bardziej s do siebie podobne.

Fakt ten wykorzystamy przy ocenie niewyrazisto$ci informacji reprezentowa-
nej przez zbior rozmyty. Przystepujac do tej oceny, okreslmy na wstepie zbidr roz-

myty Il% jako zbidr przypisany funkcji przynaleznosci
X
1

x)=—.

2

1
Kazdy element przestrzeni X nalezy do zbioru H—]‘ w stopniu réwnym stopniowi
X

jego nienalezenia. Oznacza to, ze opisany powyzej podzbidr rozmyty jest rowny
wlasnemu dopetnieniu. Mozemy w tej sytuacji stwierdzi¢, ze informacja reprezen-
towana przez ten zbidr jest w najwiekszym stopniu niewyrazista.

Wladciwym narzedziem do pomiaru niewyrazistosci informacji reprezen-
towanej przez zbiér rozmyty jest miara entropii’ zaproponowana przez de Luce
i Terminiego [1972]. W poréwnaniu z oryginalna definicja, zostanie tutaj jedy-
nie ostabiony warunek wyroézniajacy zbiory charakteryzujace si¢ zerowa warto-
$cig miary entropii. Zmiana ta swoim duchem odpowiada zaproponowanym
przez Gottwalda, Czogale i Pedrycza [1982] zmianom definicji miary energetycz-
nej. Zgodnie z tym miarg entropii nazywac¢ bedziemy dowolne przeksztalcenie
e: FX) — [0, +oo[ spetniajace dla dowolnej pary zbioréw rozmytych (A, B) na-
stepujace warunki:

AeB(X)= e(A)=0, (2.12)

e(A)Se(H%L} (2.13)
(a3l 3Bl (oefi], < 3fi] J= <o
ANn||=| < Bn|=|| |A|Bul|=| < Aul=|| |=e(A)<e(B). (2.14)
2]x 2 Jlx 2]lx 2%

Warunek (2.12) wskazuje, ze wszystkim zbiorom klasycznym przypisujemy zero-
wa warto$¢ miary entropii. Warunek (2.13) jest uzasadniony stwierdzeniem tego,

> Teza ta obszernie zostata uzasadniona w pracy: Bierdosian i Xie [1984].
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ze informacja reprezentowana przez zbior 5 jest w najwiekszym stopniu nie-

wyrazista. Warunek ten dodatkowo okresla miare entropii jako miare¢ skonczo-
ng. Trzeci z kolei warunek, (2.14), méwi, ze bardziej zdecydowane rozstrzygniecie
problemu przynalezenia lub nieprzynalezenia elementéw do ocenianego zbioru
powoduje zmalenie jego entropii.

W literaturze przedmiotu znajdujemy wiele propozycji miar entropii zbioréw
rozmytych. Propozycje te mozna z grubsza podzieli¢ na dwie grupy. W pierwszej
z nich znajdujemy te miary entropii, w ktérych definicjach skorzystano ze zna-
jomosci przebiegu zmienno$ci pewnych specyficznych funkgji. Jedynym uzasad-
nieniem wprowadzenia tych miar entropii byto spelnianie przez nie warunkow
(2.12), (2.13) i (2.14). Druga grupa miar entropii s3 miary zdefiniowane na pod-
stawie pewnych intuicyjnych przestanek. Przestanki te wynikaja z przekonania, ze
miara entropii powinna by¢ funkcja podobienstwa pomigdzy pewnymi zbiorami.
Poszczegdlne propozycje miary entropii roznily sie wskazaniem pary poréwny-
wanych zbioréw. Autorzy, omawiajac swoje propozycje okreslenia miary entro-
pii, przedstawiali przestanki uzasadniajace merytorycznie dokonany wybor pary
poréwnywanych zbioréw. Traktujac propozycje miary entropii z tej drugiej grupy
jako lepiej uzasadnione, zaproponujemy je do zastosowania.

Kaufmann [1975] zaproponowal, aby jako miernik entropii zbioru rozmytego
A przyjaé jego podobienstwo do najbardziej podobnego zbioru klasycznego. Mo-
zemy zapisac¢ okreslenie miary entropii Kaufmana e, w nastepujacy sposob:

ex(A)= f(inf{8(4, B): Be B(X)} )= f(&[il, {x eX:p,(x) %}D

Czogala, Gottwald i Pedrycz [1981] eksponuja przestanke méwigca, ze niewy-
razne okreslenie przynaleznosci elementéw do zbioru rozmytego powoduje nie-
spelnianie prawa wylaczonego srodka. Wynika z tego ich propozycja, aby miare
entropii zbioru rozmytego A rozumieé jako miare podobienstwa zbioru A A’
do zbioru pustego @. Sugerowana przez nich miara entropii e, zdefiniowana jest
w nastepujacy sposob:

ec(A)=f(8(AUA, @)).
Wychodzac z tych samych przestanek co powyzej, miarg entropii zbioru roz-
mytego A bedziemy rozumie¢ jako miar¢ podobienstwa zbioru AU A’ do uniwer-

sum X. Uzyskujemy wtedy miare entropii e.. dang przez tozsamos¢

ec.(A)=f(5(AuA', X)).
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Innym ujeciem miar entropowych jest ujecie zaproponowane przez Yagera
[1979]. Jego zdaniem, miara entropii zbioru rozmytego A powinna by¢ ocena
rozréznialnosci pomiedzy zbiorem A i jego dopelnieniem A'. Oczywista prze-
stankg tak rozumianego pojgcia miary entropii jest zauwazenie faktu, ze im zbior
rozmyty jest mniej wyrazicie okreslony, tym bardziej jest podobny do swego do-
pelnienia. Miara entropii powinna wiec by¢ malejaca funkcja oceny tego podo-
bienstwa. Oznacza to, ze miara entropii Yagera e, moze by¢ zapisana na przyktad
w postaci

e, (A)= f(%-(m(X)—&(A, A’))j.

W poréwnaniu z podanymi przez poszczegélnych autoréw okresleniami miary
entropii, we wszystkich przytczonych definicjach zastosowano zlozenie oryginal-
nie zdefiniowanej miary z rosnacg funkcjg f: [0, +oo[ — [0, f__ ] spelniajacg wa-
runek (2.10). Podobnie jak poprzednio, zastosowanie odpowiednio dobranych
postaci tej funkcji ma zagwarantowa¢ to, ze miara entropii zawsze bedzie miarg
skonczong. Dodatkowo, w poréwnaniu z oryginalng dleﬁnich Yagera, w uogdlnio-

nej definicji tej miary wprowadzono mnozenie przez > Ten prosty zabieg formal-

ny ulatwi nam wkrétce czytelne sformulowanie pewnego wniosku. Zaden z tych
zabiegéw formalnych nie ma wplywu na porzadek wyznaczony przez wartosci
miary entropii.
Dzigki prostym przeksztalceniom, tatwo mozna sprawdzi¢, ze wszystkie zdefi-
niowane powyzej miary entropii s3 identyczne, gdyz mamy
e(A)=ex(A)=e.(A)=e.(A)=¢e,(A)

dla dowolnego zbioru rozmytego A € F(X). W trakcie dalszych rozwazan bedzie-
my stosowaé nastepujace rownowazne zaleznosci okreslajace miare entropii:

e(d)=f(S(ANA’, @)= f(m(AnA))=

=d(AmA')=f£J.yA(x)/\(1—/,¢A(x))dx} (2.15)
X

2.1.3. Przyblizenia liczb rzeczywistych i oszacowania nieprecyzyjne

Nasze rozwazania ograniczamy do przypadku, gdy przestrzen X rozpatrywa-
nych elementéw jest identyczna z przestrzenig wszystkich liczb rzeczywistych R.
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Dowolna liczba rzeczywista [ € R jest reprezentowana tutaj przez jednoelemen-
towy zbiér L([ ) € B(R) jednoznacznie okreslony przez swa funkcje charaktery-

styczna

B 1 da x=(, (2.16)
Xe ()= 0 dla x=/[. ’

Liczba taka moze reprezentowaé warto$¢, ktéra znamy dokladnie. Z drugiej stro-
ny, w praktyce poznawczej wielokrotnie znane nam sg jedynie przyblizone war-
tosci obserwowanych zmiennych. Kazda z tych przyblizonych wartosci jest liczbg
nieprecyzyjna. Istnieje tutaj naturalna potrzeba stworzenia takiej teorii formalnej,
ktéra umozliwi przeprowadzanie przeksztalcen algebraicznych lub obliczen aryt-
metycznych.

Wyniki dotychczasowych rozwazan sg przestanka do okreslenia liczby niepre-
cyzyjnej jako liczby rozmytej w postaci zaproponowanej przez Dubois i Pradea
[1979 i 1981]. Przedstawiana przez tych autoréw oryginalna definicja liczby roz-
mytej odnosi si¢ do pojecia zbioru rozmytego rozumianego jako funkcja przy-
naleznosci. Uzywajac jezyka formalnego stosowanego w tym rozdziale, dowolna
liczbe rozmyta definiujemy jako zbiér rozmyty L e F(R) reprezentowany przez
swa funkcje przynaleznosci y,: R — [0, 1] spelniajacg warunki:

- normalnosci

I eR: y,()=1, (2.17)

- wypuklosci

V(x, y, z2)eR*: x<y<z=u(y)= min{yL(x), yL(z)}.

Dowolny zbiér rozmyty L € F(R) spelniajacy jedynie warunek (2.17) nazywamy
,przyblizeniem liczby [ '€ R” i oznaczamy symbolem L(('). Stosujac te konwencie,
musimy pamietac, ze:
- dowolna liczba rzeczywista moze miec¢ wiele réznych przyblizen reprezento-
wanych przez rézne liczby rozmyte,
- ustalona liczba rozmyta moze by¢ przyblizeniem réznych liczb rzeczywi-
stych.
Obie te wlasciwosci w dobry sposdb odzwierciedlaja behawioralng istote poje-
cia przyblizonej wartoséci. Kazda rozmyta liczba rzeczywista spelniajagca warunek
(2.17) jest oczywiscie ,,przyblizeniem liczby [ € R”.
Dowolny zbiér rozmyty L € F(R) interpretujemy jako nieprecyzyjne oszaco-
wanie pewnej wartosci. Jesli oszacowanie to nie spetnia warunku (2.17), to nie

28



mozemy stwierdzi¢, jakiej liczby rzeczywistej jest to przyblizenie. Taka sytuacja
jest spotykana w praktyce badawczej.

Operacje arytmetyczne i przeksztalcenia algebraiczne przyblizen liczb rzeczy-
wistych zostaly zdefiniowane w pracy Dubois i Prade’a [1978] z zachowaniem za-
sady rozszerzenia Zadeha.

Niech beda dane dwa przyblizenia licz rzeczywistych:

~ przyblizenie L({') = A € F(R) reprezentowane przez swa funkcje przynalez-

nosciu,: R — [0, 1],
- przyblizenie L(R) = B e F(R) reprezentowane przez swa funkcje przynalez-
nosci pu,: R — [0, 1].

Zajmiemy si¢ najpierw operacjami jednoargumentowymi. W przypadku do-

kfadnych liczb rzeczywistych kazdg taka operacje mozna przedstawi¢ w postaci

h=h(l). (2.18)

W wyniku przeksztalcenia - za pomocg operacji jednoargumentowej - przyblize-
nia L([) liczby rzeczywistej otrzymujemy przyblizenie L(h([ )) = C reprezentowa-
ne przez swa funkcje przynaleznosci

yc(z)zsup{O, py(x): z=h(x), xeR}. (2.19)

Klasa przyblizen liczb rzeczywistych jest zamknieta ze wzgledu na dowolng ope-
racje jednoargumentowa wyznaczong przez ciagla funkcje (2.18).

W zblizony sposdb okresla si¢ operacje dwuargumentowe. W przypadku do-
ktadnych liczb rzeczywistych kazdg taka operacje mozna przedstawi¢ w postaci

h=h(k, (). (2.20)

W wyniku przeksztalcenia - za pomocg operacji dwuargumentowej - przyblizen
L(kR) i L([) liczb rzeczywistych otrzymujemy przyblizenie L(h(ﬁ, [ )) =C repre-
zentowane przez swa funkcje przynaleznosci

yc(z):sup{o, min{[,tB(x),yA(y)}: z=h(x,y), x,y E]R}.

Klasa przyblizen licz rzeczywistych jest zamknieta ze wzgledu na dowolng ope-
racje dwuargumentowa wyznaczong przez ciagla funkeje (2.20). Bez koniecznosci
jakichkolwiek zmian definicje operacji jednoargumentowych i operacji dwuargu-
mentowych mozna rozszerzy¢ do definicji analogicznych operacji na oszacowa-
niach nieprecyzyjnych.
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W praktycznych zastosowaniach wigkszo$¢ badaczy ogranicza sie¢ do rozmy-
tych liczb trapezoidalnych oraz do rozmytych liczb tréjkatnych®,

Trapezoidalng liczbg rozmyta nazywamy liczbe rozmyta T(g,s,t,u) = A wy-
znaczong dla dowolnej czwdrki liczb rzeczywistych g < s < t < u za pomoca swej
tunkcji przynaleznosci danej przez tozsamos¢

0, x<gq,

1
—(x—a), g<x<s,

IuA(x): 1) SSXSI’,
1
—(x—u), t<x<u,
t—u
0, x>q.

Liczba trapezoidalna T(g,s,t,u) jest przyblizeniem L([') dowolnej liczby rze-
czywistej [e [s, t]. Jesli teraz zalozymy, ze s = t, to otrzymamy liczbe tréjkatna

T(qg,s,s,u) = A wyznaczong dla dowolnej tréjki liczb rzeczywistych g <'s < u za
pomoca swej funkcji przynaleznosci danej przez tozsamosé

0, x<q,
1
—-(x—a), g<x<s,
s—q
pa(x)=11, x=s,
1
——(x—-u), s<x<u,
s—u
0, x>q.

Kazda liczba tréjkatna T(q, s, s, u) jest przyblizeniem L(s) tylko jednej liczby
rzeczywistej s € R. Dowolna liczba rzeczywista [ € R moze by¢ przedstawiona
jako liczba tréjkatna IN"([',~ (00,

Liczba trapezoidalna T ( s, s, t, t) jest reprezentowana przez przedzial liczbowy
i z tego wzgledu jest nazywana liczba przedzialowg lub liczbg interwatows.

Dowolny rozmyty zbiér L e F(R) nazywamy liczbowym zbiorem rozmytym.
Kazde przyblizenie L([) e F(R) liczby rzeczywistej jest szczegdlnym przypad-
kiem liczbowego zbioru rozmytego.

® Mozna sprawdzi¢ na przyklad w pracy: Fang Yong, Lai Kin Keung i Wang Shouyang [2008].
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Dla dowolnego liczbowego zbioru rozmytego L reprezentowanego przez swa
funkcje przynaleznosci y, € [0, 1]%, dla ktérego catka

+00

M(i)z{JyL(x)de -'[xyL(x) dx (2.21)

—00

jest zbiezna, mozemy wyznaczy¢ przecietng wartoé¢ M(L) tego zbioru. Przeciet-
na warto$¢ liczbowego zbioru rozmytego jest interpretowana jako srednia wazona
wszystkich branych pod uwage ilosciowych alternatyw.

Szczegdlnym przypadkiem liczbowego zbioru rozmytego jest zbidr o skonczo-
nym noséniku. Jest to taki liczbowy zbiér rozmyty L, dla ktérego funkgji przyna-
leznosci y, istnieje para liczb rzeczywistych (I_. .1 ) e R’ taka, ze spetniony jest
warunek

min’

{x eR: p, (x) >O} c[lmm, lmaX].

Dla dowolnego liczbowego zbioru rozmytego Le F(R) o skoficzonym no$niku
istnieje jego warto$¢ przecigtna M(L).

2.1.4. Uporzadkowanie oszacowan nieprecyzyjnych

Oszacowania nieprecyzyjne moga postuzy¢ do uporzadkowania obiektow repre-
zentowanych przez te oszacowania. Przygotowujac sie do realizacji tego zadania,
na wstepie okreslimy w tym podrozdziale relacje porzadku na zbiorze wszystkich
nieprecyzyjnych oszacowan F{(RR). Jedyna przestanka, jaka bedziemy sie tutaj kie-
rowac, bedzie zasada rozszerzenia Zadeha. W sytuacji, gdy poréwnywane oszaco-
wania sg zbiorami rozmytymi na prostej rzeczywistej, nalezy to uporzadkowanie
wyznaczy¢ jako rozmyty preporzadek w rozumieniu podanym przez Orlovskiego
[1978].

Rozmyta relacja preporzadku 9 € f(f(R)x F (R)) jest okreslona przez swa
funkcje przynaleznosci v, : J{R) x JF(R) — [0, 1]. Dla dowolnych oszacowan nie-
precyzyjnych A, Be F(R) danych odpowiednio przez swe funkcje przynalezno-
§ci p,, gy € [0, 1% wspomniana funkcja przynaleznosci jest reprezentowana przez
zaleznos¢

vQ(A, B) =sup{min{yA(x), ;,tB(y)} x> y}. (2.22)

Wartos¢ funkeji przynaleznosci v,, (A, B) bedzie tutaj interpretowana jako warto$¢
logiczna zdania:
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oszacowanie A jest wigksze rowne od oszacowania B,

co zapisujemy A > B. Jedli oszacowanie A € F(R) reprezentuje liczbe precyzyjna
x € R opisang przez funkcje przynaleznosci (2.16), to funkcja przynaleznosci re-
lacji preporzadku jest wyznaczona przez tozsamos¢

vo(A, B)=sup{u,(y): x> y}. (2.23)

Rozmyta relacja ostrego porzadku Z e f( FRYxF (]R)) jest okreslona przez
swa funkcje przynaleznosci v: F(R) x F(R) — [0, 1] dang za pomoca tozsamosci
3 )€ przy. z 3zap 3

vZ(A,fS’):min{vQ(A,E),l—vQ(B,A)}. (2.24)

Wartos¢ funkeji przynaleznosci v, (A, B) bedzie tutaj interpretowana jako warto$¢
logiczna zdania:

oszacowanie A jest wigksze od oszacowania B, (2.25)

€O zapisujemy A~ B.
Rozmyta relacja réwnosci Ve f( FR)x F (R)) jest okreslona przez swa
funkcje przynaleznosci v, : JHR) x F(R) — [0, 1] dang za pomoca tozsamosci

vy (A, B)=min{v,(4,B),vo(B,A)}. (2.26)

Wartos¢ funkeji przynaleznosci v, (A, B) bedzie tutaj interpretowana jako war-
to$¢ logiczna zdania:

oszacowanie A jest rowne oszacowaniu B,

€O zapisujemy A~B.
Niech bedzie dana ustalona relacja preporzadku 9 e f(j—"(]R)x ¥a (]R)). Rela-
cje te wykorzystamy do uporzadkowania elementéw zadanego zbioru X. Wezmy
pod uwage dowolng funkcje f: X — F(R). Funkeja ta okresla na zbiorze X prepo-
rzadek T zdefiniowany dla dowolnej pary (X, Y) € X x X w nastepujacy sposob

XY f(X) = f(X).

Wyznaczona w ten sposob relacja jest scharakteryzowana przez swa funkcje przy-
naleznosci ¢ X x X — [0, 1] okreslong przez tozsamos¢

9o (X,Y) =v, (f(X), f(V)).
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Preporzadek ten wyznacza rozmyty zbiér U, , € F(X) elementéw maksy-
malnych w zbiorze X. Zbidr ten jest dany przez swa funkcje przynaleznosci
py: X — [0, 1] okreslong przez tozsamo$¢

uy (X) = inf {max{p, (X, ), 1=, (¥, X)}: Y e X}. (2.27)

2.1.5. Elementy teorii rozmytych przestrzeni probabilistycznych

Przedmiotem rozwazan jest tutaj przestrzen zdarzen elementarnych Q = {w}. Wia-
$ciwosci tej przestrzeni zdarzen elementarnych sg scharakteryzowane za pomoca
precyzyjnie okreslonej przestrzeni probabilistycznej (Q, o, P), gdzie poszczegdlne
symbole oznaczaja:

- 0c B(Q) - przeliczalne cialo zdarzen losowych,

- P:0— [0, 1] - ustalong miare prawdopodobienstwa.
Nad ta przestrzenig zdarzen elementarnych jest okreslona zmienna losowa
X : Q — R. Rozklad prawdopodobienstwa tej zmiennej jest jednoznacznie okre-
$lony przez jej dystrybuante F: R — [0, 1] zdefiniowang nastepujaco:

VxeR: F(x) :P({we Q: X(w)< x})

Obrazem dowolnego zdarzenia losowego A € o po przeksztalceniu przez zmienna
losowg X jest zbior X(A) € B(R) stanowiacy element przeliczalnego ciala Borela.
Jesli zdarzenie losowe A € o jest reprezentowane przez swa funkcje charaktery-
styczng x,: Q — {0, 1}, to funkcja charakterystyczna x ,: R — {0, 1} obrazu X(A)
tego zdarzenia jest dana przez tozsamos¢

X(A)(x) = maX{O, sup{)(A(w) (X :X(w)}}.

Prawdopodobienstwo zajécia zdarzenia losowego A € o jest wtedy okreslone przez
zaleznos¢

P(A)= [dP = TX(A)(x) dF(x).

—00

Z drugiej strony rzeczywiste zdarzenia losowe s3 okreslone nieprecyzyjnie
i w zwigzku z tym tworzg rozmytg algebre zdarzen losowych o c ¢ < F(Q). Do
oceny prawdopodobienstwa tych zdarzen wykorzystamy rozmytg miare probabi-
listyczng” [Khalili 1979].

7 Dalsze uogélnienia tej miary [Klement, Schwyhla i Lowen 1981; Piasecki 1985] nie bedg nam
tutaj potrzebne.
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Wezmy pod uwage dowolne nieprecyzyjnie okreslone zdarzenie losowe
Ae€§. Zdarzenie to jest reprezentowane przez swoja funkcje przynaleznosci
u,: Q— [0, 1]. Wtedy funkcja przynaleznosci p,: R — [0, 1] obrazu X (A) tego
zdarzenia jest dana przez tozsamos¢

Hiay (%) =max{0, sup{/,tA(w):xz)((w)}}.

Prawdopodobienstwo zajscia nieprecyzyjnie okreslonego zdarzenia losowego
A €6 jest wtedy okreslone przez zalezno$c¢

B(A)= [y (x) dF (). (2.28)

—00

Miare P: & — [0, 1] nazywamy rozszerzeniem miary P: ¢ — [0, 1]. Zaproponowa-
ne rozszerzenie jest naturalnym sposobem ekstrapolacji wiedzy zebranej przy sto-
sowaniu logiki dwuwartosciowe;j.

2.2. Rozmyte zbiory probabilistyczne

Przedmiotem naszych rozwazan s3 nadal zdania intuicyjne p € PP|. S3 to zdania,
ktérych wartos¢ logiczna jest oceniana z zastosowaniem logiki wielowarto$ciowe;.
Jesli ocena ta zalezy jedynie od tresci ocenianego zdania, to nazywamy ja oceng
bezwarunkows. Czesto ocena wartosci logicznej zdania zalezy nie tylko od tresci
samego zdania, ale takze od zastanego stanu otoczenia. Otoczenie to jest identy-
fikowane ze zbiorem standéw Q = {w}. Taka ocene wartosci logicznej nazywamy
ocena warunkowa. W ten sposéb nad przestrzenig P, wszystkich mozliwych do
wypowiedzenia zdan intuicyjnych rozpinamy warunkows funkcje ewaluacji intui-
cyjnej V: P, x Q—[0,1].

Rozwaza¢ bedziemy tutaj przypadek, w ktérym w momencie okreslania wa-
runkowej wartosci logicznej V( p, w) zdania intuicyjnego p € P, nie bedziemy
pewni, jaki stan w € () osiggnie otoczenie. Z taka sytuacja mamy zawsze do czy-
nienia wtedy, gdy nasza wiedza o otoczeniu nie pozwala w jednoznaczny sposéb
okresli¢ spodziewanego stanu tego otoczenia. Oznacza to catkowita niewiedze na
ten temat lub wiedze¢ jedynie niepelng. Jesli jednak mozemy dodatkowo zatozy¢
mozliwo$¢ poznania tego stanu otoczenia w ustalonym momencie przysztosci, to
wlasciwym narzedziem formalnym do opisu naszej niepelnej wiedzy na ten temat
jest przestrzen grobabilistyczna (Q, 0, P). Warunkowa funkcja ewaluacji intuicyj-
nej v el0, 1177 okresla wtedy logike probabilistyczng w rozumieniu podanym
przez Hailperina [1984].
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W punkeie 2.1 pokazano, ze dowolny zbiér rozmyty A € F(X) mozemy przed-
stawi¢ w postaci (2.6), to jest

Az{xeX: 9,(x), 9, EPIX}.

Dla ustalonego zbioru Q = {w} stanéw otoczenia rozklad wartosci logicznej pre-
dykatora ¢, € P, mozna przedstawi¢ jako funkcje 7, : Xx Q— [0,1] okreslona
przez tozsamo$¢

1 (%, 0) =V (9, (x), w).

Dla ustalonego stanu w € Q funkcja &, (-, w) €[0,1]* jest funkcja przynaleznosci,
ktéra w jednoznaczny sposéb wyznacza zbiér rozmyty®

Hw)=0" (;TA( - w)).
W ten sposob otrzymujemy indeksowang rodzine zbioréw rozmytych
H={H(w)e F(X): weQ}.

Rodzine H nazywamy rodzing rozmytych zbioréw probabilistycznych. Pojecie to
zostalo zaproponowane przez Hiroto [1979; 1981]. Dla podkreslenia tego faktu
rodzine rozmytych zbioréw probabilistycznych nazywamy w skrécie zbiorem Hi-
roto.

Stopien przynalezenia dowolnego elementu x € X do zbioru Hiroto H okredla-
my jako funkcje z, (x,-) € [0,1]. Dodatkowo zaktadamy tutaj, ze stopier przyna-
lezenia dowolnego elementu do zbioru Hiroto jest zmienng losowa na ciele zda-
rzen losowych 0. W tej sytuacji dla kazdego elementu x € X mozemy wyznaczy¢
oczekiwang warto$¢ jego stopnia przynalezenia:

Pra (x)= E(FA (x, ')) = J.E; (x, w)dP. (2.29)

W ten sposéb wyznaczamy funkeje przynaleznosei py ) € [0, 1]%. Funkgje te be-
dziemy nazywa¢ rozkladem oczekiwan zadanego zbioru Hiroto. Rozklad ten opi-
suje zbior rozmyty

E(H) zéfl(ﬁﬂ’ﬁ))

¥ Do okreslenia tego zbioru rozmytego wykorzystano izomorfizm ®': [0, 11 — F(X) opisany
za pomocg zaleznosci (2.4) i (2.5).
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nazywany zbiorem oczekiwanym. Dla dowolnego zbioru Hiroto H < F(X) mo-
zemy wyznaczy¢ miary energetyczng i entropii jego zbioru oczekiwanego. Wektor
(d(E(f{)), e(E(ﬁI))) bedzie podstawowa charakterystyka nieprecyzji informacji
reprezentowanej przez zbiér Hiroto H.

2.2.1. Zbiory Hiroto liczb rzeczywistych

Rozwazaé teraz bedziemy liczbowy zbiér Hiroto L= {f(w) € f(R): weQ} skta-
dajacy sie jedynie z przyblizen pewnych liczb rzeczywistych L(w) spelniajacych
warunek (2.17).

W szczegdlnym przypadku dowolng zmienng losowa X : O — R mozemy
jednoznacznie opisa¢ za pomocg zbioru X reprezentowanego przez ponizsza
rodzing funkgji przynaleznosci

1 dla X(w)=x,

\v/ Uy (xw)=
weQ: (% w) {o dla X(w)#x.

Oznacza to, ze dowolny liczbowy zbiér Hiroto I < ‘F(R) jest rozszerzeniem kla-
sycznego pojecia zmiennej losowej przyporzadkowujacego zdarzeniom elemen-
tarnym liczby rzeczywiste do pojecia zmiennej losowej przyporzadkowujacego
tym zdarzeniom przyblizenia liczb rozmytych. Rozszerzenie to jest zgodne z za-
sadg rozszerzenia Zadeha. Zbior oczekiwany E(L) jest tutaj wyznaczony przez swa
tunkcje przynalezno$ci dang jako rozklad oczekiwan

ety () = [, (3, @) dP.
Q

Zbidr oczekiwany moze nie by¢ przyblizeniem liczby rzeczywistej. Z innej jed-
nak strony, dla dowolnej zmiennej losowej X € R” mamy tutaj

)N dla E(X)=x,
B0 =10l BOO %,

gdzie symbol E(X) oznacza warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej X. Oznacza
to, ze oczekiwany liczbowy zbiér Hiroto E(L) moze by¢ interpretowany jako roz-
szerzenie pojecia wartosci oczekiwanej zmiennej losowej. Rozszerzenie to jest
zgodne z zasadg rozszerzenia Zadeha. Dodatkowo, dla dowolnej zmiennej losowe;j
X e R mamy tutaj

M(E(X))=E(X). (2.30)
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Wynika stad, ze takze wartos¢ przecietna oczekiwanego liczbowego zbioru Hi-
roto jest rozszerzeniem pojecia wartosci oczekiwanej zmiennej losowej. Takze to
rozszerzenie spelnia zasade rozszerzenia Zadeha. Stad warto$¢ przecigtna oczeki-
wanego liczbowego zbioru Hiroto M (E (L)) nazywac bedziemy w skrocie warto-
$cig oczekiwang tego zbioru.

_Podsumowujc te czes¢ rozwazan, mozemy powiedziec, ze warto$¢ oczekiwana
E(L) zbioru Hiroto L jest okreslona w nastepujacy sposéb:

E(L)=M(ED)) [ [ [ w)dexJ f [ B, (v, @) dpdx.

-0 Q) -0

Podobnie jak w przypadku zmiennej losowej, istnieja takie liczbowe zbiory Hiro-
to, dla ktorych nie istnieje ich warto$¢ oczekiwana.

W zastosowaniach bedziemy si¢ postugiwaé obiema propozycjami rozszerze-
nia pojecia warto$ci oczekiwanej. Wybdr ten zalezy od celéw poznawczych, jakie
bedziemy stawiali przed soba. Jedli zamiar zachowania informacji o nieprecyzji
bedzie stawiany ponad paradygmatem prostoty wnioskowania, to pojecie wartosci
oczekiwanej zmiennej losowej bedziemy rozszerzali do pojecia oczekiwanego licz-
bowego zbioru Hiroto. Jesli paradygmat prostoty wnioskowania przewazy nad po-
trzebg zachowania informacji o nieprecyzji, to wtedy pojecie wartosci oczekiwa-
nej zmiennej losowej bedziemy rozszerzali do pojgcia wartoéci oczekiwanej zbioru
Hiroto. Opisany powyzej wybdr jest egzemplifikacja dylematu wyboru pomiedzy
wiernoscig epistemologiczng a funkcja eksplanacyjng dziatan poznawczych. Osta-
teczny wybdr nalezy tutaj zawsze do badacza.

Korzystanie z informacji prezentowanej przez liczbowy zbiér Hiroto faczy sie
w nierozerwalny sposob z niepewnoscig co do przypadkowego stanu, w jakim
znajduje si¢ otoczenie. W przypadku liczbowych zbioréw Hiroto reprezentujacych
zmienne losowe niepewnos¢ ta jest oceniana za pomocg wariancji, to jest wartosci
oczekiwanej kwadratu réznicy pomiedzy zmienna losowa a jej wartoscig oczeki-
wang. Zgodnie z zaleznoscig (2.19), w przypadku dowolnego liczbowego zbioru
Hiroto L < ‘F(R) kwadrat réznicy D(L| pomiedzy przybhzenlem liczbowym
L(w) reprezentowanym przez funkcje przynaleznosci (-, w) €[0, 1]* a wartoscia
oczekiwang E(L) tego zbioru jest okreslony przez funkcje przynaleznosci

max{ﬁL(E(f)ﬁL\/?,w),ﬁL(E(f)—x/E,w)} dla x>0,

ZID(L) (x, w) =
dla x<0.
Uzyskany w ten sposob liczbowy zbior Hiroto D(L) = {D(I‘w) e FR): w eQ}
nazllwamy kwadratem residuum zbioru Hiroto. Oczekiwany kwadrat residuum
(D(L)) jest tutaj okreslony za pomoca swej funkcji przynaleznosci
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) () = [ By (o 0) dP. (2.31)
Q

Dla dowolnej zmiennej losowej X € R” mamy tutaj

1 dla $*(X)=x,
B0 T gl 20 %,

gdzie symbol S*(X) oznacza wariancje zmiennej losowej X. Oznacza to, ze oczeki-
wany kwadrat residuum E(D(L)) moze by¢ interpretowany jako rozszerzenie po-
jecia wariacji zmiennej losowej. Rozszerzenie to jest zgodne z zasada rozszerzenia
Zadeha. Dodatkowo, dla dowolnej zmiennej losowej X € R" mamy tutaj

M(E(ﬁ()?))) = $2(X). (2.32)

Wynika stad, ze takze warto$¢ przecigtna oczekiwanego kwadratu residuum jest
rozszerzeniem pojecia wariancji zmiennej losowej. Takze to rozszerzenie spelnia
zasadg rozszerzenia Zadeha. Stad warto$¢ przecigtng oczekiwanego kwadratu re-
siduum liczbowego zbioru Hiroto M (E (D(L))) bedziemy w skrocie nazywaé wa-
riancja tego zbioru. Podsumowujac te cze$¢ rozwazan, mozemy powiedzie¢, ze
wariancja $*(L) zbioru Hiroto L jest okreslona w nastepujacy sposob:

$*(I)= M(E(ﬁ(f))) = {TI Hp (% @) dex] TI X Up, (X, w)dPdx.
0Q 0Q

Podobnie jak w przypadku zmiennej losowej, istnieja takie liczbowe zbiory Hiro-
to, dla ktorych nie istnieje ich warto$¢ oczekiwana.

Ostateczny wybdr postaci rozszerzenia pojecia wariancji zalezy od kontekstu,
w jakim to rozszerzenie bedzie stosowane.
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Rozdziat 3

WPLYW WYBRANYCH
BEHAWIORALNYCH PRZESEANEK
NA NIEPRECYZYJNE OSZACOWANIE
OCZEKIWANE] STOPY ZWROTU

Racjonalne przestanki pozwolily na sformulowanie wielu teorii wyjasniajacych
dziatanie rynku finansowego. Teorie te zaliczamy do klasycznego nurtu ogolnej
teorii rynkéw finansowych. Uzasadniajac i rozwijajac te teorie, opisano i prze-
analizowano wiele faktéw empirycznych. W badaniach tych dominujacym stoso-
wanym narzedziem formalnym byto instrumentarium szeroko rozumianej ana-
lizy probabilistycznej. Zgromadzonej w ten sposéb wiedzy nie sposéb pomingé
w przygotowaniu decyzji inwestycyjnych.

Ograniczanie si¢ jedynie do tego klasycznego nurtu teoretycznego powodowa-
fo postrzeganie wielu dziatan inwestorskich jako anomalii. Dato to asumpt do roz-
woju finanséw behawioralnych. Jednym z gléwnych zalozen programowych tego
nurtu [Kahneman i Tversky 1979] byla akceptacja tej czesci wiedzy o rynku, kto-
ra jest reprezentowana przez narzedzia probabilistyczne. Zastrzezono tutaj jedy-
nie, ze te obiektywne informacje moga by¢ przeksztalcone pod wptywem beha-
wioralnych przestanek. Wéréd obserwowanych efektéw behawioralnego podejscia
jest brak precyzji w opisie stanow osigganych przez rynek finansowy [Barberis,
Shleifer i Vishny 1998]. Jednym z efektéw takiego dzialania s3 modele rynkow fi-
nansowych uwzgledniajace jedynie obserwowany brak precyzji w okreslonych ce-
lach inwestycyjnych [Fang Yong, Lai Kin Keung i Wang Shouyang 2008].

Naturalng odpowiedzig na te postulaty jest konstrukeja takich modeli rynku
kapitatowego, ktére réwnoczesnie uwzgledniaja obiektywna wiedzg reprezento-
wang przez rozklady losowych zmiennych rynkowych i subiektywne behawioral-
ne przestanki reprezentowane przez nieprecyzyjne okreslenia stanéw i celi. Sto-
sujac takie modele, mozna réwnoczesnie analizowa¢ ryzyko nieprecyzyjnosci
i ryzyko niepewnosci, obarczajace instrument finansowy. Umozliwione jest wtedy
tez badanie interakcji pomiedzy tymi typami ryzyka. Formalnym modelem ujmu-
jacym réwnoczesnie oba sg zbiory Hiroto opisane w rozdziale 2.
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Kluczowg role w przygotowaniu decyzji inwestycyjnych odgrywaja stopy zwro-
tu z rozwazanych instrumentéw finansowych. Mozna zapewnie zbudowa¢ wiele
modeli formalnych korzystajacych z pojecia zbioru Hiroto w opisie stopy zwrotu.
W tym rozdziale zostang przedstawione propozycje dwoch takich modeli. Mode-
le te zostaly dobrane w taki sposob, aby przedstawic czytelnikowi pelne spektrum
mozliwosci tkwigcych w zastosowaniu zbioréw Hiroto w finansach behawioral-
nych. Jeden z modeli eksponuje nieprecyzyjne oszacowanie stopy zwrotu, podczas
gdy drugi model - okreslenie rozkladu stopy zwrotu. Kazdy z tych modeli odnosi
sie tez do innego przypadku no$nika rozkladu oczekiwan stopy zwrotu. Sg tutaj
analizowane przypadki zaréwno ciagly, jak i dyskretny.

3.1. Behawioralna wartos¢ biezaca

Wezmy pod uwage dowolny papier wartosciowy bedacy przedmiotem obrotu na
ustalonym rynku finansowym. Zazwyczaj analiza wlasciwosci dowolnego papieru
warto$ciowego jest prowadzona jako analiza wlasnosci jego stopy zwrotu. Dowol-
na stopa zwrotu jest funkcja rosnacg wartosci przyszlej i funkcja malejaca warto-
$ci biezacej. Warto$¢ przyszla danego instrumentu finansowego jest przedstawia-
na jako zmienna losowa'. Rozklad tej zmiennej losowej jest obrazem formalnym
ryzyka niepewnosci obarczajacej papier warto$ciowy. W tym podrozdziale nasze
rozwazania ograniczamy do badania porzadku wyznaczonego przez stopy zwro-
tu. Porownywac bedziemy stopy zwrotu wyznaczone dla tego samego instrumen-
tu finansowego przez rézne podmioty rynku finansowego. O rozwazanym rynku
finansowym bedziemy zaktada¢, ze jest w pelni efektywny. W tej sytuacji wszyscy
uczestnicy rynku przyjmujg identyczng wartos¢ przyszla danego papieru warto-
$ciowego. Wtedy rosnacy porzadek stép zwrotu jest rOwnowazny malejacemu po-
rzadkowi wartosci biezacych. W tej sytuacji decydujemy si¢ na badanie porzadku
danego za pomoca wartosci biezacych. Dzieki temu ominiemy tutaj klopotliwa
dyskusje na temat szczegdtowej postaci rozktadu stopy zwrotu’.

Zgromadzona wiedza o rynku finansowym stanowi jedyng przestanke do wy-
znaczenia uzasadnionej merytorycznie ceny C, rozwazanego papieru wartosciowe-
go. W formalnych analizach rynkowych cena ta odgrywa role deklarowanej ceny
réwnowagi. Z tej przyczyny warto$¢ C; jest w skrécie nazywana ceng réwnowagi.
W naszych rozwazaniach cena réwnowagi odgrywa role syntetycznego obrazu wie-

' W przypadku instrumentu finansowego wolnego od ryzyka niepewnosci jest to zmienna lo-
sowa o rozkladzie jednopunktowym.

* Dyskusje taka mozna znalezé w wielu pracach [Winkler-Drews 2009; Echaust i Tomasik
2008; Tomasik 2008 i 2009; Piasecki i Tomasik 2008 i 2011; Tomasik i Wikler-Drews 2009]
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dzy o rynku. O rozwazanym rynku finansowym bedziemy zaklada¢, ze jest w petni
efektywny. W tej sytuacji wszyscy uczestnicy rynku przyjmuja identyczng warto$¢
C, ceny rownowagi. Réwnoczesnie wszyscy ci uczestnicy rynku obserwuja te samg
warto$¢ C ceny rynkowej. Znajomos¢ obu tych wartosci wystarcza do racjonalnego
uzasadnienia podejmowanych decyzji inwestycyjnych. Dla przypadku

C<C, (3.1)

racjonalne przestanki jednoznacznie sugeruja kupno rozwazanego instrumentu
finansowego. Zakup taki jest mozliwy jedynie wtedy, gdy pojawi si¢ oferta jego
sprzedazy. Naturalne jest tutaj pytanie, jakimi przestankami kieruje si¢ inwestor
sprzedajacy taki papier wartosciowy. Podobnie dla przypadku

C>C, (3.2)

racjonalne przestanki jednoznacznie sugeruja sprzedaz rozwazanego instrumentu
finansowego. Sprzedaz taka jest mozliwa jedynie wtedy, gdy pojawi si¢ oferta jego
kupna. Rodzi to pytanie, jakimi przestankami kieruje si¢ inwestor kupujacy ten
papier warto$ciowy.

Odpowiedz na powyzsze dwa pytania moze by¢ tylko jedna. Na efektywnym
rynku finansowym réwnowaga pomiedzy popytem i podazg jest okreslona przez
nieracjonalne przestanki. Oczywiste jest, Ze przestanki te majg charakter behawio-
ralny.

Z innej jednak strony dowolna warto$¢ biezaca kapitatu jest definiowana jako
pewna terazniejsza warto$¢ rownowazna danej wartosci przysztej kapitalu. Wspo-
mniana relacja rOwnowaznosci jest relacjg subiektywna, gdyz w duzej mierze za-
lezy od podatnosci inwestora na wewnetrzne i zewnetrzne czynniki behawioral-
ne. Wynika stad, ze na skutek oddziatywania czynnikéw behawioralnych wartos¢
biezgca rozpatrywanego instrumentu finansowego moze si¢ odchyla¢ od jego ob-
serwowanej ceny rynkowej. W swej istocie stany srodowiska behawioralnego sa
definiowane nieprecyzyjnie. Z tej przyczyny odchylenie wartosci biezacej od ceny
rynkowej jest obarczone ryzykiem nieprecyzji. Tak rozumiang warto$¢ biezaca be-
dziemy nazywac¢ behawioralng wartoscig biezaca (w skrdcie BPV).

Gléwnym celem tego podrozdzialu bedzie zaproponowanie pewnego modelu
formalnego BPV. Model ten powinien stuzy¢ wyjasnieniu mechanizmu utrzymy-
wania si¢ na efektywnym rynku finansowym réwnowagi pomiedzy popytem i po-
daza. Po osiaggnieciu tego celu pokazemy, Zze w wyniku nieprecyzyjnego oszacowa-
nia wartos$ci biezacej stopa zwrotu jest reprezentowana przez zbiér Hiroto. W ten
sposob zostanie dowiedziona teza gloszaca, ze zbiory Hiroto moga by¢ stosowane
jako narzedzie finanséw behawioralnych.
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3.1.1. Wieloznaczno$¢ behawioralnej wartosci biezacej

Ryzyko nieprecyzji wynika z nieprecyzyjnosci stosowanych definicji i zwigzanej
z tym nieprecyzyjno$ci obserwacji na temat terazniejszego stanu rzeczy. To ozna-
cza, ze ryzyko nieprecyzji obarcza informacje na temat terazniejszego stanu rze-
czy. Z tego powodu istotnie rézni si¢ od ryzyka niepewnosci obciazajacego infor-
macje na temat tych zdarzen, ktére poznamy w przyszloéci. Z innej strony wielu
badaczy przedmiotu (np. Klir [1993]) w obrazie nieprecyzyjnosci informacji wy-
réznia niewyrazisto$¢ informacji oraz wieloznaczno$¢ informacji. Niejednoznacz-
no$¢ informacji interpretujemy jako brak jednoznacznego wyrdznienia pomiedzy
wieloma wskazanymi alternatywami jednej rekomendowanej alternatywy. Niewy-
razisto$¢ informacji interpretujemy jako brak jednoznacznego rozrdznienia po-
miedzy dang informacja i jej zaprzeczeniem.

Ze swej istoty jedynie informacja wieloznaczna moze by¢ niewyrazista. Dlatego
w pierwszym kroku nasze rozwazania ograniczymy do przypadku wieloznaczne-
go okreslenia wartos$ci biezacej. Najczesciej spotykanym i najprostszym modelem
wieloznacznej informacji liczbowej jest przedzial liczbowy.

Subiektywna ocena wartosci biezacej jest wieloznaczna. Kazdg z rozwazanych
alternatyw tej wyceny nazywa¢ bedziemy potencjalng wartoscia biezaca (w skro-
cie PPV). W tej sytuacji wieloznaczne okreslenie BPV sprowadza si¢ do wyznacze-
nia takiego przedzialu, ktdrego kazdy element jest interpretowany jako PPV.

Nasze rozwazania na temat BPV rozpocznijmy od rozwazenia przypadku row-
nowagi finansowej, kiedy to cena rynkowa C pokrywa sie z ceng réwnowagi C,
to jest

C=C, (3.3)
Réwnowaga ta jest chwilowa, co nakazuje okresla¢ wartos¢ PPV jako liczbe zbli-
zong do ceny rynkowej. Zaktadany zakres zmiennosci PPV charakteryzuje specy-
ficzna podatno$¢ inwestora na wplyw wewnetrznych i zewnetrznych czynnikéw
behawioralnych. Kazdy z inwestorow okresla wtedy nastepujace wartosci:

- C_,, - dolny zakres PPV zaktadany w warunkach réwnowagi finansowej,

- C_, - goérny zakres PPV zakladany w warunkach réwnowagi finansowe;j.

max

W wypadku réwnowagi finansowej inwestor musi uwzglednia¢ mozliwos¢ spad-
kow i wzrostdw notowan. W tej sytuacji zakres zmiennosci PPV spelnia warunek

C..<C<C_.

mil

Przedziat liczbowy [C

i C...] jest obrazem BPV dla przypadku réwnowagi fi-
nansowej.
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Dalsze rozwazania o BPV poprowadzimy teraz dla przypadku, w ktérym jest
notowana dowolna cena rynkowa C. Oczywiste jest, ze BPV powinna by¢ zalezna
od odchylenia

AC=C-C,
ceny rynkowej od ceny réwnowagi. Kazdy z inwestoréw okresla wtedy nastepujace
wartosci: 5

- C,,;, — dolny zakres PPV zakladany dla ceny rynkowej C,

- C_,, — gorny zakres PPV zakladany dla ceny rynkowej C.

Zauwazmy, ze w ten sposob BPV identyfikowana z przedzialem liczbowym
moze by¢ w réwnowazny sposéb przedstawiona jako specyficzna liczba trapezo-
idalna dana w postaci T(C_. ,C. ,C__,C. ). Kazda z tych wartoéci jest zalezna
od liczby & € [0, 1] okreslajacej stopien podatnosci inwestora na zmiany. Wartos¢
tego stopnia informuje nas, jak wielki wplyw na zmiane¢ przekonan inwestora ma
odchylenie AC ceny rynkowej od ceny réwnowagi. Oznacza to, ze warto$¢ 1 — «
opisuje stopienn oddzialywania fenomenu konserwatyzmu poznawczego opisane-
go na gruncie psychologii przez Edwardsa [1968]. Fenomen ten jest uwzglednia-
ny w wielu behawioralnych modelach rynku finansowego. Dyskusje na ten temat
mozna znalez¢ na przyklad w pracy Barberis, Shleifer i Vishny [1998]. Stopien
podatnosci na zmiany jest indywidualng cecha inwestora majaca podloze beha-
wioralne.

Dolny zakres PPV inwestor okresla jako $rednig wazong dolnego zakresu C_.
zakladanego w warunkach réwnowagi finansowej i wartosci C_. + AC opisuja-
cej ten sam zakres skorygowany o odchylenie ceny rynkowej od ceny réwnowagi.
W zaleznosci tej waga skorygowanego dolnego zakresu jest réwna stopniowi po-
datnosci inwestora na zmiany. Okreslajac dolny zakres PPV, inwestor musi bra¢
pod uwage tez to, ze zakres ten jest zawsze mniejszy rowny od aktualnej ceny ryn-
kowej. Mamy tutaj

C oy = min{a(Cyy, +AC) +(1-@)Cpy, C} = min{C,y,, +@AC, G, + AC).
Gorny zakres PPV inwestor okredla jako $rednig wazong gérnego zakresu C__
zakladanego w warunkach réwnowagi finansowej i wartosci C_ _+ AC opisuja-
cej ten sam zakres skorygowany o odchylenie ceny rynkowej od ceny réwnowagi.
W zaleznosci tej waga skorygowanego gornego zakresu jest rowna stopniowi po-
datnosci inwestora na zmiany. Okreslajac gorny zakres PPV, inwestor musi bra¢
pod uwage tez to, ze zakres ten jest zawsze wiekszy réwny od aktualnej ceny ryn-
kowej. Mamy tutaj

v

Chx =max{oc(Cmax +AC)+(1—(x)CmaX,(:’} =max{CmaX +aAC,C, +AC}.

m;
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Ostateczne oszacowania zakresu zmienno$ci PPV otrzymujemy w postaci:

] C,+AC, Acs@,
= c ‘_"‘C (3.4)
Cpin TAAC, AC >t 0,
I-a

) C,. +aAC, AC LG
Cmax = 1_(x (3.5)
C.oi—Co
C,+AC,  AC>Zmax 0
1-«

Zaktadany w warunkach réwnowagi zakres zmiennosci PPV oraz stopien po-
datnosci inwestora okreslaja wplyw behawioralnych przestanek na wieloznacz-
no$¢ wartosci PPV. Poszczegélni inwestorzy réznig si¢ swa podatnosdcia na wply-
wy $rodowiska behawioralnego. Dlatego moga sie r6zni¢ pomiedzy sobg zaréwno
stopniem podatnosci na zmiany, jak i zakresami zmiennosci PPV.

Latwo zauwazy¢, ze przy duzej nadwyzce ceny rownowagi nad ceng rynkowa:

Ac< Con=C (3.6)
1-a

model BPV wyklucza mozliwoé¢ dalszych spadkéw notowan. Takze w wypadku

duzej nadwyzki ceny rynkowej nad ceng réwnowagi:

ACZ Cmax_ C0
1-«a

(3.7)
model BPV wyklucza dalsze wzrosty notowan. Oznacza to, ze dopiero przy znacz-
nych odchyleniach ceny rynkowej od ceny rownowagi o podejmowaniu decyzji
inwestycyjnych decyduja jedynie przestanki racjonalne. Zasieg oddzialywania
przestanek behawioralnych jest okreslony przez kombinacje ich standw:

Cmin_CO <AC< Cmax_CO‘
-« -«

(3.8)

Ostatecznie dla kazdego inwestora mozna wyznaczy¢ specyficzny zakres
zmiennosci PPV. Zakres ten zalezy miedzy innymi od odchylenia AC ceny ryn-
kowej od ceny rownowagi. Z tego powodu zakres ten jest okreslany jako warto$¢
funkcji Z(AC). Funkgja ta jest dana za pomocg tozsamosci
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[C, +AC;C_, +aAC] dla warunku (3.6),
Z(AC)=1[C,;, +aAC;C . +aAC] dla warunku (3.8), (3.9)
[C,, +@AC; Cy +AC] dla warunku (3.7).

min

min

W ten sposdb uzewnetrznia si¢ wplyw sytuacji rynkowej na przekonania inwesto-
ra.

3.1.2. Niewyrazistos¢ behawioralnej wartosci biezacej

Zbudowany powyzej przedzialowy obraz BPV w jednakowy sposéb traktuje
wszystkie dopuszczalne warto$ci PPV. Mozemy jednak przypuszcza¢, ze inwestor
w wiekszym stopniu akceptuje PPV blizsze cenie rynkowej. Oznacza to, ze prze-
dzialowy model BPV opisuje zlozonos¢ wptywéw behawioralnych w niewystar-
czajacy sposob. Powoduje to koniecznos$¢ zbudowania modelu BPV uwzglednia-
jacego zmienno$¢ wagi poszczegolnych PPV i prowadzi wprost do zbudowania
niewyrazistego modelu BPV. Najczesciej spotykanym i najprostszym modelem
niewyrazistej informacji jest zbiér rozmyty’. W tej sytuacji niewyraziste okresle-
nie BPV sprowadza si¢ do wyznaczenia funkcji przynaleznosci przypisujacej po-
szczegolnym PPV stopien ich akceptacji.

Nasze dalsze rozwazania prowadzimy dla ustalonej wartosci AC odchylenia
ceny rynkowej od ceny réwnowagi. Jednoznacznie jest okreslony wtedy zakres
Z(AC) = [C_,, C_. ] zmiennosci PPV. Dla zunifikowania dalszych rozwazan prze-
dzial ten poddamy standaryzacji. Wykorzystamy tutaj przeksztalcenie

P7C G pelt,.Cl,
c-C_
B= fgﬂ (3.10)
L da pelC,C L
C -C

Zauwazmy, ze zgodnie z zalezno$ciami (3.4) i (3.5), zakres zmiennosci [(v,‘mm, émax]
przeksztalcamy tutaj na standaryzowany zakres [(AC) dany przez tozsamos¢

[0,1] dlawarunku (3.6),
I(AC)=<[-1,1] dlawarunku (3.8),
[-1,0] dla warunku (3.7).

* Podejécie do przedstawiania wartosci finansowych jako zbioréw rozmytych wywodzi sie od
Buckleya [1987] i Calziego [1990].
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Wartos¢ || okresla wzgledng odleglos¢ PPV od ceny réwnowagi. Stopien y podo-
bienstwa PPV do ceny rynkowej okreslamy za pomoca zaleznosci

y=1-|B.

Zdefiniowany powyzej stopien podobienstwa y okresla réwnoczeénie wzgledna
odlegltos¢ PPV od granic zakresu.

Standaryzowany model nieprecyzyjnej BPV okreslamy jako podzbiér rozmyty
dany za pomocg swej funkcji przynaleznosci v(-|AC): I(AC) — [0, 1]. Funkcja ta
okresla stopien akceptacji dopuszczalnych poszczegolnych PPV. Z tego wzgledu
funkcja ta nie powinna male¢ wraz ze wzrostem stopnia podobienstwa PPV do
ceny rynkowej. Zaktada¢ bedziemy dalej, ze dla przypadku réwnowagi finansowej
(3.3) zrownowazony rozklad akceptacji v(- |0): I(0) — [0, 1] jest opisany za pomo-
cg tozsamosci

v(+[0) = v,(),
gdzie v,: [-1, 1] — [0, 1] jest zadang funkcjg spetniajaca dodatkowo warunki:
vy(0)=1-v(-1)=1-v,(1)=1 (3.11)

oraz

- v, jest funkcja niemalejacg w przedziale [-1, 0],

- v, jest funkcja nierosngcag w przedziale [0, 1].

Warunek (3.11) informuje, ze w przypadku (3.3) cena rownowagi jest w pelni
akceptowana jako dopuszczalna PPV. Zalozona monotonicznos¢ funkgji v, ozna-
cza, ze wraz ze wzrostem podobienstwa PPV do ceny rynkowej nie maleje stopien
jej akceptacji. Zrownowazony rozklad akceptacji bedzie punktem odniesienia do
okreslenia rozkladu akceptacji PPV w przypadku stanéw nieréwnowagi (3.1) lub
(3.2).

Druga przestanka do okreslenia przebiegu rozkladu akceptacji PPV bedzie ra-
cjonalna prognoza @(-|AC): [-1, 1] — {0, 1} zmiany notowania. Wiadomo, ze:

- jezeli jest spelniony warunek (3.1) nieréwnowagi, to racjonalne przestanki

nakazujg oczekiwa¢ wzrostu notowan,

- jezeli jest spelniony warunek (3.2) nieréwnowagi, to racjonalne przestanki

nakazujg oczekiwa¢ spadku notowan,

- jezeli jest spetniony warunek (3.3) réownowagi, to racjonalne przesfanki na-

kazujg oczekiwac spadku lub wzrostu notowan.
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Stad funkcja opisujaca racjonalng prognoze dana jest za pomoca tozsamosci:

- dlaAC<0
O(HAC) = 0 dla <0,
AIACI=1, dla B>0,

- dlaAC>0
o@n0) - ! dla B<0,
AlAC)= 0 dla B>0,

- dlaAC=0

®(B|0) = 1.

Znaczenie racjonalnej prognozy bedzie wzrasta¢ wraz ze wzrostem odleglosci |AC|
ceny rynkowej od ceny rownowagi oraz wraz ze wzrostem odleglosci y pomiedzy
PPV i granicg zasiegu. Oznacza to, ze para zfozona z ceny rynkowej i granicy za-
siegu jest punktem odniesienia oceny znaczenia prognozy racjonalnej. W tej sytu-
acji iloczyn y|AC| ocenia odleglos¢ od tego punktu odniesienia.

Dla dowolnego odchylenia |AC| inwestor ocenia stopien akceptacji jako $rednig
wazong racjonalnej prognozy i zréwnowazonego rozkladu akceptacji. Dyskusja
stymulantéw znaczenia prognozy racjonalnej uzasadnia okreslenie wagi prognozy
racjonalnej jako unormowanej odlegtosci od punktu odniesienia®. Dowolny roz-
kiad akceptacji jest wtedy opisany za pomoca tozsamosci

wf1a0)-——y (pre B og1ac)-
1+y|aC| " 1+y|AC]

(1-[8)lad

GTRT]IYG

1
S E—— O(B|AC).
YK A

Opisana powyzej funkcja przynaleznosci opisuje standaryzowany model BPV. Ko-
rzystajac z odwrotnosci przeksztalcenia (3.10), wyznaczamy teraz uogélniony mo-
del BPV. W ogdlnym przypadku jest to podzbiér rozmyty dany za pomoca swej

* Inne przyklady stosowania unormowanych metryk w naukach ekonomicznych mozna zna-
lez¢ w pracach Czerwinskiego [1976], Ostasiewicza [1986] i Piaseckiego [1990].
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funkeji przynaleznoéci u(-|AC) : Z(AC) — [0, 1] zdefiniowanej w nastepujacy
sposob

v[ﬁmcj da pell.,Cl,

‘mi

v[vp_cé j dla pelC,C. L.

Biorac razem pod uwage (3.6), (3.7) i (3.8) dla poszczegdlnych przypadkéw, otrzy-
mujemy wtedy: -
- jezeli jest spelniony warunek (3.6), todlap € [C, C

max]

u(p|AC) = A(p|AC),

- jezeli sg spetnione warunki (3.8) iAC< 0,todlap e [émm, émax]
k(p|lAC) dla pelC.,Cl,
u(plAC)= L
AMplAC) dla pelC,C, ],
- jezeli sg spetnione warunki (3.8) iAC>0,todlap € [(:’mm, émax]

(p|AC) dla pe [Cmm, Cl,
u(placy={ " g

v(p|AC) dla pe [C, me],
- jezeli jest spetniony warunek (3.7),to dlap € [C . C]

u(p|AC) = o(p|AC).

Uzyte powyzej funkeje x(p|AC), A(p|AC), ¢(p|AC), w(p|AC) s opisane za pomoca

tozsamosci:

c-C, —C
k(plAC) =—— e 2=
C_Cmin+ (Cmm p)AC C C
g -C
AMpIAC) =S =C : + P p |,
Cmax_ C+(p C Cmax_ C
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¢, ¢ ). p=Cy
p(pIAC) =G [ [ P=C | P Con |
C_Cmin +(p_cmin)AC C_Cmin C_ min

C -C —C
Y(p|AC) = ——max vy | 2=,
Cmax _C + (Cmax _p)AC Cmax _C

Zalozonym w tym rozdziale gléwnym celem budowy modelu formalnego BPV
byta préba wyjasnieniu mechanizmu utrzymywania sie na efektywnym rynku fi-
nansowym rownowagi pomiedzy popytem i podaza. Zmierzajac do rozwigzania
tego problemu, przedstawiamy explicite wptyw odchylenia AC ceny rynkowej na
funkcje przynaleznosci u(-|AC) : Z(AC) — [0, 1]. Mamy tutaj:

- jezeli jest spelniony warunek (3.6),todlap € [C; + AC, C__+ aAC]

u(p|AC) = A(p|AC), (3.12)

- jezeli sg spetnione warunki (3.8) i AC < 0, to

AC) dl C . +aAC, C,+AC],
K(pl ) a pe[ min a 0 ] (3‘13)

#(PlAC)Z{MPMC) dla pelC,+AC,C,+aAC],

max

- jezeli sg spelnione warunki (3.8) i AC 2 0, to

(pIAC) = o(p|AC) dla pelC_ +a-AC, C,+AC], (3.14)
PEY=100pla0) dla pe [C,+AC,C,_ +aAC], '
- jezeli jest spelniony warunek (3.7),todlap € [C_, + aAC, C; + aAC]
u(p|AC) = p(p|AC) (3.15)
oraz
k(p|AC) =
_ Cy=Co +1-0)AC [ p=Cra0) )
C,-C.. +1-a)AC+(C . +aAC-p)AC °\C,-C_ +(1-a)AC )
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y(p|AC) =

C,..—C, +(a-1AC y p—(C,+AC) (3.17)
C..—C,+@-DAC+(C, +aAC-p)AC °(C, —C,+(a—1)AC [

max

p—C._ —alAC AC

A(p|AC) = AC)| 1+ . , (3.18)
(p|AC) =y (p|AC) C Ci@-DAC v > (C.+20)

‘\c_ —C,+(@-1)AC
@(p|AC) = x(p|AC)|1+ P~ Coy— @AC AC (3.19)

Cy=Cppt I=)AC( p—(C, +AC) '

‘\C,-C . +(1-a)AC
Model ten stanowi przyblizenie liczby rzeczywistej opisane w podrozdziale 2.1.3.
Wartos¢ przecietng tej liczby” interpretujemy jako przecietng PPV. Kazdemu od-
chyleniu ceny rynkowej AC mozemy przypisa¢ warto$¢ £(AC) przecietnej PPV.
Wartos¢ ta jest dana za pomoca tozsamosci

-1

E(AC)z[ f p(x|AC) dxj . j xu(x|AC) dx.
Z(AC) Z(AC)
Przecietng warto$¢ PPV - &(AC) - wyznaczong dla danego inwestora mozemy
interpretowac jako jego przecietng subiektywna oceng wartosci biezacej danego
instrumentu finansowego. Obiektywna ocena warto$ci biezacej identyfikowana
z ceng réwnowagi C, jest tutaj jedynie jedng z przestanek determinujacych su-
biektywng ocene¢ wartosci biezacej. W tej sytuacji przecietna PPV {(AC) jest dla
inwestora informacjg bardziej wiarygodna niz cena réwnowagi C,. Oznacza to,
ze swe decyzje inwestycyjng inwestor uzaleznia od wzajemnych relacji pomigdzy
ceng rynkows C i przecietng PPV £(AC).
Jezeli jest spelniony warunek

C < &AC), (3.20)

* Zdefiniowanej za pomocg zaleznosci (2.21).
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to inwestor uznaje, ze rynek finansowy zanizyl wycene¢ rozwazanego papieru war-
tosciowego. W zwiazku z tym inwestor spodziewa si¢ rychlego wzrostu ceny ryn-
kowej tego instrumentu finansowego. Oczekiwania te uzasadniajg zgloszenie ofer-
ty zakupu rozwazanego papieru wartosciowego. Wartos$¢ tego popytu zalezy od
strategii inwestycyjnej inwestora oraz od posiadanych przez niego zasobéw finan-
sowych.

Jezeli jest spelniony warunek

C> &AC), (3.1.42)

to inwestor uznaje, ze rynek finansowy zawyzyl wycene rozwazanego papieru
wartosciowego. W zwigzku z tym inwestor spodziewa si¢ rychlego spadku ceny
rynkowej tego instrumentu finansowego. Oczekiwania te uzasadniajg zgloszenie
oferty sprzedazy rozwazanego papieru wartosciowego. Warto$¢ tej podazy moze
by¢ co najwyzej réwna wartosci posiadanego przez niego papieru wartosciowego.

Zauwazmy tutaj, ze subiektywny warunek (3.20) zastepuje obiektywny waru-
nek (3.1) oraz subiektywny warunek (3.21) zastepuje obiektywny warunek (3.2).
Co jest oczywiste, na efektywnym rynku finansowym nie mogly by¢ réwnoczesnie
spelnione warunki (3.1) i (3.2).

Oba zakresy PPV zaktadane dla ceny réwnowagi, stopient podatnos$ci inwestora
na zmiany i jego zréwnowazony rozktad akceptacji opisuja efekty wptywu $rodo-
wiska behawioralnego na inwestora. Charakterystyka ta jest specyficzna dla kaz-
dego z inwestoréw. Z drugiej strony wszystkie wymienione tutaj czynniki stano-
wig behawioralne przestanki okreslenia BPV. Oznacza to, Ze na efektywnym rynku
finansowym kazdy z inwestoréw okresla swa BPV w specyficzny sposéb. W tej
sytuacji przebieg zmiennosci przecietnej PPV moze by¢ specyficzng cechg kaz-
dego z inwestoréw. Oznacza to, ze na efektywnym rynku finansowym mogg si¢
znalez¢ rownoczes$nie inwestorzy spelniajacy warunek (3.20) i inwestorzy spelnia-
jacy warunek (3.21). W przeciwienstwie do koniunkcji warunkéw (3.1) i (3.2), na
efektywnym rynku finansowym moga by¢ spelnione réwnoczesnie warunki (3.20)
i(3.21).

W tej sytuacji popyt zglaszany przez inwestoréw spetniajacych warunek (3.20)
jest rownowazony przez podaz oferowang przez inwestorow spelniajacych waru-
nek (3.21). Nalezy tutaj jednak pamietac, ze spostrzezenie to odnosi si¢ jedynie do
inwestorow obecnych w danym momencie na rynku finansowym. W proponowa-
nym modelu nie s3 uwzgledniane przestanki nakfaniajgce inwestora do wejscia na
dany rynek finansowy.

Jezeli nie nastepuje redukcja sprzedazy lub redukcja kupna, to obserwowana
cena rynkowa C jest ceng rownowagi rynkowej w ujeciu mikroekonomicznym.
Cena réwnowagi rynkowej zalezy w duzym stopniu od podatnosci inwestoréow
na wptyw $rodowiska behawioralnego. Cena C, jest natomiast ceng réwnowagi
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finansowej w ujeciu finansowym. Cena réwnowagi finansowej opisuje najbar-
dziej stabilng cene¢ papieru wartosciowego. Oznacza to, ze na rynku finansowym
mozemy obserwowac cen¢ réwnowagi finansowej C; i cene réwnowagi rynkowej
C. Ceny te moga mie¢ rdzne wartosci. Wniosek ten w pelni wyjasnia opisany na
wstepie paradoks osiggania rownowagi rynkowej na efektywnym rynku finanso-
wym.

Juz nawet pobieznie analizujgc zmiennos¢ rozktadu akceptacji, fatwo jest do-
strzec, ze:

- warunek (3.6) jest warunkiem dostatecznym dla (3.20);

- warunek (3.7) jest warunkiem dostatecznym dla (3.21).
W tej sytuacji szczegélowej analizy wymaga jedynie przypadek (3.8).

3.1.3. Behawioralna wartos¢ biezaca - studium przypadku

ZYozona posta¢ modelu BPV sklania nas do badania jego wlasciwosci na drodze
eksperymentéw obliczeniowych. Pierwszym krokiem w strone tego typu badan
numerycznych jest ponizsze studium przypadku. Gléwnym jego celem bedzie
demonstracja przypadku, w ktérym réwnoczesnie pojawiaja si¢ oferta zakupu
i oferta sprzedazy. Dodatkowym celem bedzie tutaj ilustracja wptywu wybranych
czynnikéw behawioralnych na wyznaczany model BPV. Z tej przyczyny przebieg
obliczen zostanie przedstawiony w bardzo szczegdtowy sposob.

Rozwazamy instrument finansowy scharakteryzowany za pomoca ceny réwno-
wagi finansowej C; = 100. Obrotem tym papierem warto$ciowym s3 zainteresowa-
ni inwestor A i inwestor B.

Podatnos¢ inwestora A na wplyw wewnetrznych i zewnetrznych czynnikow
behawioralnych jest opisana za pomocg wartosci:

- C% =95 - dolny zakres PPV zakladany w warunkach réwnowagi finanso-
wej,

- C% =100 - gérny zakres PPV zakladany w warunkach réwnowagi finanso-
wej.

Podatnos¢ inwestora B na wptyw wewnetrznych i zewnetrznych czynnikéw be-
hawioralnych jest opisany za pomocg wartosci:

- C’. =90 - dolny zakres PPV zakladany w warunkach réwnowagi finanso-

wej,

- CP =105 - gérny zakres PPV zakladany w warunkach réwnowagi finanso-

wej.

Poréwnanie obu tych zakreséw pozwala stwierdzi¢, ze w warunkach réwno-
wagi finansowej oczekiwania rynkowe inwestora A sa bardziej optymistyczne niz
oczekiwania rynkowe inwestora B.

Stopien podatnosci inwestora A na zmiany jest réwny a, = 0,2. Analogiczny
stopient podatnosci inwestora B na zmiany jest réwny «, = 0,8. Jest tutaj wyraznie
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widoczne to, Ze reakcja rynkowa inwestora B jest szybsza niz reakcja rynkowa in-
westora A.

W ten sposdb zgromadzilismy wszystkie informacje niezbedne do okredlenia
wieloznacznej BPV. Latwo jest zauwazy¢, ze kazdy z inwestoréw zostal wyposazo-
ny w jedng zalete i w jedna wade. Zaletami sg tutaj bardziej optymistyczne ocze-
kiwania inwestora A i szybsza reakcja rynkowa inwestora B. Wadami s3 natomiast
bardziej pesymistyczne oczekiwania inwestora B i wolniejsza reakcja rynkowa in-
westora A.

Korzystajac z zaleznosci (3.9), wyznaczamy teraz zakres zmiennoéci PPV dla
inwestora A. Mamy tutaj

[100+ AC,110+0,2-AC],  AC<-6,25,
Z ,(AC)=1[95+0,2-AC,110+0,2-AC], —6,25<AC <12,5,
[95+0,2-AC, 100 +AC], AC>12,5.

Dla inwestora B zakres zmiennosci przyjmuje posta¢

[100+AC,105+0,8-AC],  AC<-50,
Z,(AC)=4[90+0,8-AC,105+0,8-AC], —=50<AC <25,
[90+0,8-AC,100+AC], AC 2 25.

Zauwazmy tutaj, ze bardziej optymistyczny inwestor A wyklucza dalsze wzrosty
notowan juz powyzej ceny rynkowej C, = 112,5. W tym samym czasie inwe-
stor B wyklucza mozliwos$¢ dalszego wzrostu notowan dopiero po przekroczeniu
ceny C, =125. Efekt ten zawdzieczamy szybszej reakcji rynkowej inwestora B.

Zakresy zmiennosci PPV i stopnie podatnosci na zmiany rynkowe sa danymi
wystarczajacymi do wyznaczenia opisanych za pomoca zaleznosci (3.16), (3.17),
(3.18) i (3.19) sktadnikéw modelu BPV.

Dla inwestora A mamy tutaj:

5+0,8-AC —(100+AC
KA(plAC)Z 2'VA P ( ) >
54(95,8—p)- AC+0,2:(AC) 5+0,8-AC
10-0,8-AC —(100+ AC)
wA(pIAC)=10 v, 2 ,
+(109,2—-p)-AC+0,2-(AC) 10-0,8-AC
—-110-0,2-AC AC
A (p|AC)= AC)|1+2 ’ : ,
A(PIAC)=y,(plAC) 10-0,8:AC  ( p=(100+AC)
“\ 10-0,8-AC

55



p—95-0,2-AC AC
5+0,8-AC p—(100+AC)) [
1 5+0,8-AC

¢, (plAC)=x,(p|AC)|1+

gdzie v, : [-1, 1] — [0, 1] jest zréwnowazonym rozkladem akceptacji okreslonym
przez inwestora A.
Dla inwestora B mamy tutaj:

<, (p|AC) = 10+0,2-AC .y, p—(100+AC) ’
10+(90,2—-p)-AC+0,8-(AC) 10+0,2-AC
5-0,2-AC —(100+ AC
v (p|AC)= v, £ ( )
5+(104,8— p)-AC+0,8-(AC) 5-0,2-AC
p—105-0,8AC AC
A(p|AC)= AC)|1+ . ,
5(PIAC)= y,(p|AC) 5-02:4C [ p-(100+4C)
Pl 5-0,2-AC
90+0,8-AC-p AC
AC)= AC)|1+ : ,
#2(PIAC) =1y (p]AC) 10+0,2:AC  ( p=(100+AC)
Pl 10+0,2-AC

gdzie v, : [-1, 1] — [0, 1] jest zréwnowazonym rozkladem akceptacji okreslonym
przez inwestora B.

Przy okreslaniu zréwnowazonego rozktadu akceptacji skorzystamy z sugestii
przedstawionych w podrozdziale 2.1.3. Stwierdzono tam, ze w praktycznych zasto-
sowaniach wiekszos¢ badaczy ogranicza si¢ do rozmytych liczb trapezoidalnych
oraz do rozmytych liczb tréjkatnych. Zgodnie z ta sugestia, okreslimy zréwnowa-
zone rozklady akceptacji jako rozmyte liczby trojkatne T(-1, 0, 0, 1). Oznacza to,
ze zrownowazone rozklady akceptacji obu inwestoréw sg identyczne i sg dane za
pomoca tozsamosci

v,(B) = vy(B) =1~ . (3.22)

Warunek (3.22) jest rownowazny zalozeniu, ze w warunkach réwnowagi finanso-
wej (3.3) stopien akceptacji PPV jest rowny stopniu podobienstwa PPV do ceny
rynkowe;j.
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Dla inwestora A mamy wtedy:

-0,2-AC-95
K, (p|AC)= P . :
-AC-p+0,2-(AC) +95,8-AC+5
—p+0,2-AC+110
WA(PlAC): P 2 >
-AC-p+0,2-(AC)" +109,2-AC+10
A, (p|AC)= (—p+0,2«AC42r110)-(1—AC) ’
AC-p—-0,2-(AC)" -110,8-AC+10
—-0,2-AC—-95)-(1+AC
p.(plAC)= (p 2 )

" AC-p—0,2-(AC)* —94,8-AC+5

Dla inwestora B mamy tutaj:

-0,8-AC—-90
KB(plAC)z 4 2 >
—AC-p+0,8-(AC) +90,2-AC+10
-»+0,8-AC+105
v,(p|AC) = 4 : ,
—AC-p+O,8-(AC) +104,8-AC+5
A (p]AC) = (—p+0,8-AC+2105)-(1—AC) ’
AC-p—0,8-(AC)* —104,8-AC+5
-0,8-AC—-90)-(1+ AC
p5(p|AC)= (p ) )

~AC-p—0,8-(AC)*—90,2-AC+10’

W nastepnym kroku dla kazdego odchylenia ceny rynkowej AC spelniajacego wa-
runek (3.8) wyznaczamy funkcje przynaleznosci BPV.

W przypadku inwestora A mamy tutaj:

- jezeli-6,25<AC<0,todlap € [95+0,2-AC, 110 + 0,2-AC]

p—0,2-A2C—95 , p<100+AC,

—AC-p+0,2-(AC) +95,8-AC+5

m(PIACY=Y 02 ACH110)- (1- AC)
P*o , p=100+AC,

AC-p—0,2-(AC)* -110,8-AC+10
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- jezeli0 < AC< 12,5, todlap € [95+0,2-AC, 110 + 0,2- AC]

(p—0,2-AC—-95)-(1+AC)
AC-p—0,2-(AC)* —94,8-AC+5"
-p+0,2-AC+110
~AC-p+0,2-(AC)* +109,2-AC+10

p <100+ AC,
['[A(plAC) =

, p=100+AC.

Dla inwestora B otrzymujemy:
- jezeli-50 <AC<0,todlap € [90 +0,8-AC, 105 + 0,8-AC]

-0,8-AC—
p—0,8-4C-90 , p<100+AC,
(p|AC) —AC-p+0,8-(AC) +90,2-AC+10
Ug =
(=p+0,8-AC+105)-(1- AC) $>100+AC,

AC-p—0,8-(AC)* —104,8-AC+5’

— jezeli0 < AC< 25,to dlap € [90 +0,8-AC, 105 + 0,8+ AC]

(p—0,8-AC-90)-(1-AC)
AC-p—0,8-(AC)* —90,2-AC+10°
-p+0,8-AC+105
—~AC-p+0,8-(AC)* +104,8-AC+5

p<100+AC,
#B(p|AC)=

, p=100+AC.

Jak tatwo zauwazy¢, inwestorzy A i B rdznig si¢ pomiedzy sobg wyznaczonymi
przez warunek (3.8) zasieggami oddzialywania czynnikéw behawioralnych.

Dla kazdego z inwestoréw wyznaczamy wartoéci &(AC) przecietnej PPV®.
Ograniczamy si¢ tutaj oczywiscie do odchylen ceny rynkowej AC spelniajacych
ograniczenie (3.8). Nastepnie, stosujac metode bisekcji przedzialu, rozwigzujemy
nieréwnosci (3.20) lub (3.21). Ostatecznie otrzymujemy dwa wnioski:

- inwestor A spelnia warunek (3.20) wtedy i tylko wtedy, gdy AC < 5,18,

- inwestor B spetnia warunek (3.21) jedynie wtedy, gdy AC > -21,37.
Oznacza to, ze jedli cena rynkowa C € 78,62, 105,18], to popyt zglaszany przez
inwestora A moze by¢ rownowazony przez podaz oferowang przez inwestora B.

W ten sposob zostata wykazana mozliwos¢ zastosowania proponowanego mo-
delu do opisu zjawiska osiggania rownowagi rynkowej w warunkach nieréwnowa-
gi finansowe;j.

$ Zastosowano tutaj program Mathematica v. 8.0.0.0, numer licencji L4719-1731.
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3.1.4. Behawioralna wartos¢ biezjca a teoria finanséw behawioralnych

Zaproponowany w tym rozdziale model behawioralnej wartosci biezacej stosuje
sie takze w przypadku silnie efektywnego rynku finansowego. Tym rézni si¢ od
modelu Daniela, Hirshleifera i Subrahmanyama [2001], w ktérym zalozono brak
silnej efektywnosci.

Rozklad prawdopodobienstwa stopy zwrotu wyznaczonej za pomocg beha-
wioralnej wartosci biezacej jest identyczny z rozkladem empirycznym. Tym za-
proponowany model rézni si¢ od teorii perspektywy [Tversky i Kahneman 1974],
w ktorej stosuje si¢ subiektywne przeksztalcenie obserwowanego rozktadu praw-
dopodobienstwa.

Prowadzone w tej pracy rozwazania nie wymagaja stosowania funkcji uzytecz-
nosci. Tym zaproponowany model rézni si¢ od modelu Daceya i Zielonki [2008].

Behawioralna warto$¢ biezaca jest obarczona ryzykiem nieprecyzji, co jest
wspolna cechy zaproponowanego modelu i modelu proponowanego przez Barbe-
risa, Shleifera i Vishnyego [1998].

W zaproponowanym modelu behawioralne przestanki decyzji ekonomicznych
pozwalajg na przedstawienie dziatania rynku finansowego jako gry toczonej po-
miedzy inwestorami o réznych charakterystykach behawioralnych. Dzieki temu
zaproponowany model moze by¢ stosowany w teorii zaproponowanej przez Hon-
ga i Steina [1999].

Dodatkowo przy konstrukgji zbioru potencjalnych wartosci biezacych PPV od-
wolano sie tutaj do fenomenu konserwatyzmu poznawczego opisanego na gruncie
psychologii przez Edwardsa [1968].

3.1.5. Wplyw behawioralnej wartosci biezacej na stope zwrotu

Zatézmy teraz dodatkowo, Ze jest dany ustalony horyzont czasowy ¢ > 0 inwestycji.
Rozwazany papier wartosciowy jest wtedy okreslony za pomoca dwoch wartosci:

- przewidywanej wartosci przyszlej V, € R”,

- oszacowanej wartoéci poczatkowej V, € R™.

Podstawowg charakterystyka informujaca o korzysciach z posiadania tego in-
strumentu finansowego jest stopa zwrotu r, dana za pomoca tozsamosci

r,=r(V, V).

W szczegdlnym przypadku tutaj mamy:
— prostg stope zwrotu

T, =Vf_V° =£—1,
Y

59



- logarytmiczna stope zwrotu
\%
1, =In—+.
0

W ogdlnym przypadku funkcja r: R* x R* — R jest funkcjg malejaca wartosci po-
czatkowej i funkcjg rosnacg wartosci przysztej. Dzigki temu dla dowolnych warto-
$ci poczatkowej Vi wartosci przyszlej V, mozemy wyznaczy¢ funkcje odwrotne
'V, ):R>RYir (-, V,):R>R"

W klasycznym podejéciu do problemu wyznaczenia stopy zwrotu warto$¢ po-
czatkowa inwestycji jest identyfikowana z obserwowang ceng rynkowa C, co zapi-
sujemy

v, =C. (3.23)
Warto$¢ przyszia inwestycji V, jest obarczona ryzykiem niepewnosci co do przy-
sztego stanu rzeczy. Modelem formalnym tej niepewnosci jest przedstawianie
wartosci przyszlej jako zmiennej losowej V.: Q ={w} — R*. Zbiér Q jest zbiorem
elementarnych stanéw rynku finansowego. Jezeli przy wyznaczaniu stopy zwrotu
skorzystano z warunku (3.23), to takze stopa zwrotu jest zmienng losowa obarczo-
na ryzykiem niepewnosci. Zmienna losowa ta jest wyznaczona za pomocg tozsa-
mosci

ﬁ(w):r(é,xz(w)).

W praktyce analizy rynkéw finansowych przyjeto opisywanie ryzyka niepew-
nosci za pomocy opisu rozkladu prawdopodobienstwa stopy zwrotu. W chwili
obecnej dysponujemy obszernym kompendium wiedzy na ten temat. Przyktadami
mogga by¢ tutaj cytowane juz prace: Winklera-Drewsa [2009], Echausta i Tomasika
[2008], Tomasika [2008 i 2009], Tomasika i Piaseckiego [2008], Tomasika i Win-
klera-Drewsa [2009], Piaseckiego i Tomasika [2011]. Zalézmy, ze opis rozktadu
prawdopodobienstwa stopy zwrotu spelniajacej warunek (3.23) jest dany za po-
mocg dystrybuanty F.: R — [0, 1]. Wtedy dystrybuanta F,,: R" — [0, 1] rozktadu
prawdopodobienstwa wartosci przyszlej jest dana przez tozsamosé

E,()=E (r,(C,x)).

Z drugiej strony dystrybuanta F,: R — [0, 1] opisuje rozktad prawdopodobien-
stwa wartos$ci przyszlej, to jest wartosci ocenianej ex post jedynie na podstawie
obiektywnego pomiaru. Oznacza to, ze dystrybuanta wartosci przysztej jest nieza-
lezna od sposobu ustalenia wartosci poczatkowej.
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Jak juz wykazano, wartos¢ poczatkowa moze by¢ obarczona ryzykiem nieprecy-
zji. Zatozmy tutaj, Ze nieprecyzyjne oszacowanie warto$ci poczatkowej jest przed-
stawione za pomocg funkgji przynaleznosci pyp, : R* — [0, 1]. Przyktad takiej
funkcji przynaleznosci zostal opisany za pomoca zaleznosci od (3.12) do (3.19).
Wtedy stopa zwrotu jest obarczona splotem ryzyka niepewnosci obarczajacego
wartos$¢ przyszla i ryzyka nieprecyzji obarczajacego warto$¢ poczatkowa. Zgod-
nie z zasadg rozszerzenia L. Zadeha, dla kazdego ustalonego elementarnego stanu
w € Q rynku finansowego funkcja przynaleznosci stopy zwrotu p,: R — [0, 1] jest
okreslona za pomocg zaleznosci

p,(r)= max{yBPV (»):yeR", r= r(y, Vt(w))} = Uppy (ro"1 (r, Vt(w))).

Wynika stad, ze w ogolnym przypadku funkcja przynaleznosci stopy zwrotu jest
warunkowa zmienna losowg p: R x QO — [0, 1] okreslong za pomocg tozsamosci

plr, )= phypy (r071 (1’, ‘Z(w)))

Oznacza to, ze obarczona splotem ryzyka niepewnosci i ryzyka nieprecyzji stopa
zwrotu jest reprezentowana przez probabilistyczny zbiér rozmyty

R={0(p(-,w))e F(R): 0eQ}
nazywany inaczej zbiorem Hiroto. Pojecie to zostalo opisane w podrozdziale 2.2.

W szczegdlnych przypadkach mamy tutaj:
- dla prostej stopy zwrotu

P, @)= phypy, (147) "V (@),
- dla logarytmicznej stopy zwrotu
pr, W)= pgpy (eir ‘Z(w))

Dla kazdej z tak opisanych stop zwrotu wyznaczamy parametry jej rozkladu. Dla
prostej stopy zwrotu mamy:
- rozklad oczekiwan

p(r) :TP‘BPV ((1+1’)’1 -y)dFV(y), (3.24)
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- oczekiwang stope zwrotu

+00 +00

I I " Ugpy ((1+7‘)_1 ')’)dFV(y) dr
E(R) ===

400 +00

[ [t (@1)"-y)dE, () dr |

—00 —00

Dla logarytmicznej stopy zwrotu mamy:
- rozklad oczekiwan

P = [ty (- ) dE, (),

- oczekiwang stope zwrotu

+00 +00

_[ j T Uppy (eir 'y)dFv(y) dr
E(R) ===

—+00 +00

J. J-HBPV (eir 'y)dFV(y) dr |

—00 —00

Nastepnie dla obu tych stép wyznaczamy kwadrat residuum stopy zwrotu

o) | AR 0

Kwadrat ten postuzy nam dalej do okreslenia rozszerzenia pojecia wariancji sto-
py zwrotu. Rozszerzenie to ma odgrywac tutaj role oceny ryzyka niepewnosci.
W analizie rynkéw finansowych zaklada sie implicite, ze takie ryzyko jest porow-
nywalne. Z drugiej jednak strony naturalny preporzadek okreslony przez zbiory
rozmyte nie jest liniowy. Oznacza to, ze w tym wypadku oczekiwany kwadrat re-
siduum okreslony za pomoca zaleznosci (2.31) nie znajduje zastosowania. W tej
sytuacji, droga eliminacji, jako ocene ryzyka niepewnosci przyjmujemy wariancje
stopy zwrotu

02=sz(§)=( [ ] ey s y)dFv(y)dr) ] By dE, () dx. (3.25)

—00 —0
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Podobnie jak w przypadku precyzyjnie okreslonej stopy zwrotu, istnieja takie roz-
ktady prawdopodobienstwa wartosci przyszlej, dla ktdrych nie istnieje wariancja
stopy zwrotu. Wtedy taki rozklad zastepujemy rozkladem obustronnie obcietym,
dla ktérego wariancja istnieje zawsze. Postepowanie takie znajduje swe uzasadnie-
nie w teorii perspektywy [Kahneman i Tversky 1979], ktéra to miedzy innymi od-
woluje sie do behawioralnego zjawiska odrzucania skrajnych mozliwosci.

Pomimo tej modernizacji, w zaproponowanym modelu mozna wykorzystaé
bez zmian calg bogatg empiryczng wiedz¢ zebrang na temat rozkladéw prawdo-
podobienstwa stop zwrotu. Jest to wysoce korzystna cecha zaproponowanego mo-
delu, gdyz przybliza mozliwos$¢ jego realnych zastosowan.

W artykulach Piaseckiego [2007a, 2007b, 2007c] zostala postawiona hipote-
za 0 mozliwosci zastosowania zbioréw Hiroto jako narzedzia formalnego finan-
séw behawioralnych. Hipoteza ta zostala tutaj pozytywnie zweryfikowana poprzez
oszacowanie stopy zwrotu za pomoca behawioralnej wartosci biezacej.

3.2. Nieprecyzyjne okreslenie rozkladu stopy zwrotu

Podstawowym problemem, przed jakim staje zarzadzajacy ryzykiem inwesty-
¢ji w instrumenty finansowe, jest okreslenie rozktadu prawdopodobienstwa stép
zwrotu z tych instrumentéw finansowych. Mandelbrot [1964] zaproponowal wy-
korzystywanie tutaj takich rozkladow, ktore moglyby uchwyci¢ leptokurtycznosé
i grube ogony stop zwrotu. Badania przeprowadzone przez Fame [1965] potwier-
dzily hipotezy Mandelbrota. Wskazuje to na potrzebe poszukiwania innych, nie-
skonczenie podzielnych rozkladéw prawdopodobienstwa posiadajacych grubsze
ogony niz rozklad normalny, za pomoca ktérych mozna by lepiej modelowa¢ em-
piryczne rozklady stop zwrotu z instrumentu finansowego. Na przyklad badania
empiryczne przeprowadzone przez Eberleina i Kellera [1994] potwierdzity stusz-
nos¢ stosowania rozktadéw hiperbolicznych do modelowania finansowego na
rynku niemieckim. Potwierdzono réwniez, ze zasadne jest wykorzystywanie roz-
ktadéw a-stabilnych w przypadku rynku amerykanskiego.

Badania tego rodzaju sg takze prowadzone w odniesieniu do empirycznych
rozkladéw stép zwrotu z instrumentéw finansowych na polskim rynku. W pracy
Jajugi [2000] zaprezentowano badanie zgodnosci rozkladéw empirycznych stép
zwrotu instrumentéw finansowych notowanych na GPW w Warszawie z rozkla-
dem normalnym. Stwierdzono tam, ze dla wszystkich spdtek i indekséw gietdo-
wych dzienne stopy zwrotu nie s3 zgodne z rozkladem normalnym. W wypad-
ku tygodniowych oraz miesiecznych stép zwrotu, w niektérych przypadkach nie
byto jednak podstaw do odrzucenia hipotezy o normalnosci analizowanych szere-
gow czasowych. Analizujac logarytmiczne stopy zwrotu wybranych instrumentow
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finansowych notowanych na GPW w Warszawie, Szczepaniak [2000] pokazal, ze
rozklady a-stabilny i hiperboliczny lepiej niz rozklady gaussowskie aproksymuja
rozklad prawdopodobienstwa badanych szeregéw czasowych. Analogicznie do Ja-
jugi, takze Tarczynski i Mojsiewicz [2001] odrzucili hipoteze o normalnosci roz-
ktadu stép zwrotu. Podobne wyniki uzyskal Rokita [2000]. Wyniki przedstawione
w pracy Witkowskiej i Kompy [2007] jednoznacznie wskazuja, ze empiryczne roz-
kiady analizowanych szeregéw czasowych stop zwrotu nie s zgodne z rozktadem
normalnym.

Zastosowanie rozkltadu GED lub rozkladu Laplace’a do modelowania dzien-
nych stép zwrotu z indeksu WIG daje lepsze wyniki niz przy wykorzystaniu do
tego celu rozkladu normalnego [Purczynski 2002]. Lazewski [2007] wykazal, ze
dla wybranych spoétek rozktady a-stabilne dajg lepsze dopasowanie do danych em-
pirycznych anizeli rozkltady normalne.

Juz to krotkie oméwienie badan wskazuje na to, ze poszczegolni badacze zgod-
nie odrzucaja rozklad normalny jako model empirycznego rozkladu stopy zwrotu
z instrumentu finansowego. Z kolei wyniki ich statystycznych analiz wskazuja na
rézne rozklady prawdopodobienstwa mogace by¢ teoretycznymi modelami roz-
ktadéw stop zwrotu. Pewnym usprawiedliwieniem moze by¢ tutaj to, ze w kazdej
ze wspomnianych prac badano rézniace si¢ okresem obserwacji szeregi czasowe
réznych stop zwrotu z réznych instrumentéw finansowych. To zréznicowanie ro-
dzi postulat zaplanowania kompleksowych badan rozkltadéw stép zwrotu obser-
wowanych na GPW w Warszawie. Rozlegly obszar tych badan i przypuszczalnie
nieuniknione zréznicowanie wnioskéw naklada tutaj obowiazek przygotowania
modelu syntezy wnioskow zebranych w trakcie analizy empirycznych rozkladéw
stop zwrotu. Budowie pewnej propozycji takiego modelu bedzie poswigcony ten
podrozdzial.

Analizujac szeregi czasowe obserwowane na rynkach finansowych, wielo-
krotnie zauwazamy, ze $ciste badania zjawisk ilo§ciowych na rynkach finan-
sowych nie poddaja sie zasadzie generalizacji historycznej’. Spelnienie zasady
generalizacji historycznej jest konieczne w wypadku badan naukowych pole-
gajacych na poszukiwaniu predykatoréw. Z taka sytuacja mamy do czynienia
w wypadku poszukiwan rozkltadéw stop zwrotu. Stanowi to przestanke do po-
szukiwania takiego sposobu formulowania wnioskéw z analizy empirycznych
rozkladow stop zwrotu, ze zostanie zachowana zasada generalizacji historyczne;.
Jednym z takich sposobéw moze by¢ nieprecyzyjne wyrazanie wnioskow wy-
nikajgcych z analizy materialu empirycznego. Z tego powodu zostang tutaj za-
proponowane metody nieprecyzyjnego wypowiadania ostatecznych wnioskéw
o rozkladzie stopy zwrotu. Przestudiowane zostang tez formalne konsekwencje
takiego postepowania.

7 Mozna ja znalez¢ na przyklad w pracy Piaseckiego [2009].
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3.2.1. Rozklady dopuszczalne
Okreslamy zbior
={D:i=1,2,...,n

rozpatrywanych rozkltadéw prawdopodobienstwa nad zbiorem liczb rzeczywi-
stych. Do zbioru D zaliczamy wszystkie te rozklady prawdopodobienstwa, ktdre
w literaturze przedmiotu sg faczone z empirycznymi rozkladami stép zwrotu z in-
strumentéw finansowych.

Gléwnym przedmiotem naszego badania bedzie pochodzacy z przedziatu cza-
su [0, T] szereg czasowy kolejnych stop zwrotu z wybranego instrumentu finanso-
wego. Przedziat [0, T] dzielimy na m > 1 réwnych podprzedziatéw czasowych T,
o identycznej dtugosci. Zapiszmy

’T:{Tj:jzl,z,...,m;UT]:[O,T]}

j=l
Kazdej parze (D,, T)) € D x T przypisujemy hipoteze zerows:
H . Stopy zwrotu obserwowane w przedziale T majg rozktad D,
ktorej przeciwstawiamy hipoteze alternatywna:
H . Stopy zwrotu z przedziatu T, maja rozklad rézny od D,.

Do weryfikacji wszystkich postawionych hipotez zerowych wykorzystujemy ten
sam ustalony test statystyczny. Prowadzac weryfikacje tych hipotez, dla kazdego
przedziatu czasowego T, € T wyrdzniamy podzbiér DY < D wszystkich takich
rozkladéw D, € D, dla ktérych brak podstaw do odrzucema hlpotezy zerowej
5‘[ 1), Mozna tutaj $mialo przypuszcza¢, ze istnieja takie zbiory Z) zawieraja-
ce wiecej niz jeden rozklad. Przyklady takich zbioréw mozemy Znalezc W pracy
Szczepaniaka [2000]. Lektura literatury przedmiotu upowaznia nas tez do przyje-
cia zalozenia, ze co najmniej jeden zbiér DY jest rézny od zbioru pustego.
Przeprowadzone obserwacje szeregdw czasowych stép zwrotu nie pozwalaja na
przyjecie zalozenia o catkowitej niewiedzy na temat badanego zjawiska. Oznacza
to, ze przy doborze typu rozkladu stopy zwrotu nie mozemy skorzystac z zasady
Walda totalnej ignorancji. Zatem podejmujac statystyczne badania empirycznych
wlasciwosci stopy zwrotu, stajemy przed koniecznoscig wskazania typu rozktadu
stopy zwrotu. Naturalne jest, Ze w przedziale czasowym T, wybor tego rozktadu
ograniczamy do rozkltadéw pochodzacych ze zbioru DJ) W ten sposdéb kazdy
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rozklad D, pochodzacy ze zbioru DY traktujemy jako rozktad dopuszczalny. Nie
mozna jednak wykluczy¢, ze spelniony jest tutaj warunek

A(j, k): jrk=DY £DP. (3.26)

W tej sytuacji zbiér DY traktujemy, jako j-ta obserwacje podzbioru rozkladéw
dopuszczalnych. Przeanalizujmy teraz zdanie:

Rozktad D, jest rozktadem dopuszczalnym. (3.27)

Jesli warunek (3.26) jest spetniony, to wartos¢ logiczng powyzszego zdania mozna
oceni¢ jedynie z punktu widzenia logiki wielowartosciowej. Bez utraty ogoélnosci
rozwazan mozna tutaj przyjacé, ze stopien prawdziwosci zdania (3.27) jest rowny
czestosci f, zaliczenia rozktadu D, do zbioru DY, to jest czestosci braku podstaw
do odrzucenia hipotezy H,*” w kolejnych przedziatach T.. Czgstosc¢ jest okreslona
przez identyczno$cé

~ card{Tj : D, eDo(j)}

i (3.28)
m
W ten sposob funkcja p,: D — [0, 1] okreslona za pomocg tozsamosci
up(D,) =, (3.29)

jest funkcjg przynaleznosci rozmytego podzbioru D~0 € F(D) rozktadéw dopusz-
czalnych. Zauwazmy tutaj, ze czgstodci f, nie okreslajg rozkladu prawdopodobien-
stwa nad zbiorem D rozpatrywanych rozkltadéw prawdopodobienstwa. Tym sa-
mym zostaly wyczerpane mozliwosci zastosowania analizy probabilistycznej do
wnioskowania o zbiorze rozpatrywanych rozkladow.

Jakoci informacji reprezentowanych przez podzbiér rozktadéw dopuszczal-
nych D), bedziemy ocenia¢ z punktu widzenia jej nieprecyzji. Zgodnie z opisem
przedstawionym w podrozdziale 2.1.2, w obrazie nieprecyzji informacji wyrdz-
niamy niewyrazisto$¢ informacji oraz niejednoznaczno$¢ informacji. Niewyrazi-
sto$¢ informacji oceniamy za pomoca miary entropowej tutaj danej przez zalez-
nos¢

e(@0)=z-imin{fi,1—ﬁ}. (3.30)
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Pozadane jest oczywiscie korzystanie z informacji o mozliwie niskiej entropii.
Niejednoznacznos¢ informacji oceniamy za pomocg miary energetycznej opisanej
tutaj przez zaleznos¢

dD)=>"f. (3.31)
i=1

Pozadane jest korzystanie z informacji o mozliwie niskiej energii. Zastosowanie
tych kryteriéw pozwoli na wyboér zbioru rozkladéw dopuszczalnych sposrod ta-
kich zbioréw uzyskanych za pomoca réznych testéow statystycznych.

3.2.2. Studium przypadku

Opisane tutaj badanie empiryczne zostalo przedstawione w pracy Piaseckie-
go i Tomasika [2008]. GIéwnym przedmiotem naszego badania jest pochodzacy
z przedzialu czasu od 17.11.1995 do 16.11.2007 szereg czasowy kolejnych dobo-
wych logarytmicznych stép zwrotu z notowan spo6tki BRE. Ten okres badan po-
dzielono na nastepujace roczne podprzedzialy obserwacji:

- - okres od 17.11.1995 do 16.11.1996,

— okres 0d 17.11.1996 do 16.11.1997,
— okres 0d 17.11.1997 do 16.11.1998,
— okres 0d 17.11.1998 do 16.11.1999,
- okres od 17.11.1999 do 16.11.2000,
— okres od 17.11.2000 do 16.11.2001,
- okres od 17.11.2001 do 16.11.2002,
— okres 0d 17.11.2002 do 16.11.2003,
— okres 0od 17.11.2003 do 16.11.2004,

- T,, - okres 0od 17.11.1004 do 16.11.2005,

- T,, - okres od 17.11.2005 do 16.11.2006,

- T, - okres od 17.11.2006 do 16.11.2007.

Punktem wyjscia do tego podzialu przedzialu czasowego obserwacji jest data
17.11.2000. W tym dniu wprowadzono na warszawskiej GPW system WARSET.
Wydarzenie to w znaczacy sposob wplyneto na zachowania inwestoréw, a co za
tym idzie, takze na rozklady stop zwrotu.

Proponujac w studium przypadku podzial na przedzialy obserwacji T, 7, po-
minieto problem identyfikacji standw hossy, stagnacji i bessy. Zrobiono to z pre-
medytacja, gdyz stosowanie narzedzi prognostycznych odrebnych dla poszcze-
golnych rodzajéow trendu jest zawsze obarczone bledem prognozy przyszlych
tendencji na rynku finansowym. Ponadto w pracy Piaseckiego [2009] pokazano,
ze wyodrebnienie rodzaju trendu moze pogorszy¢ precyzje formutowanych wnio-
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skow. Fakt ten pokazuje, zZe dostgpna prognoza trendu rynku wcale nie musi pod-
nosi¢ precyzji stawianych prognoz rynkowych.

Do zbioru D rozpatrywanych rozkladéw prawdopodobienstwa zaliczymy na-
stgpu]qce rozklady:

D, - rozktad normalny,

- D2 - rozklad a-stabilny,

- D, - rozktad hiperboliczny,

- D - rozktad uogoélniony hiperboliczny,

- 5 - rozktad NIG,

- D, - rozktad VG,

- D, - rozklad skosny ¢-Studenta,

- D - rozklad ¢-Studenta,

- - rozktad GED.
Do weryﬁkacp kazde] hipotezy zerowej FH,"”, ktérej przeciwstawiono hipoteze
alternatywna "7, zastosowano kolejno testy Xz i Kolmogorowa. Hipoteze zero-
wa kazdorazowo weryﬁkowano na poziomie istotnosci « = 0,05. Uzyskane wyniki
przedstawiono w tabeli 3.1.

Tabela 3.1. Wyniki testu hipotezy o rozkladzie stop zwrotu

Okres Test y* Test Kolmogorowa

obser- Typ rozkladu Typ rozkladu

vt 'p 1o, o, [, [, D, D, D, D, | D, D, D, D] D, D] D] D, | D,
T, " " " " " "

T, " " " . " u u " . n u

T3 [ " " " " " " " " " . " " " "
T, " " " " . " " " " " " " . " "
T, " " " . " . u u " . " . n " u "
T6 [ " " " " " " " " " " . " " " "
T, " " " " " " " " " " " " "
T, " " . n u " " . n . " " " "
T9 " " " " " " " " " " " " "
T, " " " " " . " " " " " " 'l " " " " "
T, " " " . " . u u " . " . n " u "
le " " " " " " " " " " " . " " " "

Legenda: =-brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej
Zrédlo: Piaseckii Tomasik [2008].
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Poréwnujac tutaj wyniki uzyskane za pomocg testu y i testu Kotmogorowa, wi-
dzimy przypadki, w ktorych hipoteza zerowa zostata odrzucona jedynie za pomo-
3 jednego z tych testow. Sa to takie réznice, ktoérych nie mozna uzasadnic¢ rézng
mocg testu. Fakt ten sygnalizuje potrzebe dyskusji nad kryteriami doboru testu
weryfikujacego hipoteze zerowa o rozkladzie stop zwrotu. Uderzajace jest, ze przy
zastosowaniu testu Kolmogorowa zostaty odrzucone wszystkie hipotezy zerowe
dla okresu T, od 17.11.1995 do 16.11.1996. Oznacza to brak mozliwoséci wskaza-
nia rozkladu stopy zwrotu. Wydaje sie, ze z takim zjawiskiem mozemy mie¢ do
czynienia w przypadku mlodych rynkéw wschodzacych. Przeprowadzone obli-
czenia potwierdzaja tez stuszno$¢ przyjecia zalozenia (3.26).

Korzystajac z danych zebranych w tabeli 3.1 oraz z zaleznosci (3.28)-(3.31),
wyznaczamy dla kazdego testu funkcje przynaleznosci rozmytego podzbioru roz-
ktadéw dopuszczalnych oraz entropi¢ i energie tego zbioru. Uzyskane wyniki
przedstawiono w tabeli 3.2.

Tabela 3.2. Rozmyte podzbiory rozkladow dopuszczalnych

Stopnie przynaleznosci En- Ener-
Test tro- .
D, D, D, D, D Dy D, Dy D, pia g
e 0,58 | 1,00 | 1,00 | 0,83 | 1,00 | 0,50 | 1,00 | 0,42 | 1,00 | 3,00 | 7,33
Kotmo-
gorowa | 0,75 | 0,83 | 0,83 | 0,83 | 0,92 | 0,58 | 0,92 | 0,25 | 0,83 | 3,50 | 6,75

Zroédlo: Piaseckii Tomasik [2008].

Wyniki obliczen zebrane w tabelach pozwalajg stwierdzi¢, ze przy zastosowa-
niu testu y* uzyskali$my informacje bardziej wyrazista niz w wypadku stosowania
testu Kolmogorowa. Z kolei za pomocg testu Kotmogorowa otrzymali$my infor-
macje bardziej jednoznaczng niz za pomoca testu y’. Brak jednak tutaj jakichkol-
wiek przestanek, aby mdc to spostrzezenie uogélnic.

W badaniu statystycznym zastosowano poziom istotnosci & = 0,05. Ten po-
ziom jest najwyzszym ze stosowanych w praktyce ekonometrii. Zastosowanie niz-
szego poziomu istotnosci powodowalo jedynie nieuzasadniony wzrost niejedno-
znaczno$ci informacji o dopuszczalnym rozkltadzie stopy zwrotu. Nalezy jednak
rozwazy¢ i przesledzi¢ skutki dalszego podnoszenia wartosci poziomu istotnosci,
tym bardziej ze wtedy bedzie malat blad II rodzaju. W omawianym badaniu empi-
rycznym malenie bledu II rodzaju oznacza malenie btedu zaakceptowania niewta-
$ciwego rozkladu stop zwrotu.

Jeste$my w studiowanym przypadku bardzo odlegli od jednoznacznego wska-
zania ,,dopuszczalnych” rozktadéw stopy zwrotu. Zatem kategoryczna generaliza-
cja historyczna nie jest mozliwa.
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3.2.3. Behawioralny wybdr rozkladu stopy zwrotu

Pomimo przedstawionych powyzej pesymistycznych wnioskdw, rozpatrywane
studium przypadku prowadzi do pewnych konstruktywnych ustalen. W kazdym
wierszu tabeli 3.2 obserwujemy rozmyty podzbior D, € F(D) dopuszczalnych
rozkladéw badanej stopy zwrotu. Stwierdzony w studium przypadku brak wyrazi-
stego rozgraniczenia pomiedzy rozkladami dopuszczalnymi a pozostalymi w pet-
ni uzasadnia to podejscie. Wskazuje to na mozliwo$¢ wykorzystania metod roz-
mytej matematyki finansowej do zarzadzania rynkiem finansowym.

Przystepujac do oszacowania parametréw stopy zwrotu, analityk finansowy
musi na wstepie okresli¢ typ rozkladu prawdopodobienstwa tej stopy. Naturalne
tutaj jest, ze wybor ten pozostaje ograniczony do zbioru rozktadéw dopuszczal-
nych. Zbiér ten jednak jest nieprecyzyjnie wyrdzniony. Analityk finansowy jest
$wiadomy, ze posta¢ zbioru rozkladéw dopuszczalnych jest obarczona bledem
II rodzaju. W tej sytuacji ostateczny wybor rozktadu jest wyborem w duzej mie-
rze subiektywnym. Pozwala to zaklasyfikowa¢ zadanie wyboru postaci rozkladu
prawdopodobienstwa stopy zwrotu jako wydarzenie o podiozu behawioralnym.
Przeanalizujmy wartos$¢ logiczna zdania:

Rozktad D, jest wybrany jako rozktad stopy zwrotu. (3.32)

Jedyna racjonalng przestanka tego wyboru moze by¢ tutaj wartos¢ logiczna zdania
(3.27). Wiadomo tez, ze przynajmniej jeden rozktad musi zosta¢ wybrany. Od-
zwierciedleniem tych spostrzezen jest przyjecie zalozen:
- wartos¢logiczna zdania (3.32) ro$nie wraz z warto$cig logiczna zdania (3.27);
- jest pewne, ze zostang wybrane te rozklady D,, dla ktérych zdanie (3.27) jest
najblizsze prawdzie.
Przy powyzszych zalozeniach, bez utraty ogélnosci, wartos¢ logiczng zdania (3.32)
mozna okresli¢ za pomocg wartosci

ug(d) =g, :W

J

Funkcja p,: D — [0, 1] jest funkcja przynaleznosci rozmytego podzbioru
G, € F (D) wybranych rozktadéw prawdopodobienstwa. Niewyrazisto$¢ infor-
macji opisanej przez ten zbidr oceniamy za pomocg miary entropowej danej przez
zalezno$¢

e(GO) =2-Zn:min{gi, l—gi}.

i=1
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Niejednoznaczno$¢ informacji oceniamy za pomoca miary energetycznej opisanej
tutaj przez zaleznos¢

6)- -3

} :Zgi Zd(ﬁo).

Ostatni wynik oznacza, Ze pojecie ,wybrany rozklad” jest nie mniej wieloznaczne
niz pojecie ,rozklad dopuszczalny” Dowodzi to w niezbity sposéb behawioralne-
go charakteru dokonanego wyboru.

Powrd¢my na chwile do studium przypadku opisanego w poprzednim podroz-
dziale. Kontynuujac tamte obliczenia, wyznaczamy funkcje przynaleznosci zbio-
réw wybranych rozkladéw oraz charakterystyki nieprecyzji tych zbioréw. Uzyska-
ne wyniki przedstawiono w tabeli 3.3.

Tabela 3.3. Rozmyte podzbiory wybranych rozkladéw

Stopnie przynalezno$ci En- Ener-
Test tro- .
D, D, D, D, Dy Dy D, Dy D, pia Ch
XZ 0,58 1,00 1,00 0,83 1,00 0,50 1,00 0,42 1,00 3,00 7,33
Kotmo-
gorowa | 0,82 0,90 0,90 0,90 1,00 0,63 1,00 0,27 0,90 2,44 7,34

Zrédlo: Obliczenia whasne.

Nad zbiorem zdarzen elementarnych QO = {w} okreslamy ustalong stope zwrotu
r: Q — R. Ta stopa zwrotu wyznacza w zbiorze zdarzen elementarnych ciato zda-
rzen losowych

¢=r"(B) (3.33)
gdzie symbol B oznacza cialo Borela na prostej rzeczywistej. Kazdy z rozkladow
D, okresla w ten sposob przestrzen probabilistyczng (€, ¢, D,). Wobec zaleznosci
(3.33) kazda takg przestrzen mozna identyfikowac z parg

(D, Q)={(D,, w): e Q}.

Dzigki temu wybrany sposéb oceny prawdopodobienstwa mozna przedstawi¢
jako zbior

{(D,9):D, €6, ={(D,0): D, eG,,we}=G,x=H.
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Wyznaczony powyzej produkt kartezjaniski jest zbiorem Hiroto H wyznaczonym
przez swa funkcje przynaleznosci p, : G, x Q— [0, 1]. Wspomniana funkcja przy-
naleznosci okreslona jest przez tozsamo$¢

Uy (D w) =g,

Opisany powyzej zbiér Hiroto opisuje wszystkie zebrane informacje o rozkla-
dach stopy zwrotu. Opis ten w wyrazny sposéb ujmuje brak mozliwosci dokona-
nia kategorycznej generalizacji historycznej. W ten sposob odrzuca jeden z ele-
mentoéw idealizacji kazdej teorii opartej na faktach empirycznych. Oznacza to, ze
zaproponowany model oceny rozkladu prawdopodobienstwa przybliza nas do
rzeczywistego stanu rzeczy. Dzigki temu stosowanie zbioru G, wybranych roz-
kfadéw czyni nasze wnioskowanie bardziej wiarygodnym, co wplywa na pod-
niesienie wiarygodnosci uzyskiwanych ta droga wnioskéw. Ten wzrost jakosci
stawianych wnioskéw ma jednak swoja cene. Ta cena jest utrata precyzji sformu-
fowanych wnioskow.

3.2.4. Wplyw behawioralnego wyboru rozkladéw na oceng¢ stopy zwrotu

Rozwazamy stope zwrotu r: Q — R. Kazdy z jej rozktadéw D, (i = 1, 2, ..., n) jest
tutaj opisany przez swg dystrybuante F,: R — [0, 1]. Ulatwi to rozwigzanie proble-
mu wyznaczenia parametru

Y=E(f(r)

rozkladu stopy zwrotu. Jesli parametr ten istnieje dla ustalonego rozkladu D, € D,
to zapisujemy go w postaci

Y, =E(f(1)|D,) = [ f(0dE (). (3.34)

Rozwazmy teraz parametr E ( f (r)‘GO) okreslony dla zbioru wybranych rozktadow.
Warto$¢ tego estymatora przedstawiamy jako zbior rozmyty Y € F(R) opisany za
pomoca funkeji przynaleznosci p,: R — [0, 1] okreslonej przez tozsamos¢

ty(x) = max{0, g;: Y, = x}.
Opisany powyzej estymator rozmyty jest przyblizeniem liczby rzeczywistej w ro-
zumieniu podanym w podrozdziale 2.1.3. Funkcja przynaleznosci (3.34) opisuje
rozklad oczekiwan estymatora parametru Y. Istniejg zatem formalne podstawy na
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to, aby zbidr Hiroto wybranych rozkladow mogl zosta¢ zastosowany w zadaniach
analizy stopy zwrotu.

Najpierw zajmijmy si¢ tutaj problemem wyznaczenia warunkowej oczekiwanej
stopy zwrotu

f(r)zE(r

)
Zgodnie z opisang powyzej procedurg rozklad oczekiwan tego parametru jest opi-
sany przez tozsamos$¢

=x}, (3.35)

1

p(x) = max{0, g,: R

gdzie
R =E(r|D,)= TxdE(x).

—00

Ten rozktad oczekiwan wyznacza przyblizenie E(r) oczekiwanej stopy zwrotu.
Nosénikiem tego przyblizenia jest zbior

HE(;’)Hz{xeR:szi, g >0}.

Zauwazmy tutaj, ze nosnik ”E(r)“ przyblizenia oczekiwanej stopy zwrotu moze by¢

mniej liczny niz no$nik HG‘)” zbioru wybranych rozkladéw. Dzieje si¢ tak wtedy,
gdy ta sama wartos¢ zostanie przypisana warunkowym stopom oczekiwanym wy-
znaczonym przez rdzne rozklady. Przyblizenie wartosci oczekiwanej stopy zwrotu
mozna wowczas opisac za pomocg skoficzonego zbioru

()<<l

Ostatecznie, zgodnie z (2.30), oczekiwang stope zwrotu E(r) wyznaczamy, korzy-
stajac z zaleznosci

-1

E(r)= Z p(x) | - z xp(x).

erE(r)H erE(r)H

W kolejnym kroku zajmijmy si¢ problemem wyznaczenia warunkowej wariancji
stopy zwrotu

S*(r)= E((r —E(r))2 ‘Go)
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Zgodnie z opisang powyzej procedurs, rozklad oczekiwan tego parametru jest
opisany przez tozsamos¢

¢(x) =max{0, g.:S; =x},

gdzie

+00

§:=E((r=E®)'|D;)= [ (r—E0)) dE ),

—00

Jedli dla pewnych rozkladéw F, nie istnieje wariancja, to takie rozklady zastepu-
jemy rozkltadami obustronnie obcietymi, dla ktérych wariancja zawsze istnieje.
Postepowanie takie znajduje swe uzasadnienie w teorii perspektywy [Kahneman
i Tversky 1979], ktéra miedzy innymi odwoluje si¢ do behawioralnego zjawiska
odrzucania skrajnych mozliwosci.

Ten rozktad oczekiwan wyznacza przyblizenie S(r) wariancji stopy zwrotu. No-
$nikiem tego przyblizenia jest zbior

§(r) =lxeR:x=8 g.>0¢.
3] h8i>0f

Zauwazmy tutaj, ze nosnik Hg(r)“ przyblizenia wariancji stopy zwrotu moze by¢
mniej liczny niz no$nik HG‘)H zbioru wybranych rozkladéw. Dzieje si¢ tak wtedy,
gdy ta sama wartos¢ zostanie przypisana warunkowym stopom oczekiwanym wy-
znaczonym przez rdzne rozklady. Dodatkowo mozemy si¢ tutaj spotkac z sytu-
acja, w ktorej zbiory ”E (r)” i ”S(r)‘rbgdg mialy r6zna liczbe elementéw. Przyblizenie
wartosci oczekiwanej stopy zwrotu mozna wtedy opisa¢ za pomocg skonczonego
zbioru

{(x, c(r)) 1X€E Hg(r)u}.

Ostatecznie, zgodnie z (2.32), wariancje stopy zwrotu S(r) wyznaczamy, korzysta-
jac z zaleznosci

o’ =8*(r)= z ¢(x)| - Z x¢(x). (3.36)

erS(r)H erS(r)H
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Rozdziat 4

INSTRUMENTY FINANSOWE
OBARCZONE RYZYKIEM NIEPEWNOSCI
I RYZYKIEM NIEPRECYZ]JI

Podstawowym instrumentem finansowym nazywamy dowolny papier wartoscio-
wy stanowigcy odrebny przedmiot obrotu na gietdzie papieréw wartosciowych.
Wspdlng nazwg instrument finansowy bedziemy okresla¢ zar6wno dowolny pod-
stawowy instrument finansowy, jak i portfel zlozony z instrumentéw finansowych.
W Kklasycznych teoriach rynku finansowego, opartych jedynie na racjonalnych
przestankach, eksponowane jest ryzyko niepewnosci obarczajace poszczegdlne in-
strumenty finansowe. W teoriach tych dowolny instrument finansowy jest na ogo6t
reprezentowany przez pare uporzadkowang skladajacg si¢ z oczekiwanej stopy
zwrotu i jej wariancji'. Oczekiwana stopa zwrotu reprezentuje tutaj wzgledne ko-
rzysci osiggane przez posiadacza instrumentu finansowego. Wariancja natomiast
jest oceng ryzyka niepewnosci. Na gruncie tych teorii powstato wiele precyzyjnie
sformutowanych kryteriéw optymalizacji decyzji inwestycyjnych. Stosowanie tych
kryteriow jest odzwierciedleniem tych racjonalnych przestanek, ktérymi sie kie-
ruja inwestorzy w swej dziatalnoéci na rynkach finansowych. Trudno jest sobie
wyobrazi¢, ze inwestor zabiegajacy o wlasne korzysci i bezpieczenstwo swojego
majatku catkowicie zrezygnuje z racjonalnego podejscia do procesu inwestycyjne-
go. W tej sytuacji mozna $miato zalozy¢, ze w kazdym wieloaspektowym modelu
finanséw behawioralnych nalezy te racjonalne i precyzyjne kryteria uwzgledniac.
Takie tez podejscie bedzie zastosowane w tym rozdziale, w ktérym racjonalne
aspekty podejmowania decyzji inwestycyjnych beda reprezentowane przez dobrze
znane z literatury przedmiotu kryteria zarzadzania portfelem.

W rozdziale 3 zaproponowano odzwierciedlenie behawioralnych aspektéow in-
westowania za pomoca nieprecyzyjnego oszacowania oczekiwanej stopy zwrotu.

! Jesli dla danego rozkladu stopy zwrotu nie istnieje wariancja, to konsekwentnie zastepujemy
go innym parametrem rozproszenia istniejacym dla danego rozktadu.
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W kazdym z rozwazanych tam studiéw przypadku rozklad oczekiwan stopy zwro-
tu byl wyznaczany za pomoca zbioru Hiroto obrazujacego splot ryzyka niepewno-
$ci z ryzykiem nieprecyzji. Opisywane ryzyko nieprecyzji byto implikowane przez
wybrane behawioralne przestanki procesu inwestycyjnego. W tej sytuacji beha-
wioralne aspekty podejmowania decyzji inwestycyjnych beda reprezentowane
przez nieprecyzyjne oszacowanie oczekiwanej stopy zwrotu. We wszystkich roz-
wazanych w tym rozdziale modelach rynku finansowego dowolny instrument fi-
nansowy bedzie reprezentowany przez pare uporzadkowang sktadajacy si¢ z nie-
precyzyjnie oszacowanej oczekiwanej stopy zwrotu i wariancji.

4.1. Tréjwymiarowy obraz ryzyka

W rozdziale 3 oczekiwang stope zwrotu rozpatrywanego instrumentu finansowe-
go przedstawiono jako oszacowanie nieprecyzyjne R € F(R) nazywane dalej roz-
myta oczekiwana stopg zwrotu. Rozmytg oczekiwang stope zwrotu nazywac tez
bedziemy w skrécie przyblizong rentownoscia. Przyblizona rentowno$é R jest re-
prezentowana przez swoja funkcje przynaleznosci p € [0, 1" nazywang réwniez
rozkladem oczekiwan rentownosci. W omawianych rozdziale 3 studiach przypad-
ku ten rozklad oczekiwan zostal okreslony przez zaleznos¢ (3.24) lub (3.35). Stad
wiemy, ze przyblizona rentownos¢ reprezentuje zaréwno racjonalne, jak i beha-
wioralne aspekty podejscia do problemu oszacowania spodziewanych korzysci.
Jako ocene ryzyka niepewnosci wskazano tam wariancje stopy zwrotu o”. W oma-
wianych w rozdziale 3 studiach przypadku wariancja ta zostala okreslona przez
zalezno$¢ (3.25) lub (3.36). Szczegdlowa analiza tych zaleznosci dowodzi, ze wy-
znaczona w ten sposob wariancja opisuje rownoczesnie racjonalne i behawioralne
aspekty oceny bezpieczenstwa zainwestowanego kapitatu.

W Kklasycznej teorii Markowitza [1952] normatywng strategia inwestowania
jest maksymalizacja oczekiwanej stopy 7 przy réwnoczesnej minimalizacji wa-
riancji stopy zwrotu o>. W tej sytuacji dowolny podstawowy instrument finansowy
jest tam reprezentowany przez pare (7, o). Para ta reprezentuje jedynie racjonalne
przestanki oceny instrumentu finansowego. W tym rozdziale ten obraz podstawo-
wego instrumentu finansowego zastapimy przez pare (R, 0°) uwzgledniajaca réw-
niez behawioralne aspekty podejmowania decyzji inwestycyjnych. W ten sposéb
podnosimy warto$¢ poznawczg opisu instrumentu finansowego. Ten przyrost uzy-
tecznosci tego opisu ma jednak swoja cene. Jest nig ujawnienia ryzyka nieprecy-
zji obarczajacego rozwazany instrument. Na to ryzyko skltadaja si¢ ryzyko wielo-
znaczno$ci i ryzyko niewyrazistosci.

Zgodnie z sugestig dang w podrozdziale 2.1.2 ryzyko wieloznacznosci bedzie-
my oceniaé za pomoca miary energetycznej d(R) przyblizonej rentownoéci R
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okreslonej przez zaleznos¢ (2.11). W przypadku dowolnej miary energetycznej
interesuje nas tylko porzadek wyznaczony przez wartosci tej miary. W tej sytu-
acji, bez utraty ogoélnosci dalszego rozumowania, mozemy przyjaé, ze wystepuja-
ca w zaleznosci (2.11) funkgja f: [0, +oo[ — R przyjmuje posta¢ okreslong przez
tozsamo$¢’

f@=r (4.1)

W przypadku ciagtego nosnika HRH miare energetyczng przyblizonej rentownosci
wyznaczamy, stosujac zaleznos¢

d(R) =[1+ [pe0 dx] [P0 dx. (4.2)

Jesli nosnik ”RH przyblizonej rentownosci jest zbiorem dyskretnym, to wymagana
miare energetyczng wyznaczamy, korzystajac z zaleznosci

-1

dR)=|1+ z p(x) Z p(x). (4.3)

x<lR] x<{R]

Miary energetyczne mozna poréwnywac jedynie wtedy, gdy reprezentuja przybli-
zone rentownosci o identycznych wilasciwosciach formalnych.

Zgodnie z sugestig dang w podrozdziale 2.1.2, ryzyko niewyrazisto$ci bedzie-
my ocenia¢ za pomoca miary entropii e(R) przyblizonej rentownosci okreslonej
przez zalezno$¢ (2.15). Takze w przypadku dowolnej miary entropii interesuje nas
jedynie porzadek wyznaczony przez wartosci tej miary. W tej sytuacji, bez utraty
ogolnosci dalszego rozumowania, mozemy przyjac, ze wystepujaca w zaleznosci
(2.15) funkcja f: [0, +oo[ & R przyjmuje posta¢ okreslong przez tozsamos$¢ (4.1).
W przypadku ciggtego nosnika ||R[| miare entropii przyblizonej rentownosci wy-
znaczamy, stosujac zaleznosc¢

—00

e(R)—[lJr Imln p(x),1— p(x) } Imm p(x),1— p(x)} (4.4)

* Ponownie korzystamy tutaj z zaprezentowanej juz w tej ksigzce koncepcji stosowania unor-
mowanej metryki.

79



Jesli no$nik Hfl” przyblizonej rentownosci jest zbiorem dyskretnym, to wymaganag
miare entropii wyznaczamy, korzystajac z zaleznosci

-1

e(R)=|1+ Z min{p(x), l—p(x)} . Z min{p(x), l—p(x)}. (4.5)

x<lR] x<{R]

Miary entropii mozna poréwnywac jedynie wtedy, gdy reprezentujg przyblizone
rentownosci o identycznych wlasciwosciach formalnych.

W tej sytuacji kazdej przyblizonej rentownosci R przyporzadkowujemy tréjwy-
miarowy wektor (% 8, ¢), gdzie

8=dR), (4.6)
e=e(R). (4.7)

Wektor ten jest obrazem ryzyka rozumianego jako ztozenie ryzyka niepewnosci,
ryzyka niejednoznacznosci i ryzyka niewyrazistosci. Ryzyko niepewnosci jest od-
zwierciedleniem braku wiedzy inwestora o przyszlych stanach rynku finansowego.
Brak tej wiedzy powoduje brak pewnosci inwestora co do przesztych zyskow lub
strat. Wlasnosci tego ryzyka znajduja bogate oméwienie w literaturze przedmiotu.

Tutaj ten klasyczny obraz ryzyka obarczajacego instrument finansowy posze-
rzyliSmy o ryzyko nieprecyzji. Powstaje pytanie, czy z punktu widzenia potrzeb
procesow inwestycyjnych jest to ryzyko istotne.

Na ryzyko nieprecyzji skladaja sie ryzyko niejednoznacznosci i ryzyko nie-
wyrazistosci. Inwestor czes¢ odpowiedzialnosci za podejmowane przez siebie in-
westycje przerzuca na doradcéw lub na stosowane narzedzia analityczne. Z tego
powodu inwestor w znakomitej czg¢sci ogranicza swoje wybory decyzji inwestycyj-
nych do alternatyw rekomendowanych przez doradcéw lub stosowane instrumen-
tarium analityczne. W ten sposéb minimalizuje ryzyko osobistej odpowiedzialno-
éci za podjeta decyzje finansowg’.

Wzrost ryzyka wieloznacznosci oznacza, ze wzrasta¢ bedzie liczba alternatyw-
nych rekomendacji inwestycyjnych. Powoduje to wzrost ryzyka wybrania sposrod
rekomendowanych alternatyw takiej decyzji finansowej, ktdra ex post zostanie
obarczona stratg utraconych szans.

Wzrost ryzyka niewyrazistoci oznacza zacieranie si¢ granic wyrdzniajacych
rekomendowane alternatywy inwestycyjne. W ten sposdb wzrastaja szanse wy-
boru alternatywy nierekomendowanej; wzrost ryzyka niewyrazisto$ci wptywa na
przyrost istotnego ryzyka osobistej odpowiedzialno$ci inwestora.

* Szerzej ten problem zostal opisany w pracach Piaseckiego [1988, 1990].
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Powyzsze spostrzezenia dowodza, ze wzrost ryzyka nieprecyzji pogarsza w za-
uwazalny sposob warunki inwestowania. Mozna wigc ryzyko nieprecyzji uznac za
istotne ryzyko obarczajace proces inwestycyjny.

Jesli obrazem podstawowego instrumentu finansowego bedzie para (R, o),
to ryzyko nieprecyzji bedzie opisane jedynie implicite, jako wlasciwosci rozkta-
du oczekiwan rentownosci. Ryzyko niepewnosci i ryzyko nieprecyzji obarczajace
podstawowy instrument finansowy s3 pokazane explicite w tréjwymiarowym ob-
razie ryzyka (o, 8, €). Wtedy obrazem tego instrumentu finansowego bedzie para
(R, (6% 0, €)). Wobec zaleznosci (4.6) i (4.7), obie wymienione w tym akapicie pary
uporzadkowane sa réwnowazne, co zapisujemy

(R, @) = (R, (&, 6, €)).

Postugiwanie sie tréjwymiarowym obrazem ryzyka (o7, 8, €) ulatwia zarzadza-
nie ryzykiem nieprecyzji. Pozadana tutaj jest minimalizacja kazdej z trzech ocen
ryzyka. Korzystanie z tréjwymiarowego obrazu ryzyka umozliwia $§ledzenie wza-
jemnych relacji pomiedzy poszczegolnymi jego rodzajami. W pierwszym rzedzie
mozna tutaj obserwowa¢ empiryczne interakcje pomiedzy rodzajami ryzyka. Ist-
nieje tez wspolzaleznos¢ formalna pomiedzy ryzykiem niepewnosci a ryzykiem
wieloznacznosci. Wraz ze wzrostem ryzyka wieloznaczno$ci roénie stopien reko-
mendacji poszczegélnych alternatyw inwestycyjnych. Dzigki temu przyrasta licz-
ba rekomendowanych alternatyw inwestycyjnych. W ten sposob staje si¢ coraz
bardziej pewne, Ze pomigdzy rekomendowanymi alternatywami jest decyzja inwe-
stycyjna najlepsza ex post. Oznacza to, ze spada ryzyko niepewnosci. Reasumujac,
ryzyko niepewnosci i ryzyko nieprecyzji sg skorelowane ujemnie.

W pordédwnaniu z klasyczng teorig Markowicza nieprecyzja jest nowym aspek-
tem oceny ryzyka. Powstaje tutaj natychmiast kolejne pytanie, czy takie poszerze-
nie oceny ryzyka jest celowe. Za uwzglednieniem w badaniu ryzyka nieprecyzji
przemawiajg nastepujace trzy argumenty.

Primo, jak juz pokazano, zawsze istnieje mozliwo$¢ ograniczenia ryzyka nie-
pewnosci prognozy poprzez odpowiednie manipulacje obnizajace precyzje¢ pro-
gnozy.

Secundo, uwzglednienie ryzyka nieprecyzji pozwoli odrzuca¢ te sposréd warian-
tow inwestycyjnych, ktére co prawda sg atrakcyjne z punktu widzenia klasycznej
teorii Markowitza, ale, niestety, informacje zebrane na ich temat s3 mocno wielo-
znaczne. Innymi stowy, proponowany w tej pracy tréjwymiarowy obraz ryzyka po-
zwala odrzuca¢ warianty inwestycyjne dajace prawie pewne wysokie zarobki w sy-
tuacji, gdy tak naprawde nasza wiedza na temat tych wariantow jest niewiele warta.

Tertio, z punktu widzenia klasycznej teorii Markowitza i jej implikowanych
teorii, w praktyce rynkéw finansowych spotykamy sie z wieloma anomaliami.
Dostrzeganie tych paradokséw stalo si¢ punktem wyjscia do rozwoju finanséw

81



behawioralnych. W dalszej czesci tego rozdzialu pokazemy, w jaki sposéb
uwzglednianie ryzyka nieprecyzji prowadzi do teorii normatywnych wyjasniaja-
cych paradoksy rynkowe.

Udokumentowane powyzej istotno$¢ i celowos$¢ wyeksponowania ryzyka nie-
precyzji sa niewatpliwymi zaletami zaproponowanego uogélnienia teorii Marko-
witza. Zalety te majg jednak swoja cene. Principium oryginalnej teorii Markowit-
za jest przyjecie zalozenia o normalnosci rozkladu stop zwrotu poszczegédlnych
podstawowych instrumentéw finansowych. Zalozona normalnos¢ jest warunkiem
koniecznym i dostatecznym na to, aby wariancje stopy zwrotu z portfela przedsta-
wi¢, jako pewng warto$¢ formy kwadratowej okreslonej przez macierz kowarian-
cji. Z kolei wyniki badan empirycznych daja podstawe do powszechnego kwestio-
nowania uniwersalizmu zalozenia o normalnoéci rozkladéw stop zwrotu*. W tej
sytuacji brak mozliwosci analitycznego wyznaczenia wariancji portfela nie jest
ceng dotkliwa.

Powyzej przedstawilimy tréjwymiarowy obraz ryzyka obarczajacego pojedyn-
czy podstawowy instrument finansowy. Klasyczna teoria portfelowa Markowitza
daje formalne podstawy do zarzadzania portfelem takich instrumentéw. Rodzi to
pytanie, jakimi mozliwo$ciami zarzadzania portfelem dysponujemy w wypadku
zastapienia oczekiwanej stopy zwrotu 7 przez przyblizenie rentownosci R. W aka-
picie powyzej stwierdzilismy juz brak mozliwo$ci wyznaczenia wariancji stopy
zwrotu z portfela jako funkcji macierzy kowariancji stop zwrotu ze sktadnikow
tego portfela. Wtedy wariancje portfela mozemy wyznaczy¢ jedynie z wlasciwosci
stopy zwrotu opisanych we wlasciwym studium przypadku.

Natomiast do oszacowania przyblizonej rentownosci i ocen ryzyka niepewno-
$ci portfela instrumentéw finansowych wystarczg prezentowane w tym rozdziale
informacje o przyblizeniach rentownosci poszczegélnych sktadnikow tego port-
fela. Sktadniki te mozemy przedstawic¢ jako ciag podstawowych instrumentéw fi-
nansowych { } L . Przyblizona rentowno$¢ instrumentu finansowego Z .jest dana
jako nieprecyzyjne oszacowanie R € F(R) reprezentowane przez swoj rozklad
oczekiwan p, € [0, 1]%. Biezaca wartosé rynkowa instrumentu finansowego Z,
zgromadzonego w portfelu IT wynosi ¢, Wtedy taczna warto$¢ portfela jest réwna

n
cq= ZCi >0.
i=1

Wtedy udziat p, wartosci skladnika Z. w wartosci portfela IT jest okreslony przez
zaleznos¢

C.

pi=—

‘n

* Problem ten zostal szerzej przedstawiony w podrozdziale 3.2.
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Wiszystkie te informacje pozwalaja wyznaczy¢ rozktad p;, € [0, 1]* oczekiwan ren-
townosci portfela I1. Zgodnie z zasada rozszerzenia Zadeha ten rozkiad oczeki-
wan jest wyznaczony za pomocg tozsamosci

pr(2) =sup{0, min{pl.(xi) =12, .., n}: z =Zcixl}.
i=1
Wyznaczony w ten sposob rozklad oczekiwan wyznacza przyblizong rentownosé

;€ F(R) portfela I1. Ryzyko wieloznacznosci obarczajace portfel IT okreslamy,
wyznacza]qc za pomocg zaleznosci (4.2) lub (4.3) miare energetyczng d(R ). Po-
dobnie ryzyko niewyrazistosci obarczajace portfel oceniamy, stosujac zaleznosci
(4.4) lub (4.5) do wyznaczenia miary entropii e(ﬁn).

W ten sposéb zostalo dowiedzione, ze zgromadzone w tym podrozdziale in-
strumentarium formalne pozwala na bezpo$rednie zarzadzanie stopg zwrotu
obarczong ryzykiem nieprecyzji. Z innej strony zarzadzanie ryzykiem niepewno-
$ci wymaga odwolania si¢ do specyficznych wlasciwosci modelu nieprecyzji roz-
mytej oczekiwanej stopy zwrotu. Wobec zréznicowania przyktadow takich modeli
rozpatrywanych w rozdziale 3, trudno jest tutaj oczekiwac jakich$ uniwersalnych
zaleznosci wyznaczajacych wariancje portfela.

4.2. Efektywnos¢ finansowa

Efektywny jest instrument finansowy o ustalonej wariancji i maksymalnej ocze-
kiwanej stopie zwrotu. W klasycznej teorii portfelowej Markowitza, zaktadajacej
normalno$¢ rozkladéw stép zwrotu, zbidr efektywnych instrumentéw finanso-
wych jest dany jako gérna galaz krzywej Markowitza. Galaz te nazywamy krzywa
efektywnych instrumentéw finansowych.

Zbiér efektywnych instrumentéw finansowych mozna tez okresli¢ za pomoca
aparatu formalnego poréwnan wielokryterialnych. Korzystajac z tego ujecia, be-
dzie mozna zrezygnowac z zalozenia o normalnosci rozktadéw stoép zwrotu. Sto-
sujac to podejscie, okreslamy dwa preporzadki na zbiorze wszystkich instrumen-
tow finansowych. Preporzadki te to kryterium maksymalizacji oczekiwanej stopy
zwrotu i kryterium minimalizacji wariancji. Zbiorem efektywnych instrumentéw
nazywamy optimum Pareto okreslone dla poréwnania wielokryterialnego zdefi-
niowanego przez wymienione wyzej preporzadki. Jesli dodatkowo zatozymy tutaj
normalno$¢ rozktadow stdp zwrotu, to zbidr efektywnych instrumentéw finanso-
wych pokrywa sie z gorng galezig krzywej Markowitza. Oznacza to, ze zbidr efek-
tywnych instrumentéw finansowych jest uogélnieniem pojecia krzywej efektyw-
nych instrumentéw zdefiniowanej na gruncie klasycznej teorii Markowitza.
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4.2.1. Rozmyta efektywno$¢ instrumentow finansowych

Inwestowanie w efektywny instrument finansowy oznacza inwestowanie w in-
strument finansowy gwarantujacy maksymalne zyski przy minimalnym zagro-
zeniu utraty zainwestowanego kapitalu lub jego czesci. Jest to standardowy cel
inwestorski w normatywnych teoriach rynkéw finansowych. Rodzi to pewne
trudnosci aplikacyjne, gdyz inwestorzy inwestujg na ogét w instrumenty finan-
sowe lezace poza zbiorem instrumentow efektywnych, a wigc z punktu widzenia
tych teorii inwestujg w nieefektywne instrumenty finansowe. Réwnoczesnie jako
swoj normatywny cel inwestorzy ci deklaruja inwestowanie w efektywne instru-
menty finansowe. W ten sposoéb ujawnia sie jeden z realnych paradokséw ryn-
kéw finansowych.

Wyjasnieniem masowo$ci wystepowania tego paradoksu nie moze by¢ brak
wystarczajacej wiedzy o zachodzacych rzeczywistych procesach na rynkach fi-
nansowych i w otoczeniu gospodarczym. Postepujaca profesjonalizacja dziatal-
nosci inwestorskiej i szybki rozwoj informatyki sprawiaja, ze pelnym dostepem
do informacji rynkowej i umiejetnoscia jej wlasciwego przetworzenia dysponuja
inwestorzy zarzadzajacy zdecydowang wiekszosciag wolumenu obrotéw na tym
rynku.

W tej sytuacji wytlumaczeniem tego paradoksu moze by¢ przypuszczenie, ze
inwestorzy — deklarujacy normatywny zamiar inwestowania w efektywne instru-
menty finansowe — rownoczesnie inwestujg w instrumenty finansowe w pewnym
sensie podobne do efektywnych instrumentéw finansowych. Mozemy tutaj mo-
wic¢ o stopniu efektywnosci poszczegolnych instrumentéw finansowych réwnym
stopniowi ich podobienstwa do efektywnego instrumentu finansowego. W prak-
tyce oznacza to, ze prawie kazdy dostepny na rynku instrument finansowy jest
w pewnym stopniu efektywnym instrumentem finansowym. Z kolei nieefektywny
instrument finansowy w naturalny sposob przestaje by¢ przedmiotem obrotu na
gieldzie. Wszystko to razem wyjasnia paradoks rozbieznosci pomiedzy norma-
tywnym celem inwestorskim a rzeczywistym celem strategii inwestycyjnej. Inwe-
storzy zawsze dzialaja w mniej lub bardziej efektywny sposob.

W dalszej czedci tego podrozdzialu zostanie przedstawiona teoria normatywna
zawierajaca opis stluzacy wyjasnieniu takiego sposobu dzialania inwestorow.

Symbolem Y oznaczamy zbiér wszystkich instrumentéw finansowych. Instru-
ment finansowy YeV jest reprezentowany przez pare

Yz(ﬁy, (012,, Sy, sy)),

gdzie:
R, € F(R) - przyblizona rentownoé¢ instrumentu finansowego Y okreslona
przez rozktad oczekiwan rentownosci p,, € [0, 117,
05 — wariancja stopy zwrotu z instrumentu finansowego Y,
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oy - miara energetyczna przyblizonej rentownosci instrumentu fi-
nansowego Y wyznaczona za pomocg zaleznosci

8, =d(R,),

&, - miara entropii przyblizonej rentownosci instrumentu finanso-
wego Y wyznaczona za pomocg zaleznosci

£= e(fQY).

Na wstepie, korzystajac z zaleznosci (2.22), relacje Q € F(Y x Y) definiujemy
W nastepujacy sposob:

Przyblizona rentownosé R, instrumentu finansowego Y jest wieksza
réwna od przyblizonej rentownosci R, instrumentu finansowego Z,  (4.8)

co zapisujemy R, = R,. Relacja Q jest rozmyty relacjg preporzadku okreslo-
na przez swa funkcje przynaleirlos'ci Vg F(R) x F(R) — [0, 1]. Dla dowolnych
przyblizonych rentownosci R,, R, € F(R) wspomniana funkcja przynaleznosci
jest reprezentowana przez zalezno$¢

Vo (ﬁy, ﬁz ) = sup{min{py(u), pZ(v)} TuU> v}.

W nastepnym kroku wyznaczmy poréwnanie wielokryterialne okreslone przez
kryterium (4.8) maksymalizacji przyblizonej rentownosci i kryterium minimali-
zacji wariancji. Powstala w ten sposob relacje opisujemy za pomoca funkcji zda-
niowej

Instrument finansowy Y jest nie mniej efektywny niz instrument finansowy Z, (4.9)

co zapisujemy Y DZ. W sposob formalny to poréwnanie wielokryterialne jest
okreslone przez réwnowazno$¢

Y;Z@ﬁykﬁz/\ay <o, (4.10)
W tej sytuacji relacja W jest rozmyta relacja preporzadku okreslong przez swa
funkcje przynaleznosei vy, : Y x Y — [0, 1]. Dla dowolnej pary instrumentéw fi-

nansowych Y, Z € Y wspomniana funkcja przynaleznosci jest reprezentowana
przez zaleznos¢

85



vQ(Ry,ﬁz) dla o,<0,,

0 dla o, >0,.

vy (Y, Z):{

Zbiér @ efektywnych instrumentéw finansowych jest identyczny z optimum
Pareto wyznaczonym przez poréwnanie wielokryterialne (4.10). W tej sytuacji
zbiér @ efektywnych instrumentéw finansowych definiujemy jako rozmyty zbiér
elementéw maksymalnych relacji (4.9). Zgodnie z zaleznoscia (2.27), zbiér @
efektywnych instrumentéw finansowych jest reprezentowany przez swa funkcje
przynaleznosci ¢: Y — [0, 1] okreslong przez tozsamo$é

p(7) =inf {max{v, (¥, 2),1-v,(Z, V)}: Ze Y.
Warto$¢ ¢(Y) jest interpretowana jako wartos¢ logiczna zdania:

Instrument finansowy Y jest efektywny. (4.11)

W ten sposdb pokazali$my, jak opisane w rozdziale 3 behawioralne przestanki po-
dejmowania decyzji inwestycyjnych przeksztalciliémy do stwierdzenia podobien-
stwa poszczegolnych instrumentéw finansowych do instrumentéw efektywnych.
Rezultat ten zostal uzyskany z pominieciem zalozenia o normalnosci rozkladu
stop zwrotu. Zaprezentowana tutaj teoria normatywna wyjasnia, ze paradoks roz-
bieznosci pomiedzy normatywnym celem inwestorskim a rzeczywistym celem
strategii inwestycyjnej jest implikowany behawioralnymi aspektami postrzegania
rynku finansowego. Kazdy paradoks wyjasniony staje si¢ paradoksem pozornym.
Przedstawienie formalnej teorii umozliwiajacej oszacowanie warto$¢ logicznej
zdania (4.11) pozwala na pewng kontrole nad wyborem instrumentéw finanso-
wych podobnych do efektywnych. Jest to pierwszy efekt aplikacyjny prezentowa-
nej w tej ksigzce teorii. Do watkéw aplikacyjnych powrdcimy w dalszych czgs$ciach
tego elaboratu.

Opisaliémy powyzej przypadek, w ktéorym inwestor wyznacza efektywne in-
strumenty finansowe, biorac pod uwage jedynie ryzyko niepewnosci. Teraz uwage
naszg skupimy na wyznaczeniu zbioru $cisle efektywnych instrumentéw finanso-
wych w sposéb uwzgledniajacy réwnoczesnie ryzyko niepewnosci i nieprecyzji.
Zbior taki bedziemy definiowac¢ jako optimum Pareto okreslone dla poréwnania
czterokryterialnego £ € Y x Y zdefiniowanego przez kryterium (4.8) maksyma-
lizacji przyblizonej rentownosci i kryteria minimalizacji miar ryzyka. Powstalg
w ten sposob relacje opisujemy za pomoca funkcji zdaniowej

Instrument finansowy Y jest nie mniej doktadnie
efektywny niz instrument finansowy Z, (4.12)
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co zapisujemy Y J Z. W sposéb formalny to pordwnanie wielokryterialne jest
okreslone przez réwnowazno$é

Y JZ <R, =R, Aoy, <0, A0, <8, ne, <é,. (4.13)

W tej sytuacji relacja L jest rozmytg relacjg preporzadku okreslong przez swa
funkcje przynaleznosci v, : Y x Y — [0, 1]. Dla dowolnej pary instrumentéw fi-
nansowych Y, Z € Y wspomniana funkcja przynaleznosci jest reprezentowana
przez zalezno$¢

VL(Y,Z):{VQ(RY,RZ)’ o, <0,n0, <0, e, <¢,,

0, ~(oy<0,n0,<6, ney <€)

Zbiér ¥ scisle efektywnych instrumentéw finansowych jest identyczny z optimum
Pareto wyznaczonym przez poréwnanie wielokryterialne (4.13). W tej sytuacji
zbi6r ¥ §cidle efektywnych instrumentéw finansowych definiujemy jako rozmy-
ty zbior elementéw maksymalnych relacji (4.12). Zgodnie z zaleznoscia (2.27),
zbiér ¥ efektywnych instrumentéw finansowych jest reprezentowany przez swa
funkcje przynaleznosci y: Y — [0, 1] okreslong przez tozsamosc¢

y(1) =inf {max{v, (¥, 2),1-v,(Z, )} : Ze Y},
Wartos¢ ¢(Y) jest interpretowana jako wartos¢ logiczna zdania:

Instrument finansowy Y jest éciéle efektywny.

Zdeklarowanie zamiaru inwestowania jedynie w $cisle efektywne instrumen-
ty finansowe moze zosta¢ uznane za normatywny cel inwestorski. Stosowanie
tej strategii prowadzi do odrzucania takich alternatyw inwestycyjnych, ktore co
prawda sg atrakcyjne z punktu widzenia klasycznej teorii Markowitza, ale, nieste-
ty, informacje zebrane na ich temat sa malo precyzyjne.

Inwestor, podejmujac decyzje o zakupie lub sprzedazy instrumentu finanso-
wego Y, moze sie kierowa¢ warto$ciami (p(Y) i 1//(Y) Kazdy inwestor powinien
ograniczy¢ obszar swoich inwestycji do instrumentéw finansowych charaktery-
zujacych si¢ wzglednie duzg wartoscig tych wskaznikéw. Powinien tez ograniczy¢
sprzedaz wlasnych aktywoéw finansowych do tych, dla ktérych wymienione w tym
akapicie wskazniki osiagaja niskie wartosci. Zainicjowane w rozdziale 3 rozwaza-
nia pozwalaja przypuszczad, ze poszczegélni inwestorzy w danym momencie beda
sie postugiwali réznymi wartosciami tych wskaznikéw. Zréznicowanie to wynika
ze zréznicowania subiektywnych, behawioralnych przestanek podejmowania de-
cyzji inwestycyjnych.
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Stosowanie przedstawionego powyzej normatywnego modelu efektywnych in-
strumentéw finansowych niesie duze utrudnienia. Gléwnym utrudnieniem jest wy-
soka ztozono$¢ formalna i obliczeniowa zadania wyznaczania wartosci ¢( Y)i W( Y).
W tej sytuacji przedstawiony powyzej model normatywny mozna uznac jedynie za
dowdd na istnienie nieprecyzyjnie okreslonego zbioru efektywnych instrumentéw
finansowych. Ztozonos¢ obliczeniowa modelu normatywnego jest ceng, jaka placi-
my za brak zalozen szczegdtowych specyfikujacych model stopy zwrotu, to jest za
niska zfozonos¢ logiczng tego modelu. Niska zlozonos¢ logiczna jest jednak jego
zaletg i z tej przyczyny model normatywny jest wart dalszych studiow.

Problem wyznaczenia funkgji przynaleznosci zbioru efektywnych instrumen-
tow finansowych bedzie tez rozstrzygany na gruncie ekonometrycznej anali-
zy rynkéw finansowych. Przyklady takich rozstrzygnie¢ zostang przedstawione
w kolejnych podrozdziatach.

4.2.2. Efektywno$¢ instrumentéw finansowych - ujecie ekonometryczne

Podstawowym zrédtem informacji o rynku sg dane empiryczne. Specyficzne in-
strumentarium formalne stuzace do analizy tych danych jest okreslane w literaturze
przedmiotu, jako ekonometria rynkéw finansowych’. Jednym z istotnych proble-
mow, przed ktérym staje tutaj badacz, jest orzeczenie, czy w danym momencie dany
instrument finansowy jest efektywny w rozumieniu podanym w klasycznej teorii
Markowitza. Ponizej zostanie przedstawione pewne rozwigzanie tego problemu.

Dany rynek finansowy jest opisany przez skonczony zbiér instrumentéw finan-
sowych

Y={Y;:j=1,2,...,mh

Zalozenie o skonczonej liczbie elementéw powyzszego zbioru jest zgodne
z rzeczywistym obrazem rynku finansowego, gdyz zawsze obserwujemy na nim
skonczong liczbe instrumentéw finansowych.

Wezmy teraz pod uwage pojedynczego inwestora inwestujacego na tym rynku.
Zakladamy, ze jego oczekiwania sg jednorodne. Oznacza to, ze z punktu widzenia
rozpatrywanego inwestora wszystkie instrumenty finansowe majg identyczny ter-
min wykupu ¢ = T > 0.

W momencie czasowym ¢ = 0 kazdy instrument finansowy Y. ; jest scharaktery—
zowany przez oczekiwang stope zwrotu ex ante r i wariancje ex ante 0 Pomija-
my tutaj problem statystycznej procedury wyznaczama tych warto$ci.

Jak juz stwierdzilismy, para (r/, (7],2) charakteryzuje instrument finansowy Yj
w momencie ¢ = 0 zainwestowania w ten portfel. Z momentem tym niezaprze-

* Obszernie oméwili te problematyke Franke, Hirdle i Hafner [2011].
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czalnie laczy si¢ koszt ponoszony przez inwestora. Koszt ten jest identyfikowany
z ryzykiem obcigzajacym ten portfel. Ryzyko jest oceniane w momencie t = 0 za
pomocy wariancji ex ante 0],2. Postulat minimalizacji kosztow inwestycji prowadzi
do okreslenia na zbiorze instrumentéw finansowych preporzadku =, < Y x Y
zdefiniowanego przez tozsamos¢

(
(
)

7 Y, <o) <o) (4.14)

Zapis YJ = Y czytamy: z punktu widzenia oceny ryzyka instrument finansowy 17]
jest nie gorszy od instrumentu Y.

Nalezy tez pamietad, ze oczekiwana stopa zwrotu ex ante rj“ jest jedynie pro-
gnoza zyskow, jakie moze osiagna¢ inwestor angazujacy w instrument finansowy
Yj swoj kapital. Z oczywistych powoddéw inwestora interesuje jednak maksymali-
zacja osiagnigtego zysku, a nie maksymalizacja przewidywanego zysku. Osiagnie-
ty zysk mozemy ocenic¢ jedynie w momencie wykupu t = T. Wtedy zysk ten jest
oceniany za pomoca stopy zwrotu ex post rf’ . Mozna zalozy¢, ze oczekiwane sto-
Py zwrotu ex ante i stopy zwrotu ex post moga nie by¢ skorelowane dodatnio. Juz
w nastepnym podrozdziale hipoteza ta zostanie zweryfikowana z wykorzystaniem
empirycznych danych.

Brak dodatniej korelacji pomiedzy stopami zwrotu ex ante i ex post oznacza, ze
kryterium maksymalizacji kazdej z tych stép wyznacza odmienne uporzadkowa-
nie zbioru instrumentéw finansowych. Postulat maksymalizacji uzyskanych zy-
skow z inwestycji prowadzi do okreslenia na zbiorze instrumentéw finansowych
preporzadku = < Y x Y zdefiniowanego przez tozsamos¢

Y, =, Y, ol 20l (4.15)

Zapis fj %=, Y, czytamy: z punktu widzenia uzyskanych korzysci instrument finan-
sowy Y jest nie gorszy od instrumentu Y.

Réwnoczesne uwzglednienie postulatéw minimalizacji kosztéw i maksymali-
zacji zyskoéw prowadzi nas do uznania za efektywny kazdego takiego instrumentu
finansowego, ktdry jest elementem optimum Pareto ‘U — Y wyznaczonego przez
poréwnanie wielokryterialne = M = .

Para (r]?’ , ajz) charakteryzuje instrument finansowy Y] w momencie f = T wy-
kupu tego instrumentu. Zatem jest to ocena ex post instrumentu finansowego Y,
i nie moze stuzy¢ podjeciu decyzji inwestycyjnej w momencie t = T. W tej sytu-
acji jedynie wielokrotne wyznaczanie optimum Pareto U w réznych momentach
historii rynku finansowego moze pozwoli¢ na wyltonienie takich instrumentéw,
ktére mozemy uznac za trwale efektywne. Powstaje oczywiscie pytanie, czy spe-
cyfika rynku finansowego pozwoli w ogoéle na taka aplikacje zasady generalizacji
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historycznej. Odpowiedzi na nie bedziemy poszukiwali, stosujac nastepujaca pro-
cedure badawcza.

Dla okreslenia efektywnosci poszczegélnych instrumentéw finansowych wy-
znaczamy zbiér momentéw czasowych obserwacji

®={T:k=1,2,..,1

Dla kazdego momentu obserwacji T, € ® okreslamy podzbiér Y, Y instru-
mentéw finansowych obserwowanych w tym czasie. Nastepnie, na drodze po-
miaru, kazdemu instrumentowi finansowemu Y’] € Y, przyporzagdkowujemy pare
liczb (Rj’ o Sj’ ) € R?, gdzie:

- R - obserwowana ex post w momencie czasowym T,

z instrumentu finansowego Y, € Y,
- § ; — wariancja obserwowanej ex anfe w momencie czasowym T, € ® ocze-
kiwanej stopy zwrotu z instrumentu finansowego Y e Y,.

Nastepnie, korzystajac z kryteriow (4.14) i (4.15), dla momentu obserwacji
T, € © wyznaczamy optimum Pareto U, C Y.

Dla ocenienia warto$ci logicznej zdania:

€ O stopa zwrotu

+1

Instrument finansowy Y, jest efektywny (4.16)

najpierw wyznaczamy krotnos¢ obserwacji tego instrumentu

m; = card {T, € ©: 17] e Y,}. (4.17)

Warto$¢ logiczna yM(Y'j) zdania (4.16) wyznaczamy, korzystajac z zaleznosci

card{Tk e@:Yj e’uk}
MM(Y]'): m;
0 dla mj=0.

dla m; > 0, (4.18)

Funkcja p,: Y — [0, 1] okredla rozmyty zbiér efektywnych instrumentéw finan-
sowych. Wartosci tej funkcji moga stanowi¢ istotng wskazoéwke dla inwestora wy-
bierajacego swoje cele inwestycyjne. Praktyczne problemy zwigzane z tym proble-
mem zostang przyblizone w kolejnych podrozdziatach.

4.2.3. Efektywne strategie inwestowania

Podstawowym problemem, przed ktdrym staje inwestor, jest okreslenie skfadu
i struktury takiego portfela jego inwestycji, ktéry z punktu widzenia intereséw
inwestora jest portfelem optymalnym. W teorii i praktyce rynkéw kapitatowych
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znajdujemy wiele metod rozwigzania tego problemu. Najbardziej popularng me-
toda optymalizacji portfela jest reguta Markowitza nakazujaca wyznacza¢ portfel
optymalny na drodze maksymalizacji stopy zwrotu przy jednoczesnej minimali-
zacji wariancji stopy zwrotu. Duze zainteresowanie problematyka inwestowania
na rynku kapitalowym powoduje, ze dostepne kolekcje metod optymalizacji port-
fela sg coraz bogatsze. Zastosowanie kazdej z tych metod daje na ogo6t inng propo-
zycje takiego portfela, ktory nalezaloby uzna¢ za optymalny. To z kolei rodzi na-
stepny problem. Inwestor musi sobie odpowiedzie¢ na pytanie, za pomocg ktorej
metody ma okresla¢ sktad swojego portfela. Wybrang metode zarzadzania portfe-
lem nazywamy strategia inwestowania.

Oczywiste jest, ze wybierajac wlasciwa metode optymalizacji portfela, nalezy
sie kierowac naczelng regulg finanséw: maksymalizacjg zysku przy jednoczesnej
minimalizacji kosztéw. Wzgledng ocena osiggnietego zysku jest stopa zwrotu.
Przy takiej ocenie zysku koszt inwestycji nalezy identyfikowa¢ z ryzykiem pono-
szonym przez inwestora. Klasyczng wzgledng oceng takiego ryzyka jest warian-
cja stopy zwrotu. Oznacza to, Ze takze wybierajac wlasciwa metode optymalizacji
portfela, nalezy si¢ kierowac regula Markowitza. Strategie inwestycyjna gwaran-
tujaca maksymalizacje stopy zwrotu przy jednoczesnej minimalizacji wariancji
nazywamy efektywna stopa zwrotu. Spostrzezenie to wskazuje na nowy obszar
zastosowan reguly Markowitza, ktéra tutaj znajdzie swe zastosowanie przy kre-
owaniu efektywnej strategii inwestowania. W tym podrozdziale zostanie przedsta-
wiony pewien sposdb wyboru efektywnej metody inwestowania.

Kazdy rynek finansowy jest okreslony przez zbiér podstawowych instrumen-
tow finansowych

Podstawowym instrumentem finansowym nazywamy wszystkie aktywa finansowe
mogace by¢ odrebnym przedmiotem obrotu na rynku finansowym. Kazdy podsta-
wowy instrument finansowy jest szczegélnym przypadkiem instrumentu finanso-
wego. W momencie czasowym t = 0 wlasnosci zbioru podstawowych instrumen-
tow finansowych s3 scharakteryzowane przez wektor oczekiwanych stép zwrotu
ex ante 7* =(r’, ry,...,r")" 1 macierz kowariancji ex ante X. Wszystkie te stopy
zwrotu zostaly wyznaczone dla identycznego terminu wykupu t = T > 0.

Dowolny instrument finansowy wystepujacy na tym rynku mozemy przedsta-
wi¢ jako portfel IT ztozony z podstawowych instrumentdéw finansowych. Biezaca
warto$¢ rynkowa instrumentu finansowego Z, zgromadzonego w portfelu IT wy-
nosi c,, Wtedy taczna wartos¢ portfela jest rowna

n
cq= ZCi >0.
i=1
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Wektor p=(p,, p,, - p,)" udzialéow poszczegdlnych podstawowych instrumen-
tow finansowych Z, w wartosci portfela IT jest okreslony przez zaleznos¢

¢
pi=—

‘n

Wektor ten w jednoznaczny sposob okresla strukture skladu portfela.
Metoda optymalizacji portfela nazywamy dowolng procedure wyznaczenia
struktury skfadu portfela. Rozwazmy dowolny zbiér metod optymalizacji portfela

M={M:j=1,2,..,m}. (4.19)
Badanym zbiorem instrumentdw finansowych bedzie zbiér
Y={V;:j=1,2..,m}

gdzie symbol 171 oznaczac bedzie portfel wyznaczony przez metodg M,. Portfel ten
bedzie charakteryzowany przez wektor udzialow p; =(p, j p, ;> .- P,, j)T. Zmien-
no$¢ w czasie skfadu kazdego z portfeli nie jest przeszkoda w naszym badaniu.
Efekty zastosowania tych metod bedziemy obserwowa¢ w momentach T, € ©®.
Stosujac zaleznosci (4.17) i (4.19), wyznaczamy wartosci funkcji y M(Yj). Warto$ci
te mozemy interpretowac, jako wartosci logiczne (4.16). Biorac jednak pod uwage
cel naszego badania, wartosci te interpretujemy jako wartosci logiczne réwnowaz-
nego zdania:

Metoda M; optymalizacji portfela wyznacza portfele efektywne.  (4.20)

Metode M; spetniajacg warunek (4.20) nazywamy efektywng metodg optymaliza-
cji portfela. Funkcja y,,: Y — [0, 1] okresla rozmyty zbior efektywnych metod
optymalizacji portfela.

Wybrang przez inwestora metode optymalizacji portfela nazywamy jego stra-
tegia inwestycyjna. Wyniki opisanych powyzej badan ulatwig inwestorowi wybor
efektywnej strategii inwestowania. W sytuacji, gdy zbidr efektywnych metod opty-
malizacji jest okreslony nieprecyzyjnie, ostateczny wybdr nalezy do inwestora. Na
inwestorze spoczywa tez cze$¢ odpowiedzialnosci za ten wybor. Oznacza to, ze
racjonalne przestanki nie sg wystarczajace do podjecia jednoznacznej decyzji in-
westycyjnej. Inwestor, podejmujac decyzje, musi si¢ odwota¢ do behawioralnych
aspektow prowadzenia dziatalnosci inwestycyjnej.

Praktyczne problemy zwigzane z tym problemem zostang przyblizone w poniz-
szym studium przypadku. Zostang tutaj wykorzystane szeregi czasowe notowan
na warszawskiej Gieldzie Papieréw Warto$ciowych obejmujace okres od stycznia
2000 roku do grudnia 2003 roku. Okres ten podzielono na trzy podokresy od-
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zwierciedlajgce wszystkie mozliwe do zaistnienia gtéwne trendy na gieldzie, to
znaczy:

- besse - 0d 2 stycznia 2000 roku do 10 sierpnia 2001 roku,

- stagnacje — od 10 sierpnia 2001 roku do 25 lipca 2002 roku,

- hosse - od 25 lipca 2002 roku do 30 grudnia 2003 roku.

Niezbedne do dalszych rozwazan podstawowe charakterystyki statystyczne tych
notowan mozna znalez¢ w pracy Serafina [2005].

Przedmiotem naszej analizy bedzie problem wybrania dobrych metod opty-
malizacji portfela spo$réd metod opisanych w pracy Juraszek i Sikory [2002]. In-
westor rezygnuje tam z analizy fundamentalnej i z biezacego $ledzenia sytuacji
makroekonomicznej. W swoich decyzjach opiera si¢ wylacznie na szeregach cza-
sowych notowan spolek na warszawskiej GPW. Ze wzgledu na nizsze ryzyko spe-
cyficzne oraz wigksza pltynnos¢ inwestor zamierza konstruowac portfele wyltacz-
nie z akcji odnotowywanych w indeksie WIG. W ten sposob zostata okreslona
zawarto$¢ zbioru Z podstawowych instrumentdw finansowych. Sktad portfela be-
dzie podlegal weryfikacji i przebudowie raz na miesigc. Oznacza to, ze konce ko-
lejnych miesiecy beda stanowily kolejne momenty obserwacji T, € ®. W pracy
Serafina [2005] kazdemu z tych momentéw modyfikacji portfela przypisano ocze-
kiwane miesieczne stopy zwrotu ex ante z kazdej notowanej w WIG akcji oraz ich
macierz kowariancji ex ante. Miesieczne oczekiwane stopy zwrotu ex ante s3 tam
wyznaczane - tak jak u Juraszek i Sikory [2002] - jako $rednie arytmetyczne ko-
lejnych miesiecznych stop zwrotu ex post obserwowanych w dwunastu miesigcach
poprzedzajacych moment modyfikacji portfela.

Opiszmy teraz zbidr metod optymalizacji portfela postaci (4.19). Wstepnym
etapem kazdej z pigciu pierwszych metod jest comiesieczny wybor ze zbioru dwu-
dziestu spotek charakteryzujacych si¢ w danym momencie najwigkszymi oczeki-
wanymi stopami zwrotu ex ante. Na kazdy udziat p, ; spotki Z . w wartosci tworzo-
nego portfela II; narzucone jest wtedy ograniczenie

0<p, <02

Wspomniani autorzy badali nastepujace metody optymalizacji sktadu portfela:

M, - wybierz portfel o maksymalnej stopie zwrotu ex ante r/,

M, - wybierz portfel o minimalnej stopie zwrotu ex ante ),

M, - wybierz portfel o minimalnej wariancji ex ante 032,

M, - wybierz portfel o minimalnej wariancji ex ante o, i o zalozonej ,,przeciet-
nej” stopie zwrotu ex ante r,,

M, - wybierz portfel o minimalnej wariancji ex ante 0. i o zalozonej ,,ponad-
przecigtnej” stopie zwrotu ex ante r..

Okreslone powyzej wartosci ,,przecietnej” stopy zwrotu ex ante r, i ,ponad-

przecigtnej” stopy zwrotu ex ante r; wyznaczmy z zaleznosci:
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ry =057 +0,57

min’
re=0,75r_ + 0,257 .,
gdzie:

r_.. — stopa zwrotu ex ante portfela wyznaczonego za pomocg metody M,,

ma

r.i, — stopa zwrotu ex ante portfela wyznaczonego za pomocg metody M,.

mi

Do zbioru rozpatrywanych metod /M nalezy ponadto metoda:

M, - wybierz portfel o strukturze identycznej ze strukturg portfela okreslaja-

cego WIG.

W pracach Serafina [2005] oraz Piaseckiego, Serafina i Swigtczaka [2006] okre-
$lono dla kazdego z tych portfeli w kazdym momencie jego modyfikacji stopy
zwrotu ex ante i ex post oraz wariancje ex ante. Oceniano lacznie 288 portfeli. Ze
wzgledu na szczupto$¢ miejsca, szczegélowe wyniki tej obszernej oceny nie zo-
staly tutaj zaprezentowane. Na wstepie zajmijmy si¢ odpowiedzig na pytanie, czy
uporzadkowanie wyznaczone przez oczekiwane stopy zwrotu ex ante jest trafna
prognoza uporzadkowania wyznaczonego przez stopy zwrotu ex post. W tym celu
wyznaczono wspolczynniki Kendalla korelacji rangowej pomiedzy oboma rodza-
jami stop zwrotu. Uzyskane wyniki przedstawiono w tabeli 4.1.

Tabela 4.1. Wspolczynniki Kendalla korelacji miedzy stopami zwrotu ex ante i ex post

Trend Metoda optymalizacji portfela

rynku M, M, M, M, M, M,
Bessa 0,1355 0,0962 0,2382 0,2963 0,1901 0,2143
Stagnacja -0,0800 -0,6614 -0,4382 -0,2904 -0,1682 -0,2897
Hossa 0,1892 0,0223 0,1036 0,2275 0,1110 0,0242

Zrodlo: Piasecki [2009].

Nastepnie, opierajac si¢ na tych wynikach, testowano ciag hipotez zerowych:
~Wspodlczynnik korelacji jest rowny zeru” przeciwstawionych hipotezom alter-
natywnym: ,Wspotczynnik korelacji jest dodatni”. Za kazdym razem stwierdza-
no brak mozliwosci odrzucenia hipotezy zerowej na rzecz hipotezy alternatyw-
nej. Brak podstaw do stwierdzenia, ze porzadek wyznaczony przez stopy zwrotu
ex ante jest godng zaufania prognoza uporzadkowania wyznaczonego przez sto-
py ex post. Tym samym zostala pozytywnie zweryfikowana hipoteza stwierdzajaca
mozliwos¢ braku dodatniej korelacji pomiedzy stopami ex ante i ex post postawio-
na w podrozdziale 4.1.

W kolejnym kroku dla kazdego zalozonego momentu obserwacji i modyfika-
cji portfela wyznaczamy optimum Pareto okreslone przez kryteria maksymalizacji
stopy zwrotu ex post i minimalizacji wariancji ex ante. W ten sposéb dla kazdego
momentu obserwacji T, € ® wybieramy ex post efektywne metody optymaliza-
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cji portfela inwestycyjnego. Rezultaty tych wyboréw przedstawiono w tabeli 4.2.
Kolejne wiersze odpowiadaja kolejnym terminom modyfikacji portfela wyréznio-
nym w trakcie trwania poszczegdlnych rodzajéw trendu. Latwo mozna tam do-
strzec brak wyraznych wskazan efektywnej metody optymalizacji portfela.

Tabela 4.2. Kolejne wybory efektywnych metod optymalizacji portfela

Trend rynku
Bessa Stagnacja Hossa
Metoda Metoda Metoda
Ml MZ M3 M4 MS MG Ml MZ M3 M4 MS M6 Ml MZ M3 M4 M5 M6
| | n | | n
n | | ] n | | n n n n | ]
n n |} n n n |} n n | |
L] " L n L L] L L L] L L]
L L] L - L L] L
L] L L] L L L
L L L] n L L] n L]
L] L] L L L L] L
L] L n L]
" n n - n n " n n - " n
n L ] L] n n L ] n
L ] n L] L n L
u L] X X X X X X L] [ ] [
. . X X X X X X . . .
. X X X X X X . " .
. u X X X X X X . . .
= = [ ] X X X X X X u
. . X X X X X X X X X X X X
u u u . X X X X X X X X X X X X

Legenda: x - brak obserwacji, s - metoda optymalizacji portfela zostata zaliczona do optimum Pareto.

Zrédto: Piasecki [2009].

Z innej jednak strony inwestor, tworzac portfel swoich inwestycji, jest zmu-
szony wybra¢ metode okreslania struktury portfela tych inwestycji. Przy wybo-
rze moze si¢ wtedy kierowac czestos$ciami zaliczenia poszczegdlnych ocenianych
metod do optimum Pareto. Stosujac metody czesciej uznawane za efektywne,
zwieksza swa szans¢ osiggniecia powodzenia na rynku kapitalowym. Wspomnia-
ne czestosci przedstawiono w tabeli 4.3. Latwo mozna zauwazy¢, ze dla kazdego
rodzaju trendu czestosci te nie stanowig rozkladu prawdopodobienstwa nad zbio-
rem ocenianych metod M. Oznacza to, ze czgstosci (M) s3 warto$ciami funkeji
przynalezno$ci rozmytego zbioru efektywnych metod optymalizacji portfela. Za-
tem uzasadnione jest stosowanie miary energetycznej i miary entropii jako oceny
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Tabela 4.3. Czestosci zaliczania poszczegolnych metod optymalizacji portfela do
optimum Pareto

Trend Metody Miara Miara

rynku M, M, M, M, M, M, |energetyczna | entropii
Bessa 0,21 0,26 0,74 0,26 0,16 0,74 0,70 0,58
Stagnacja | 0,17 0,17 0,83 0,58 0,33 0,50 0,72 0,65
Hossa 0,12 0,53 0,76 0,53 0,53 0,53 0,75 0,69
Razem 0,17 0,33 0,77 0,44 0,33 0,60 0,73 0,67

Zroédlo: Piasecki [2009] oraz obliczenia wiasne.

nieprecyzji obarczajacej te informacje®. Wspomniane warto$ci miary energetycz-
nej i miary entropii dotaczono do tabeli 4.3.

Poréwnanie miar nieprecyzji zestawionych w tabeli 4.3 pozwala na poréwnanie
jakosci informacyjnej wskazan doboru efektywnej strategii inwestowania. Szcze-
golnie znamienne jest tutaj poréwnanie warto$ci miar nieprecyzji wyznaczonych
dla przypadku hossy z wartosciami tych miar wyznaczonymi dla przypadku, kie-
dy nie uwzgledniamy rodzaju trendu rynku. Poréwnanie to pokazuje, ze dostgpna
prognoza trendu rynku nie musi wcale ulatwia¢ wyboru wlasciwej metody opty-
malizacji portfela. Przedstawione w tabeli 4.3 czgstosci (M) wyznaczenia przez
poszczegélne metody efektywnych portfeli w niejednoznaczny sposob wskazuja
rekomendowang strategie inwestowania. Zbior efektywnych metod optymalizacji
portfela jest zbiorem rozmytym. Inwestor stoi tez przed przymusem jednoznacz-
nego wyboru stosowanej przez siebie strategii inwestowania. Istotng racjonalna
przestanka tego wyboru moga by¢ wartosci funkcji przynaleznosci zbioru efek-
tywnych metod optymalizacji. W rozpatrywanym tutaj studium przypadku warto-
$ci najbardziej zachecaja do wyboru metody M,, minimalizacji wariancji ex ante,
jako efektywnej strategii inwestowania.

4.2.4. Wybor efektywnych podstawowych instrumentéw finansowych

Jak juz wskazywaliémy, normatywnym celem dziatalnosci inwestycyjnej jest ogra-
niczenie si¢ do inwestowania w efektywne instrumenty finansowe. Cel ten moz-
na zrealizowa¢ w bardzo prosty sposob; nalezy inwestowac jedynie w efektywne
podstawowe instrumenty finansowe” Z, € Z. Realizacja tego celu wymaga wy-
réznienia zbioru takich instrumentéw finansowych. Zgodnie z tym, co wykazano

® Miara energetyczna i miara entropii zostaly szczegétowo oméwione w podrozdziale 2.1.2.
Szczegdtowa postaé analityczna stosowanych tutaj miar zostata przedstawiona za pomoca zaleznosci
(4.3)1(4.5).

7 Jest to konsekwencja twierdzenia o replikacji portfeli efektywnych [Piasecki 2007, s. 246].
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w podrozdziale 4.1, zbior efektywnych podstawowych instrumentéw finansowych
jest zbiorem rozmytym. Funkcje¢ przynaleznosci tego zbioru wyznaczymy, stosu-
jac procedure opisang w podrozdziale 4.2.2°. Przedstawione tez beda predykcyjne
wiasciwosci tego modelu.

Istotnym krokiem w zarzadzaniu portfelem i réwnoczesnie w minimalizacji
kosztow zarzadzania portfelem jest zmniejszenie liczby podstawowych instru-
mentéw finansowych mogacych wejs¢ w sktad zarzadzanego portfela. To zmniej-
szenie liczby instrumentéw powinno nastapi¢ w wyniku wyboru efektywnych
podstawowych instrumentdw finansowych.

Bedziemy rozwaza¢ wybor takich podstawowych instrumentéw finansowych
notowanych na warszawskiej GPW, po ktérych mozna bylo sie spodziewac, ze
beda efektywne w pierwszym podtroczu 2009 roku. Do zweryfikowania propono-
wanej metody wyboru dla kazdej akcji notowanej na GPW i dla WIG wyznaczono
poétroczne stopy zwrotu ex post.

Jako podstawe do wskazania, jakie instrumenty finansowe moga by¢ uznane
za efektywne, wykorzystamy dane zebrane w drugim pétroczu 2008 roku. W tym
czasie na GPW w Warszawie byto notowanych 478 spdtek. Opisang w podrozdzia-
le 4.2.4 funkcje przynaleznosci zbioru efektywnych podstawowych instrumentow
finansowych zamierzamy wykorzysta¢ jako przestanke do wiasciwego wyboru
spotek efektywnych w pierwszym potroczu 2009 roku.

Oczekiwang stope zwrotu ex ante bedziemy tutaj wyznacza¢ jako $rednig aryt-
metyczng kolejnych pigciu jednodniowych stép zwrotu ex ante. Pomiedzy bada-
nymi spétkami znalazly si¢ 24 spotki notowane tak rzadko, ze w catym pétroczu
nie mozna bylo wyznaczy¢ pieciu jednodniowych stép zwrotu ex ante. Kolejny-
mi momentami T, € ® obserwacji rynku finansowego byly kolejne dni notowarn.
W kazdym z tych momentdw ocenialiSmy wariancje stopy zwrotu ex ante wyzna-
czong dla pigciu ostatnich obserwacji jednodniowych stép zwrotu. Ponadto kaz-
demu z momentéw obserwacji T, przyporzadkowali§my wyznaczong w momen-
cie T,,, stope zwrotu ex post. W ten sposob w kazdym momencie obserwacji T,
ograniczyliémy zbiér obserwowanych podstawowych instrumentéw finansowych
do zbioru Z, c Z akcji notowanych réwnoczesnie w terminach T, i T}, .

W nastepnym kroku dla wszystkich podstawowych instrumentéw finansowych
skupionych w zbiorze Z, wyznaczylismy optimum Pareto okreslone przez kryteria
maksymalizacji stopy zwrotu ex post i minimalizacji wariancji stop zwrotu ex ante.
Ostatecznie, poréwnujac sklad poszczegdlnych optiméw Pareto, dla kazdego pod-
stawowego instrumentu finansowego Z, € Z wyznaczono warto$¢ funkcji przy-
naleznosci p,,(Z,). Wartoé¢ te nazywamy stopniem efektywnosci podstawowego
instrumentu finansowego Z . Funkcja u,,: Z — [0, 1] jest funkcja przynaleznosci
rozmytego zbioru efektywnych podstawowych instrumentéw finansowych.

¥ Zostanie tutaj wykorzystana czes¢ obliczent wykonanych na rzecz przygotowania publikacji
Piaseckiego i Ziomka [2011].
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Tabela 4.4. Oceny efektywnosci spolek z GPW w Warszawie w drugim po6troczu 2008

Licz- ., | Stopa Licz- ., | Stopa

Spotka ba Stopien ZWIO- Spotka ba Stopien ZWIO-

obs. efekt. tu (%) obs. efekt. tu (%)

(A) (B) © ®) (A) (B) © ®)

01NFI 1271 0,023622 -2,8 | ATLASEST 9210,01087 69,1
04PRO 1271 0,007874 -5,0 | ATMGRUPA 103 (0,009709 | -11,6
05VICT 127 (0,007874 | -13,2 | ATONHT 127 10,047244 | -50,3
06MAGNA 1270,03937 | -22,7 | ATREM 00 98,6
080CTAVA 1270,007874 | -9,8 | AUXILIUM 1190,016807 | 29,9
10FOKSAL 127 [0,007874 | -52,5 | AZOTYTARNOW 122110 129,5
13FORTUNA 127 0,007874 -4,7 | B3SYSTEM 118 | 0,016949 42,3
14ZACH 1271 0,015748 5,9 | BAKALLAND 127 (0,023622 | -32,6
ABMSOLID 105 0,028571 | -27,1 | BANKBPH 127 (0 34
ABPL 108 |0 113,2 | BANKIERPL 124 0,016129 2,6
ACE 117 | 0,042735 86,8 | BARLINEK 1271 0,015748 68,2
ACTION 124 | 0,008065 50,3 | BBICAPNFI 127 |0 -47,0
ADVADIS 1270 0,0 | BBIDEVNFI 127 0,015748 -2,9
ADVPL 10| 0,1 -16,2 | BBIZENNFI 127 0,007874 | -52,5
AGORA 1270,015748 | -16,1 | BEEFSAN 1270,031496 | -10,0
ALCHEMIA 1271 0,062992 | -21,3 | BEST 310 -11,1
ALUMAST 50 (0,04 -41,7 | BETACOM 118 |0 -13,0
AMBRA 117 (0 79,4 | BEDZIN 1210 -13,8
AMICA 127 (0 -3,1 | BIOTON 1271 0,015748 18,2
AMPLI 1271 0,007874 61,0 | BIPROMET 127 |0,007874 | -10,6
AMREST 1271 0,023622 22,2 | BLUETAX 111 0,063063 | -35,7
ANTI 00 0,6 | BLUPREIPO 410,073171 | -28,6
APATOR 125 0,024 67,7 | BMPAG 127 0,007874 8,0
APLISENS 00 -2,1 | BOMI 1271 0,023622 24,0
APS 0f0 -5,8 | BORYSZEW 1271 0,023622 18,9
ARCUS 8710,022989 | -19,7 | BOS 7610,026316 -8,3
ARMATURA 1271 0,015748 35,4 | BRE 127 (0 -17,6
ARTERIA 124 | 0,008065 | 135,9 | BUDIMEX 1271 0,007874 34,8
ARTMAN 7410,337838 -1,9 | BUDOPOL 1271 0,03937 22,8
ARTNEWMED 260,038462 | -48,9 | BUDVARCEN 105 | 0,009524 7,2
ASBIS 620,032258 3,1 | BUMECH 00 -37,2
ASSECOBS 94 | 0,042553 25,1 | BYTOM 1271 0,023622 | -26,1
ASSECOPOL 127 0,007874 13,9 | BZWBK 1270,015748 | -22,7
ASSECOSLO 103 | 0,029126 75,3 | CAMMEDIA 118 |0,135593 | -33,0
ASTARTA 124 | 0,008065 79,5 | CAPITAL 127 (0 58,0
ATLANTA 810,012346 48,6 | CARBON 1510 429
ATLANTIS 1271 0,023622 18,2 | CASHFLOW 102 | 0,029412 | -30,7
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(A) (B) © @) (A) (B) © ®)
CCC 108 | 0,027778 5,7 | EFICOM 60 | 0,033333 2,0
CCINT 111 | 0,054054 32,8 | EKOPOL 2210 3,1
CEDC 1170 26,2 | ELBUDOWA 112 0,008929 0,0
CENSTALGD 1271 0,015748 43,8 | ELEKTROTI 121 | 0,008264 45,7
CENTKLIMA 60 [ 0,116667 73,5 | ELKOP 124 | 0,330645 0,0
CENTROZAP 63 [ 0,047619 37,1 | ELSTAROIL 1270 37,5
CERSANIT 127 {0,007874 | -24,1 | ELZAB 9310,010753 -7,3
CEZ 1270 16,5 | EMCINSMED 4910 -10,4
CHEMOS 1510 -5,9 | EMLAB 100 | 0,05 24,4
CIECH 127 0,015748 10,4 | EMONT 00 -62,4
CITYINTER 121 | 0,082645 | -50,9 | EMPERIA 1210 3,3
COGNOR 127 0,015748 43,8 | EMUZYKA 7910,012658 1,0
COMARCH 1270 -1,6 | ENAP 118 0,033898 34,2
COMP 127 0,007874 55,1 | ENEA 00 54,1
COMPLEX 111 | 0,009009 14,9 | ENERGOINS 121|0,008264 | 111,6
COMPRESS 3810,263158 | -24,7 | ENERGOPLD 1270 61,8
CORMAY 121 0,083333 75,8 | ENERGOPN 108 | 0,018519 62,0
CPENERGIA 127 0,007874 17,3 | ENERGOPOL 127 0,015748 7,1
CYFRPLSAT 127 0,007874 9,1 | EPIGON 106 | 0,018868 | -23,1
DECORA 1271 0,023622 98,2 | ERBUD 1271 0,015748 67,4
DEBICA 127 0,047244 42,9 | ERG 12710,007874 | 118,4
DFP 7410,108108 | -34,2 | ERGIS 98 10,020408 | 108,5
DGA 127 0,007874 68,4 | ESSYSTEM 127 0,015748 3,1
DIGITAL 90 | 0,022222 27,7 | EUIMPLANT 118 | 0,025424 5,5
DIVICOM 105 | 0,019048 | -34,6 | EUROCASH 127 0,007874 0,1
DOMDEV 127 0,015748 93,1 | EUROFAKTR 124 | 0,008065 64,7
DOMEXBUD 11(0 11,5 | EUROMARK 4810 47,8
DOMZDROW 11 -16,7 | EUROTEL 1271 0,015748 3,0
DORADCY24 100 | 0,06 -46,2 | FABRDIET 00 -11,8
DRAGOWSKI 46 |0 316,1 | FAM 1270 0,9
DREWEX 30 (0,033333 35,0 | FAMUR 127 0,007874 57,9
DROP 64 (0,3125 12,1 | FARMACOL 9910,010101 10,7
DROZAPOL 1270 -4,5 | FASING 124 | 0,008065 55,5
DUDA 1270 -9,1 | FASTFIN 5710,105263 | -18,4
DZPOLSKA 00 47,8 | FERRUM 127|0,015748 | -31,3
ECARD 1271 0,023622 -7,4 | FON 127 0,322835 [6400,0
ECHO 127 0,007874 26,0 | FORTE 121|0,016529 | 112,5
ECMSA 81 (0,037037 3,4 | FORTISPL 8210,012195 46,8
EFEKT 108 | 0,009259 14,7 | FOTA 122 0,008197 45,2
EFH 127 | 0,023622 -6,5 | GANT 127 0,007874 87,5
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cd. tab. 4.4
(A) (B) (© (D) (A) (B) © (D)
GETIN 1270 22,8 | INTEGERPL 1271 0,023622 67,8
GFPREMIUM 99 | 0,060606 11,2 | INTELIWIS 120 | 0,066667 | -19,2
GINOROSSI 12710,015748 | -14,7 | INTERCARS 127 0,007874 82,4
GOADVISER 00 -20,6 | INTERFERI 90 | 0,033333 -3,8
GPPI 76| 0,065789 4,1 | INTERNITY 1|1 -23,1
GRAAL 127 | 0,023622 | -15,4 | INTERSPPL 870,034483 -6,9
GRAJEWO 1271 0,007874 43,1 | INTROL 118 0,033898 56,5
GRKOSCIU 102 0,039216 | -20,6 | INWESTCNN 4210,047619 | -14,5
GROCLIN 12710,023622 | 120,0 | INWESTCON 1241 0,024194 | -14,4
GRUPAPSW 101 0,5 -57,1 | IPOPEMA 00 15,7
GTC 1271 0,015748 40,0 | IQP 811(0 67,5
HANDLOWY 127 |0 0,0 | IRENA 118 |0,025424 | -33,2
HARDEX 105|0,047619 | -42,4 | IVMX 84 (0,011905 52,9
HAVE 1271 0,015748 44,5 | TZNS 00 253,8
HBPOLSKA 1271 0,015748 | -13,0 | [ZOLACJA 103 | 0,009709 | 124,8
HBWLOCLAW 12710,015748 | -13,0 | JAGO 127 0,007874 12,4
HELIO 75 10,04 20,9 | JUPITER 1271 0,015748 9,3
HERMAN 510 23,5 | JUTRZENKA 1271 0,03937 59,7
HOLPLANET 66 | 0,030303 14,3 | JWCONSTR 12710 141,0
HOOP 102|0,117647 | -19,0 | K2INTERNT 112]0,214286 | -15,5
HOTBLOK 00 -6,4 | KABLE 125 0,008 30,4
HTLSTREFA 1271 0,023622 70,8 | KAREN 121 | 0,008264 54,8
HURTIMEX 26(0,038462 -6,7 | KERNEL 124 |0,024194 | 151,8
HUTMEN 127 0,007874 96,1 | KETY 127 0,007874 25,8
HYDRAPRES 00 -14,0 | KGHM 127 |0 167,2
HYDROTOR 1271 0,023622 -3,5 | KOELNER 1270 58,4
HYGIENIKA 127 10,031496 | 127,7 | KOFOLA 102|0,117647 | -19,0
HYPERION 12710,015748 | 103,8 | KOGENERA 1271 0,023622 50,5
IDMSA 127 | 0,007874 17,5 | KOLASTYNA 127 |0 0,0
IGROUP 124 0,008065 7,4 | KOMPAP 12710,015748 | -11,2
IMMOEAST 1241 0,032258 | 224,6 | KOMPUTRON 1241 0,024194 -7,5
IMPEL 1271 0,047244 59,0 | KONSSTALI 116 | 0,017241 1,1
IMPEXMET 127 | 0,007874 21,4 | KOPEX 127 |0 61,1
INBOOK 00 -16,7 | KPPD 94 {0,031915 39,4
INDEXCOP 121 | 0,049587 6,1 | KRAKCHEM 105 | 0,009524 | 120,9
INDYKPOL 127 |0 43,0 | KREC 114 | 0,035088 -6,3
INFOSYS 5310,018868 | -39,5| KREDYTB 12710 -45.3
INGBSK 127 10,023622 | -20,7 | KREDYTIN 1271 0,023622 | -18,8
INSTAL 114 | 0,008772 22,0 | KREZUS 127 0,047244 -5,7
INSTALKRK 123]0,01626 64,0 | KROSNO 127 0,007874 | -45,2
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(A) (B) © @) (A) (B) © ®)
KRUSZWICA 115|0 9,9 | MOSTALPLC 118 |0 -4,9
LCCORP 127 0,023622 | 106,6 | MOSTALWAR 1271 0,023622 16,5
LENA 127 0,015748 7,0 | MOSTALZAB 127 0,007874 55,4
LENTEX 127 0,023622 | 176,4 | MUZA 121 0,033058 16,6
LIBERTY 91 {0,032967 7,9 | MWTRADE 98 10,030612 | -12,6
LOTOS 127 0,015748 62,4 | NAFTA 116 | 0,025862 | -23,7
LPP 124 | 0,008065 -2,1 | NEPENTES 127 0,007874 41,2
LSISOFT 121 (0,024793 | -33,4 | NETIA 1271 0,055118 43,7
LUBAWA 127 0,007874 12,2 | NETMEDIA 124 0,032258 6,5
LUG 620 26,0 | NEWWORLDR 1270 23,2
LUSATIA 7910,139241 | -67,1 | NFIEMF 1271 0,015748 -0,2
LZPS 127 0,007874 29,9 | NICOGAMES 710,028169 | -50,3
MAGELLAN 58 0,017241 89,1 | NOBLEBANK 127 0,015748 16,6
MAKARONPL 1271 0,023622 95,4 | NORDEABP 810,125 -5,3
MAKOLAB 1271 0,03937 53,6 | NORTCOAST 124 | 0,008065 40,2
MAKRUM 7910,012658 -8,3 | NOVITA 1270 137,9
MARKETEO 00 -9,1 | NOVITUS 108 | 0,018519 14,1
MARSOFT 1271 0,023622 47,9 | NOWAGALA 127 | 0,03937 0,0
MARVIPOL 60 (0,1 -16,5 | NTTSYSTEM 127 0,023622 66,0
MASTERS 127 0,204724 57,1 | ODLEWNIE 127|0,015748 | -36,5
MAXIPIZZA 7310 109,3 | OLYMPIC 65 0,107692 13,0
MCI 127 0,007874 31,8 | ONE2ONE 127 0,007874 51,4
MCLOGIC 125 0,032 75,7 | OPONEO 12710,015748 | -30,0
MEDIATEL 121 0,008264 | -21,7 | OPONEO-PL 12710,015748 | -30,0
MENNICA 92 (0,021739 6,6 | OPTIMUS 1271 0,007874 9,5
MERA 115]0,034783 | 167,0 | OPTOPOL 1271 0,015748 18,8
MERCOR 65 | 0,015385 -8,2 | ORBIS 1271 0,007874 13,9
MEWA 122 0,590164 0,0 | ORCOGROUP 124 0,008065 | -18,1
MIDAS 1271 0,062992 | 103,3 | ORGANIC 1210 -46,9
MIESZKO 127 0,015748 19,7 | ORIONINV 00 -37,5
MILKPOL 60 27,3 | ORZBIALY 127 0,007874 47,0
MILLENNIUM 1271 0,015748 2,5 | ORZEL 1271 0,244094 0,0
MINERAL 31(0,096774 72,8 | ORZLOPONY 2210 -30,6
MINI 127 0,047244 40,8 | PAGED 1271 0,007874 | 169,0
MIRBUD 00 -17,8 | PAMAPOL 125 0,008 17,1
MISPOL 118 0,008475 38,9 | PANOVA 540 -1,5
MMPPL 127 0,047244 -9,7 | PBG 127 0,007874 14,6
MO]J 104 | 0,019231 22,5 | PCGUARD 1271 0,362205 0,0
MOL 105|0 29,3 | PEGAS 115|0 70,7
MONNARI 127 {0,007874 | -65,1 | PEKAES 121 0,016529 11,1
MOSTALEXP 1270 30,5 | PEKAO 1271 0,007874 | -15,1
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cd. tab. 4.4

(A) (B) © D) (A) (B) © D)
PEMUG 1271 0,055118 -5,7 | PULAWY 127 0,007874 49,1
PEP 1270 30,4 | PWRMEDIA 7410,027027 21,8
PEPEES 124 | 0,008065 43,8 | QUANTUM 97 {0,041237 12,5
PERFECT 4510,088889 | -80,3 | QUERCUS 64 | 0,0625 42,9
PERMEDIA 113 (0,017699 | -21,1 | QUMAKSEK 102 0,019608 -4,6
PETROLINV 127 0,023622 -2,1 | RADPOL 12710,015748 | -10,2
PGF 1270 5,7 | RAFAKO 1271 0,007874 | 165,9
PGNIG 127 0,015748 8,6 | RAFAMET 1271 0,023622 28,6
PGSSOFT 310,032258 76,0 | RAINBOW 121|0,016529 | -38,4
PHARMENA 2210,136364 | -20,4 | RCUNION 66 | 0,015152 -2,9
PHOTON 171 0,058824 11,0 | READGENE 00 55,6
PKNORLEN 12710 -2,6 | REDAN 1271 0,023622 5,2
PKOBP 1270 -30,2 | REINHOLD 610 88,9
PLASTBOX 1271 0,023622 73,0 | RELPOL 127 0,007874 0,0
PLAZACNTR 1270 50,0 | REMAK 114 |0,026316 | 114,0
POINTGROUP 1271 0,023622 -4,3 | RESBUD 7410,013514 33,5
POLAQUA 127 0,007874 26,6 | ROCCA 610,166667 | -26,9
POLCOLOR 124 |0 131,3 | RODAN 92 | 0,054348 -8,8
POLCOLORIT 124 |0 131,3 | RONSON 124 0,008065 78,0
POLICE 1270 32,5 | ROPCZYCE 1271 0,023622 53,5
POLIMEXMS 1271 0,007874 12,3 | RUCH 1271 0,023622 0,0
POLLENAE 280,035714 | -17,5 | RUCHCHORZ 11(0 -13,0
POLMAN 29 | 0,034483 53,8 | S4E 82 (0,02439 -4,3
POLNA 122110 38,4 | SAKANA 2710,185185 | -50,5
POLNORD 1271 0,015748 3,5 | SANOK 118 | 0,016949 32,5
POLREST 124 |0,040323 | -40,9 | SANWIL 127 0,23622 -33,3
PONARFEH 127 (0,015748 | -13,9 | SECOGROUP 101 | 0,108911 8,5
POSITIVE 1/0 -36,1 | SEKO 117 0,068376 46,2
POZBUD 5910,033898 34,5 | SELENAFM 127 0,047244 78,2
POENOCNR 60 | 0,1 29,0 | SFINKS 124 0,016129 37,6
PPWK 127 0,007874 46,1 | SILVANO 6910,028986 | -19,2
PRAGMAINK 65 | 0,076923 35,6 | SIMPLE 104 | 0,019231 | -24,0
PREMFOOD 00 -27,6 || SKOK 106 | 0,132075 0,0
PRIMAMODA 109 | 0,027523 | -18,8 | SKOTAN 1271 0,015748 20,5
PROCAD 127 0,007874 67,1 | SKYEUROPE 12710,015748 | -13,3
PROCHEM 119 0,02521 38,9 | SKYLINE 12710,023622 | -18,1
PROJPRZEM 127 0,015748 -6,2 | SOBIESKI 56 | 0,017857 60,9
PRONOX 127 0,007874 | -18,2 | SONEL 11]0,090909 | -19,5
PROSPER 1241 0,016129 45,2 | SPRAY 118 |0 30,0
PROCHNIK 1271 0,007874 -2,0 || SSI 124 0,008065 47,8
PTI 00 51,3 | STALEXP 1271 0,007874 | -22,0
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(A) (B) © @) (A) (B) © ®)
STALPROD 1241 0,024194 49,5 | UNIMA 67 | 0,044776 25,4
STALPROFI 127 0,007874 45,5 | URLOPYPL 66 | 0,030303 14,3
STAPORKOW 610 -2,6 | VARIANT 127 0,015748 25,9
STARKDEV 114 | 0,166667 50,0 | VEDIA 1/0 -8,5
STORMM 127 0,007874 10,2 | VENO 108 | 0,203704 | 466,7
SUNTECH 3910,076923 11,9 | VERBICOM 4510 -14,9
SUWARY 90 | 0,022222 22,0 | VIAGUARA 124 | 0,032258 -5,3
SWARZEDZ 127 {0,015748 | -30,8 | VICTORIA 63(0,126984 | -12,8
SWISSMED 127 0,007874 71,2 | VINDEXUS 00 -29,9
SYGNITY 127 {0,007874 | -35,0 | VISION 3910,076923 | -54,2
SYMBIO 00 -20,2 | VISTULA 1271 0,023622 13,6
SYNTHOS 1270 145,5 | WADEX 500,36 11,8
SNIEZKA 121 |0,016529 17,2 | WANDALEX 12710,023622 | -18,1
SRUBEX 2410 -12,2 | WARFAMA 113 | 0,026549 71,7
SWIECIE 127 0,007874 18,5 | WARIMPEX 1271 0,015748 58,7
T2INVEST 5210,076923 16,0 | WASKO 127|0,015748 | -34,8
TALEX 127 0,023622 | -21,3 | WAWEL 96| 0,020833 27,3
TECHMEX 1230 -21,0 | WBAY 00 174,3
TECHPARK2 5210,076923 16,0 | WDMSA 127 | 0,03937 -8,3
TELESTR 38 (0,052632 19,5 | WIELTON 1270 64,5
TELL 1270 34,0 | WIKANA 1271 0,204724 57,1
TERESA 54 (0,222222 | -27,9 | WILBO 1271 0,015748 40,5
TETA 12710,015748 | —-14,8 | WISTIL 11]0,181818 | -34,4
TFONE 1271 0,023622 80,9 | WOJAS 100 | 0,03 -3,4
TIM 127 0,007874 28,4 | WOLAINFO 109 | 0,009174 -3,0
TORFARM 1271 0,07874 42,8 | WSIP 1271 0,03937 8,2
TPSA 1270 -25,0 | XPLUS 118 0,228814 55,6
TRAKCJA 127 10,007874 | -16,7 | YAWAL 1231 0,01626 20,3
TRANSPOL 1710,176471 -5,1 | ZAKUPY 7910,012658 | -57,7
TRASINTUR 1270 108,0 | ZASTAL 125 0,024 13,3
TRAVELPL 12710,023622 | -60,1 | ZEG 76 | 0,065789 -9,9
TRION 1270 108,0 | ZELMER 127 0,007874 16,7
TRITON 1271 0,015748 84,2 | ZETKAMA 101 | 0,029703 44,6
TSCAPITAL 7910,139241 | -67,1 | ZNTKLAPY 12710,023622 | -72,1
TUEUROPA 11{0,090909 | -16,2 | ZPUE 1130,035398 | -23,9
TUP 1270,015748 | -18,5 | ZREMB 360 20,2
TVN 1270,015748 | -27,9 | ZTSERG 1271 0,007874 | 118,4
ULMA 103 | 0,009709 -8,1 | ZURAWIE 1271 0,023622 6,4
UNIBEP 116 | 0,025862 8,2 | ZYWIEC 113 0,00885 1,6
UNICREDIT 121 0,016529 8,5 | WIG 7,4

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie: Piasecki i Ziomek [2011].
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W tabeli 4.4 dla kazdej spotki notowanej na GPW w Warszawie przedstawiono
krotnos¢ obserwacji tej spotki w drugim potroczu 2008 roku, stopien efektywno-
$ci oraz polroczng stope zwrotu ex post wyznaczong w pierwszym poétroczu 2009
roku.

Kierujac sie postulatem reprezentatywnosci badan, jako pierwsze kryterium
wyboru przyjeto kryterium maksymalizacji krotnosci obserwacji. W celu spelnie-
nia tego kryterium odrzucono w przyblizeniu potowe spdtek charakteryzujacych
sie nizszg krotno$cig obserwacji. Odrzucono wszystkie te spotki, ktérych krotnos¢
obserwacji byta mniejsza niz 124. Pozostalo 246 spoétek, ktére charakteryzowa-
ly si¢ nie tylko wigksza reprezentatywnoscia, ale takze wigksza ptynnoscia finan-
sowa. Z punktu widzenia potrzeb inwestora gietdowego plynnos¢ finansowa jest
bardzo pozadang cechg akcji.

Jako drugie kryterium wyboru przyjeto kryterium maksymalizacji stopnia
efektywnosci. W celu spetnienia tego kryterium odrzucono w przyblizeniu po-
towe spotek charakteryzujacych si¢ nizszym stopniem efektywnosci. Odrzucono
wszystkie te spotki, ktérych stopien efektywnosci byl mniejszy od 0,01575. W ten
sposob odrzucono 114 spétek. Ostatecznie po tym wyborze pozostalty 132 spétki.
Sa to te spolki, ktore beda rekomendowane jako cele inwestycyjne w pierwszym

potroczu 2009 roku:

01NFI DOMDEV INWESTCON NFIEMF
06MAGNA ECARD JUPITER NOBLEBANK
14ZACH EFH JUTRZENKA NOWAGALA
AGORA ELKOP KERNEL NTTSYSTEM
ALCHEMIA ENERGOPOL KOGENERA ODLEWNIE
AMREST ERBUD KOMPAP OPONEO
APATOR ESSYSTEM KOMPUTRON  OPONEO-PL
ARMATURA EUROTEL KREDYTIN OPTOPOL
ATLANTIS FERRUM KREZUS ORZEL
ATONHT FON LCCORP PCGUARD
BAKALLAND GINOROSSI LENA PEMUG
BANKIERPL GRAAL LENTEX PETROLINV
BARLINEK GROCLIN LOTOS PGNIG
BBIDEVNFI GTC MAKARONPL PLASTBOX
BEEFSAN HAVE MAKOLAB POINTGROUP
BIOTON HBPOLSKA MARSOFT POLNORD
BOMI HBWLOCLAW MASTERS POLREST
BORYSZEW HTLSTREFA MCLOGIC PONARFEH
BUDOPOL HYDROTOR MIDAS PROJPRZEM
BYTOM HYGIENIKA MIESZKO PROSPER
BZWBK HYPERION MILLENNIUM RADPOL
CENSTALGD IBSYSTEM MINI RAFAMET
CIECH IMMOEAST MMPPL REDAN
COGNOR IMPEL MOSTALWAR ROPCZYCE
DECORA INGBSK NETIA RUCH
DEBICA INTEGERPL NETMEDIA SANWIL
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SELENAFM TETA VARIANT WILBO

SFINKS TFONE VIAGUARA WSIP
SKOTAN TORFARM VISTULA ZASTAL
SKYEUROPE TRAVE WANDALEX ZNTKLAPY
SKYLINE LPL WARIMPEX ZURAWIE
STALPROD TRITON WASKO

SWARZEDZ TUP WDMSA

TALEX TVN WIKANA

Do oceny przydatnosci tej rekomendacji wykorzystamy wyniki uzyskiwa-
ne z zastosowaniem pasywnej strategii inwestowania. Polega ona na lokowaniu
identycznej wartos$ci posiadanego kapitalu w kazdym podstawowym instrumen-
cie finansowym pochodzacym z pewnego podzbioru papieréw wartosciowych no-
towanych na danej gieldzie. Uzyskany ta droga portfel nazywamy portfelem pa-
sywnym. W literaturze przedmiotu wyniki finansowe uzyskiwane przez portfel
pasywny s3a punktem odniesienia do nowo proponowanych metod optymalizacji
portfela.

W rozpatrywanym przypadku badanie portfela pasywnego bylo ograniczone
do spdtek réwnoczesnie notowanych na warszawskiej GPW w drugim pétroczu
2008 roku i pierwszym poétroczu 2009 roku. Pélroczna stopa zwrotu z portfela
pasywnego ztozonego ze wszystkich notowanych w ten sposob akcji w pierw-
szym polroczu 2009 roku wynosita 34,73%. Gdyby$my portfel pasywny ograni-
czyli jedynie do podstawowych instrumentéw finansowych rekomendowanych
jako efektywne w pierwszym potroczu 2009 roku, wowczas pdlroczna stopa
zwrotu z takiego portfela w pierwszym poétroczu 2009 roku wyniostaby 68,97%.
Korzysci z zastosowania proponowanej rekomendacji sa w tym wypadku ewi-
dentne.

Piasecki i Ziomek w swojej pracy z 2010 roku powtorzyli obliczenia zaprezen-
towane w ich pracy z 2011 roku’ dla kazdego pétrocza w latach 2000-2008. Do-
datkowe opracowanie tych obliczen wykazalo, ze w kazdym przypadku zastoso-
wanie rekomendacji wyznaczonej za pomocg opisanej powyzej metody powoduje
wzrost polrocznej stopy zwrotu z portfela pasywnego. Mozna wiec uznac, ze przy-
datno$¢ zaproponowanej metody wyboru rekomendowanych papieréw zostala
zweryfikowana pozytywnie.

4.2.5 Wybor efektywnych instrumentow finansowych za pomoca
modelu CAPM

W dwdch poprzednich podrozdziatach zaproponowano pewne ekonometryczne
metody wyznaczania funkeji przynaleznosci rozmytego podzbioru efektywnych

® Praca [Piasecki i Ziomek 2011] zostata napisana przed praca [Piasecki i Ziomek 2010]. Zmia-
na kolejnosci publikacji jest zastuga wydawcow.
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instrumentéw finansowych. Wykorzystano tam adaptacje pochodzacej od Mar-
kowitza klasycznej definicji efektywnego instrumentu finansowego. W ten sposéb
mozna bylo wyznaczy¢ wzgledng oceng efektywnosci poszczegélnych instrumen-
tow finansowych. Jej wzgledno$¢ wynikala z tego, ze byla tutaj oceniana jedynie
efektywnos¢ w odniesieniu do wybranego zbioru obserwowanych instrumentéw
finansowych. Podejécie to dobrze stuzy badaniu przydatnosci nowo wprowadza-
nych metod optymalizacji portfela.

W tym podrozdziale zostanie zaproponowana kolejna ekonometryczna meto-
da wyznaczania rozmytego podzbioru efektywnych instrumentéw finansowych.
Tym razem wykorzystamy znang relacj¢ pomiedzy efektywnoscig instrumentu fi-
nansowego a istnieniem modelu CAPM opisujacego zmiennos¢ oczekiwanej sto-
py zwrotu z tego instrumentu.

W tej sytuacji jednak, w pierwszym rzedzie nalezy zbudowa¢ uniwersalng me-
tode wyrozniania efektywnych instrumentéw finansowych. Formalng podstawa
takiej metody moze by¢ uniwersalne twierdzenie:

Jesli dany instrument finansowy jest efektywny, to istnieje model CAPM
opisujgcy zmiennosc stopy zwrotu z tego instrumentu'.

Whioskujemy z tego, ze:

Jesli nie istnieje model CAPM opisujgcy zmiennos¢ stopy zwrotu
z danego instrumentu finansowego, to ten instrument nie jest efektywny.

Dzigki wykorzystaniu tych uniwersalnych twierdzen matematycznych zapropono-
wana ponizej metoda oceny efektywnosci instrumentéw finansowych nabiera wa-
loru bezwzglednej oceny efektywnosci.

Rozwazmy dowolny instrument finansowy Y € X. Kazdemu momentowi cza-
sowemu T, € @ przypisujemy szeregi czasowe obserwowanych: stopy zwrotu r,
z badanego instrumentu finansowego, rynkowej stopy zwrotu r,, i stopy zwrotu
wolnej od ryzyka r,. Szeregi te postuza nam do weryfikacji hipotezy zerowej:

®). pso . . (o
H: Réznica ry, - r, nie jest liniowo skorelowana z réznicg r\, — r,, (4.21)
ktorej przeciwstawiamy hipoteze alternatywna:
H®: Réznica r,; - r, jest liniowo skorelowana z réznicg r,, - 1,
' To twierdzenie wraz z dowodem mozna znalez¢é na przyklad w pracy Piaseckiego [2007,

s. 332].
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Kazdorazowy brak podstaw do odrzucenie hipotezy zerowej na rzecz hipote-
zy alternatywnej jest identyczny ze stwierdzeniem, Ze nie istnieje model CAPM.
W tej sytuacji wartos¢ logiczng y, (Y) zdania:

Instrument finansowy Y jest efektywny

identyfikujemy z czestotliwo$cia f, odrzucania hipotezy zerowej na rzecz hipotezy
alternatywnej, co zapisujemy

u(Y) = £,

Opisane powyzej badanie mozna powtérzy¢ dla kolejnych instrumentéw finan-
sowych. Przebieg kazdego z tych badan bedzie niezalezny od oceny efektywnosci
pozostaltych instrumentéw finansowych. Uzyskana w ten sposéb funkcja przyna-
leznodci u,,;: Y — [0, 1] okresla rozmyty zbiér efektywnych instrumentéw finan-
sowych o potwierdzonej efektywnosci. Wartosci tej funkcji moga by¢ wskazdéwka
dla inwestora poszukujacego swoich celéw inwestycyjnych.

Ilustracja dla przedstawionej powyzej metody oceny efektywnosci bedzie po-
wtdrne zbadanie efektywnosci metod optymalizacji portfela opisanych w studium
przypadku zaprezentowanym w podrozdziale 4.2.3. Taki sam bedzie horyzont
czasowy tego badania oraz podzial przedzialu na okres hossy, stagnacji i bessy.

Odmiennie niz w podrozdziale 4.2.3 badania poprowadzono dla jednodnio-
wych stop zwrotu. Poczatkowi kazdego miesigca przyporzadkowywano szeregi
czasowe stop zwrotu, ktdre obejmuja dwa poprzedzajace miesigce. Dzigki temu
w kazdym obserwowanym szeregu czasowym odnotowywano wigcej niz trzydzie-
$ci obserwacji. Ta wlasciwo$¢ prowadzonych obserwacji poprawiala wlasciwosci
asymptotyczne stosowanych testow statystycznych. Jako stopy zwrotu r,, z portfe-
la rynkowego przyjeto stopy zwrotu z WIG. Stope zwrotu r,, z instrumentu wolne-
go od ryzyka ustalano na podstawie stopy depozytowej NBP.

Hipoteze zerowa (4.21) weryfikowano, badajac wspotczynnik korelacji Pearso-
na. Wspolczynnik ten oceniano, stosujac test ¢-Studenta dla poziomu istotnosci
a = 0,05. Rezultaty tych testow przedstawiono w tabeli 4.5. Kolejne wiersze odpo-
wiadajg wyrdznionym w trakcie trwania poszczegdlnych rodzajoéw trendu kolej-
nym terminom modyfikacji portfela. Latwo mozna tam dostrzec duze trudnosci
w znalezieniu efektywnych instrumentéw finansowych. Potwierdzona efektyw-
nos$¢ metody M, wynika z przyjecia zalozenia, ze portfel o strukturze odpowiada-
jacej strukturze indeksu WIG jest portfelem rynkowym'".

" W definicji portfela rynkowego jest zawarte zalozenie, ze jest to portfel efektywny [Piasecki
2007, s. 247 i dalsze].
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Tabela 4.5. Wyniki testow CAPM efektywnosci

Trend rynku

Bessa Stagnacja Hossa

Metoda Metoda Metoda
M, | M, | My | M, | Mg | Mg | M, | M, | My | M, | My | M, | M, | M, | M, | M, | M, | M
. . . . . . . .
. . . . . . . . . .
. . . . . . . .
. . . . . . . .
. . . . . . = | =
. . . . . = | =
. . . . . . . . .
. . . . . . . .
. . . . .
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . . .
. . = | X | X | X | x| x| X = =
[ ] [ ] [ ] X X X X X X [ ] [ ] [ ]
. | X [ x| x| x| x| X . | = .
. . s | X | x| x| X | x| X .
. s | X [ x| x| x| x| X . .
. x| x| x| x| X | x| x| x x | x

. x| x| x| x| x| x| x| x]|X

Legenda: x - brak obserwacji, = - metoda optymalizacji portfela zostata zaliczona do optimum Pareto.

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Funkcje przynaleznosci rozmytych zbiorow instrumentéw finansowych o po-
twierdzonej efektywnosci przedstawiono w tabeli 4.6. Zachowano tutaj taki sam
uklad jak w tabeli 4.3.

Tabela 4.6. Funkcje przynaleznosci rozmytego zbioru instrumentow finansowych
o potwierdzonej rentownosci

Trend Metody Miara Miara

rynku M, M, M, M, M, M, energetyczna entropii
Bessa 0,00 0,14 0,57 0,10 0,10 1,00 0,65 0,51
Stagnacja | 0,08 0,17 0,67 0,50 0,25 1,00 0,73 0,57
Hossa 0,06 0,41 0,65 0,35 0,47 1,00 0,75 0,62
Razem 0,04 0,25 0,65 0,29 0,27 1,00 0,60 0,55

Zrédlo: Obliczenia whasne.
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Poréwnanie z wynikami badan przedstawionymi w tabeli 4.3 wskazuje na wy-
razny optymizm rezultatow uzyskanych w podrozdziale 4.2.3. Niemniej nadal naj-
bardziej korzystnie jest oceniana metoda M, minimalizacji wariancji, gdyz ujaw-
niona w tabeli 4.6 dominacja metody M, inwestowania w portfel WIG jest efektem
przyjecia tego portfela jako portfela rynkowego.

4.3. Kryteria zarzadzania portfelem

Zarzadzanie portfelem instrumentéw finansowych w ogdlnym przypadku polega
na zbywaniu pewnych instrumentéw finansowych i nastepnie na przeznaczeniu
uzyskanych tg droga srodkéw na zakup innych aktywéw finansowych. W szcze-
gélnym przypadku jednym z rozpatrywanych aktywéw moze by¢ gotéwka. Dzia-
tanie te s podejmowane dla zwigkszenia zysku lub zmniejszenia ryzyka. Maja one
charakter podejmowania decyzji inwestorskich odnoszacych si¢ do wyselekcjo-
nowanych instrumentéw finansowych. W szczegélnym przypadku instrumentami
takimi moga by¢ podstawowe instrumenty finansowe lub jednostki portfeli two-
rzonych przez fundusze inwestycyjne.

Podejmowanie tych decyzji wymaga okreslenia kryteriéw oceny wymienionych
powyzej aktyw6w finansowych. Wezmy pod uwage dowolny instrument finanso-
wy Y € X. Instrument ten moze by¢ reprezentowany przez parg (7, o), gdzie:

- T - oczekiwana stopa zwrotu z instrumentu finansowego Y,

- 0 - wariancja oczekiwanej stopy zwrotu z instrumentu finansowego Y.
Kryterium podejmowania decyzji o zbyciu lub nabyciu instrumentu finansowego
Y moze by¢ wtedy przedstawione jako poréwnanie wartoéci g(7) i G okreslonych
W nastepujacy sposob:

- g:R— R - funkcja rosnaca o postaci uzasadnionej merytorycznie,

- G - uzasadniona merytorycznie warto$¢ graniczna.

Przykladami takich kryteriéw s3 omoéwione dalej kryteria Sharpea, Jensena
i Treynora. Funkcje g: R — R nazywamy miernikiem zysku. Wartosci miernika
zysku przyporzadkowane poszczeg6lnym instrumentom finansowym wyznaczaja
pewne uporzadkowanie tych instrumentéw finansowych.

Stosowanie tych kryteridow pozwala na przyporzadkowanie kazdemu instru-
mentowi finansowemu rekomendacji zakupu lub sprzedazy. Rekomendacje te po-
chodzg ze zbioru nastepujacych komend

K = {KUPUJ; PRZEWAZAJ; TRZYMAJ; NIE DOWAZAJ; SPRZEDAJ} =
={K:v=1,2,3,4,5}

Poszczegélnym rekomendacjom przypisano tutaj nastepujace wyktadnie:
- K, = KUPU]J - niezwlocznie zakup zalozong ilos¢ instrumentu finansowe-
goY,

109



- K, = PRZEWAZA] - ostroznie rozpocznij roztozone w czasie nabywanie in-
strumentu finansowego Y,

- K, = TRZYMAJ - instrument finansowy Y zachowaj w portfelu w niezmie-
nionej ilosci,

- K, = NIE DOWAZA] - ostroznie rozpocznij roztozone w czasie zbywanie in-
strumentu finansowego Y,

- K, = SPRZEDA] - niezwlocznie sprzedaj cala posiadang ilo§¢ instrumentu
finansowego Y.

Procedury rekomendacyjne sg okreslone przez opisane nizej relacje.
Jesli jest spelniony warunek

g(7) > G, (4.22)

to instrument finansowy Y jest niedowartosciowany. Instrumentowi temu przypi-
sujemy rekomendacje KUPUJ.
Jesli jest spelniony warunek

g(¥) =G, (4.23)

to instrument finansowy Y jest stabo niedowartosciowany. Instrumentowi temu
przypisujemy rekomendacje PRZEWAZA].
Jesli jest spelniony warunek

g7 =G, (4.24)

to instrument finansowy Y jest w cenie réwnowagi finansowej. Instrumentowi
temu przypisujemy rekomendacje TRZYMA].
Jesli jest spelniony warunek

g7 <G, (4.25)

to instrument finansowy Y jest stabo przewarto$ciowany. Instrumentowi temu
przypisujemy rekomendacje NIE DOWAZA].
Jesli jest spelniony warunek

g(7) <G, (4.26)

to instrument finansowy Y jest przewartosciowany. Instrumentowi temu przypi-
sujemy rekomendacje SPRZEDA].

Podstawa do wydania takich rekomendacji s3 rezultaty analizy techniczne;j.
Analizujagc powyzszy system rekomendacji inwestycyjnych, tatwo dostrzec brak
zdecydowanej granicy pomiedzy rekomendacjami KUPUJ i PRZEWAZA] oraz
pomiedzy rekomendacjami SPRZEDA] i NIE DOWAZA]. Uzasadnienia rozrdz-
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nienia tych rekomendacji mozna szuka¢ na gruncie analizy fundamentalnej oraz
pomiedzy behawioralnymi aspektami procesu inwestowania.

W rozdziale 3 pokazano, jak behawioralne przestanki oceny procesu inwe-
stycyjnego prowadza do okreslenia oczekiwanej stopy zwrotu rozpatrywanego
instrumentu finansowego Y € Y jako oszacowania nieprecyzyjnego R € F(R)
nazywanego dalej przyblizong rentownoscig. Przyblizona rentowno$¢ R jest re-
prezentowana przez swoja funkcje przynaleznosci p € [0, 1] nazywang réwniez
rozktadem oczekiwan rentownosci. Instrument finansowy Y jest wtedy reprezen-
towany przez pare (R, &). Tym razem ryzyko nieprecyzji jest oznaczone jedy-
nie implicite poprzez przebieg zmiennosci rozkladu oczekiwan p e [0, 1]%. Jeze-
li przyblizona rentownos¢ R jest oszacowaniem nieprecyzyjnym, oszacowaniem
nieprecyzyjnym jest takze wartos¢ miernika zysku g(R) € F(R). Warto$¢ ta be-
dzie w jednoznaczny sposdb reprezentowana przez swa funkcje przynaleznosci
y: R — [0, 1] okreslong zgodnie z (2.19) przez tozsamos¢

y(x) = p(g (x)).

Wobec powyzszego, warunki (4.22)-(4.26) okreslajace poszczegdlne rekomenda-
cje staja si¢ relacjami rozmytymi opisanymi w podrozdziale 2.1.4. Wtedy procedu-
ry rekomendacyjne s3 okreslone przez ponizsze relacje.

Jesli jest spelniony warunek

g(R) = G, (4.27)

to instrumentowi finansowemu Y przypisujemy rekomendacje KUPUJ.
Jesli jest spelniony warunek

gR) = G, (4.28)

to instrumentowi finansowemu Y przypisujemy rekomendacj¢ PRZEWAZA].
Jesli jest spelniony warunek

gR) ~ G, (4.29)

to instrumentowi finansowemu Y przypisujemy rekomendacj¢ TRZYMA].
Jesli jest spelniony warunek

g(R) < G, (4.30)

to instrumentowi finansowemu Y przypisujemy rekomendacje NIE DOWAZA]J.
Jesli jest spelniony warunek

g(R) < G, (4.31)

to instrumentowi finansowemu Y przypisujemy rekomendacje SPRZEDA].
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Zgodnie z (2.23), wartos$¢ logiczna zdania (4.28) wyznaczamy, korzystajac z za-
leznosci

MK,) = sup{y(x) X2 G} = sup{p(y) Y= g_l(G)}. (4.32)

W ten sam sposob warto$¢ logiczna zdania (4.30) wyznaczamy, korzystajac z za-
leznosci

MK,)= sup{y(x) ix< G} = sup{p(y) 1y < gil(é)}. (4.33)

Zgodnie z (2.24), warto$¢ logiczng zdania (4.27) wyznaczamy, korzystajac z zalez-
nosci

A(K,) =min{A(K,),1-M(K,)}. (4.34)

Zgodnie z (2.26), warto$¢ logiczng zdania (4.29) wyznaczamy, korzystajac z zalez-
nosci

M(K,) =min{A(K,), MK,)}. (4.35)

Zgodnie z (2.24), warto$¢ logiczng zdania (4.31) wyznaczamy, korzystajac z zalez-
nosci

M(K,) =min{1-A(K,), MK,)}. (4.36)

W ten sposéb wyznaczylismy funkcje przynaleznosci A: K — [0, 1] wyznaczaja-
ca zbiér rozmyty K e F(K). Zbi6r ten nazywamy nieprecyzyjng rekomendacja.
Warto$¢ funkcji przynaleznosci A(K) interpretujemy tutaj jako wage rekomenda-
cji K. Jesli inwestor korzysta z rekomendacji nieprecyzyjnej, to uzyskuje szereg al-
ternatywnych rekomendacji o zréznicowanych wagach. Ostateczna decyzja inwe-
stycyjna w nieunikniony sposob nalezy wtedy do inwestora.

Zauwazmy na koniec tej czesci rozwazan, ze przedstawienie oczekiwanej stopy
zwrotu jako oszacowania nieprecyzyjnego pozwolilo na zréznicowanie wag po-
miedzy rekomendacjami KUPUJ i PRZEWAZA] oraz pomiedzy rekomendacjami
SPRZEDA] i NIE DOWAZA]. Z drugiej strony nieprecyzyjne oszacowanie ocze-
kiwanej stopy zwrotu bylo tutaj konsekwencja uwzglednienia behawioralnych
aspektow proceséw inwestowania. Zatem pokazalismy, ze behawioralne przestan-
ki moga w kontrolowany sposéb wplyna¢ na wagi poszczegdlnych rekomendacji.

Nieprecyzyjnie oszacowane wartosci miernika zysku moga stanowi¢ podstawe
do wyznaczenia uporzadkowania ocenianych instrumentéw finansowych. Stoso-
wane s3 wtedy rozmyte relacje opisane w podrozdziale 2.1.4.
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Jako przyklady sformulowanej powyzej procedury zarzadzania nieprecyzyjny-
mi rekomendacjami przedstawimy teraz uogélnienia dobrze znanych z literatury
przedmiotu kryteriow zarzadzania portfelem inwestycyjnym.

4.3.1. Kryterium Sharpe’a

Zakladamy, ze istnieje instrument dtuzny Y reprezentowany przez pare (r,, 0)
oraz portfel rynkowy M reprezentowany przez parg (r,, , 0. Oceniany instrument
finansowy Y jest reprezentowany przez pare (R, 02) gd21e R € F(R) jest repre-
zentowane przez funkcje przynaleznosci p € [0, 1]%. Uogélnienie miernika zysku
Sharpea [1966] przyjmuje tutaj postac

gR)=

Miernik zysku Sharpea ocenia wysoko$¢ premii jednostkowej za ryzyko ogolne.
Warto$¢ graniczna G kryterium Sharpea jest rowna jednostkowej premii za ryzy-
ko portfela rynkowego. Mamy tutaj

— ro

G="u

Om
Zgodnie z (4.32), waga rekomendacji PRZEWAZA] jest okreslona przez zalezno$é
MK,) =sup{p(y) PRAU +ro}~
Om
Zgodnie z (4.33), waga rekomendacji NIE DOWAZA] jest okreslona przez zalez-
nos¢

MK,) =sup{p(y) Ly < w+%}_
Om

Wagi rekomendacji KUPUJ, TRZYMA] i SPRZEDA] s3 okreslone odpowiednio
poprzez zaleznosci (4.34), (4.35) i (4.36).

4.3.2. Kryterium Jensena

Na rynku kapitalowym obserwujemy wolna od ryzyka stope zwrotu r, oraz ocze-
kiwang stope zwrotu r,, z portfela rynkowego M. Oceniany efektywny instrument
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finansowy Y jest reprezentowanym przez pare (R, f3), gdzie 8 jest wspotczynni-
kiem kierunkowym modelu CAPM przypisanym temu instrumentowi. Uogdlnie-
nie miernika zysku Jensena [1969] przyjmuje tutaj posta¢

g(ﬁ) =R- B (ry, 1)

Miernik zysku Jensena ocenia warto$¢ premii za ryzyko stopy rynkowej. Wartos¢
graniczna G kryterium Jensena jest réwna stopie zwrotu wolnej od ryzyka. Mamy
tutaj

G=r

0

Zgodnie z (4.32), waga rekomendacji PRZEWAZA] jest okreslona przez zalezno$é
MK,) =sup{p(y): y 21, +B-(ry —1,)}.

Zgodnie z (4.33), waga rekomendacji NIE DOWAZA] jest okre$lona przez zalez-
nos¢

)L(K4):sup{p(y):y3r0+/3-(rM —1’0)}.

Wagi rekomendacji KUPUJ, TRZYMA] i SPRZEDA] sa okreslone odpowiednio
poprzez zaleznosci (4.34), (4.35) i (4.36).

4.3.3. Kryterium Treynora

Na rynku kapitalowym obserwujemy wolng od ryzyka stope zwrotu r, oraz ocze-
kiwang stope zwrotu r,, z portfela rynkowego M. Rozwazamy tutaj jedynie te efek-
tywne instrumenty ﬁnansowe ktore wykorzystujg pozytywny efekt hossy. Ocenia-
ny efektywny instrument finansowy Y jest reprezentowany przez pare (R, f), gdzie
B jest wspotczynnikiem kierunkowym modelu CAPM przypisanym temu instru-
mentowi. Uogdlnienie miernika zysku Treynora [1965] przyjmuje tutaj postac

R-
ﬁ

Miernik zysku Treynora ocenia warto$¢ premii jednostkowej za ryzyko stopy ryn-
kowej. Warto$¢ graniczna G kryterium Treynora jest réwna premii za ryzyko sto-
py rynkowej. Mamy tutaj

gR)=

G=ry,-r,
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Zgodnie z (4.32), waga rekomendacji PRZEWAZA] jest okreslona przez zalezno$é

A(Kz)zsup{p(y):ero +B-(ry —ro)}.

Zgodnie z (4.33), waga rekomendacji NIE DOWAZA] jest okreslona przez zalez-
nos¢

MK,) =sup{p(y): y <r,+ B-(ry —1,)}.

Wagi rekomendacji KUPUJ, TRZYMA] i SPRZEDA] sa okreslone odpowiednio
poprzez zaleznosci (4.34), (4.35) i (4.36).

Nieprecyzyjna rekomendacja przygotowana za pomoca kryterium Treynora
jest identyczna z nieprecyzyjna rekomendacja przygotowang za pomocg kryte-
rium Jensena

4.4. Kryteria prymatu bezpieczenstwa

Zbior Q) = {w} jest zbiorem przyszlych elementarnych stanéw rynku finansowe-
go. W tym kontekscie rozwazamy instrument finansowy Y € Y. Zysk z tego in-
strumentu jest zalezny od majacego miejsce w przysztosci stanu w € Q) otoczenia
finansowego. Zysk ten jest charakteryzowany za pomoca stopy zwrotu r: O — R
danej przez zaleznos$¢

C(w)-C,

Ty (w) = CO

gdzie:

- C, - biezaca obserwowana cena rynkowa instrumentu finansowego Y,

- C(w) - spodziewana przyszla cena instrumentu finansowego Y.

Opisana stopa zwrotu jest zmienng losowa o rozkladzie prawdopodobienstwa
okreslonym za pomocg wyznaczonej ex ante dystrybuanty F,: R — [0, 1] danej
przez tozsamo$¢

F, (x) =P({weQ: ry(w) < x})

W tej sytuacji wlasciwosci zbioru przysztych stanéw rynku finansowego sa
scharakteryzowane przez precyzyjnie okreslong przestrzen probabilistyczna
(Q, 0, P,), gdzie:

- oc B(Q) - przeliczalne ciato zdarzen losowych;

- P,:0— [0, 1] - miara prawdopodobienstwa wyznaczona przez dystrybuan-

te F.
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Z innej jednak strony inwestor w swej ocenie instrumentu finansowego Y kie-
ruje sie przyblizeniem stopy zwrotu danym jako zbiér Hiroto'* R, < F(R). Zbior
ten jest opisany przez swa funkcje przynaleznosci py, : Rx Q— [0, 1]. Przyktad ta-
kiego obrazu stopy zwrotu zostal obszernie oméwiony w podrozdziale 3.1. Wska-
zano tam tez na behawioralne przestanki prowadzace do takiego przedstawienia
stopy zwrotu.

W tej sytuacji uogdlnienie warunku Roya [1952] jest dane w postaci

E({weQ:ﬁY<L})=s, (4.37)

gdzie:

- Py, - okreslone przez (2.28) rozszerzenie miary P, : 0 — [0, 1],

- < -rozmyta relacja ,,mniejsze niz” okreslona w podrozdziale 2.1.4,

- L - minimalny dopuszczalny poziom stopy zwrotu,

- & - prawdopodobienstwo uzyskania stopy zwrotu nizszej od minimalnej sto-

py dopuszczalne;j.

Uzyskanie stopy zwrotu nizszej od minimalnej dopuszczalnej identyfikujemy ze
stratg. Dlatego zmienna ¢ oznacza prawdopodobienstwo straty.

Rozszerzenie miary prawdopodobienstwa jest konieczne, gdyz zdarzenie loso-
we oceniane w warunku (4.37) jest zbiorem rozmytym

V,(L)={weQ:R, <L} F(Q)

okreslonym przez swa funkcje przynaleznoéci #,(-|L): Q — [0, 1]. Zgodnie z (2.2)
i (2.24), funkcja ta jest okreslona przez tozsamo$é

fy(w|L)= min{sup{ﬁy(x, w):x < L}, l—sup{ﬁy(x, w):x ZL}}.
Obrazem zdarzenia losowego V,(L) po przeksztalceniu przez stope zwrotu
r: Q — R jest zbior r(VY(L)) € F(R). Funkgja przynaleznosci ¢,(-| L) : R — [0, 1]
tego zbioru jest dana przez tozsamos$¢

¢ (x|L) =max{0, sup{ny(x|L):x = X(w)}}.

Ostatecznie, zgodnie z (2.28), warunek mozemy zapisa¢ w postaci

P, (foe Q:R, <L})=Tcy(x|L)dFy(x)=s.

—0

'> Zbiory Hiroto w wystarczajacy sposob opisano w podrozdziale 2.2.
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Warunek ten stanowi dogodny punkt wyjscia do okreslenia kryteriow poréwna-
nia dowolnych instrumentéw finansowych. Przy kazdym z tych poréwnan gléwny
nacisk bedzie ktadziony na bezpieczenstwo inwestowanych $rodkéw finansowych.

4.4.1. Kryterium Roya

Rozwazamy pare instrumentéw finansowych (Y, Z) € Y x Y. Stopa zwrotu r,
z instrumentu finansowego Y ma rozklad okreslony przez dystrybuante F,, roz-
ktad za$ stopy zwrotu r, z instrumentu finansowego Z jest opisany za pomoca
dystrybuanty F,. -

Inwestor ocenia instrument finansowy Y jako nie gorszy od instrumentu fi-
nansowego Z, jesli przy ustalonym minimalnym dopuszczalnym poziomie stopy
zwrotu prawdopodobienistwo straty z instrumentu finansowego Y jest nie wieksze
od prawdopodobienistwa straty z instrumentu finansowego Z.

W ten sposob, na zbiorze instrumentéw finansowych Y zostal utworzony pre-
porzadek -, opisany za pomocg réwnowaznosci

YO, Ze Tcy (x|L)dF,(x) < qu(x |L) dE,(x). (4.38)

Dla réznych wartoéci minimalnej dopuszczalnej straty mozemy uzyskaé rézne
uporzadkowania (4.38) zbioru instrumentéw finansowych. Zdefiniowane powyzej
kryterium Roya minimalizuje prawdopodobienstwo straty.

4.4.2. Kryterium Kataoki

Rozwazamy pare instrumentéw finansowych (Y, Z) € Y x Y. Stopa zwrotu r,
z instrumentu finansowego Y ma rozklad okreslony przez dystrybuante F,, roz-
ktad za$ stopy zwrotu r, z instrumentu finansowego Z jest opisany za pomoca
dystrybuanty F,.

Inwestor ocenia instrument finansowy Y jako nie gorszy od instrumentu fi-
nansowego Z, jesli przy ustalonym prawdopodobienstwie straty minimalny do-
puszczalny poziom stopy zwrotu z instrumentu finansowego Y jest nie mniejszy
od minimalnego dopuszczalnego poziomu stopy zwrotu z instrumentu finanso-
wego Z.

W ten sposéb, na zbiorze instrumentéw finansowych Y zostat utworzony pre-
porzadek —J, opisany za pomoca réwnowaznosci

Y . A= {Tqy(x |L,)dFE,(x)= Tcz(x |L,)dE,(x)=e=>L, > LZ}. (4.39)

—0 —0

117



Dla réznych wartosci prawdopodobienstwa straty mozemy uzyska¢ rézne upo-
rzadkowania (4.39) zbioru instrumentéw finansowych. Zdefiniowane powyzej
kryterium Kataoki minimalizuje wielko$¢ prawdopodobnych strat.

Uporzadkowania wyznaczone przez kryteria Roya i Kataoki s3 precyzyjnie
okreslonymi preporzadkami.

4.4.3. Kryterium Telsera

Rozwazamy pare instrumentéw finansowych (Y, Z) € Y x Y. Stopa zwrotu r,
z instrumentu finansowego Y ma rozktad okreslony przez dystrybuantg F,, roz-
ktad za$ stopy zwrotu r, z instrumentu finansowego Z jest opisany za pomo-
ca dystrybuanty F,. Przyjmujemy teraz ustalong warto$¢ e prawdopodobienstwa
straty polegajacej na uzyskaniu stopy zwrotu mniejszej od zalozonego minimal-
nego dopuszczalnego poziomu L. Para (L, €) okresla wymagane warunki bezpie-
czefstwa. O instrumencie finansowym Y méwimy, Ze jest bezpieczny, jesli spel-
nia warunek

[6 (x| L) dF, () <e.
Zbioér wszystkich bezpiecznych instrumentéw finansowych oznaczamy symbolem
Y(L, s):{ife\y: [ (x[D) dFY(x)Se}.

Zdarzy¢ sie tutaj moze, ze dla danej pary (L, €) nie istnieja bezpieczne instrumenty
finansowe. Na ogot nie wszystkie instrumenty finansowe sa bezpieczne.

Inwestor ocenia bezpieczny instrument finansowy Y jako nie gorszy od bez-
piecznego instrumentu finansowego Z, jesli oczekiwana stopa zwrotu z instru-
mentu finansowego Y jest nie mniejsza od oczekiwanej stopy zwrotu z instrumen-
tu Z.

Jak juz wspomnieli$my, inwestor w swej ocenie instrumentu finansowego Y
kieruje si¢ przyblizeniem stopy zwrotu danym jako zbiér Hiroto R, c F(R).
Zbior ten jest opisany przez swa funkcje przynaleznosci p, : Rx Q— [0,1]. Wte-
dy oczekiwana stopa zwrotu z instrumentu Y jest reprezentowana przez przybli-
zong rentowno$¢ 1~2Y € F(R). Zgodnie z (2.29), ta przyblizona rentownos$¢ jest
reprezentowana przez swa funkcje przynaleznosci p,: R — [0, 1] okreslong na-
stepujaco

py(x) = [&,(x, ) dF, (),
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gdzie
& (x,y)= max{O, sup{"ﬁy(x, w):y= rY(w)}}.

W analogiczny sposob wyznaczamy przyblizona rentowno$¢ R, bezpiecznego in-
strumentu finansowego Z.

W ten sposob, na zbiorze Y(L, €) bezpiecznych instrumentéw finansowych zo-
stal utworzony preporzadek . opisany za pomocg réwnowaznosci

Y3, ZoR, =R,

W ogdlnym przypadku kryterium Telsera maksymalizuje stope zwrotu z inwe-
stycji bezpiecznej. Kryterium Telsera jest rozmytym preporzadkiem okreslonym
za pomocy zaleznosci (2.32).
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Rozdzial 5

RYZYKO NIEPRECYZJI W RACHUNKU
AKTUARIALNYM

Przedmiotem ubezpieczenia jest rekompensata za przyszle szkody wywolane
przez opisane w polisie ryzyko. W tej sytuacji odpowiedzialno$¢ finansowa przy-
jeta przez ubezpieczyciela w zwiazku ze sprzedaza polisy ubezpieczeniowej jest
obarczona ryzykiem. Mechanizmy popytowo-podazowe rynku ubezpieczeniowe-
go nie pozwalajg na neutralizacje tego ryzyka poprzez dowolny wzrost ceny poli-
sy. Okreslenie wlasciwych relacji pomiedzy wielkoscig wyptacanych rekompensat
a przychodem uzyskanym ze sprzedazy polis jest przedmiotem rachunku aktu-
arialnego. Jego podstawa jest przyjecie zatozenia, ze ryzyko wywolania szkody jest
mierzalnym ryzykiem niepewno$ci. W zwigzku z tym ocena ryzyka wywolania
szkody jest ocena obiektywna. Gtéwnym narzedziem stuzacym tej ocenie jest ra-
chunek prawdopodobienstwa. Ocena ryzyka wywolania szkody jest zawsze doko-
nywana ex ante. W swym klasycznym podejsciu rachunek aktuarialny identyfikuje
cale ryzyko obcigzajace ubezpieczyciela z ryzykiem wywolania szkody.

Obiektywne ryzyko wywolania szkody nie jest jednak jedynym ryzykiem po-
noszonym przez ubezpieczyciela. Istotnym Zrédiem ryzyka jest hazard uprawiany
przez osoby narazone na szkody wywolane przez ubezpieczane ryzyko. W wy-
padku oséb juz ubezpieczonych hazard ten jest wywotany $wiadomoscig ochrony
ubezpieczeniowej, co objawia sie¢ mniejsza starannoscig i dbaloscig o obiekt ubez-
pieczony i obojetnosciag wobec zagrozen [Kowalczyk, Poprawska i Ronka-Chmie-
lowiec 2006, s. 12]. W wypadku dowolnej osoby narazonej na to ryzyko szkody
hazard ten przejawia si¢ poprzez podjecie decyzji o ubezpieczeniu lub nieubezpie-
czeniu tego ryzyka. Opisane tutaj przypadki hazardu reprezentujg behawioralne
przestanki okreslajace proces ubezpieczenia wyréznionego ryzyka.

Kolejnym Zrédlem subiektywnego ryzyka jest metoda badawcza zastosowa-
na wobec obiektywnego ryzyka wywolania szkody. Wiaze si¢ to z tym, ze stoso-
wane metody klasycznego rachunku aktuarialnego pozwalaja czgsto jedynie na
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zawezenie pola ostatecznej oceny. Ostateczny wybor wlasciwej oceny nalezy wtedy
do aktuariusza. Wybdr ten przynajmniej w jakiej$ swojej czesci jest subiektyw-
ny. Oznacza to, ze behawioralnych przestanek catkowitego ryzyka obarczajacego
ubezpieczyciela mozna tez si¢ dopatrywa¢ w stosowanej metodzie badawczej. Jest
to swoisty hazard poznawczy nieunikniony wobec koniecznosci jednoznacznego
rozwigzania postawionego problemu.

Dzialalnos¢ finansowa ubezpieczyciela powinna by¢ bezpieczna dla ubezpie-
czyciela i ubezpieczonego. Stad jednym z gtéwnych celéw zarzadzania finansami
ubezpieczyciela powinna by¢ marginalizacja obarczajacego ogdlnego ryzyka. Ce-
lowi temu na pewno stuzy rzetelny opis wszystkich rodzajéw ryzyka grozacych
ubezpieczycielowi. Ograniczanie si¢ do ryzyka wywotania szkody grozi niedosza-
cowaniem zagrozen pojawiajacych si¢ wobec ubezpieczyciela.

W tym rozdziale zostang przedstawione mozliwosci wykorzystania zbioréow
Hiroto do opisu kombinacji obiektywnego ryzyka wywolania szkody i behawio-
ralnego ryzyka hazardu.

5.1. Model reprezentacji ruiny ubezpieczyciela

Przyjmowana przez ubezpieczyciela odpowiedzialnos¢ jest zwigzana ze zdarze-
niami przyszlymi. Naklada to na ubezpieczyciela obowigzek szczegdlnej troski
0 swoja przyszla wyplacalnos¢. Pelna wyplacalnos¢ moze by¢ gwarantowana je-
dynie przez dobra przyszla kondycje finansowa ubezpieczyciela. Na te przyszia
kondycje majg wplyw dwa czynniki: warto$¢ wyplacanych w przysztosci odszko-
dowan oraz warto$¢ zebranych w przysztosci skladek ubezpieczeniowych.

Wartos¢ przysztych odszkodowan jest uwarunkowana nastepujacymi przestan-
kami:

- obiektywnym ryzykiem wystapienia szkody,

- hazardem moralnym, przez ktéry sie rozumie zesp6l warunkéw podmio-
towych danego ubezpieczajacego wyrazajacych si¢ w negatywnych tenden-
cjach charakterologicznych, takich jak nieuczciwos$¢, sktfonnosé do defrau-
dacji i wyludzen,

- hazardem motywacyjnym bedacym subiektywna reakcja ubezpieczonego,
ktora jest wywolana $wiadomoscia istnienia ochrony ubezpieczeniowej, co
sie objawia mniejszg starannoscia i dbaloscig o obiekt ubezpieczony i obo-
jetno$cig wobec zagrozen [Kowalewski 1994; Kowalczyk, Poprawska i Ron-
ka-Chmielowiec 2006, s. 12].

Skutki hazardu moralnego ubezpieczyciel neutralizuje na drodze prawne;.
Efekty wywolane przez obiektywne ryzyko wystapienia szkody w zdecydowany
sposdb dominuje nad efektami wywolanymi przez hazard motywacyjny. Kweren-
da empirycznych danych o wydarzeniach ubezpieczeniowych nie rozréznia tych
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dwoch zrédet ryzyka. Umozliwia to aktuariuszowi traktowac splot tych zagrozen
jako jedno mierzalne zrédlo ryzyka. Zgromadzona przez aktuariusza wiedza po-
zwala przedstawi¢ wartos¢ wszystkich wyptaconych odszkodowan jako zmienna
losowa o znanym rozktadzie prawdopodobienstwa.

Przyszle wartosci zebranej skladki ubezpieczeniowej mozna prognozowac na
podstawie przewidywanych danych makro- i mikroekonomicznych. Wspomnia-
ne przestanki prognostyczne s3 danymi szacunkowymi i w tej sytuacji przewidy-
wana skfadka powinna by¢ przedstawiona jako wspominana w podrozdziale 2.1.3
liczba interwatowa. Taka prognoza zebranej sktadki jest jednak obciazona efek-
tami hazardu popytowego. Hazard ten jest uprawiany przez osoby narazone na
ryzyko analizowanej szkody. Przejawia si¢ poprzez w duzej mierze subiektywny
wybor decyzji: ubezpiecza¢ czy tez nie ubezpieczac. Jest to typowy behawioralny
czynnik majacy wplyw na ostateczng warto$¢ prognozowanej sktadki. Wptyw tego
czynnika mozna wycenic¢ jedynie w sposob subiektywny. Jego oddziatywanie na
prognoze jest jednak ograniczone, gdyz w mniejszym stopniu spodziewamy sie
tutaj wiekszych odchylen od prognozy. Konsekwencja takiego podejscia jest brak
precyzji w prognozowaniu zebranej sktadki ubezpieczeniowej [Barberis, Shleifer
i Vishny 1998]. Uwzglednienie tej nieprecyzji prowadzi do przedstawienia przewi-
dywanej zebranej sktadki ubezpieczeniowej jako rozmytego podzbioru w zbiorze
liczb rzeczywistych. Dyskutowane powyzej wlasciwosci tej prognozy pozwalaja na
uscislenie jej postaci jako opisanej w podrozdziale 2.1.3 liczby rozmyte;.

Na podstawie prognoz wyplaconych odszkodowan i zebranej skladki ubez-
pieczeniowej prognozuje si¢ wartosci przysztych stanéw rezerwy finansowej
ubezpieczyciela. Formalnym obrazem takich prognoz s3 zbiory Hiroto opisane
w podrozdziale 2.2. Stwierdzenie to jest konsekwencja naszych spostrzezen co do
réznorodnych postaci formalnych prognozy wyptaconych odszkodowan i pro-
gnozy zebranej skladki. Ponizej zostanie przedstawiona pewna koncepcja opisu
problemu ruiny obcigzajacej proces rezerw finansowych ubezpieczyciela progno-
zowanych w powyzszy sposob.

Rozwazmy pewien zbiér przysztych momentéw czasowych ® — R nazywany
dalej zbiorem momentéw predykcji. W wyréznionych momentach predykcji ana-
lizujemy przyszla dziatalnos¢ finansowg ubezpieczyciela.

Zakladamy, ze warto$¢ biezacych rezerw finansowych zgromadzonych przez
ubezpieczyciela wynosi U, > 0.

Niech bedzie dany zbiér Q elementarnych zdarzen opisujacych przyszte wy-
darzenia powigzane z ryzykiem opisanym w polisie ubezpieczeniowej. Kazdemu
momentowi predykcji t € ® i kazdemu elementarnemu zdarzeniu w € Q przypi-
sujemy warto$¢ S(f, w) wszystkich odszkodowan wyptaconych w przedziale cza-
sowym ]0, t]. W kazdym momencie predykcji t € © funkcja S(¢, -) jest zmienna
losowa o znanym rozktadzie prawdopodobienstwa. Wiedza aktuariusza o rozkla-
dzie ryzyka jest reprezentowana przez rozklad prawdopodobienstwa P: o — [0, 1]
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okreslony dla pewnego ciata zdarzen losowych o  B(Q)). Wtedy rozktad kazdej
zmiennej losowej S(¢, - ) : O — R opisujemy za pomocg dystrybuanty F: R — [0, 1]
wyznaczonej przez tozsamos$¢

E(x)zP({weQ: S(t, w)<x}).

Z drugiej strony kazdemu momentowi predykeji t € ® przypisujemy przewi-
dywang warto$¢ Z(t) catkowitych skladek zebranych w przedziale czasowym 0, ¢].
Jako punkt wyjscia do dalszych rozwazan rozpatrzmy teraz przypadek, w kto-
rym warto$¢ Z(f) € R" tych sktadek zostala oszacowana precyzyjnie. Wtedy pro-
ces rezerw finansowych ubezpieczyciela jest reprezentowany przez proces losowy
U: ® x QO — R okreslony przez tozsamos¢

U(t, w) = U, + Z(t) - S(¢, w).

Ruine ubezpieczyciela identyfikujemy z osiagnigciem przez proces rezerw fi-
nansowych wartosci ujemnej. Zbioér wszystkich potencjalnych momentéw czaso-
wych ruiny jest okreslony jako zbiér

D(w)={te®: U(t,w) <0}

Ostateczna ruina ubezpieczyciela ma miejsce w okresie ® wtedy i tylko wtedy,
gdy w tym okresie ujawni sie takie zdarzenie elementarne w € €, dla ktérego D(w)
# (). Warunek ten jest rownowazny dobrze znanemu z literatury przedmiotu wa-
runkowi ruiny [Ronka-Chmielowiec 2000]

sup{S(t, w)—Z(t);te @} > U,

Prawdopodobienstwo zajscia ruiny jest identyfikowane z prawdopodobienstwem
zajscia zdarzenia losowego

D:{weQ;D(w)¢®}.

W tej sytuacji prawdopodobienstwo zajscia takiej ruiny jest okreslone jako funk-
cja Pr: R" — [0, 1] przypisujaca kazdej wartosci U, € R" biezacych rezerw finan-
sowych prawdopodobienstwo

Pr(U,) =P({a)e Q: sup{S(t, w)—Z(t);t e@} > Uo}):

[[ap@yde | | dEG)dt [1-E (U, +2z@))dr

_ ®U+Z(t)

- Idt - Idt = J'dt ' G.1)
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W kolejnym kroku naszych rozwazan uwzglednimy fakt szacunkowego repre-
zentowania prognozy zebranej sktadki oraz obcigzajace te prognoze efekty hazar-
du popytowego. W tej sytuacji kazdemu momentowi predykcji ¢ € © przypisuje-
my nieprecyzyjnie oszacowang przewidywang warto$¢ Z(t) € F(R") catkowitych
sktadek zebranych w przedziale czasowym ]0, t]. Wartos¢ tych sktadek jest repre-
zentowana przez funkcje przynaleznosci {(-|#): R* — [0, 1] spelniajacg warunek

{Z()| = 1. (5.2)

Powyzszy warunek oznacza, ze nieprecyzyjnie oszacowana wartoé¢ Z(f) sktadki
zebranej jest przyblizeniem precyzyjnie okreslonej wartosci Z(t). Proces rezerw fi-
nansowych ubezpieczyciela jest wtedy wyznaczony za pomoca zaleznosci

U(t, w)=U, @ Z(t) © S(t, ),

gdzie symbole @© i © oznaczaja odpowiednio uogdlnienie do przypadku liczb
rozmytych dziatan dodawania i odejmowania okreslonych na zbiorze liczb rze-
czywistych. Zasada tworzenia tych uogdlnien zostala przedstawiona w podroz-
dziale 2.1.3. Wtedy w momencie predykcji t € ® przewidywana wartos$¢ rezerwy
finansowej U(t) jest zbiorem Hiroto reprezentowanym przez funkcje przynalez-
nosci n(-|t): R x Q — [0, 1] okre$lonym za pomocg tozsamosci

n(x, w|t) =C(x +8(t, w)-U, | t).
Zauwazmy, ze dzieki (5.2) mamy tutaj migdzy innymi

1, U, + Z(t) - S(t, ) <0,

(St w)=U, |t), U, +Z(t)=S(t, w) >0. 5:3)

Mt, w) =sup{r7(x,w [t):x SO} ={

Wynik ten zostanie wykorzystany na dalszych etapach naszych rozwazan.

Ruing ubezpieczyciela identyfikujemy z osiagnieciem przez proces rezerw fi-
nansowych wartosci ujemnej. Dla ustalonego zdarzenia elementarnego w € Q,
zbior wszystkich potencjalnych momentéw czasowych ruiny okreslamy jako roz-
myty zbidr

D(w)={te®: U(t, ©) <0},
Rodzina rozmytych zbioréw
D= {D(w): we Q}

125



tworzy zbior Hiroto reprezentujgcy losowe zdarzenie polegajace na wystapieniu
ruiny ubezpieczyciela. Zgodnie z (2.25), zbidr ten jest reprezentowany przez swa
funkcje przynaleznosci y,: ® x O — [0, 1] okreslong za pomocg tozsamosci

pp(t, w) = min{sup{n(x, wlt):x< 0}, l—sup{n(x, wlt):x< 0}},
co ostatecznie razem z (5.3) daje

pp(t, w) =
1, U, +Z(t)-S(t,w) <0,

_{min{((S(t, ©)=U, [£),1={(St @) =U, |t)}, U, +Z(t)-S(t,0)>0. G4

Prawdopodobienstwo zajécia ruiny jest rowne prawdopodobienstwu zajscia zda-
rzenia losowego D. W tej sytuacji prawdopodobieristwo zajécia takiej ruiny jest

okreslone jako funkcja Pr:R* —[0,1] przypisujaca, zgodnie z (2.28), kazdej war-
tosci U, € R" biezacych rezerw finansowych prawdopodobienstwo

_ [[meodr@dt | [uedEmdr
E(UO) _ 6x0 _ox

[t !;dt

®

Dalej, korzystajac dodatkowo z (5.4), otrzymujemy

Uy+Z(t) +o0
[ min{¢(x=U,[£),1-¢(x=U, |t)}dE () de+ [ [ dE(x)dt
E(UO):® o OU,+Z(t) _
[t
jzf)min{((ym,1—((y|t)}d1~;(y+U0)dt+j1—1~;(UO+Z(t))dt
= [t ) :

co po poréwnaniu z (5.1) daje

Z(t)
[ [ min{tin,0-8 |0 dE(+U ) dt
Pr(U,) == jdt

+Pr(U,).  (55)
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Oznacza to, Ze w razie nieprecyzyjnego oszacowania zebranej sktadki prawdo-
podobienstwo ruiny wzrasta. Dokladna analiza pierwszego sktadnika sumy (5.5)
wskazuje, ze przyrost prawdopodobienstwa ruiny wzrasta wraz ze wzrostem nie-
precyzji dolnego oszacowania wartoéci zebranej skladki Z(t). Poréwnanie tego
sktadnika z zaleznos$ciami (2.11) i (2.15) wskazuje, ze ten przyrost prawdopodo-
bienstwa ruiny zalezy jedynie od niewyrazistosci wskazanego oszacowania i nie
zalezy od niejednoznacznosci tego oszacowania.

Powyzej przedyskutowano wplyw nieprecyzyjnego oszacowania zebranej sklad-
ki na posta¢ procesu rezerwy finansowej ubezpieczyciela. Po krétkiej analizie pro-
ces ten przedstawiono jako proces losowy przyporzadkowujacy poszczegolnym
momentom predykeji rozmyte zbiory probabilistyczne. Pomimo tej modernizacji,
w zaproponowanym modelu mozna wykorzysta¢ bez zmian cala wiedze¢ aktuarial-
ng zebrang na temat rozktadéw wyplacanych odszkodowan. Wobec znacznej za-
sobnosci informacyjnej zgromadzonej wiedzy aktuarialnej, jest to wysoce korzyst-
na cecha zaproponowanego modelu.

Przy ocenie poszczegdlnych portfeli ubezpieczeniowych, prawdopodobienstwa
ruiny uzyskane za pomoca zaproponowanej metody (5.5) nie moga by¢ porow-
nywane z prawdopodobienstwami ruiny uzyskiwanymi za pomoca ,klasyczne;j”
metody (5.1). Ograniczenie to w oczywisty sposob wynika ze zréznicowania me-
todologicznych przestanek lezacych u podstaw kazdej z tych metod. Prawdopo-
dobienstwo ruiny moze by¢ traktowane jako kryterium jakosci portfela ubezpie-
czeniowego. Zaproponowana metoda szacowania prawdopodobienstwa generuje
oryginalne kryterium poréwnania jakosci ocenianych portfeli ubezpieczeniowych.
Szczegdlna przydatno$¢ zaproponowanej metody wynika z tego, ze deprecjonuje
takie portfele ubezpieczeniowe, w ktérych przesadnie optymistycznie oszacowano
zebrang skladke ubezpieczeniows.

5.2. Nieprecyzyjny opis porzadku zatrzymania straty

Ryzyko ubezpieczeniowe obejmujace szkody spowodowane danym wydarzeniem
losowym moze by¢ skonstruowane na wiele sposobow. Wtedy jednym z podsta-
wowych probleméw rachunku ubezpieczeniowego jest wybor ryzyka optymalne-
go. Do oceny kazdego ryzyka ubezpieczeniowego moze by¢ stosowany porzadek
zatrzymanej straty. Porzadek ten czesto nie jest liniowy, co uniemozliwia jedno-
znaczne uporzadkowanie ocenianego ryzyka. Ostateczny wybdr zalecanego do
stosowania porzadku nalezy wtedy do aktuariusza. Dzialanie takie jest powiazane
z hazardem poznawczym. Pewnym sposobem ujawnienia explicite tego hazardu
jest zastosowanie tutaj rozmytych preporzadkéw. Mozliwos¢ taka bedzie badana
w tym podrozdziale.

127



Niech bedzie dany zbiér ) = {w} elementarnych zdarzen opisujacych przyszle
stany przedmiotu ubezpieczenia. Ryzyko ubezpieczeniowe utozsamiamy z warto-
$cig wyplaty rekompensaty za szkode wywolang przez wydarzenie elementarne.
W tej sytuacji dowolne ryzyko ubezpieczeniowe mozna przedstawi¢ jako funk-
cje X: Q — [0, +oo[ = R™. Niech bedzie dany zbior rodzajéw ryzyka ubezpiecze-
niowego H — [R¥]". Kazde ryzyko moze by¢ reasekurowane. Poziomem retencji
nazywamy maksymalng kwote, do jakiej odszkodowanie pokrywa ubezpieczy-
ciel. Calg nadwyzke ponad te kwote pokrywa reasekurator. Nadwyzka wyplacona
przez reasekuratora stanowi strate zatrzymang dla ubezpieczyciela.

Rozwazmy dowolny rodzaj ryzyka X € F. Rozklad ryzyka X jest okreslony
za pomocy dystrybuanty F,: R — [0, 1]. Wtedy dla ustalonej wysokosci retencji
d 2 0 wyznaczamy wartos$¢ zatrzymanej straty dang za pomoca tozsamosci

(X(w)-d), =max{X(w)-d,0}.

Dla wyznaczenia warto$ci oczekiwanej reasekuracyjnej umowy nadwyzki szkody
h(d) wykorzystujemy tutaj zalezno$¢

hy (x)=E(X -d), = T1 — Fy(x) dx. (5.6)
d

W ten sposob dla dowolnego ryzyka X e JH i dowolnego poziomu reasekuracji
d € R” okreslamy transformate zatrzymania straty h,: H x R” — R".

Ryzyko charakteryzujace si¢ nizszymi warto$ciami oczekiwanymi reasekura-
cyjnej umowy nadwyzki szkody jest obarczane nizszg oplatg reasekuracyjng sta-
nowiaca koszt ubezpieczyciela. Z tego oczywistego wzgledu jest ono preferowane.
Sugestia ta prowadzi do okreslenia na zbiorze H relacji preferencji zdefiniowanej
dla dowolnej pary (X, Y) € H* w nastepujacy sposob

X< VYo Vde R :h(d) < hy(d). (5.7)
Zapis X < Y czytamy:
Ryzyko X jest preferowane w poréwnaniu z ryzykiem Y. (5.8)

Uzyskana w ten sposob relacja preferencji jest zwrotna, quasi-asymetryczna
i przechodnia. Zatem jest relacja czgsciowego porzadku. W literaturze przedmiotu
[Ronka-Chmielowiec 2000] porzadek ten jest nazywany porzadkiem zatrzymanej
straty. Dla kazdorazowo jednoznacznego wyboru najbardziej preferowanego ryzy-
ka wymagana jest liniowos¢ porzadku. Odpowiedzig na pytanie o spelnienie przez
porzadek zatrzymanej straty wymogu liniowosci jest ponizszy przyktad.
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Przyktad: Rozwazmy dwa rodzaje ryzyka X, Y e #. Rozklad ryzyka X jest okre-
slony za pomocg dystrybuanty

0 dla x<0,
F.(x)= 2
* XX dla x>0.
2 16

Wtedy transformata zatrzymanej straty tego ryzyka jest dana za pomocg tozsamo-
$ci

4 a &
ho(d)=——d+—-"—,
x(d) 3 4 48

Rozktad ryzyka Y jest okreslony za pomocg dystrybuanty

0 dla x<0,
F (x)=1 52
v % dla x>0.

Wtedy transformata zatrzymanej straty tego ryzyka jest dana za pomocg tozsamo-
$ci

d3
hy(d)=2—-d+—.
y(d) >

Poréwnujac obie transformaty, otrzymujemy

ho(d) <hy(d) = d [0, 2,55421],
ho(d) =hy(d) & d € (2,55421 U[4, + ],
h(d) > by (d) & d € 12,5421, 4[.

Oznacza to, ze rozwazanej pary (X, V) nie mozna uporzadkowac za pomocg po-
rzadku zatrzymanej straty’.

W ten sposob wykazano, ze w ogolnym przypadku porzadek zatrzymanej straty
nie jest porzadkiem liniowym. Ponadto, zgodnie z rGwnowaznoscig (5.7), uzytecz-
nos$¢ wartoséci oczekiwanej reasekuracyjnej umowy nadwyzki szkody jest funkecja
malejaca tej transformaty. Jesli teraz dla dowolnego ustalonego ryzyka X € F za-

' Do przeprowadzenia oblicze zastosowano program Mathematica, numer licencji
L4719-1731.
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stosujemy zasade ceteris paribus, to dzigki (5.6) stwierdzamy, Ze uzyteczno$¢ wy-
sokosci retencji ro$nie wraz ze wzrostem tej wysokosci.

Zgodnie z wnioskami ptynacym z przykladu, istnieja takie pary ryzyka, kto-
rych poréwnanie za pomoca porzadku zatrzymanej straty jest niejednoznaczne.
Wynika to z faktu, ze nieréwnos¢ (5.7) jest spelniana jedynie dla czesci poziomow
retencji. Przeanalizujmy teraz warto$¢ logiczng zdania (5.8) w $wietle logiki wie-
lowartosciowej. Wydaje si¢, ze prawdziwos¢ tego zdania wzrasta wraz liczba tych
poziomdw retencji, dla ktorych jest spetniona nieréwnos¢ (5.7). Zgodnie z tg su-
gestig, do opisu takiego uporzadkowania nalezy wykorzysta¢ opisane w podroz-
dziale 2.1.4 nieprecyzyjne preferencje.

W tym celu preporzadek <lc H x JH dany réwnowaznoécig (5.7) rozszerzamy
do rozmytego preporzadku xc H x JH. Preporzadek x = H x FH jest opisany za
pomoca funkgji przynaleznosci o, : H x H — [0, 1]. Wspomniana funkcja przy-
nalezno$ci powinna by¢ zdefiniowana w taki sposob, aby w ujeciu logiki wielo-
warto$ciowej warto$¢ o, (X, V) mogta by¢ interpretowana jako wartos¢ logiczna
zdania (5.8). Dlatego wydaje sie wlasciwe, aby dla dowolnej pary (X, V) € H x H
warto$¢ o, (X, V) okreslata, ile wartosci wysokosci retencji d > 0 jest preferencyj-
nych, to jest spelnia nier6wnos¢ wystepujaca w rownowaznosci (5.7). Niestety, nie
mozna uzyskac tej wartosci w wyniku poréwnania miary zbioru preferencyjnych
wysokosci retencji z miarg zbioru dopuszczalnych wysokosci retencji, gdyz obie
miary s3 na ogot nieskonczone. Rozwigzanie tego problemu mozna znalezé na
drodze okreslenia takiego izomorfizmu, ktory przeksztalci zbior dopuszczalnych
wysokosci retencji na zbidr charakteryzujacy si¢ miarg skoniczong. Izomorfizmem
takim moze by¢ uzytecznosé u: R¥ — [0, 1] wysokoséci poziomu retencji. W bo-
gatej literaturze przedmiotu dyskutowanych jest wiele stabszych lub silniejszych
zalozen o przebiegu zmiennosci funkeji uzytecznosci. Wykazano juz powyzej,
ze uzyteczno$¢ poziomu retencji jest funkcja rosngca. W naszych rozwazaniach
ograniczymy si¢ do przypadku, w ktérym funkcja uzytecznosci jest funkeja ciagla.
Dodatkowo bedziemy tutaj korzystac z tezy zawartej w pracy Piaseckiego [1991],
w ktorej wskazano na pewne analogie pomiedzy wielowarto$ciowymi logikami
Lukasiewicza a teorig uzytecznos$ci. Zgodnie z ta sugestia wartos¢ u(d) funkcji
uzytecznosci bedziemy interpretowad jako wartos¢ logiczng zdania ,,poziom re-
tencji d jest uzyteczny”. Wtedy funkcja uzytecznosci spelnia dodatkowo warunki

u(0) =0,

lim u(d) =1,

d—>+0

gdyz przedzial [0, 1] jest teraz otoczeniem wypuklym zbioru wartosci funkcji
uzytecznosci. Wszystko to oznacza, ze proponowana tutaj funkcja uzytecznosci
jest bijekcja potprostej R na odcinek [0, 1]. Warunek ten jest szczeglnym przy-
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padkiem postulatu gloszacego, ze funkcja uzytecznosci jest funkcja ograniczo-
ng. Wszystko to pozwala na zdefiniowanie dla dowolnego ryzyka X e H funkcji
fx = hy ° u' okreslajacej wplyw uzytecznosci wysokosci retencji na warto$¢ za-
trzymanej straty. Mamy wtedy

VdeR™: hy(d)<hy(d) & fi (ud) < f, (u(d)).

Dzigki temu, dla dowolnej pary (X, V) € H x H okreslamy wtedy zbior prefe-
rencyjny

PX,Y) ={xel0,1]: f (x)< f, (x)]

zawierajacy preferencyjne uzytecznosci, to jest uzytecznosci preferencyjnych wy-
sokosci retencji. Ponadto, chcac unikna¢ wyrézniania a priori pewnych warto-
$ci wysokosci retencji, zakladamy, Ze nad dowolng rodzing zbioréw mierzalnych
w R¥ jest rozpieta jedynie miara Lebesque.

Funkcje przynaleznosci o, : H x H — [0, 1] okreslamy wtedy jako miare zbio-
ru preferencyjnego, gdyz miara zbioru wszystkich dopuszczalnych wartosci uzy-
tecznosci jest rowna jeden. W ten sposob otrzymujemy tozsamosc¢

0. (X, W)= [ dx. (5.9)

P(X,Y)

Jesli jest spetniony warunek X < Y, to mamy P(X, V) = [0, 1]. Oznacza to, ze
wyznaczona za pomocg tozsamosci (5.9) rozmyta preferencja xc H x H jest
rozszerzeniem preporzadku <c H x H. Latwo mozna tez wykazaé, ze ta prefe-
rencja jest rozmytym preporzadkiem. Wszystko to pozwala nazwaé preferencje
xc H x H rozmytym porzadkiem zatrzymanej straty. Warto tutaj tez zwrocic
uwage na to, ze okreslajac dodatkowe wilasciwosci funkeji uzytecznosci, mozemy
okresla¢ wagi poszczegdlnych wartosci wysokosci retencji. Na przyklad, jesli za-
tozymy, ze funkcja uzytecznosci uwzglednia awersje do ryzyka, to wieksza wage
przypisujemy mniejszym warto$ciom wysokosci retencji.

Rozmyty porzadek zatrzymanej straty X wyznacza w zbiorze HH rozmyty pod-
zbiér Q(x) € F(H) ryzyk niezdominowanych. Zbiér ten wyznacza ryzyko opty-
malne. Zgodnie z zaleznoscia (2.27), ryzyko optymalne jest reprezentowane za
pomocg swej funkeji przynaleznosci py, JH — [0, 1] danej przez tozsamoéé

o (X) =inf {max{o, (V, X), 1=0,(V, X0} : Y e H |.

Wyznaczone w ten sposob ryzyko optymalne jest zbiorem Hiroto danym jako
indeksowana przez stany przedmiotu ubezpieczenia w € () rodzina nieprecy-
zyjnych wartosci optymalnego ryzyka {H (w) e F(RY): weQ}. Kazda taka nie-
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precyzyjna warto$¢ H(w) jest reprezentowana przez swa funkcje przynaleznosci
(- w): R¥ > [0, 1] zdefiniowang za pomocg tozsamosci

py (%, w) :sup{O, Qo (X): X eH, x zX(w)}.

Stopien przynalezenia dowolnej liczby x € R* do oszacowania warto$ci optymal-
nego ryzyka okreslamy wtedy jako zmienng losowg y,(x, -): QO — [0, 1].

Brak liniowosci porzadku zatrzymanej straty prowadzi do niejednoznacznego
uporzadkowania typow ryzyka ubezpieczeniowego. Ta niejednoznacznos¢ jest ob-
razem hazardu poznawczego bedacego odzwierciedleniem behawioralnych aspek-
tow ich porzadkowania. W pracy zalozono, ze niejednoznacznos¢ ta bedzie opi-
sana za pomoca rozmytego preporzadku. Wowczas uzyskany obraz optymalnego
ryzyka jest zbiorem Hiroto. W ten sposéb po raz kolejny wykazano przydatnos¢
zbioréw Hiroto do modelowania behawioralnych aspektéw zarzadzania finansami
ubezpieczyciela. Fakty te pozwalaja spojrze¢ na bogate instrumentarium oferowa-
ne przez teori¢ zbioréw Hiroto jako na obiecujgce narzedzie analizy matematyki
ubezpieczeniowej.
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