
Munich Personal RePEc Archive

A Mathematical Model of the Economic

System with Distributed Property Rights

Kolesnik, Georgiy

15 May 2010

Online at https://mpra.ub.uni-muenchen.de/47680/

MPRA Paper No. 47680, posted 19 Jun 2013 19:24 UTC



�������������	 �
��� ��
�
������
� ������� �
��������������� ������� �
�������
���

�������� ����

����� !�"������������	��
 ���	�����	���
 ��	�� ������	��� ����
�	��� ����� �����	����� �� ����� � ���� �����	�	�	�� �	��� �	�
�������� ��	������ ����	��	��
 ���	�����	 �����	�	�	��
 ���� �����
�	����� �� ���	�������� ������	��
 ������� � ���� ��	��
 � �����
�	������

#$%&'(&� ! "#$%& #' ()% %#+#", -.-(%" /,() ()% 01#0%1(. 1,2)(- $,-�
(1,34(%$ 5"#+2 -%6%15& 52%+(- ,- #+-,$%1%$� 7)% %8%( #' 01#0%1(. 1,2)(-
5&&#5(,#+ #+ ()% %#+#", %9,%+. #' ()% "5+52%"%+( -(15(%2,%- ,- -(4$,%$�

��*+�,-� ���, . ����� �����	������ ����	��	� ������	��	� ���	��
�������� �������
��	� �����	�:�
� �	��	�������
 ����� �����	�
��	 ;�<��

/0123'4%. 01#0%1(. 1,2)(-� #/+%1-),0� #+(1#&� %9,%+.� /%&'51%� #"0%(,�
(,#+� +#+�##0%15(,6% 25"%� =5-) %>4,&,31,4"�

5� �,�6����

? �������	��� ��	�
 ����� ����	��� ���	�������� ����:��������

��	������	��
 ����	�� �������� � �	 �����
@�� � ��������� ���� �����	��
���� �� �	A� B�� ������� ��� �������	��� ���������� �	���� � ���	���	
���� ����	��
 �������	� ������� ������ � � �������� C 		 ������� D���
��������:�
E DF����� GHHHE�

I���� � �����
 � ���� �� �	
�	������ ����� ���� �������� ���
��	 ����
�� �	����� ����������� ���	 ��	����	��	  	A ����	��� ���	�������� ����
�����
 �	�	�������� ? ��������� ��� ������� �	������ �����	����� ��	�
�������� ������� ���	�	��� � �	�������	 ���� ���	� ���������
 �	���	��
������ �	��� ����:��������
 ������

? ����
@		 ��	�
 ��@	����	� ���<	 ����	��� ����� ���
@	��� �������
������	��
 ����� ��� �	������J@� ���	�	�� ���������� ;����		 ���	����
� <��� ��	@	��� � ������ ���	�����	 ����	�� ���� ������� ���	�	��
�����	����� � �	�	��	��� � 	��� ����� ���������� ���	�	��� ������� ����
�	��
 � ������	��
 DK%+-%+� L%M&,+2� NOPQR L#1M %( 5&�� NOSSR T)&%,'%1� U,-)+.� NOSQR
T(4&V� NOSSE�

?������������	 �������� �����	����� ����	������� � ����� �������
��� X���� � Y��� DZ1#--"5+� [51(� NOSQR [51(� L##1%� NOOHE� ? �� ����� ����������
��	��
 ��� ��������� ������� � 		 �����	����� C ��� ����	��:� ��� �������
������	�����J@�	 �� ���	 �	���� �������� � �����	�	������	 � ��������
��:�� ����� � ���	��� � ��� ������ �������� �	���	�������� ������	��


���� ���������	� ���	� ����� ��	
����� ���� ���	��
����
� ���	�� 
 
� ������� �����
��� ����� ��������� ��
�	
� 	� �� �������	���� ��������		
�
� ��	������� �����	
�
� ������
�
���
� �����
� �� �����		�� ����	
��!

 
 ��"#"

N



� ��� �����	 
��
	��
 �	����� �������� �	��� �����	�������� �����
@�
 �
����	 �� �	�	�����	�	�	��	 �	����

? ����	 DL\4&&%1� ]\51+%1.$� GHHNE ����	���� ������� �����	����� �� ����
��	�	�	��	 ������� ����� � ������� �� �����	��	 ��	<�� �����	�����
������� � ����	��J ����� ��� ���������

? ����
@	� �����	 ����	 �����������	��
 ��	�� ������	��
 ����� ��� �	�
������J@� ���	�	�� �����	������ ? �����	 � ���	���� ��	�	�� �	�����	�
��	 ���	�	�� � �	� ������	� �	 ���� �������� �����	����� �� �����	�	�
�	��	 �������� � � �	�� �� � �������
��	 ��	� ��	�	�
���
 �
�� �����
�� ������� ����� ���� ����������	� � ����	 ���� �� �����
 � ����� 
�������<	��
 ���� � ������ ;�����	�� �������:�������	 ���	���� ����
����	�	�� ���������� � �	������ ��������J@� �	��� ��� ����� �
���� �����	�	������ � ���������:�� ������� ��	� ��������� ��	J@� �
 �
�� ��	�� � �	 ������� ����� �� �� � ��	������� ^� ��	� ������	����
���	�	��� ��:��	��� �������J@� ���� � ��� �� ����� �����

_����� ������ ������� �����	� ���� ����	� 
��
	��
 ���	����
 ������ ��
��������	���
 �����	������ ����
 ����	�������� ������	�� � �����	 DB�	����
� ���� GHHSE� ;	�����	��	 ����	��	� ���	�������� ������ �����	����� � ����
������� � ��� �����	 ��	� �������� � ����� �����	��� ������	��
� �	���	��
����� ��� � ���� ��	��
 ����	�	��
 �������� ��� � � ���� ��	��
 �@	���	���
��	������

? ����
@	� �����	 ��
 ������� �@	� �����
 �������	��
� �� ��� �����
��� ������ ���	�	�� �����	�	�	��	 ���� �����	����� �	��� ��	����� �����
��	� ��@	���	��	 ���
��	 �� ���� �	��������J@	� �����	��� ������	��
 ����
��� `�	�������	 ������ ���	�	�� � :	�	�� ����:�
 ����	��:	� �����
��	� � ��	���� �����
 �������� � ��	��<	��J �����	�� 	J ������� �� �
��	��� ��	�	� � ����	��J 		 ����������:���

? ��� �����
 �	���������� ��������
 ������ ��	�	�	��
 ����	�� ����
�����	������ �	��	����J@	� ���	�����	 ������	��	 ������ ? �����	 ��� ���
���� �	<�	��
 ��
 �����
� ���� ������	 ���	�	�� �����	����� ��	������
J�
������� ��	� ������
 � ����� ����� � ?�
��	�� ���������
 ��������� ����
�����	������ ����
J@�
 ������������� ���
��	 ��������� �������� ���
����	� ������ ���	�	���

_����	�<		 ����	��	 ��������� ��	��J@�� ������ ? ���� ����	�	
������	��
 ��@	���
 ��	�� ������	��
 ����	�� ���� ��� �����	�	�	��� 
����� �����	����� � ��������J��
 ���	���	��
 � � ��������� ��������
�	� ? ��	��	� ����	�	 �����������	��
 ����	� ����������
 ��� ��	�� ����	�
���	��� � ������� ����:��������
 ������ B��� ��� �������� �����	�	�
�	��
 ���� �����	������ ? ����J�	��� ������������ �����	 �	�������� �
������

7� 
8�� ��� 9�6���

��������� ������	���J ����	��� ���
@�J �� l ����� ����� �����	�����
�� ����	 �����	�	�	�� �	��� k ��	������ `� a����� �����	�����b � ����
�� ����� ��	�� ���	� ������� ��������� ���� ����	��
� ��J@� ��	���
�������� ����	��
 ���	�����J@	� ��� ������� ������ � ���� �����
�
� �	��	����J@� �������� ������
 � ������	��� 	J� �����	�	�	��	 ����
�����	����� ���	� �������� �����:	� Θ ����	����� k × l� ��	�	��� ���� θij

G



������J� ��J ������
 i�� ��	��� � �����	��� �������	 j�� ������ c��	� ���
�		 �������� �	�	� θ•j = (θ1j, . . . , θkj) �����	�	�	��	 ���� �����	����� �� j�J
������ � �	�	� θi• = (θi1, . . . , θil) ���� ��	� ������
 � ����� � ������ �����	�
i�� ��	���

B����� �����	���� �����������	� ��	 �������
��	� ��	������
J@		 ��
�� ��������J ������� ��	� ������
� ������ � ����		�d

Wi(Θ, C) =
l∑

j=1

θijCj = θT
i•C, DNE

��	 C = (C1, . . . , Cl) C �	��� ������ ������	� ����� �	� ��� ���	�� F ��
�����	� �	��:�J �������������
 D��	 �	���� ����� ��������������
 ���		 ���
����:�E�

;� �������	 :	��� ������ ������� �e	��� ������� ��	� ��@	���
��
���
 � ����������	� ��	 �� ��� �����J@� ��������	 ���	��� 		 ���
�������
d � ���� �������	���� � �������� DfgI�N� GHHPE� _�
 ���	�	��

�������
��
 �����	����� � ����� �����	 �����		 �� �
@�� ��	������
	��

����������	 � ��� �� ��� ������ ����� ����� �����������	��
 ���
������ ����� ����:�	� ���� 
��
	��
 �	�	��:�
 � �� ��
 ��� ����	���
:	�� ?	������ ��	�:������ � �� � ������ ��	�� ��	�	�� t ��	�	�
	��

������� �	�	���� ���� ����� Φj(t, ãj, y)� �����
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F��� ���	 ���	�����	 �����	�	�	��
 ���� �����	����� Θ �� �	�����	��	
�	<	��
 � ������	��J � �
@��� � ����	�� ������� ��	� ���� ����� ��
����	��	�

ã(Θ) = R(Θ, A∗(Θ)), DQE

� �� �������
��	 ��	��� C �����	��	�

W̃(Θ) = Ŵ(Θ, A∗(Θ)).

F	�	�� ��	� ���� ��� �������	 ��	�	�	��	 ��
��J ���	�������� ����
��	�	�	��
 ���� �����	������

I������� �	�	� x = (x1, . . . , xl) �	��� �������� ��	� � �����	��� �����
���	 ����� ������ ����	J� ��	��� � �����������	�� ����	�	d

xj =

k∑

i=1

θij, j = 1, . . . , l. DPE

I��	�	��� ������������ 	�
���������� ��	���������� � ����� ����	�	 ���
����� ����	��	� ���	�������� ��	 � �
@� � �		 ��	���d

Û(ã) =
k∑

i=1

Wi(Θ, ã) = xTC(ã). DSE

I������� �	�	� Ũ(Θ) ���	�����	 �������
��	 �����	����� � �����	���
A∗(Θ)� ���	�����J@	� �����	�	�	��J ���� �����	����� Θd

Ũ(Θ) = Û(ã(Θ)) =

k∑

i=1

W̃i(Θ),

��	 ã(Θ) ����	��
 �����	��	� DQE�
c��	� ������� �� �����	�	�	��	 ���� �����	����� Θ 
��
	��
 ���������

���� 	��� � �����������	� �����	��	 ���	�����	 �������
��	 �����	��
���� Ũ(Θ)�

I��	�	�	���
 ����� ����� ���	�������� �������	�� ������� � ��� ��	
�����	�	�	��	 ���� �����	����� ����
	� �	�������� ��	�:��� �����@	��

�������� ����	���� � �����������	�� ������	��� ����	�	�

;�����	 �����	��	� ��� ��	<�	� �����	�:�� � ����	�	 �����	� ���	�����	
�������
��	 �����	������ ������
 �����	�:�
 �	��� ������� ���	� ����
��		 ���� � �����:�� a��� ����� C ��� �����	����b� ���� ����	��:� ����
�	 ��	J� �� �@� ���	�	��� �� �@� ������
	�� �����	���� `�� ��� �����
�	��

 �����	�:�
 �����	����� � ����� ����� ����� ��������	�� lJ�	
����	��	 � ����� �����:�� ������� � �������� ������:�� ������	��

�����J ����� � ��	����	��� � ����	��J �����	�:�� �� ����	�

?��	�����	 ���	�	��� ���� �����	����� �� ����������	���J �����	�:�J
�	 ��� �������d � ��� ������ �
��
	��
 �	���	 �����	��	 ���	�	��
�����	������ � ����� C �������� ��
 ������
 � ������	��� ��������J�
@��� �������� ? �	�������	� � ���������� � ���<	��
 ������ ���	�	��
����	��:	� � ��������	�� ��� ���� �����
 ��	� �����������
 ���������
���	�� ����������	��� �����	�:���

g����:�
� ��� ���� ����������	���
 �����	�:�
 ����������� ������	�
	��� ����	��� ���	�������� ��	 �����	����� Wi ����:������� ���� ������

k



`�� ��� ��	 ������ � �
@�	 � �����������	��J ����	��� ������
J��
 �� �

�� ���������:�� 	���� ����	��
� � 	��� ����������	��
 ����	 � ��	<�

 ���
����
 �����	�:�
�

B���	��� �����	����� � �����������	�� ��	�� ����� ����:������� ����
������ 	��� �����	�	�	��	 ���� �����	����� 
��
	��
 ����������� � 	��� ����
�	���
	� �����
�

θij = riθ1j , ∀i = 2, . . . , k, ∀j = 1, . . . , l, DOE

��	 ri > 0 C �����:�	�� ����:���������� �	 �����
@�� � ��	�� ������
`�� ������ ����� �����	����� Θ0 ����	��� ���	�������� i�� ��	���

���	� ��	�� ���d
Ŵi(Θ

0, A) = riŴ1(Θ
0, A) ∀i > 1,

� ��
�� � �	� ��	 ����:�� Ŵi(Θ
0, A) ����� �������� ��	� ��������� �� ���

� �� �	 �����:	 ������	��
�
�� DOE ��	��	�� �� �J�	 �����	 �����	�	�	��	 ���� �����	����� Θ0 ��

�	� ���� ����� (l + k − 1) �����	�����d ��
��� ������ ����		� �	���� ��	��
θ = (θ1, . . . , θl) � �����:�	����� ����:��������� (r2, . . . , rk)d

Θ0 = rθT, DNHE

��	 r = (r1, r2, . . . , rk) D��
 	��������
 ����� ���		 r1 = 1E�
g����	���� ��	��J@		 ��	������	��	 ������ �����	�	�	��� ���� �����

�	�����d
Θ0 = ρxT, DNNE

��	 x = (x1, . . . , xl) C �	��� �������� ��	� �����	��� �������� ����� ���
���� ����	J� ��	��� DPER ρ = (ρ1, . . . , ρk) C �	���:��	����	 �����:�	���� ����	�

��
k∑

i=1

ρi = 1�

_	������	���� ��������� ��������	 �����	 �����	�	�	��	 ���� �����
�	����� Θ0 � ����������	� �	��� ρ ��	��J@�� �����d

ρi =
ri

k∑
m=1

rm

.

�����	��	 DNHE ��	� ���� ������� � ���	d

Θ0 =

(
k∑

i=1

ri

)
ρθT. DNGE

g ����� ������ �� DOE ��	��	�� �� ��
 �J�� j �� ������ �����	�	�	���
�����	�

xj =

k∑

i=1

θij = θj

k∑

i=1

ri,

�����

θ =
x

k∑
i=1

ri

. DNhE

Q



`������

 �����	��	 DNhE � DNGE� �����	� �����	��	 DNNE�
^�����	���� ����� �����	��
 DNNE ����� � ��� �� ��� ������ ����

�� �����	����� ���<	��	 ��	� ������
 � �������� ����� � ������ ����
�		� ������ ��	��� ������	� � ������ ��
 ����	�� � :	��� `�� ��� ����	���
���	�������� ��	��� ����� ����:������� �	 ���� ���� ������ � � ���	��
������ �������
��J �����	����� Û � _	������	���� �����
�� ���� �����
:�� W(Θ, ã) DkE � Û(ã) DSE� � ����	 �����	��	� DNNE� ������� �� ��
 �J��
�	�����	�� ������	��	��� �	<	��
 ã �����	����d

W(Θ0, ã) = Θ0C(ã) = ρxTC(ã) = ρÛ(ã). DNjE

`�� ������� ����� ������	��
 �� ������ ����
��
 �	<	��� R ���
�������� �� ������	 �����	�	�	��
 ���� �����	����� 
��
J��
 ���	�����
���� � �����������	�� ����	�	� `�	������� �� �����	��	 R ����	���
	�
�����J 	��������
d 	��� ��	 �����	����� ��	�����J� �� � � �	 ������	��	��
�	 �	<	��	� � � � ���	� �	���������

��������� ������	��	��	 �	<	��	 ã∗� ������
J@		 �������� ���	������
�� �������
��J Û(ã)� g���������	� �����:� ������	��
 A∗ ����� ������
�� ai• = ã� i = 1, . . . , k�

F��� �� �����
 	��������


ã∗ = R(Θ0, A∗).

_���	�� �� ��� �J�� ������ ����� �����	����� Θ0 �����:� ������
�	��
 A∗ ��	������
	� ��� �����	��	 ;�<� � ���	 Γ(Θ0)� `�	������� ��
i�� ��	�� ���	��� ��J �����	��J ����� �������� ���
 �����:� ������	��
 A′

������� � �	���� �	�����	�� ������	��	��� �	<	��� ã′d

ã′ = R(Θ0, A′).

F��� �� DNjE ������d

Ŵi(Θ
0, A∗) = Wi(Θ

0, ã∗) = ρiÛ(ã∗) ≥ ρiÛ(ã′) = Wi(Θ
0, ã′) = Ŵi(Θ

0, A′),

� 	���� �	������	���� A∗ = A∗(Θ0)�

F��� �� ���� ����:�� Ũ(Θ) ��	��	�� ��

Ũ(Θ0) = max
Θ

Ũ(Θ), DNkE

� 	��� ������	 ����� �����	����� �����������J� ���	�����	 ��������

��	 �����	����� DSE�

?����	��	 �����
 DNkE ����
	� ������ � ���	�������� � `��	� ��
����� �����	�	�	��� ���� �����	����� � ������	 ����� ��	��� a������
������J@	�b �����J ����	���

:�,�;<6���� 5� �
�������� ��������� ������� �	���
� �������� �� k 
����

��� � �������� ���������� W̃j(Θ)� ���
�
�� � ������� ����� ���� � ��
�
�

��	���������� �
 l ���� !��������� �
���������� ��
� ��	���������� �����

� ������������ �� "
���� � �
��� ��������� 

�9����
� ��
	�����
� ����� 	� �����	������ 	���
���� ���
 ��������
������ ���	�� �������
� �
	��
���	��
 �������
 ��!
'" $ ���� ������ ����
������ �������	������ ��&�	
� �����
������������ 
	�������
 �����
���	�� ��!
�	����"

P



��� = ���>��,� ���	�	� � �������� ��������� �����	 �����	�	�	�
��	 Θ0 � ��	������� �� ��<��� ����	 �����	�	�	��	 Θ� ���	� �� ��
 �J��
��	��� i = 1, . . . , k �����	�

W̃i(Θ) ≥ W̃i(Θ
0), DNQE

�  �
 �� �� �	���	���� ����	�
g������
 �����	��
 DNQE � ��	� ��	����� ������

Ũ(Θ) > Ũ(Θ0),

�� ������	��� �����J DNkE� �

g ����� ������ ������	 �����	�	�	��
 ���� �����	����� ���� ����
����J� � `��	� �J�	 ����	 �����	�	�	��	� _	������	���� ����� ��		��
 �	��
��	 �������	 �����	�	�	��	 ���� �����	����� Θ� I��<	� ��������� �����
�� �����	�	�	��
 Θ0� ��J@	� ��	� ��	���� � ����	�	 ��	������ �	 �	��<�J
�	� Θ�

`�	������� ���	�	��	 �����	��
 � ����	�	 ��� �	������� �	�����
 ��� ��:	��
��d �	�	�����	�	�	��
 ���� �����	����� ��� ����������� �	�����	�� ������
�	��	��� �	<	��� ã(Θ0) � ���	�	��
 �	�����	�� ������	��	��� �	<	��
 ���
��� ����� �����	����� Θ0�

;� �	��� ����	 ��
 �J�� �������� �����	�	�	��
 ���� �����	����� Θ

��	�	��� �����	 �����	�	�	��	 ���� �����	����� Θ0� �	 ���	�
J@		 ����
����
��
 ��	��� ��� ����������� ������	��	��� �	<	���d

W(Θ0, ã(Θ)) = W̃(Θ). DNPE

?������	��
 ��
 ��� �����	��	� ������ ���� �����	����� DNNE� F��
��� ��������	 ��� ������
 ��	��� x ����������� ��
 �� ��	��
 ���� Θ0

������� ��	�	���� �	��� ρ� `����
�� ���	���� DNjE� ������d

W(Θ0, ã(Θ)) = ρÛ(ã(Θ)) = ρŨ (Θ). DNSE

�� DNPE � DNSE �	����� �������� �� �����:�	��� ρ � �����	��� DNNE ��

�����	�	�	��
 Θ0 ����� ��	�� ���

ρ =
W̃(Θ)

Ũ(Θ)
. DNOE

_��		 ����	�� �� ���� ��	����� �����:� ������	��
 A∗(Θ0) ��� �����	�

�	�	��� Θ0 �	 ��	��<�	� � �������
��
 � �����	��J � W̃(Θ)�
_	������	���� �� DNkE� DNPE � DNSE ��	��	�� �� ��
 �J�� id

W̃i(Θ) = Wi(Θ
0, ã(Θ)) = ρiŨ(Θ) ≤ ρiŨ(Θ0) = W̃i(Θ

0). DGHE

��	� �������
��	 �J�� ��	��� i ��� ������ ����� �����	����� Θ0 ���	�
�	 ���	� �	� ��� �������� �����	�	�	��� Θ�

F���� ������ ������ ��	��J@�� �	��������

:�,�;<6���� 7� #� ��	��� �
���������� ��
� ��	���������� Θ �
�����

��
	� ������������ ��� �� "
���� ���������� �
����������� ��
� ��	���������� 

S



`�� ����� �������� ����:�� ���	������ �������
��
 �����	�����
Ũ(Θ) �	���	���� DGHE �����
	��
 ��� ����	� ����� ������	 ����� �����
�	����� ����� 
��
���
 	������	����� ���	�������� � `��	� �����	�	�	��
�
�� � ����� ������	 ��	���

F���� ������ ������	 ����� �����	����� � ������<	� ��	�	�� �������
��J� ������� ���	�	�� ����	��:	� � �����������	�� ��	�� � �	��	����J�
���	�������� �	���� ������	��
 ����	�� ���� � ���� ��	��
 �����	������
B ����	��J� ��� �	��� ������	��
 �������	��	� ����:��������	 ��	� ����	�
�� ���� ��� 	���� ������� �� ������� � �	���	�������� ���	�����J@� 
	�� ������ �����	��� � ���� ��	��
 �@	���� � :	���

?� �;�9�;.  � ��= ���@�8���� �A;��

`����J������	� ����	�	��	 ����	��� ��<	 ��	�� � :	��	 ���	�������
�� �	
�	������ ���� �� ����������	��� ����	 ��� �	�	��	���� ����	���
� ��
���

��������� ����	��� ���
@�J �� ��� ��	��� � ��� ��	����
���� `	����
��	�� ����		� NHHm �������� �	��� ����� � ��	� θ � �������	 ���� ������
���� ��	�� ����		� ��	� (1− θ) � �������	 ���� ������ � 	��� �����:� ����
��	�	�	��
 ���� �����	����� Θ � ����� ����	�	 ��		� ���

Θ =

(
1 θ

0 1 − θ

)
.

`�	������� �� ����� ��������J� � B��� �� ����	 ������ ����
��� _�
 ������ ���	� �������� �� ��	�	����	 ���	���� ���� c ������� �
���
���� f���:�
 ����� �� �����:�J ���� ���	���d

P (ã) = 1 − ã1 − ã2,

��	 ã = (ã1, ã2) C �	��� ������	���� ��	������
J@� �e	�� ������� �����:��
�	��� � ���� ��������

f���:�� ������� ��������	�	� � ��� ��	�� ��	J� ���

Πj(ã) = (P (ã) − c)ãj.

�	<	��
 � �e	�� ������� ãj ≥ 0 �������J��
 �����	������� ����� I�e	�
ã1 ��	�	�
	��
 �	���� ��	��� 	�������� ��	�

ã1 = a11.

?	������ ã2 ��	������
	� ��� ��	��	���	<	��	 ��	���	��� �����	�����
� �	����� ���	�����J@��� ��������	��� ��� ��
� � �������	 �����d

ã2 = θa12 + (1 − θ)a22,

��	 a12 � a22 C ��	�����	��� �	���� � ����� �����	����� �e	� �����������
`���� �	�	���� ��� ����	��:	� ����� j Φj(t, ã) ������	� � ����� ����

����J Πj(ã)� `�	������
 ���:�������� ���� ������� � ��	�	��� �� DGE ��
������ �� ������� ����� j ����:������� �	�����	 ����� �������d

Cj(ã) =
Πj(ã)

1 − β
.

O



? ��
�� � ���� ����	��� ���	�������� �����	����� DjE ���� ���� � ���
����J � �����	���� �����	�
 ��	������	�� � ���	

W1(Θ, ã) = Π1(ã) + θΠ2(ã),

W2(Θ, ã) = (1 − θ)Π2(ã).

������� ����� ����� ���	� ���	�
���
 �	��� ����:��������
 ���� � ���
���	 �����	��	 � ���� ����	�	 ��� ���	�	��� �����	�	�	��
 ���� �����	�����
�	��� ��	������

? �����:�� a��� ����� C ��� �����	����b� ���	�����J@	� θ = 0� �����	�
�������	��	 �����	��	 B���� �����:� ������	��
 A∗ ��� ���� ��		� ����d

a∗

11 = a∗

22 =
1 − c

3
, DGNE

� �������� �����	��
 ����� �� ���� � �����	���� �������d

Π∗

j =

(
1 − c

3

)2

j = 1, 2.

_���� ������� ������ θ = 1 ���	�����	� �����:��� ���� �	 ����� ��	J�
��� ����	��:�� ����� ���	� �	��� �	�
 ��� �������� �	<�
 ������d

W1(ã) = Π1(ã) + Π2(ã) → max
ã∈A

.

�����	��	� � ��� �����	 ���	� �����:� ������	��
 A∗� ����
� ��

a∗

11 + a∗

22 =
1 − c

2
. DGGE

F	�	�� ��������� �	����������	 �����	�	�	��
 ���� �����	������ Y�����
������
 ����:�� W1(Θ, ã) � W2(Θ, ã) � �����	��
� �	��� � ���� ��	����
���	����	��� ������� �� � �����	��� ��� �J�� ����	��� θ < 1 ���	� �����
�	� a∗

12(Θ) = 0� � 	��� �	���� �����	���� ����	��
 ���������� ������� �e	�
������� �����:�� ���� ������ ����
 �������	��� 	�� �	 ������J� i���
�	��
 ������� ������
	�� �	�	�	��� ����J��
 �����	��
��d

a∗

11(Θ) =
(1 − θ)(1 − c)

3 − θ
, DGhE

a∗

22(Θ) =
1 − c

(1 − θ)(3 − θ)
. DGjE

;	����� ���	��� �� ��� θ = 0 �e	�� ������� ���� ������J� � DGNE� `��
θ → 1 �	������ ã∗

1(Θ) → 0� �

ã∗

2(Θ) = (1 − θ)a∗

22(Θ) →
1 − c

2
,

��	� � �������� �e	�� ��������

�:���� ������������������ �����
!
�	������
!� �������	
�� �	���	
� ������� 	� �����	��
����� ���� �����	� ���
�����	�� �������"

NH



���� Nd i��������� �������
��
 ��	��� � �����	�	�	��
 ���� �����	�����

`������ ���� � �����	��� �����
�

Π̃1(Θ) =
(1 − θ)(1 − c)2

(3 − θ)2
, Π̃2(Θ) =

(
1 − c

3 − θ

)2

, DGkE

� �������
��	 �����	����� D���� NE

W̃1(Θ) =

(
1 − c

3 − θ

)2

, W̃2(Θ) =
(1 − θ)(1 − c)2

(3 − θ)2
.

f���:�
 W̃1 ������� � θ� � 	��� � ���� ��� �	��� ��	��� � ����
����	 	� �������
��	 ��	������	��
 � �������J@�� �	���� _�����	�����
��	� ���	���� ������ �������
��
 �	��	����	��
 ���� �e	�� ���� �����
�
 �	��� ��	���� ��
������ � ��	���	��	� θ� �� ��	� 	�� �������� ���������
��		 �������
���	 ��
 �	�
 �	<	��
 � ������	��J ���� ������

_�
 ���� ��	��� ��������	��
 ������
 �����:�
d �������	��	 � �	�	 ���
�� θ ������	��	���	 �	<	��
 ��	 � ���<	� ��	�	�� ������	��� 	� ���	�	���� �
��
�� � �	� W̃2 ������ � θ�

g�������� �e	� ������� ���� � ����� ����	�	 �������

Q(Θ) = ã∗

1(Θ) + ã∗

2(Θ) =
(2 − θ)(1 − c)

(3 − θ)
.

f���:�
 Q �����	� � ���� θ D���� GE� � 	��� ����� ������ �����	�:��
�	��� ������� �����	��
� ��������
�� � ������� �����:�� ��� θ → 1�

F���� ����� ��� �	�	�����	�	�	��� ���� �����	����� � ����� �	��� ��	��
�� ����	�� a�����	����� C ����� C ����b���� ��� �	�	�� �����	�:�� �
������ ����
 �� ������������������ ������
�� ��	 �	 � ����	 ���� ��
����� � � ����	 � �����	����� �� ��	���	��	 ��	� �������
��
� Y� ���	�
�������� �� 
��	��	 ������
�$��� ��������� ������������

������ ���		 ��� ������ �����	�	�	��� ���� �����	������ ���������
��J@� ����������	���J �����	�:�J �����	������ ��������� ��������	
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���� Gd i��������� �����	��� �e	�� ������� Q � �����	�	�	��
 ���� �����
�	�����

�������	 �����	�	�	��	 ���� �����	����� Θ� `���	�

 �����	��
 DNNE� DNOE �
DGkE� ��� ������� �����	 �����	�	�	��	 ���� �����	������ �������	���	
Θd

Θ0 =

( 1
2−θ

1
2−θ

1−θ
2−θ

1−θ
2−θ

)
.

F���� ������ �����	 �����	�	�	��	 ��	� ���� ����	� ���	� ��	��(
1−θ
2−θ

)
��� � �������	 ����� N� �������	��@	� ��	��� N� ��

(
(1−θ)2

2−θ

)
��J � �����

���	 ����� G� �������	��@	� ��	��� G� g��<	��	 :	� ��:�� ��� ���� ��	�	
� ������ ���� ���<	��J �����	��� ������	� ���� DGkE �� ���	����	���
� ������ ������	�� � 	��� �	�	�����	�	�	��	 ���	� �����	������ � ����
��	��
 �� ��	����

`�� ������ �����	�	�	��� ���� �����	����� Θ0 �	<	��
 ����� ������
�����
 ��	����� �� �
 �� ���������:�� ���	������ �������
��
d

Û(ã) = Π1(ã) + Π2(ã).

B�� ��� ������ ��<	� ���� ��������� � ��� �����	 
��
	��
 ������	��	
������� �e	�� ������� DGGE� ��� ���� ��������
 ������� ���� �������(

1−c
2

)2
� c������
��	 ��	��� ������� ��� ���

W̃1(Θ
0) =

1

2 − θ

(
1 − c

2

)2

, W̃2(Θ) =
1 − θ

2 − θ

(
1 − c

2

)2

.

?���� �� ���	 �	�	�����	�	�	��
 ���� �����	����� �� �e	��� ��������

��	 ��	��� ��	������� � �����	��J � �� ��� �����:�	� D���� hE� ������

�����	�:�
 ���� ��� ������ �����	�	�	��� ���� �����	����� ���������
	�� ��
 �����������	��
 ���������	���
 ����	�� �	�	� �	�
 �� ����	 ��� 	�����
��������

B� C ��*+����
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 �	��� � ���� ��	��� ��� �	�	 �	 � �����
��� �����	�	�	��J ���� �����	�����

`��	�	��	 ����	�����	 ������� �� � �����
 � ���� ����� �����	����
�� �� ����� �����	�	�	�� �	��� �	�������� ��	����� � �	������J@��� ���
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����������	��� �������� �����	������ g������������
 � �����	 ���	���
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 ��	�� ������	��� ����	�� � �����	�	�	����� ������� �����	����
�� ����
	� ��������� ���������� �����	��� ������	��
 ������� � ���������
���� �����	����� �  �����	�� �������<	��� �	��� �����
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 ����	�� ��������J@� ���� ������� �� ���������	 �	�	��	����
����	��
 ��� �������	��
 �	�	��� �����	�:�� �� ����������	���� ���
�	��� � �	�������	 �	� ���� ��� ����	��	 ���	�������� ������ �����	�
���� ? ����	 ��	�	�	� ��� ������ �����	�	�	��� ���� �����	������ �����
������J@� ����������	���J �����	�:�J ����	��:	�� _����	 �����	�	�	��
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J��
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