
Munich Personal RePEc Archive

Three steps ahead

Heller, Yuval

University of Oxford, Department of Economics

25 June 2013

Online at https://mpra.ub.uni-muenchen.de/47831/

MPRA Paper No. 47831, posted 26 Jun 2013 03:56 UTC



❚❤r❡❡ ❙t❡♣s ❆❤❡❛❞

❨✉✈❛❧ ❍❡❧❧❡r
∗
✭❏✉♥❡ ✷✺✱ ✷✵✶✸✮

❆❞❞r❡ss✿ ◆✉✣❡❧❞ ❈♦❧❧❡❣❡ ❛♥❞ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ◆❡✇ ❘♦❛❞✱ ❖①❢♦r❞✱ ❖❳✶ ✶◆❋✱

❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✳ ❊♠❛✐❧✿ ②✉✈❛❧✷✻❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠ ♦r ②✉✈❛❧✳❤❡❧❧❡r❅❡❝♦♥♦♠✐❝s✳♦①✳❛❝✳✉❦✳

❆❜str❛❝t

❲❡ st✉❞② ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❤♦r✐③♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r

❝❤♦♦s❡s ❤✐s ❢♦r❡s✐❣❤t ❛❜✐❧✐t②✿ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ✐s ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢

t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❤❛s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s

❢♦r❡s✐❣❤t ❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t t♦♦ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ♦r ♦♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ❛❞♠✐ts

❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② st❛❜❧❡ str❛t❡❣②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❧♦♦❦ ♦♥❡ st❡♣ ❛❤❡❛❞ ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❧♦♦❦ t❤r❡❡

st❡♣s ❛❤❡❛❞ ❝♦✲❡①✐st✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② st❛❜❧❡ str❛t❡❣② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs ♣❧❛②

❡✣❝✐❡♥t❧② ❛t ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t ♦✉r r❡s✉❧ts ❛s ❛ ♥♦✈❡❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❢♦✉♥❞❛✲

t✐♦♥ ❢♦r ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r❡s✐❣❤t✱ ❛♥❞ ❛s ❛ ♥❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s

❉✐❧❡♠♠❛✳

❑❊❨❲❖❘❉❙✿ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r❡s✐❣❤t✱ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✱ ❧✐♠✐t ❊❙❙✳ ❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❈✼✸✱ ❉✵✸✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❧♦♦❦ ❛❤❡❛❞ ❜② ♦♥❧② ❢❡✇ r♦✉♥❞s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

♣❧❛②❡rs ✉s✉❛❧❧② ❞❡❢❡❝t ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❧❛st ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ st❛❣❡s ✇❤❡♥ ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s

❉✐❧❡♠♠❛ ❣❛♠❡ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❙❡❧t❡♥ ✫ ❙t♦❡❝❦❡r✱ ✶✾✽✻✮✱ ❛♥❞ t❤❡② ✐❣♥♦r❡ ❢✉t✉r❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s t❤❛t

❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❢❡✇ st❡♣s ❛❤❡❛❞ ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ✭◆❡❡❧✐♥ ❡t ❛❧✳ ✱ ✶✾✽✽✮✳

❆ s❡❝♦♥❞ st②❧✐③❡❞ ❢❛❝t ✐s t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✿ s♦♠❡ ♣❡♦♣❧❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❧♦♦❦

❢❡✇❡r st❡♣s ❛❤❡❛❞ t❤❛♥ ♦t❤❡rs ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❏♦❤♥s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✱ ✷✵✵✷✮✳✶

❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❛✐s❡ t✇♦ r❡❧❛t❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣✉③③❧❡s✳ ■♥ ♠❛♥② ❣❛♠❡s✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❧♦♦❦

∗■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❞❡❡♣ ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ■t❛✐ ❆r✐❡❧✐✱ ❱✐♥❝❡ ❈r❛✇❢♦r❞✱ ❊❞❞✐❡ ❉❡❦❡❧✱ ❋❛r✉❦ ●✉❧✱ ❊r✐❦
▼♦❤❧✐♥✱ P❡②t♦♥ ❨♦✉♥❣✱ ❛♥❞ s❡♠✐♥❛r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛t ❇✐r♠✐♥❣❤❛♠✱ ❊❞✐♥❜✉r❣❤✱ ❖①❢♦r❞✱ P❛r✐s✱ ❛♥❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②
❈♦❧❧❡❣❡ ▲♦♥❞♦♥✱ ❢♦r ♠❛♥② ✉s❡❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐❞❡❛s✳

✶ ❙✐♠✐❧❛r st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❛t❡❣✐❝ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ st❛t✐❝ ❣❛♠❡s✱
❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡ ✏❧❡✈❡❧✲❦✑ ♠♦❞❡❧s ✭❡✳❣✳✱ ❙t❛❤❧ ✫ ❲✐❧s♦♥✱ ✶✾✾✹❀ ◆❛❣❡❧✱ ✶✾✾✺❀ ❈♦st❛✲●♦♠❡s ❡t ❛❧✳ ✱ ✷✵✵✶✳

✶



✷ ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛❤❡❛❞ ❜② ♦♥❡ ♠♦r❡ st❡♣ t❤❛♥ ②♦✉r ♦♣♣♦♥❡♥t ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✳ ❆s t❤❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡

❝♦st ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❡♣ ✐s ♠♦❞❡r❛t❡ ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❣❛♠❡s ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❈❛♠❡r❡r✱ ✷✵✵✸✱

❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✮✱ ✐t ✐s ♣✉③③❧✐♥❣ ✇❤② t❤❡r❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❛♥ ✏❛r♠s r❛❝❡✑ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❡♦♣❧❡ ❧❡❛r♥ t♦

❧♦♦❦ ♠❛♥② st❡♣s ❛❤❡❛❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ✭t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏r❡❞ q✉❡❡♥ ❡✛❡❝t✑❀

❘♦❜s♦♥✱ ✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉③③❧❡ ✐s ❤♦✇ ✏♥❛✐✈❡✑ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤♦

s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❧♦♦❦ ❢❡✇❡r st❡♣s ❛❤❡❛❞✱ s✉r✈✐✈❡✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss

♦❢ ❝✉❧t✉r❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ♣❧❛② t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✳✷

❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ❜② ❛ t②♣❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❤✐s ❢♦r❡s✐❣❤t ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥

t❤❡ ❣❛♠❡✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❛❣❡♥ts ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❢♦r❡s✐❣❤t ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ str❛t❡❣② t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡

✐♥❤❡r✐t❡❞✳ ❊✈❡r② s♦ ♦❢t❡♥✱ ❛ ❢❡✇ ❛❣❡♥ts ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢

t②♣❡s ❡✈♦❧✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣❛②♦✛✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝✿ ♠♦r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ t②♣❡s ❜❡❝♦♠❡

♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t✳ ❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ st❛❜❧❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡

❛❣❡♥ts ❧♦♦❦ ♦♥❡ st❡♣ ❛❤❡❛❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❧♦♦❦ t❤r❡❡ st❡♣s ❛❤❡❛❞✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s

✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs ❝♦♦♣❡r❛t❡ ❛t ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✭◆❛❝❤❜❛r✱ ✶✾✾✵✮ t❤❛t ❛♥② ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛

s②♠♠❡tr✐❝ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❛ ✷✲♣❧❛②❡r ❣❛♠❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❛ ♠❡t❛♣❤♦r ❢♦r t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ❣❛♠❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r♦✉♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ❢♦r❡s✐❣❤t

❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ T r♦✉♥❞s ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✱ ✇❤❡r❡ T ✐s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤

❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ✭✐✳❡✳✱ ❛ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧❡♥❣t❤✮✳

❆t st❛❣❡ ✵✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❝❤♦♦s❡s ❛ ❢♦r❡s✐❣❤t ❛❜✐❧✐t② ✭❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞✱ ❛❜✐❧✐t②✮ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t {L1, L2,

..., Lk, ...}✳ ❆ ♣❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② Lk ♦❜t❛✐♥s ❛ ♣r✐✈❛t❡ s✐❣♥❛❧ ❛t r♦✉♥❞ T−k ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥

♦❢ T✳ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t k ❛s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❡♣s✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❧❛②❡r ✇✐t❤

❛❜✐❧✐t② Lk ❜❡❝♦♠❡s ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤✐s

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② Lk ❜❡❛rs ❛ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦st ♦❢ c (Lk)✱

✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❛❦❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ k ✭♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦sts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✮✳

❊❛❝❤ ♣❧❛②❡r ♦❜t❛✐♥s ❛ ♣r✐✈❛t❡ s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❛❜✐❧✐t② ✭❛̀ ❧❛ ❉❡❦❡❧ ❡t ❛❧✳ ✱ ✷✵✵✼✮✿

✭✶✮ t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡✈❡❛❧s t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ✐t ✐s ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡

♦t❤❡r✇✐s❡ ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✮✳ ❖✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ♠❛② ♦❜s❡r✈❡ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ♣❛st ♦r ❛ tr❛✐t t❤❛t ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞

✇✐t❤ ❢♦r❡s✐❣❤t ❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ❤❡ ✉s❡s s✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ ❛ss❡ss ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❛❜✐❧✐t②✳✸

❚❤❡ ♣❛②♦✛s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s ❛t st❛❣❡s 1 ≤ t ≤ T ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✿ ▼✉t✉❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥

②✐❡❧❞s A > 1✱ ♠✉t✉❛❧ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ✶✱ ❛♥❞ ✐❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛②❡r ❞❡❢❡❝ts✱ ❤❡ ♦❜t❛✐♥s A+ 1 ❛♥❞ ❤✐s

✷ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♣✐♦♥❡❡r❡❞ ❜② ▼❛②♥❛r❞✲❙♠✐t❤ ✫ Pr✐❝❡ ✭✶✾✼✸✮✱ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ ●✉t❤ ✫ ❨❛❛r✐ ✭✶✾✾✷✮ t♦
st✉❞② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❋r❡♥❦❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✬s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❜✐❛s❡s✳

✸ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷ ✇❡ r❡❧❛① t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t p ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ♣❧❛②❡rs t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❛❜✐❧✐t②✳



✸

❈ ❉

❈ A
A

0
A+1

❉ A+1
0

1
1

❚❛❜✳ ✶✿ P❛②♦✛ ❛t t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ st❛❣❡ ❣❛♠❡ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ✭A > 1✮✳

♦♣♣♦♥❡♥t ❣❡ts ✵✳✹ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♣❛②♦✛ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s t❤❡ ✉♥❞✐s❝♦✉♥t❡❞ s✉♠ ♦❢ ♣❛②♦✛s✳

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s②♠♠❡tr✐❝ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ σ∗, ❢♦r ❡✈❡r② p t❤❛t ✐s

♥♦t t♦♦ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ♦♥❡ ✭❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ A✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳

❚❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ σ∗ ✐♥❝❧✉❞❡s t✇♦ ❛❜✐❧✐t✐❡s ✭❞✉❜❜❡❞✱ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✮✿ L1 ❛♥❞ L3✱ ✇❤❡r❡ µ (L1) ✐s

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ A ❛♥❞ p✳ ❙tr❛t❡❣② σ∗ ✐♥❞✉❝❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣❧❛②✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s

st✐❧❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ♣❧❛②❡rs ❢♦❧❧♦✇ ❛ ✏♣❡r❢❡❝t✑ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ✏t✐t✲❢♦r✲t❛t✑ ✭❞✉❜❜❡❞✱ ♣❛✈❧♦✈✮✿ ❞❡❢❡❝t ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ♣❧❛②❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r♦✉♥❞✳✺ ❊✈❡r②♦♥❡ ❞❡❢❡❝ts ❛t t❤❡

❧❛st r♦✉♥❞✳ ❆ ♣❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② L3 ❞❡❢❡❝ts ❛❧s♦ ❛t t❤❡ ♣❡♥✉❧t✐♠❛t❡ r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r♦✉♥❞ ✭✐✳❡✳✱ st❛❣❡ T − 2✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❛❜✐❧✐t②✿ ❤❡

❢♦❧❧♦✇s ♣❛✈❧♦✈ ✐❢ ✐t ✐s ❡✐t❤❡r L1 ♦r ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts ♦t❤❡r✇✐s❡✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✿ ✭✶✮ ✐❢ p ✐s ♥♦t t♦♦ ❧♦✇✱ t❤❡r❡ ✐s ❛

✉♥✐q✉❡ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② L1

✭❧♦♦s✐♥❣ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ❜② ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✷✮✱ ❛♥❞ ✐ts ✐♥❞✐r❡❝t ✏❝♦♠♠✐t♠❡♥t✑ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✭✇❤❡♥

❛♥ L3 ♦♣♣♦♥❡♥t ♦❜s❡r✈❡s ❛❜✐❧✐t② L1✱ ✐t ✐♥❞✉❝❡s ❤✐♠ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦✉♥❞✮❀ ❛♥❞ ✭✷✮

✐❢ p ✐s ♥♦t t♦♦ ❤✐❣❤✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ♣❛✈❧♦✈ ❛t st❛❣❡ T − 3 ❛❧s♦ ✇❤❡♥ ❛ ♣❧❛②❡r ❤❛s

❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ L3✳

◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♠❛② ❜❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡✳ ▼❛②♥❛r❞✲❙♠✐t❤ ✫ Pr✐❝❡ ✭✶✾✼✸✮ r❡✜♥❡ ✐t

❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ σ ✐s ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② st❛❜❧❡ str❛t❡❣② ✭❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞✱ ❊❙❙ ✮ ✐❢ ✐t

✐s ❛ ❜❡tt❡r r❡♣❧② ❛❣❛✐♥st ❛♥② ♦t❤❡r ❜❡st✲r❡♣❧② str❛t❡❣② σ′ ✭u (σ′, σ) = u (σ, σ) ⇒ u (σ, σ′) >

u (σ′, σ′)✮✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛♥ ❊❙❙✱ ✐❢ ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛②❡rs✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡

✐♥✈❛❞❡❞ ❜② ❛♥② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣② t❤❛t ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② r❛r❡✳ ❈r❡ss♠❛♥ ✭✶✾✾✼✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛♥ ❊❙❙

✐s ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ♣❛②♦✛✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❘❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡s

r❛r❡❧② ❛❞♠✐t ❛♥ ❊❙❙ ❞✉❡ t♦ ✏❡q✉✐✈❛❧❡♥t✑ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ ♦✛✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤s✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞♠✐t ❛♥② ❊❙❙ ✭▲♦r❜❡r❜❛✉♠✱ ✶✾✾✹✮✳

✹ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ s❛♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛②♦✛ ✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✮ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡
♦♣♣♦♥❡♥t✬s str❛t❡❣② t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♦❢s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②
s✐♠✐❧❛r ❛❧s♦ ✇✐t❤♦✉t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ t❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❣❡♥❡r❛❧ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛
❣❛♠❡ ✭✉♣ t♦ ❛♥ ❛✣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✮✳

✺ ❚❤❡ ♥❛♠❡ ✏P❛✈❧♦✈✑ ✭❑r❛✐♥❡s ✫ ❑r❛✐♥❡s✱ ✶✾✽✾❀ ◆♦✇❛❦ ✫ ❙✐❣♠✉♥❞✱ ✶✾✾✸✮ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❡♠❜♦❞✐❡s
❛♥ ❛❧♠♦st r❡✢❡①✲❧✐❦❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r♦✉♥❞✿ ✐t r❡♣❡❛ts ✐ts ❢♦r♠❡r ♠♦✈❡ ✐❢ ✐t ✇❛s r❡✇❛r❞❡❞
❜② ❛ ❤✐❣❤ ♣❛②♦✛ ✭A ♦r A+ 1✮✱ ❛♥❞ ✐t s✇✐t❝❤❡s ✐❢ ✐t ✇❛s ♣✉♥✐s❤❡❞ ❜② r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ♣❛②♦✛ ✭✵ ♦r ✶✮✳



✹ ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙❡❧t❡♥ ✭✶✾✽✸✮ ❛❞❛♣ts t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❊❙❙ t♦ ❡①t❡♥s✐✈❡✲❢♦r♠ ❣❛♠❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss✐❣♥s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❧❛② ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t✳

❙tr❛t❡❣② σ ✐s ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✐❢ ✐t ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❊❙❙ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡s ✇❤❡♥ t❤❡

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ✵✳✻ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛♥② ❊❙❙ ✐s ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛♥② ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✐s ❛

s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❙❡❧t❡♥✱ ✶✾✼✺✱ s❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✮✳ ❖✉r ✜rst ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✭❚❤❡♦r❡♠

✶✮ s❤♦✇s t❤❛t σ∗ ✐s ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✭✐❢ c (L3) < c (L4)✮✳
✼

❙✐♠✐❧❛r t♦ ♦t❤❡r r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛❞♠✐ts ♠❛♥② st❛❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥

✺✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ✏❢♦❧❦ t❤❡♦r❡♠✑ r❡s✉❧t✿ ❢♦r ❛♥② k,m ❛♥❞ n✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✐♥ ✇❤✐❝❤

❡✈❡r②♦♥❡ ❤❛s ❛❜✐❧✐t② Lk✱ ❛♥❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥✱ ♣❧❛②❡rs r❡♣❡❛t ❝②❝❧❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤

t❤❡② ❝♦♦♣❡r❛t❡ m t✐♠❡s ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t n t✐♠❡s✳

❚❤✉s✱ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ st❛❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s✳ ❲❡ s❤❛❧❧

s❛② t❤❛t ❛ str❛t❡❣② ✐s ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ✐❢ ♣❧❛②❡rs ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇❤❡♥✿ ✭✶✮ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱

❛♥❞ ✭✷✮ ♥♦ ♦♥❡ ❤❛s ❡✈❡r ❞❡❢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❛ str❛t❡❣② ✐s ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ✐❢ ✐t ✐♥❞✉❝❡s

❡✣❝✐❡♥t ♣❧❛② ✭♠✉t✉❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✮ ❛t ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

♣❧❛②❡rs ✏tr❡♠❜❧❡s✑ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❜✐❧✐t②✳ ❖✉r s❡❝♦♥❞ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✮ s❤♦✇s

t❤❛t✱ ✐❢ A > 3✱ t❤❡♥ ❛♥② ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ σ∗✿ ✐t ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛② ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss

r❡s✉❧t t♦ ✇❡❛❦❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts✿ ❛ ♥❡✉tr❛❧❧② st❛❜❧❡ str❛t❡❣② ❛♥❞ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋✐❣✉r❡

✶ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② s✉♠♠❛r✐③❡s ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ A ❛♥❞ p✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ♥♦

❡❛r❧②✲♥✐❝❡ st❛❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s ❡①✐st ✐❢ p ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❡✐t❤❡r ③❡r♦ ♦r ♦♥❡✳

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t Lk ❜❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t②✳ ❖❜s❡r✈❡

t❤❛t ❡✈❡r②♦♥❡ ♠✉st ❞❡❢❡❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st k r♦✉♥❞s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ kt❤ t♦ ❧❛st

r♦✉♥❞ ✐s ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣❧❛②❡rs✳ ■❢ Lk ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡♥

✏♠✉t❛♥ts✑ ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② Lk+1 ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❜② ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ♦♥❡ st❛❣❡ ❡❛r❧✐❡r✳ ■❢ t❤❡r❡

❛r❡ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛❜✐❧✐t② ✐s ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦♥❡✳ ■❢ t❤❡r❡

✐s ❛ ❣❛♣ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ st❡♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❛♥❞ A ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ t❤❡♥ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ str❛t❡❣② ✐s ✉♥st❛❜❧❡ t♦ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s

✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✳ ❚❤✉s t❤❡ s✉♣♣♦rt ♠✉st ❜❡ {Lk, Lk+2}

❢♦r s♦♠❡ k✳ ■❢ Lk > L1 t❤❡♥ ✏♠✉t❛♥ts✑ ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② L1 ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦✉♥❞s ♦❢ ♠✉t✉❛❧

❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ st❛❜✐❧✐t② ❢❛✐❧s ✐❢ p ✐s t♦♦ ❝❧♦s❡ t♦ ✵ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ❛❜✐❧✐t② ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ ✐t ❢❛✐❧s ✐❢ p ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ❜❡❝❛✉s❡

♣❧❛②❡rs ❛r❡ ✏tr❛♣♣❡❞✑ ✐♥ ❛♥ ✏❛r♠s r❛❝❡✑ t♦✇❛r❞s ❡❛r❧✐❡r ❞❡❢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❱❛r✐♦✉s ❛r❣✉♠❡♥ts ♠♦t✐✈❛t❡ ✉s t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ str❛t❡❣✐❡s✿ ✭✶✮ ❘♦❜s♦♥ ✭✶✾✾✵✮ ❞❡♠♦♥✲

str❛t❡s t❤❛t ✏s❡❝r❡t✲❤❛♥❞s❤❛❦❡ ♠✉t❛♥ts✑ ✐♥ ❛ r✐❝❤ ❡♥♦✉❣❤ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

✻ ❆ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❧✐♠✐t ❊❙❙ ❛r❡✿ ❙❛♠✉❡❧s♦♥ ✭✶✾✾✶✮❀ ❑✐♠ ✭✶✾✾✸✱ ✶✾✾✹✮❀ ❇♦❧t♦♥ ✭✶✾✾✼✮❀
▲❡✐♠❛r ✭✶✾✾✼✮✳

✼ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t σ∗ ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❊❙❙ ♦❢ ❡✈❡r② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡s ✭str✐❝t ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✮✳



✺

❋✐❣✳ ✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ▼❛✐♥ ❘❡s✉❧ts

❛✇❛② ❢r♦♠ ✐♥❡✣❝✐❡♥t st❛t❡s❀ ✭✷✮ ❋✉♥❞❡♥❜❡r❣ ✫ ▼❛s❦✐♥ ✭✶✾✾✵✮ ❛♥❞ ❇✐♥♠♦r❡ ✫ ❙❛♠✉❡❧s♦♥ ✭✶✾✾✷✮

st✉❞② t❤❡ ✉♥❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✐♥✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ♠✉t✉❛❧ ❝♦♦♣❡r✲

❛t✐♦♥ ❛t ❛❧♠♦st ❛❧❧ r♦✉♥❞s ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② st❛❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❣✐✈❡♥ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ✏♥♦✐s❡✑ ♦r s♠❛❧❧ ❝♦sts ❢♦r ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① str❛t❡❣✐❡s❀ ✭✸✮ ❑r❡♣s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✷✮ st✉❞② t❤❡ ❧♦♥❣

✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t s♠❛❧❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✐♠♣❧② ♠✉t✉❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡❀ ✭✹✮ t❤❡ t♦✉r♥❛♠❡♥ts ♦❢

❆①❡❧r♦❞ ✭✶✾✽✹✮ ❛♥❞ ❲✉ ✫ ❆①❡❧r♦❞ ✭✶✾✾✺✮ s✉❣❣❡st t❤❛t ✏♥✐❝❡♥❡ss✑ ✭♥♦t ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✜rst t♦ ❞❡❢❡❝t✮

♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s✉❝❝❡ss❀ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ✭✺✮ ❙❡❧t❡♥ ✫ ❙t♦❡❝❦❡r

✭✶✾✽✻✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ♠♦st s✉❜❥❡❝ts s❛t✐s❢② ❡❛r❧②✲♥✐❝❡♥❡ss ✇❤❡♥ ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡

r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜✳✽

❖✉r ❢♦r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡❛❧s ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✳ ■t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡

t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ ♦t❤❡r ❣❛♠❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢❛r ❛❤❡❛❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ❡✣❝✐❡♥❝②✱ s✉❝❤

❛s ✏❝❡♥t✐♣❡❞❡✑ ✭❘♦s❡♥t❤❛❧✱ ✶✾✽✶✮✳ ❙✉❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜♦t❤ ✐♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❤✉♥t❡r✲

❣❛t❤❡r❡r s♦❝✐❡t✐❡s ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❣✐❢t ❡①❝❤❛♥❣❡✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❍❛✈✐❧❛♥❞ ❡t ❛❧✳ ✱ ✷✵✵✼✱ ♣✳

✹✹✵✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ♠♦❞❡r♥ s♦❝✐❡t✐❡s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷ ✇❡ s❦❡t❝❤ ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ ❛

s❡t✉♣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs ❛❧s♦ ♣❧❛② ♦t❤❡r ❣❛♠❡s✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ❜r✐❡✢② s✉r✈❡②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ●❡❛♥❛❦♦♣❧♦s ✫ ●r❛② ✭✶✾✾✶✮ st✉❞②

✽ ❙❡❧t❡♥ ✫ ❙t♦❡❝❦❡r ✭✶✾✽✻✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② st✉❞② ❤♦✇ ♣❡♦♣❧❡ ♣❧❛② ❛ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ✇✐t❤ ✶✵
r♦✉♥❞s ✭s❡❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✐♥ ❆♥❞r❡♦♥✐ ✫ ▼✐❧❧❡r ✭✶✾✾✸✮❀ ❈♦♦♣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮❀ ❇r✉tt❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✮✳ ❚❤❡②
s❤♦✇ t❤❛t✿ ✭✶✮ t❤❡r❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠✉t✉❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst s✐① r♦✉♥❞s✱ ✭✷✮ ♣❧❛②❡rs ❜❡❣✐♥ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ♦♥❧② ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❧❛st ❢♦✉r r♦✉♥❞s✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ✐❢ ❛♥② ♣❧❛②❡r ❞❡❢❡❝t❡❞✱ t❤❡♥ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ❞❡❢❡❝t ❛t ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣
st❛❣❡s✳ ❏♦❤♥s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✬s ✜♥❞✐♥❣s s✉❣❣❡st t❤❛t ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r❡s✐❣❤t ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ❢♦r t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✳



✻ ✷ ▼♦❞❡❧

❝♦♠♣❧❡① s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❧♦♦❦✐♥❣ t♦♦ ❢❛r

❛❤❡❛❞ ✐♥ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡ ❧❡❛❞s t♦ ♣♦♦r ❝❤♦✐❝❡s✳ ❙❛♠✉❡❧s♦♥ ✭✶✾✽✼✮ ❛♥❞ ◆❡②♠❛♥ ✭✶✾✾✾✮ s❤♦✇ t❤❛t

✐❢ t❤❡ ✭❡①♦❣❡♥♦✉s✮ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ s❧✐❣❤t❧② ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡

✜♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡❧②

r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✳ ❏❡❤✐❡❧ ✭✷✵✵✶✮ ❛ss✉♠❡s ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r❡s✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞

Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✱ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ ❛❧❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ♣❧❛②❡rs ❝♦♦♣❡r❛t❡ ❛t ❛❧❧ st❛❣❡s ❡①❝❡♣t

t❤❡ ✜rst ❢❡✇ r♦✉♥❞s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ▼❡♥❣❡❧ ✭✷✵✶✷✮ ♦❜t❛✐♥s ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞

Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❖✉r ♣❛♣❡r ❞✐✛❡rs

❢r♦♠ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜② ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r❡s✐❣❤t ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ✐t✳ ❙t❛❤❧

✭✶✾✾✸✮✱ ❙t❡♥♥❡❦ ✭✷✵✵✵✮ ❛♥❞ ▼♦❤❧✐♥ ✭✷✵✶✷✮ ♣r❡s❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ str❛t❡❣✐❝

r❡❛s♦♥✐♥❣ ✭✏❧❡✈❡❧✲❦✑✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ p ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ♦r ♦♥❡✳ ❚❤✐s

♣❛♣❡r ✐s ♥♦✈❡❧ ✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ ❛♥❞ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐t ②✐❡❧❞s

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✳ ❈r❛✇❢♦r❞ ✭✷✵✵✸✮ st✉❞✐❡s ③❡r♦✲s✉♠ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ✏❝❤❡❛♣ t❛❧❦✑ ❛♥❞

s❤♦✇s t❤❛t ♥❛✐✈❡ ❛♥❞ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❣❡♥ts ♠❛② ❝♦✲❡①✐st ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r ♣❛♣❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t st✉❞✐❡s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ✭✈❛r✐♦✉s s✉❝❤ ♣❛♣❡rs ❛r❡ ❝✐t❡❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✮✳

❖✉r ♣❛♣❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✿ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r❡s✐❣❤t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡

♠❛② ❣❛✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥s✐❣❤ts ❜② r❡✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s ❛s ✈♦❧✉♥t❛r② ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡s

t❤❛t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣❧❛②❡rs✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❡❛r❧②✲♥✐❝❡♥❡ss✮ t❤❛t

❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ♣❧❛②❡r ❝❛♥♥♦t ♣✉♥✐s❤ ❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥t ✇❤♦ ❤❛s ❝❤♦s❡♥ ♥♦t t♦ ❝♦♠♠✐t✳ ❖✉r r❡s✉❧ts

❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t s✉❝❤ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡s ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ♠✉t✉❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t ❛❧❧ r♦✉♥❞s

❡①❝❡♣t t❤❡ ❧❛st ❢❡✇✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ✐s

♥♦t t♦♦ ❝❧♦s❡ t♦ ❡✐t❤❡r ③❡r♦ ♦r ♦♥❡✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❝❤❛r✲

❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ σ∗✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ s❤♦✇s t❤❛t str❛t❡❣② σ∗ ✐s ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙✳

❙❡❝t✐♦♥ ✺ ♣r❡s❡♥ts ❛ ✏❢♦❧❦✲t❤❡♦r❡♠✑ r❡s✉❧t✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ s❤♦✇s t❤❛t σ∗ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ✉♥✐q✉❡

❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ❧✐♠✐t ❊❙❙✱ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ❡①t❡♥❞s ✐t t♦ ✇❡❛❦❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽ ✇❡

❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r❡s✐❣❤t ❛♥❞ s❦❡t❝❤ ❛ ❢❡✇ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥ts✱ ✇❤✐❝❤

❛r❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢s✳

✷ ▼♦❞❡❧

❲❡ st✉❞② ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ✷✲♣❧❛②❡r ❡①t❡♥s✐✈❡✲❢♦r♠ ❣❛♠❡✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡

♣❧❛②❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♠❡t❛♣❤♦r ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss✳✾

✾ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ✜ts t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✿ ✭✶✮ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t②♣❡
✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡❀ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛ ♥♦♥✲❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② str❛t❡❣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❧❛②❡r ✜rst ❝❤♦♦s❡s ❤♦✇
♠✉❝❤ ❡✛♦rt t♦ s♣❡♥❞ ♦♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❡❛r❧✐❡r s✐❣♥s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❡♥❞ s♦♦♥ ✭❤✐s ❢♦r❡s✐❣❤t ❛❜✐❧✐t②✮✱



✷✳✶ ❆❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧s ✼

✷✳✶ ❆❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧s

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r♦✉♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ❢♦r❡s✐❣❤t ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ T

r♦✉♥❞s ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✳ ❘❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ T − 2 ✐s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞

✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r 1 − δ✱ ✇❤❡r❡ 0 < δ < 1 ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡✿

δ = Pr (T > k|T = k) ✭❢♦r ❡❛❝❤ k > 2✮✳✶✵ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ δ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✶✳

❆t st❛❣❡ ✵ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ∈ {1, 2} ❝❤♦♦s❡s ❤✐s ❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡ s❡t L = {L1, L2.L3, ..., Lk, ...}✳
✶✶

❲❡ s❤❛❧❧ s❛② t❤❛t Lk ✐s ❧❛r❣❡r ✭r❡s♣✳✱ ✇❡❛❦❧② ❧❛r❣❡r✱ s♠❛❧❧❡r✮ t❤❛♥ Lk′ ✐❢ k > k′ ✭r❡s♣✳✱ k ≥ k′

k < k′✮✳ ▲❡t L≥k ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❡❛❦❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ Lk✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❛ ♣❧❛②❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡♥ ❤❡ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❛♥❞ ✐ts str❛t❡❣✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ♣❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② Lk ♣r✐✈❛t❡❧② ♦❜s❡r✈❡s ❛t r♦✉♥❞

♠❛① (T− k, 0) t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ T✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s

❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❧❡♥❣t❤✳

P❧❛②❡rs ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭❛̀ ❧❛ ❉❡❦❡❧ ❡t ❛❧✳ ✱ ✷✵✵✼✮✳

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ st❛❣❡ ✵✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ♣r✐✈❛t❡❧② ♦❜s❡r✈❡s ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p✱

❛♥❞ ❤❡ ♦❜t❛✐♥s ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❤✐s

♦♣♣♦♥❡♥t✳✮✶✷ ❲❡ s❤❛❧❧ s❛② t❤❛t ❛ ♣❧❛②❡r ✐s ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❤❡ ❤❛s ♥♦t ②❡t r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡

s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ ✐s ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r✇♦r❞s✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ str❛♥❣❡r

t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥t ✇❤♦s❡ ❢♦r❡s✐❣❤t ❛❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠

♦❜s❡r✈✐♥❣ ✭♥♦♥✲♦❜s❡r✈✐♥❣✮ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♣❧❛②❡r ✇❤♦ ❤❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✭♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞✮ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✬s

❛❜✐❧✐t②✳

▲❡t c : L → R
+ ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✇❡❛❦❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡

❝♦st ♦❢ ❡❛❝❤ ❢♦r❡s✐❣❤t ❛❜✐❧✐t②✳✶✸ ❚❤❛t ✐s✱ ❛ ♣❧❛②❡r ✇❤♦ ❝❤♦♦s❡s ❛❜✐❧✐t② Lk ♦❜t❛✐♥s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛②♦✛

♦❢ −c (Lk)✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡✿ c (L1) = 0✳ ❆t ❡❛❝❤ st❛❣❡ 1 ≤ t ≤ T t❤❡

♣❧❛②❡rs ♣❧❛② t❤❡ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ✇✐t❤ t✇♦ ♣✉r❡ ❛❝t✐♦♥s ✲{C,D}✳

✷✳✷ ❙tr❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ P❛②♦✛s

●✐✈❡♥ i ∈ {1, 2}✱ ❧❡t −i ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r✳ ❆♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n > 0 ♦❢

♣❧❛②❡r i ∈ {1, 2} ✐s ❛ t✉♣❧❡ I =
(

L, l, s, (ai, a−i)
n)

✇❤❡r❡✿ ✭✶✮ L ∈ L ✐s t❤❡ ♣❧❛②❡r✬s ❛❜✐❧✐t② ✭❛s

❝❤♦s❡♥ ❛t st❛❣❡ ✵✮❀ ✭✷✮ l ∈ {1, ..., L} ∪ ∞ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ✭❞✉❜❜❡❞✱ t❤❡

❤♦r✐③♦♥✮✱ ✇✐t❤ l = ∞ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛♥ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❣❡♥t❀ ✭✸✮ s ∈ {L ∪ φ} ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡

❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ♣❧❛② t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✳
✶✵ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t T−2 r❛t❤❡r t❤❛♥ T ❤❛s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤♦✉t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
✶✶ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ r♦❜✉st t♦ ❤❛✈✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❛❜✐❧✐t② ♦r ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❜✐❧✐t② ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ L1 ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✽✳✷✮✳
✶✷ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r♦❜✉st t♦ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❧❛②❡r ♠❛② ♦❜s❡r✈❡ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✬s

❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❧❧♦✇ p t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❜② t❤❡ ♣❧❛②❡rs✳
✶✸ ❲❡ r❡❧❛① t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦sts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳



✽ ✷ ▼♦❞❡❧

♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❛❜✐❧✐t②✱ ✇✐t❤ s = φ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ s✐❣♥❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ❢❛❝✐♥❣ ❛ str❛♥❣❡r✮❀ ❛♥❞

✭✹✮ (ai, a−i)
n
∈ ({C,D} × {C,D})n ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ♦❜s❡r✈❡❞ s♦ ❢❛r ✐♥

t❤❡ ❣❛♠❡✳ ▲❡t In ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n✱ ❛♥❞ ❧❡t I = ∪n≥1In ❜❡ t❤❡

s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ts✳

❆ ❜❡❤❛✈✐♦r str❛t❡❣② ✭❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞✱ str❛t❡❣②✮ ✐s ❛ ♣❛✐r σ = (µ, β)✱ ✇❤❡r❡ µ ∈ ∆(L) ✐s ❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ β : I → ∆({C,D}) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss✐❣♥s ❛ ♠✐①❡❞

❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t ✭❞✉❜❜❡❞✱ ♣❧❛②✐♥❣✲r✉❧❡✮✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ supp (µ) s❤❛❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞

t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✳ ▲❡t Σ ✭B✮ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ str❛t❡❣✐❡s ✭♣❧❛②✐♥❣✲r✉❧❡s✮✳ ❲✐t❤ s❧✐❣❤t ❛❜✉s❡

♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♣✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❜✐❧✐t② ✐♥ ✐ts s✉♣♣♦rt✳ ❆ ♣✉r❡

♣❧❛②✐♥❣✲r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣❧❛② ❛t ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ts✱ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ b : I → {C,D}✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ♣❛②♦✛ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s t❤❡ ✉♥❞✐s❝♦✉♥t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ st❛❣❡ ♣❛②♦✛s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡

❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦st ❛t st❛❣❡ ✵✮✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆ ❤✐st♦r② ♦❢ ♣❧❛② ✭❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞✱ ❤✐st♦r②✮

♦❢ ❧❡♥❣t❤ n ✐s ❛ t✉♣❧❡
(

(L1, L2) , (a1, a2)
n)

✇❤❡r❡ (L1, L2) ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s ❝❤♦s❡♥ ❛t st❛❣❡

✵✱ ❛♥❞ (a1, a2)
n
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ n ❛❝t✐♦♥s t❛❦❡♥ ❛t st❛❣❡s 1, ..., n✳ ▲❡t Hn ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤✐st♦r✐❡s

♦❢ ❧❡♥❣t❤ n✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❤✐st♦r② hn ∈ Hn✱ ❧❡t t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ ♣❧❛②❡r ✶ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

u (hn) = u
((

L1, L2
)

,
(

a1, a2
)n)

=
∑

k≤n

u
(

a1k, a
2
k

)

− c
(

L1
)

,

✇❤❡r❡ u (a1, a2) ✐s t❤❡ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ st❛❣❡ ♣❛②♦✛ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❚❛❜❧❡ ✶✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❣❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ T ✱ ❤✐st♦r② hT ∈ HT ✱ ❛♥❞ ♣❛✐r ♦❢ str❛t❡❣✐❡s σ, σ′✱ ❧❡t Prσ,σ′ (hT |T = T )

❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣ ❤✐st♦r② hT ✇❤❡♥ ♣❧❛②❡r ✶ ♣❧❛②s str❛t❡❣② σ✱ ♣❧❛②❡r ✷ ♣❧❛②s str❛t❡❣②

σ′✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ T ✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛

♣❧❛②❡r ✇❤♦ ♣❧❛②s str❛t❡❣② σ ❛♥❞ ❢❛❝❡s ❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥t ✇❤♦ ♣❧❛②s str❛t❡❣② σ′ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

u (σ, σ′) =
∑

T∈N

Pr (T = T ) ·
∑

hT∈HT

Pr
σ,σ′

(hT |T = T ) · u (hT ) .

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❙♦♠❡ r❡❛❞❡rs ♠❛② ✇♦♥❞❡r ✇❤② ✇❡ st✉❞② ❛ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❜✐❛s ✭❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r❡s✐❣❤t✮ ❜✉t

❛❧❧♦✇ ❛❣❡♥ts t♦ ✉s❡ ❝♦♠♣❧❡① str❛t❡❣✐❡s ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ♠❡♠♦r②✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ✇❡❛❦♥❡ss✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❛❣❡♥ts t♦ ✉s❡ ❝♦♠♣❧❡① str❛t❡❣✐❡s

✇✐t❤ ❧♦♥❣ ♠❡♠♦r✐❡s ❛♥❞ ❧♦♥❣ ❢♦r❡s✐❣❤t ❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ②❡t✱ ✐t ✐♠♣❧✐❡s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ st❛❜❧❡

♦✉t❝♦♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ❢♦r❡s✐❣❤t ❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t♦ ✉s❡ s✐♠♣❧❡ str❛t❡❣✐❡s

t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ♦✉r r❡s✉❧ts

r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐❢ ♦♥❡ ❛❞❞s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡✐t❤❡r t♦ ❤♦✇ ♠❛♥② r♦✉♥❞s ♦❢ ♣❧❛② t❤❡

❛❣❡♥ts ❝❛♥ r❡♠❡♠❜❡r❀ ♦r t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥ts ♠❛② ✉s❡✳



✾

✸ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥

st❛❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❛ ♣❛②♦✛✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ t②♣❡s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡

❢r❡q✉❡♥t✳ ❆ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ▲②❛♣✉♥♦✈ st❛❜❧❡ ✐❢ ♥♦ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ ✐t ❛✇❛②✳ ◆❛❝❤❜❛r ✭✶✾✾✵✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛♥② ▲②❛♣✉♥♦✈ st❛❜❧❡ st❛t❡ ✐s ❛ ◆❛s❤

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ✇❡❧❧✳ ▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝

◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ σ∗✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐s t❤❛t t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛❣❡♥ts

✇❤♦ ♣❛ss✐✈❡❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡✐r t②♣❡s✱ r❛t❤❡r t❤❡♥ ❛❝t✐✈❡❧② ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ♣❛②♦✛s✳✶✹

❆ str❛t❡❣② ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❜❡st✲r❡♣❧② t♦ ✐ts❡❧❢✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❙tr❛t❡❣② σ ∈ Σ ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢ u (σ, σ) ≥ u (σ′, σ) ∀σ′ ∈ Σ✳

❙tr❛t❡❣② σ∗ ❛ss✐❣♥s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ t✇♦ ❛❜✐❧✐t✐❡s✿ L1 ❛♥❞ L3✱ ❛♥❞ ✐t ✐♥❞✉❝❡s ❞❡✲

t❡r♠✐♥✐st✐❝ s✐♠♣❧❡ ♣❧❛②✐♥❣✲r✉❧❡✿ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✈❧♦✈ ✭❞❡❢❡❝t ✐✛ ♣❧❛②❡rs ♣❧❛②❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❛t t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s r♦✉♥❞✮ ❛t ❧♦♥❣ ❤♦r✐③♦♥s❀ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t ❛t s❤♦rt ❤♦r✐③♦♥s✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❡✲

❤❛✈✐♦r ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ♣❛✈❧♦✈ t♦ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✿ ✐t ❤❛♣♣❡♥s ❛t

❤♦r✐③♦♥ ✷ ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ L1 ♦♣♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ ❛t ❤♦r✐③♦♥ 3 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❋♦r ❡✈❡r② p > 0✱ A > 1 ❛♥❞ c (L3) < 1✱ ❧❡t σ∗ = (µ∗, b∗) ❜❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

µ∗ (L1) = 1−
1− c (L3)

p · (A− 1)
, µ∗ (L3) =

1− c (L3)

p · (A− 1)
, ∀k /∈ {1, 3} µ∗ (Lk) = 0;

b∗
(

L, l, s,
(

ai, a−i
)t
)

=







C (l ≥ 4 ♦r (l = 3 ❛♥❞ s ∈ {L1, φ})) ❛♥❞
(

t = 0 ♦r ait = a−i
t

)

D ♦t❤❡r✇✐s❡
.

■t ♠✐❣❤t ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t str❛t❡❣② σ∗ ❛s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

❛❣❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t✇♦ ❢r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ L1 ❛❣❡♥ts ♣❧❛② ♣❛✈❧♦✈ ✉♥t✐❧

t❤❡ ❧❛st r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❞❡❢❡❝t✮✳ ❚❤❡ L3 ❛❣❡♥ts ♣❧❛② ♣❛✈❧♦✈ ✉♥t✐❧ t❤❡②

❛r❡ ❜❡✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t t❤✐s st❛❣❡ ✭❤♦r✐③♦♥ ✸✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✿ t❤❡② ♣❧❛② ♣❛✈❧♦✈ ✐❢ t❤❡② ❢❛❝❡ ❛ str❛♥❣❡r ♦r L1✱ ❛♥❞ t❤❡② ❞❡❢❡❝t

✐❢ t❤❡② ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ st❛❣❡s t❤❡ L3 ❛❣❡♥ts ❞❡❢❡❝t✳

❖✉r ✜rst r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t (µ∗, b∗) ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢ p ✐s ♥♦t t♦♦ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ♦r ♦♥❡✱

t❤❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦st ♦❢ L3 ✐s ♥♦t t♦♦ ❤✐❣❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② δ ✐s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦

♦♥❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t✿ ✭✶✮ A·(1−c(L✸))

(A−1)2
< p < A−1

A
✱ ✭✷✮ c (L3) <

1
A
✱ ❛♥❞ ✭✸✮ δ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②

❝❧♦s❡ t♦ ✶✳ ❚❤❡♥ σ∗ ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

✶✹ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡s✉❧t ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ♣❛②♦✛s✳



✶✵ ✸ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✱ ❛s ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r

r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✮✳ ❚❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐♥

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❧❛② ❛ ❍❛✇❦✲❉♦✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣❛♠❡✿ ✇❤❡♥ t✇♦ L1s ✭✏❞♦✈❡s✑✮ ♠❡❡t✱ t❤❡② ♦❜t❛✐♥ ❛

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ♣❛②♦✛ ❞✉❡ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ❛❧❧ r♦✉♥❞s ❡①❝❡♣t t❤❡ ❧❛st ♦♥❡❀ ❛♥ L3 ❛❣❡♥t ❛❝❤✐❡✈❡s

♦♥❡ ♠♦r❡ ✉t✐❧✐t② ♣♦✐♥t ❛❣❛✐♥st L1 ❜② ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✷❀ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t✇♦ L3s ♠❡❡t✱ t❤❡② ♦❜t❛✐♥

❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ♣❛②♦✛ ✭✐❢ p ✐s ♥♦t t♦♦ ❧♦✇✮ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❤❡

❞❡❢❡❝ts ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✸✱ ❛♥❞ t❤✐s ❡❛r❧② ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ♦✉t❝♦♠❡✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ❢r❛❝t✐♦♥

❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❢r❛❝t✐♦♥✮ ✐❢ ✐ts ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r✱ ❛♥❞ ❛

✉♥✐q✉❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭µ∗✮ ❜❛❧❛♥❝❡s t❤❡✐r ♣❛②♦✛s✳

◆❡①t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t b∗ ✐s ❛ ❜❡st r❡♣❧② t♦ σ∗ ❢♦r ❛❧❧ ❛❜✐❧✐t✐❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ L≥4✮✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜❡✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❣❡♥ts ✭✇❤❡♥ δ ✐s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦

♦♥❡✮✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ✭♦♥❡ ♣♦✐♥t✮ ✐s ♦✉t✇❡✐❣❤❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦ss ♦❢ A − 1

♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ♥❡①t r♦✉♥❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ❞❡❢❡❝ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣✳ ■♥❢♦r♠❡❞ L1

❛❣❡♥ts ♣❧❛② ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t ❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧❛st r♦✉♥❞ ✭❞❡❢❡❝t✮✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡st r❡♣❧② ❛❣❛✐♥st

❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥t ✇❤♦ ♣❧❛②s ♣❛✈❧♦✈ ✉♥t✐❧ ❤♦r✐③♦♥ k ❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts ❛t s❤♦rt❡r ❤♦r✐③♦♥s ✐s t♦ ❞❡❢❡❝t ♦♥❡

r♦✉♥❞ ❡❛r❧✐❡r ❛t ❤♦r✐③♦♥ k + 1✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✐♥❢♦r♠❡❞ L3 ❛❣❡♥ts ❛❣❛✐♥st

L1 ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ L3 ❛❣❡♥ts ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ✭st❛rt ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✷✮ ✐s

♦♣t✐♠❛❧✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ L1 ❛❣❡♥ts ✭µ∗ (L1)✮ ✐s ♥♦t t♦♦ ❧♦✇✱ ❛♥❞ t❤✐s ❤♦❧❞s ✐❢ p ✐s

♥♦t t♦♦ s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ L3 ❛❣❡♥ts ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥ L3 ♦♣♣♦♥❡♥t ✭st❛rt ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❛t

❤♦r✐③♦♥ ✸✮ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✭❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❤❛❞ ❛ ❧❛r❣❡r ❢♦r❡s✐❣❤t ❛❜✐❧✐t②✮ ❛s ❧♦♥❣ ❛s p ✐s ♥♦t t♦♦ ❤✐❣❤ ❛♥❞

t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s ❧✐❦❡❧② ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ✉♥♦❜s❡r✈✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥② ❛❜✐❧✐t② ✐♥ L≥4

❝❛♥♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❛②♦✛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② L2 ②✐❡❧❞s ❛ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛ ❜❡❝❛✉s❡✿

✭✶✮ ❛❜✐❧✐t② L2 ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ s❛♠❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s L3❀ ✭✷✮ L2 ❛❣❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❞❡❢❡❝t ❛t

❤♦r✐③♦♥ ✸ ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥ L3 ♦♣♣♦♥❡♥t✱ ❛♥❞ t❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡♠ ♦♥❡ ❧❡ss ✉t✐❧✐t② ♣♦✐♥t✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❤♦❧❞s ❛❧s♦ ✐❢ ♣❛✈❧♦✈ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r

t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱ s✉❝❤ ❛s ✏t✐t✲❢♦r✲t❛t✑ ✭❞❡❢❡❝t ✐✛ t❤❡

♦♣♣♦♥❡♥t ❞❡❢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r♦✉♥❞✮✱ ♦r ✏♣❡r❢❡❝t✲❣r✐♠✲tr✐❣❣❡r✑ ✭❞❡❢❡❝t ✐✛ ❛♥② ♣❧❛②❡r ❞❡✲

❢❡❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡✮✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ♣❛✈❧♦✈ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤r❡❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✭✶✮ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥❀ ❝♦♥tr❛r②

t♦ t❤✐s✱ ✏t✐t✲❢♦r✲t❛t✑ ✐♠♣❧✐❡s ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ♣❧❛② ♦✛ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✿ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❞❡❢❡❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✱ ✐t ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❞❡❢❡❝t❀ ✭✷✮ ✐t ✐s ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡

str❛t❡❣② t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛st r♦✉♥❞❀ ❛♥❞ ✭✸✮ ✐t ✐♠♣❧✐❡s ❡✣❝✐❡♥❝② ✭♠✉✲

t✉❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✮ ❛❧s♦ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ s♠❛❧❧ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭s❡❡✱ ◆♦✇❛❦ ✫

❙✐❣♠✉♥❞✱ ✶✾✾✸✮✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤✐s✱ t❤❡ ✏♣❡r❢❡❝t✲❣r✐♠✲tr✐❣❣❡r✑ ✐♥❞✉❝❡s ✐♥❡✣❝✐❡♥t ♣❧❛② ✐♥ ✏♥♦✐s②✑

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳



✶✶

✹ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❙t❛❜✐❧✐t②

❆ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❛② ❜❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡✳ ▼❛②♥❛r❞✲❙♠✐t❤ ✫ Pr✐❝❡ ✭✶✾✼✸✮ r❡✜♥❡❞ ◆❛s❤

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t②✳ ❆ s②♠♠❡tr✐❝ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

σ ✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② ✭♥❡✉tr❛❧❧②✮ st❛❜❧❡ ✐❢ ✐t ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ str✐❝t❧② ✭✇❡❛❦❧②✮ ❜❡tt❡r ♣❛②♦✛ ❛❣❛✐♥st ❛♥②

♦t❤❡r ❜❡st✲r❡♣❧② str❛t❡❣② σ′✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ✭▼❛②♥❛r❞✲❙♠✐t❤ ✫ Pr✐❝❡ ✭✶✾✼✸✮✱ ❛s r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❜❡❤❛✈✐♦r str❛t❡❣✐❡s ✐♥

❙❡❧t❡♥ ✭✶✾✽✸✮✮ ❙tr❛t❡❣② σ ∈ Σ ✐s ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② ✭♥❡✉tr❛❧❧②✮ st❛❜❧❡ str❛t❡❣② ✭❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❊❙❙✱ ◆❙❙✮ ✐❢✿ ✭✶✮ ✐t ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ∀σ′ 6= σ✱ ✐❢ u (σ′, σ) =

u (σ, σ) t❤❡♥ u (σ, σ′) > u (σ′, σ′) ✭u (σ, σ′) ≥ u (σ′, σ′)✳

❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✐s t❤❛t ❛♥ ❊❙❙✱ ✐❢ ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛②❡rs

✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥✈❛❞❡❞ ❜② ❛♥② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣② t❤❛t ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② r❛r❡✳

❈r❡ss♠❛♥ ✭✶✾✾✼✮ ❛♥❞ ❙❛♥❞❤♦❧♠ ✭✷✵✶✵✮ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥ ❊❙❙ ✐s ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜❧❡ st❛t❡ ✉♥❞❡r

❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❛②♦✛✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s❀ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡

❊❙❙ ❢r♦♠ ❛♥② ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳✶✺

❘❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡s r❛r❡❧② ❛❞♠✐t ❛♥ ❊❙❙ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✏❡q✉✐✈❛❧❡♥t✑ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t

❞✐✛❡r ♦♥❧② ♦✛ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛❞♠✐ts ♥♦ ❊❙❙✳✶✻ ❙❡❧t❡♥ ✭✶✾✽✸✮

s❧✐❣❤t❧② ✇❡❛❦❡♥s t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡s ✭❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡✮✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ✭❙❡❧t❡♥ ✭✶✾✽✸✱ ✶✾✽✽✮✮ ❆ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✭✉❜✐q✉✐t♦✉s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✮ ζ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

t❤❛t ❛ss✐❣♥s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ ♥✉♠❜❡r ❢♦r✿

✶✳ ❡❛❝❤ ❛❜✐❧✐t② ❛t st❛❣❡ ✵ s✉❝❤ t❤❛t
∑

Lk∈L
ζ (Lk) < 1❀ ❛♥❞

✷✳ ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ ✭❈ ♦r ❉✮ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t I ∈ I✱ s✉❝❤ t❤❛t ζ (C) (I)+ζ (D) (I) < 1✳

▲❡t Γ (ζ) ❜❡ ❛ ✭s②♠♠❡tr✐❝✮ ♣❡rt✉r❜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✭♣❡rt✉r❜❡❞

❣❛♠❡✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ str❛t❡❣② σ = (µ, β) t❤❛t s❛t✐s✜❡s✿ ✭✶✮ µ (Lk) ≥

ζ (Lk) ❢♦r ❡❛❝❤ Lk ∈ L✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ζ (I) (C) ≤ β (I) (C) ≤ 1− ζ (I) (D) ❢♦r ❡❛❝❤ I ∈ I ✳ ▲❡t Σ (ζ)

✭r❡s♣✳✱ ∆ζ (L)✱ B (ζ)) t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ str❛t❡❣✐❡s ✭r❡s♣✳✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♣❧❛②✐♥❣✲r✉❧❡s✮ t❤❛t s❛t✐s❢②

t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭r❡s♣✳✱ t❤❡ ✜rst ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣❡rt②✮✳ ▲❡t M (ζ) ❞❡♥♦t❡ t❤❡

♠❛①✐♠❛❧ tr❡♠❜❧❡ ♦❢ ζ✿ M (ζ) = max
(

sup Lk∈Lζ (Lk) , sup I∈I,a∈{C,D}ζ (I) (a)
)

.

✶✺ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤✐s ❞②♥❛♠✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ s❧✐❣❤t❧② str♦♥❣❡r ♥♦t✐♦♥✱ r❡❣✉❧❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② st❛❜❧❡ str❛t❡❣②✱ ✇❤✐❝❤
❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s str✐❝t♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ str❛t❡❣✐❡s ♦✉ts✐❞❡ ✐ts s✉♣♣♦rt✳ ❙tr❛t❡❣② σ∗ ✭❉❡❢✳ ✷✮ s❛t✐s✜❡s r❡❣✉❧❛r✐t② ✐♥
❛♥② ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡ ✐❢ c (L3) < c (L4) ✭s❡❡ ❙❡❧t❡♥ ✭✶✾✽✽✮ ❢♦r ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤✐s
s❡t✉♣✳✮
✶✻ ❙❡❡ ▲♦r❜❡r❜❛✉♠ ✭✶✾✾✹✮ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞♦❡s ♥♦t

❛❞♠✐t ❛♥② ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② st❛❜❧❡ str❛t❡❣②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❞❛♣t t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❞♠✐t
❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② st❛❜❧❡ s❡t ✭❚❤♦♠❛s✱ ✶✾✽✺✮ ♦r ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② st❛❜❧❡ s❡t ✭❙✇✐♥❦❡❧s✱ ✶✾✾✷✮✳



✶✷ ✹ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❙t❛❜✐❧✐t②

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ✭❙❡❧t❡♥ ✭✶✾✽✸✮✮ ❙tr❛t❡❣② σ ∈ Σ ✐s ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s (ζn)n∈N s❛t✐s❢②✐♥❣ limn→∞ M (ζn) = 0✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ n ∈ N✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❊❙❙

σn ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡ Γ (ζn)✱ s✉❝❤ t❤❛t limn→∞ σn = σ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛♥② ❊❙❙ ✐s ❛ ❧✐♠✐t✲❊❙❙✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛♥② ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ✭❙❡❧t❡♥✱ ✶✾✼✺✮✳✶✼

■♥ ♦r❞❡r t♦ str❡♥❣t❤❡♥ ♦✉r st❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ str♦♥❣❡r ♥♦t✐♦♥ t❤❛♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺

❜② r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ str✐❝t ❧✐♠✐t ❊❙❙ t♦ ❜❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❊❙❙ ♦❢ ❡✈❡r② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ str✐❝t ♣❡rt✉r❜❡❞

❣❛♠❡s ✭r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡q✉❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✭s✐♠✐❧❛r t♦ ❖❦❛❞❛✱ ✶✾✽✶✬s ♥♦t✐♦♥ ♦❢

str✐❝t✲♣❡r❢❡❝t✐♦♥✮✱ ✐s t❤❛t ❛ str♦♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ r♦❜✉st t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡

♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ❙tr❛t❡❣② σ ∈ Σ ✐s ❛ str✐❝t ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✭str✐❝t ❧✐♠✐t ◆❙❙ ✮ ✐❢✱ ❢♦r ❡✈❡r② s❡q✉❡♥❝❡

♦❢ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s (ζn)n∈N s❛t✐s❢②✐♥❣ limn→∞ M (ζn) = 0✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ N✱ t❤❡r❡

❡①✐sts ❛♥ ❊❙❙ ✭◆❙❙✮ ♦❢ Γ (ζn)✱ s✉❝❤ t❤❛t limn→∞ σn = σ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳

❖✉r ✜rst ♠❛✐♥ r❡s✉❧t str❡♥❣t❤❡♥s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t σ∗ ✐s ❛ str✐❝t ❧✐♠✐t ❊❙❙✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t✿ ✭✶✮ A·(1−c(L✸))

(A−1)2
< p < A−1

A
✱ ✭✷✮ c (L3) <

1
A
✱✶✽ ❛♥❞ ✭✸✮ δ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②

❝❧♦s❡ t♦ ✶✳ ❚❤❡♥ σ∗ ✐s ❛ str✐❝t ❧✐♠✐t ◆❙❙✱ ❛♥❞ ✐❢ c (L4) > c (L3) t❤❡♥ σ∗ ✐s ❛ str✐❝t ❧✐♠✐t ❊❙❙✳

❚❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t ζ ❜❡ ❛♥② s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱

❛♥❞ ❧❡t σ∗
ζ =

(

µ∗
ζ , b

∗
ζ

)

❜❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st str❛t❡❣② t♦ σ∗ ✐♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡ G (ζ) t❤❛t s❛t✐s✜❡s

u
((

L1, b
∗
ζ

)

, σ∗
ζ

)

= u
((

L3, b
∗
ζ

)

, σ∗
ζ

)

✳ ▲♦r❜❡r❜❛✉♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞✲♣❛✈❧♦✈

✐s ❛ str✐❝t✲❜❡st r❡♣❧② t♦ ✐ts❡❧❢ ✇❤❡♥ ♣❧❛②✐♥❣ s❧✐❣❤t❧②✲♣❡rt✉r❜❡❞ st❛♥❞❛r❞ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s

❉✐❧❡♠♠❛ ✭✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs r❡♠❛✐♥ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❣❛♠❡✮✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❛r❣✉✲

♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✭✶✮ ♣❧❛②✐♥❣✲r✉❧❡ b∗ζ ✐s ❛ str✐❝t

❜❡st✲r❡♣❧② t♦ σ∗
ζ ✭❢♦r ❛❧❧ ❛❜✐❧✐t✐❡s✮✱ ✭✷✮ ❛❜✐❧✐t② L2 ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛ t❤❛♥ L3✱ ❛♥❞ ✭✸✮

❛♥② ❛❜✐❧✐t② L>3 ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡✱ ❛t ♠♦st✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛s ❛s L3✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❍❛✇❦✲❉♦✈❡

✏♠❡t❛✲❣❛♠❡✑ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜✐❧✐t✐❡s L1 ❛♥❞ L3 ✭❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✮ ✐♠♣❧② t❤❛t ❛♥② str❛t❡❣② ✇✐t❤

❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ L1✲s ❛♥❞ L3✲s ②✐❡❧❞s ❛ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t σ∗
ζ ✐s ❛♥

◆❙❙ ♦❢ Γ (ζ) ❛♥❞ ❛♥ ❊❙❙ ✐❢ c (L4) > c (L3)✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳ ▼✐♥♦r ❛❞❛♣t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♠♣❧② ❛ s❧✐❣❤t❧② str♦♥❣❡r r❡s✉❧t ✇❤❡♥ c (L4) = c (L3)✳

▲❡t L❛s❴✸ = {Lk|k ≥ 3, c (Lk) = c (L3)} ❜❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦sts ❛s L3✳ ❚❤❡♥✿

Σ∗ =
{

(µ, β∗) |µ (L1) = µ∗ (L1) ❛♥❞ ∀k /∈ L❛s❴✸ ∪ {L1} µ (Lk) = 0
}

✶✼ ❙❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✱ ✇❤✐❝❤ s❧✐❣❤t❧② str❡♥❣t❤❡♥s t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❡①t❡♥s✐✈❡✲❢♦r♠ ❣❛♠❡s ♦❢ ✈❛♥ ❉❛♠♠❡ ✭✶✾✽✼✱
❈♦r♦❧❧❛r② ✾✳✽✳✻✮ t❤❛t ❛♥② ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✐s ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❑r❡♣s ✫ ❲✐❧s♦♥ ✭✶✾✽✷✮✮
✶✽ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ❝❛♥ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ✇❡❛❦❡♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s c (L3) < min

(

1, 1

A
+
(

1− 1

A

)

· c (L2)
)

✳



✶✸

✐s ❛ ✏str✐❝t ❧✐♠✐t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② st❛❜❧❡ s❡t✑✿ ✐t ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② st❛❜❧❡ s❡ts ✭❚❤♦♠❛s✱

✶✾✽✺✮ ♦❢ ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡s✳

✺ ❆❧❧ ❆❜✐❧✐t✐❡s ❈❛♥ ❜❡ ❙t❛❜❧❡

❙tr❛t❡❣② σ∗ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ♣❧❛②❡rs ❛❧✇❛②s ❝♦♦♣❡r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱

❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❣❛♠❡ ❛❧s♦ ❛❞♠✐ts ❛♥

✐♥❡✣❝✐❡♥t st❛❜❧❡ str❛t❡❣② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❛❜✐❧✐t② L1 ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ❞❡❢❡❝t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ▲❡t σdef = (L1, bdef ) ✇✐t❤ bdef ≡ D ✭❛❧✇❛②s ❞❡❢❡❝t✮✳ ❚❤❡♥ σdef ✐s ❛ str✐❝t ❧✐♠✐t

◆❙❙✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ c (L2) > c (L1) t❤❡♥ σdef ✐s ❛ str✐❝t ❧✐♠✐t ❊❙❙✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❛❞❛♣ts ▲♦r❜❡r❜❛✉♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✬s r❡s✉❧t t❤❛t ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ str✐❝t ❜❡st r❡♣❧② t♦

✐ts❡❧❢ ✐♥ t❤❡ s❧✐❣❤t❧②✲♣❡rt✉r❜❡❞ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✇s ❛ ✏❢♦❧❦ t❤❡♦r❡♠✑ r❡s✉❧t✿ ❢♦r ❛♥② ❛❜✐❧✐t② Lk ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡

s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ str✐❝t ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❛❜✐❧✐t② Lk ❛♥❞ t❤❡②

❦❡❡♣ ♣❧❛②✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡② ❛r❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ▲❡t Lk ∈ L✱ M ∈ N✱ ❛♥❞ S ∈ ({C,D})M 6= (D, ..., D)✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t 0 < p✱

❛♥❞ t❤❛t δ = δ (p) ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ str✐❝t ❧✐♠✐t ❊❙❙ σ = (Lk, β) ✐♥ ✇❤✐❝❤

♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ♣❧❛②❡rs r❡♣❡❛t ♣❧❛②✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ S✳

❑✐♠ ✭✶✾✾✹✮ st✉❞✐❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✱ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ❛♥② ✜♥✐t❡

s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ str✐❝t ❧✐♠✐t ❊❙❙ ❢♦r δ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ❜②

✉s✐♥❣ ✏♣❡r❢❡❝t✲❣r✐♠✲tr✐❣❣❡r ♣✉♥✐s❤♠❡♥ts✑ ♦✛✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✳ ❖✉r ♣r♦♦❢ ❡①t❡♥❞s ❑✐♠✬s r❡s✉❧t

t♦ t❤❡ s❡t✉♣ ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t✐❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❖♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱ ♣❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② Lk r❡♣❡❛t

♣❧❛②✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ S ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡② ❛r❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡② ❞❡❢❡❝t ❛t t❤❡ ❧❛st

k st❛❣❡s✳ ■❢ ❛♥ Lk ♣❧❛②❡r ♦❜s❡r✈❡s ❛♥ Lk′ 6= Lk ♦♣♣♦♥❡♥t✱ ❤❡ ♣❧❛②s ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝

s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥✲♣r♦✜❧❡s W ′✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ Lk ✭Lk′✮ ♣❧❛②❡r ❛ ❤✐❣❤❡r ✭❧♦✇❡r✮ ♣❛②♦✛ r❡❧❛t✐✈❡

t♦ s❡q✉❡♥❝❡ S✳ ■❢ ❛♥② ♣❧❛②❡r ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤✐s ♣❛tt❡r♥✱ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ❛❧✇❛②s ❞❡❢❡❝t✳

✻ ❊❛r❧②✲◆✐❝❡♥❡ss ❛♥❞ ❯♥✐q✉❡♥❡ss

❆ str❛t❡❣② ✐s ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ✐❢ ♣❧❛②❡rs ✇❤♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐ts ♣❧❛②✐♥❣✲r✉❧❡ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇❤❡♥✿ ✭✶✮ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥

✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ♥♦ ♦♥❡ ❤❛s ❡✈❡r ❞❡❢❡❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❙tr❛t❡❣② σ = (µ, β) ∈ Σ ✐s ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts Mσ ∈ N s✉❝❤ t❤❛t

β
(

L, l, s, (ai, a−i)
n)

(C) = 1 ✐❢✿ ✭✶✮ l > Mσ✱ ❛♥❞ ✭✷✮ (ai, a−i)
n
= (C,C)n ✭❞✉❜❜❡❞✱ ❝♦♦♣❡r❛✲

t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t✮✳



✶✹ ✻ ❊❛r❧②✲◆✐❝❡♥❡ss ❛♥❞ ❯♥✐q✉❡♥❡ss

❊❛r❧②✲♥✐❝❡♥❡ss ✐♠♣❧✐❡s ❡✣❝✐❡♥t ♣❧❛② ✭♠✉t✉❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✮ ❛t ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡str✐❝t t❤❡

s❡t ♦❢ st❛❜❧❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s✿ ❛♥② ❛❜✐❧✐t② Lk ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ✐♥ ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s

❡❛r❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t ♣❧❛② ♦♥❧② ❛❣❛✐♥st ♥♦♥✲✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❊❛r❧②✲♥✐❝❡♥❡ss ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡s ❡✣❝✐❡♥t

♣❧❛② ✐♥ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ✭♦r ❜♦t❤✮ ❤❛s ✏tr❡♠❜❧❡❞✑ ❛♥❞ ❝❤♦s❡♥ ❛♥ ❛❜✐❧✐t② ♦✉ts✐❞❡

t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ µ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡❛r❧②✲♥✐❝❡♥❡ss ❞♦❡s ♥♦t r❡str✐❝t t❤❡ ♣❧❛② ♦❢ ❛ ✏♠✉t❛♥t✑ ♣❧❛②❡r ✇❤♦

❢♦❧❧♦✇s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛②✐♥❣✲r✉❧❡✳

❚✇♦ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡② ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡

♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣❧❛②❀ t❤❡② ❝❛♥ ♦♥❧② ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ♦✛✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✳ ❙tr❛t❡❣✐❡s σ, σ′ ∈ Σ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ T ❛♥❞ ❢♦r

❡❛❝❤ ❤✐st♦r② hT ∈ HT ✿ Prσ,σ (hT |T = T ) = Prσ′,σ′ (hT |T = T )✳

❖✉r s❡❝♦♥❞ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t ❛♥② ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ σ∗ ✭❛ss✉♠✐♥❣

a > 3)✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ❧✐♠✐t ❊❙❙ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ p t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡✐t❤❡r ③❡r♦ ♦r

♦♥❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t δ ✐s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✶✱ A > 3✱ ∀k ∈ N c (Lk+1) − c (Lk) < 1✱

c (L4) <
1
A
✱ ❛♥❞ 0 ≤ p < 1✳ ■❢ str❛t❡❣② σ = (µ, β) ✐s ❛ ❛♥ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ❧✐♠✐t ❊❙❙✱ t❤❡♥ σ ≈ σ∗✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ p < A·(1−c(L✸))

(A−1)2
♦r A−1

A
< p t❤❡♥ ♥♦ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ❧✐♠✐t ❊❙❙ ❡①✐sts✳

❚❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t Lk ❜❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t② ✐♥ supp (µ)✱

❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ❛t ❤♦r✐③♦♥s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ Mσ✳

❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② c (Lk+1)− c (Lk) < 1 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t µ (Lk) < 1 ✭♦t❤❡r✇✐s❡ Lk+1 ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❝♦✉❧❞

♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✮✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱ ❡✈❡r②♦♥❡ ❞❡❢❡❝ts ❛t t❤❡

❧❛st k r♦✉♥❞s ✭❜❡❝❛✉s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ k✱ t❤✐s ❡✈❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣❧❛②❡rs✮✱ ❛♥❞✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛❧❧ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts L≥k+1 ❞❡❢❡❝t ❛t ❤♦r✐③♦♥ k + 1✳ ◆❡①t✱ ✇❡

♥♦t❡ t❤❛t ❡❛r❧②✲❡✣❝✐❡♥❝② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐❢ ❛♥② ♣❧❛②❡r ❞❡❢❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱ t❤❡♥ ❜♦t❤

♣❧❛②❡rs ❞❡❢❡❝t ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❛❣❡s ✭❛s ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥

✐s ❛t ♠♦st Mσ✮✳

❲❡ ✜♥✐s❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❜② ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤r❡❡ s❡♣❛r❛t❡ ❝❛s❡s✿

✶✳ p < A−1
A

❛♥❞ ❛❧❧ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❝♦♦♣❡r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛ str❛♥❣❡r ❛t

❛ ❤♦r✐③♦♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k + 1✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t p < A−1
A

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❧❧ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts

❝♦♦♣❡r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k + 2 ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡

♦♣♣♦♥❡♥t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✉♥♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥❞ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✉♥t✐❧ ❤♦r✐③♦♥ k + 1✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t σ ♠✉st ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ s❤✐❢t❡❞ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ σ∗✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❜✐❧✐t✐❡s Lk ❛♥❞ Lk+2 ❝♦✲

❡①✐st ❛♥❞ p ❝❛♥♥♦t ❜❡ t♦♦ ❧♦✇✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ Lk ≥ L2✱ t❤❡♥ ♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡♥❡ss

✐♠♣❧② t❤❛t ♠✉t❛♥ts ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② L1 ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ Lk ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

r♦✉♥❞s ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳



✶✺

✷✳ p < A−1
A

❛♥❞ s♦♠❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❞❡❢❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛ str❛♥❣❡r ✇✐t❤

❛ ❤♦r✐③♦♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k + 1✳ ❋✐rst✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts L≥k+2 ♠✉st ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ❛t ❤♦r✐③♦♥ k + 2 ✭♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ str❛t❡❣② ✐s ♥♦t st❛❜❧❡ t♦ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

t❤❛t s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ❛t ❤♦r✐③♦♥ k + 2✮✳ ◆❡①t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t

✐❢ A > 3 t❤❡♥ ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t µ (Lk+1) > 0 ✭♦t❤❡r✇✐s❡ σ ✐s ♥♦t st❛❜❧❡ t♦ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

t❤❛t s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s µ (Lk)✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❛②♦✛s ♦❢ Lk ❛♥❞ Lk+1✿ ❛❜✐❧✐t②

Lk+1 ②✐❡❧❞s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♣♦✐♥t ❛❣❛✐♥st {Lk, Lk+1} ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜①❡❞ ❧♦ss

❛❣❛✐♥st ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❜✐❧✐t✐❡s Lk ❛♥❞ Lk+1 ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ ✐✛

µ (L≥k+2) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡✱ ❜✉t t❤❡♥ str❛t❡❣② σ ✐s ♥♦t st❛❜❧❡ t♦ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛❜✐❧✐t✐❡s {Lk, Lk+1} ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ µ (L≥k+2) ✜①❡❞✳

✸✳ p > A−1
A

✳ ▲❡t k > Mσ✱ ❛♥❞ ❧❡t m ❜❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❤♦r✐③♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t②

Lk✱ ✇❤♦ ♦❜s❡r✈❡s ❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❜✐❧✐t②✱ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

◆❡✉tr❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ✭♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡

str❛t❡❣② ✐s ♥♦t st❛❜❧❡ t♦ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❛t s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♣❧❛②❡rs t❤❛t

❞❡❢❡❝t ❛t ❤♦r✐③♦♥ m)✳ ❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② p > A−1
A

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❛t m = k ✭♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✇♦✉❧❞

❜❡ str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t♦ ❞❡❢❡❝t ❛t ❤♦r✐③♦♥ m+ 1✮✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡♥❡ss✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ r❡♠❛r❦s ♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✿

✶✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ✏♣❛✈❧♦✈✑ ✇✐t❤ ✏♣❡r❢❡❝t✲❣r✐♠✲tr✐❣❣❡r✑ ✭❞❡❢❡❝t ✐✛ ❛♥② ♣❧❛②❡r ❞❡❢❡❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡✮ ❛t

❧♦♥❣ ❤♦r✐③♦♥s ②✐❡❧❞s ❛ str✐❝t ❧✐♠✐t ❊❙❙ t❤❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ σ∗ ✭❜✉t ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ❛s t❤❡②

❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ♦✛✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡❤❛✈✐♦r✳✮

✷✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❞❛♣t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡♥❡ss ✐♥ ❡✐t❤❡r ❋✉♥❞❡♥✲

❜❡r❣ ✫ ▼❛s❦✐♥ ✭✶✾✾✵✮✱ ❇✐♥♠♦r❡ ✫ ❙❛♠✉❡❧s♦♥ ✭✶✾✾✷✮ ♦r ❑r❡♣s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✷✮✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡

t❤❡♠ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡♥❡ss ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss r❡s✉❧t ✭r❛t❤❡r t❤❛♥

❛s ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ♥♦t t♦ ❞♦ t❤✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t❤❛t

✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❧❡ss tr❛❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❧❡ss tr❛♥s♣❛r❡♥t✳

✸✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② p < 1✳ ■❢ p = 1✱ t❤❡♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ♠❛② ❛❞♠✐t ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✇✐t❤

❧❛r❣❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ✐ts s✉♣♣♦rt✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ k ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ c (Lk)✱ ♦♥❡ ❝❛♥

s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙ ❡①✐sts✱ ✐t ♠✉st ❛ss✐❣♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❛❜✐❧✐t✐❡s L≥k ✭s❡❡

❛ r❡❧❛t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ▼♦❤❧✐♥✱ ✷✵✶✷✮✳

✹✳ ■❢ ♦♥❡ ♦♠✐ts t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ c (L4) <
1
A
✱ t❤❡♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss r❡s✉❧t st✐❧❧ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❤♦❧❞s✱

❡①❝❡♣t t❤❛t ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ σ∗
2 ✲ ❛ s❤✐❢t❡❞ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ σ∗ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s

❛❜✐❧✐t✐❡s L2 ❛♥❞ L4 ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✮✳



✶✻ ✼ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ✇✐t❤ ❲❡❛❦❡r ❙♦❧✉t✐♦♥ ❈♦♥❝❡♣ts

✺✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∀k ∈ N c (Lk+1) − c (Lk) < 1 ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ t❤❡♥ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ p

t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✏s✐♥❣❧❡✲❛❜✐❧✐t②✑ ❧✐♠✐t ❊❙❙✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐❢ c (Lk+1) − c (Lk) > 1 ❛♥❞

p < 1
(A−1)·(k−2)

✱ t❤❡♥ ❛ str❛t❡❣② t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧② ❛❜✐❧✐t② Lk ✐s ❛❧s♦ ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙✳

✼ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ✇✐t❤ ❲❡❛❦❡r ❙♦❧✉t✐♦♥ ❈♦♥❝❡♣ts

❚❤❡♦r❡♠ ✷ s❤♦✇s t❤❛t σ∗ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ❧✐♠✐t ❊❙❙✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st✉❞②

✇❤✐❝❤ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❤♦❧❞ ❢♦r ✇❡❛❦❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts✳

❆ str❛t❡❣② ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ◆❙❙ ✭s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ ✐❢ ✐t ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ◆❙❙ ✭s②♠✲

♠❡tr✐❝ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✮ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✳ σ ∈ Σ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ◆❙❙ ✭s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡

♦❢ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s (ζn)n∈N s❛t✐s❢②✐♥❣ limn→∞ M (ζn) = 0✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ n ∈ N✱ t❤❡r❡

❡①✐sts ❛♥ ◆❙❙ ✭s②♠♠❡tr✐❝ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ σn ♦❢ Γ (ζn)✱ s✉❝❤ t❤❛t limn→∞ σn = σ✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✿ ✭✶✮ ❛♥② ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ◆❙❙ ✭❜② ▲❡♠♠❛ ✶✮❀ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛♥② ♣❡r❢❡❝t ◆❙❙

✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❙tr❛t❡❣② σ∗
k ✐s

❛ k✲s❤✐❢t❡❞ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ σ∗✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❜✐❧✐t② Lk r❡♣❧❛❝❡s L1 ❛♥❞ ❛❜✐❧✐t② Lk+2 r❡♣❧❛❝❡s L2✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❋♦r ❡❛❝❤ k✱ ❧❡t str❛t❡❣② σ∗
k =

(

µ∗
k, b

∗
k

)

❜❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

µ∗
k (Lk) = 1−

1− (c (Lk+2)− c (Lk))

p · (A− 1)
, µ∗ (Lk+2) = 1− µ∗

k (Lk) , ∀k /∈ {k, k + 2} µ∗ (Lk) = 0.

b∗k

(

L, l.s,
(

ai, a−i
)t
)

=



















C [l ≥ k + 3 ♦r (l = k + 2 ❛♥❞ s ∈ {Lk, φ})]

❛♥❞
(

t = 0 ♦r ait = a−i
t

)

D ♦t❤❡r✇✐s❡

.

❚❤❡ s❡t Σ∗
k ⊆ Σ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❞✐✛❡r ❢r♦♠ σ∗

k ♦♥❧② ❜② ✏r❡❞✐str✐❜✉t✐♥❣✑

❢r❡q✉❡♥❝② µ∗
k (Lk+2) ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r ❛❜✐❧✐t✐❡s Lk t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦st ❛♥❞ ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ ❛s

Lk+2 ✭❣✐✈❡♥ ♣❧❛②✐♥❣ r✉❧❡ b∗✮✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ k✱ ❧❡t

Σ∗
k =

{

(µ, b∗) ⑤µ (Lk) = µ∗
k (Lk) , ∀k 6= k µ (Lk) > 0 ♦♥❧② ✐❢ (Lk ≥ Lk+2 ❛♥❞ c (Lk) = c (Lk+2))

}

.

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t s❤♦✇s ✇❤✐❝❤ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❛❦❡r

s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts✳ P❛rt ✭✶✮ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✐♥ ❛♥② s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧



✶✼

✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t② ✐s L1 ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛❜✐❧✐t② ✐s ❡✐t❤❡r L3 ♦r L4✳
✶✾ P❛rt ✭✷✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛♥②

❡❛r❧②✲❡✣❝✐❡♥t ◆❙❙ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ k✲s❤✐❢t❡❞ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ σ∗✳✷✵ P❛rt ✭✸✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss

r❡s✉❧t ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❤♦❧❞s ❢♦r ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ♣❡r❢❡❝t ◆❙❙✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t δ ✐s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✶✱ ∀k ∈ N c (Lk+1)− c (Lk) < 1✱ A > 3✱ ❛♥❞

c (L4) <
1
A
✳

✶✳ ❆ss✉♠❡ 1
(A−1)2

< p✳ ■❢ σ = (µ, β) ✐s ❛ ❛♥ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡♥

0 < µ (L1) < 1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ A+1
(A−1)·(A−2)

< p < A−1
A

❛♥❞ c (L5) > c (L4) t❤❡♥ µ (L≥5) = 0✳

✷✳ ❆ss✉♠❡ p 6= 0.5 ❛♥❞ p < A−1
A

✳ ■❢ σ ✐s ❛ ❛♥ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ◆❙❙✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛

str❛t❡❣② ✐♥ ∪kΣ
∗
k✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ p < A·(1−c(L✸))

(A−1)2
✱ t❤❡♥ ♥♦ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ◆❙❙ ❡①✐st✳

✸✳ ❆ss✉♠❡ p /∈
{

1
2
, 1
}

✳ ■❢ σ ✐s ❛♥ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ♣❡r❢❡❝t ◆❙❙✱ t❤❡♥ σ ≈ σ′ ❢♦r s♦♠❡ σ′ ∈ Σ∗
1✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ p < A·(1−c(L✸))

(A−1)2
♦r A−1

A
< p✱ t❤❡♥ ♥♦ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ♣❡r❢❡❝t ◆❙❙ ❡①✐st✳

✽ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✽✳✶ ▲✐♠✐t❡❞ ❢♦r❡s✐❣❤t ❛♥❞ ❯♥❝❡rt❛✐♥ ▲❡♥❣t❤

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤r❡❡ r❡❧❛t❡❞ q✉❡st✐♦♥s✿ ✭✶✮ ❲❤② ❞♦ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s

❤❛✈✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❧❡♥❣t❤❄ ✭✷✮ ❈♦✉❧❞ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❧❡♥❣t❤❄

❛♥❞ ✭✸✮ ❲❤② ❞♦ ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t ❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r❡s✐❣❤t❄

❆s ❛r❣✉❡❞ ❜② ❖s❜♦r♥❡ ✫ ❘✉❜✐♥st❡✐♥ ✭✶✾✾✹✱ ❝❤❛♣t❡r ✽✳✷✮✿

✏❆ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❛tt❡♠♣t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ r❡❛❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♣❧❛②❡rs ♣❡r❝❡✐✈❡✳

✳✳✳ ■♥ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡❧② ✜♥✐t❡✱ ❛ ❦❡② ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r

✇❡ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♦r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❧❛st ♣❡r✐♦❞

❡♥t❡rs ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥t♦ t❤❡ ♣❧❛②❡rs✬ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳✑

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ✏❤②❜r✐❞✑ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ✐♥✜♥✐t❡ ❛♥❞

✉♥❝❡rt❛✐♥✱ ✉♥t✐❧ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡♥❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❡r✐♦❞ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ❢♦r❡s✐❣❤t ❛❜✐❧✐t②✳

◆❡①t ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ❤❛s ❛ ✜①❡❞ ❧❡♥❣t❤✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛

r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❧❡♥❣t❤ L✳ ❆❣❡♥ts ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r❡s✐❣❤t ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣

♠✉st ❜❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ✏❝♦✉♥t✑ ❤♦✇ ♠❛♥② r♦✉♥❞s r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜②

✶✾ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦❡r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❑r❡♣s ✫ ❲✐❧s♦♥ ✭✶✾✽✷✮✮ ❛♥❞ t♦ ❛
✏✵✲♣❡r❢❡❝t✑ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♠✉st ❛ss✐❣♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦♥❧② ❛t st❛❣❡ ✵✳
✷✵ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s st❛t❡❞ ❢♦r p /∈ 0.5 ❛♥❞ p < A−1

A
✳ ❙❡❡ P❛rt ✭✸✲❢✮ ❛♥❞ ❢♦♦t♥♦t❡ ✷✺ ❢♦r ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣② t❤❛t

♠❛② ❜❡ ❛♥ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ♣❡r❢❡❝t ◆❙❙ ✇❤❡♥ p = 0.5✳ ❲❤❡♥ p > A−1

A
✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t✿ ✭✶✮ ❢♦r ❡❛❝❤ M ✱ ✐❢ c (LM ) ✐s

s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ t❤❡♥ ❛♥② ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ◆❙❙ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❜✐❧✐t② LM ✐♥ ✐ts s✉♣♣♦rt✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ✐❢ M0 ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡
❛♥❞ c (LM0

) ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ t❤❡♥ ♥♦ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ◆❙❙ ❡①✐sts✳



✶✽ ✽ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

r❡str✐❝t✐♥❣ ❛❣❡♥ts t♦ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❧❛st m r♦✉♥❞s✱

♦r t♦ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛✉t♦♠♦t❛ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s✳ ❲✐t❤

s✉❝❤ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❞❛♣t ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✭❚❤❡♦r❡♠s ✶✲✷✮ t♦ t❤✐s s❡t✉♣✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r❡s✐❣❤t ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤

❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✏♠②♦♣✐❝✑ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❡✳❣✳✱ ❏❡❤✐❡❧✱ ✷✵✵✶✮✳ ■♥

♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② Lk ♣❡r❝❡✐✈❡s r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛s ✐♥✜♥✐t❡ ✭✐❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥

✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k✮✳ ❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ❛❣❡♥t ♣❡r❝❡✐✈❡s ❧♦♥❣ r❡♣❡❛t❡❞

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛s ❤❛✈✐♥❣✱ ❛t ♠♦st✱ k r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♥♦t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡

❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣ ✷✲♣❧❛②❡r ③❡r♦✲s✉♠ ❣❛♠❡ s✉❝❤ ❛s ❈❤❡ss✳ ■♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ ❛❣❡♥ts

✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r❡s✐❣❤t ✭s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠s✮ ❜❛s❡ t❤❡✐r ♣❧❛② ♦♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠✐♥✐♠❛①

❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❧♦♦❦s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ❛❤❡❛❞ ❛♥❞ ✉s❡s ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

t♦ ❛ss✐❣♥ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ st❛t❡s ❛t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✳

❲❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❝❤❡ss✲❧✐❦❡ ❣❛♠❡s t♦ ♥♦♥✲③❡r♦✲s✉♠ r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡s✱ t❤❡ ❦❡② q✉❡st✐♦♥ ✐s

❤♦✇ Lk ❛❣❡♥ts ❡✈❛❧✉❛t❡ st❛t❡s t❤❛t ♦❝❝✉r k st❡♣s ❛❤❡❛❞✳ ❚❤❡ ✏♠②♦♣✐❝✑ ♥♦t✐♦♥ ❛ss✐❣♥s ❛ ❝♦♥st❛♥t

✈❛❧✉❡ t♦ ❛❧❧ ♥♦♥✲✜♥❛❧ st❛t❡s✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤✐s✱ ♦✉r ♥♦t✐♦♥ ❜❛s❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲✜♥❛❧ st❛t❡s

♦♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ♣❧❛② ❛♥❞ ✐ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣❧❛② ♦❢ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❝♦♥s✐❞❡r

❛♥ L1 ❛❣❡♥t ✇❤♦ ♣❧❛②s ❛❣❛✐♥st ❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥t ✇❤♦ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ✏♣❡r❢❡❝t✲❣r✐♠✲tr✐❣❣❡r✑✳ ❚❤❡ ✏♠②♦♣✐❝✑

♥♦t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ L1 ❛❣❡♥t ❛❧✇❛②s ❞❡❢❡❝ts✳ ❖✉r ♥♦t✐♦♥

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛st st❛❣❡✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋♦♦t♥♦t❡ ✽✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ❣❛♠❡s s✉❣❣❡sts t❤❛t s✉❜❥❡❝t ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ ❛

✇❛② ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r❡s✐❣❤t✳

✽✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❱❛r✐❛♥ts

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳

■♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t✇♦ ❝♦♠♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✏✐♥❞✐r❡❝t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②

❧✐t❡r❛t✉r❡✑ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❉❡❦❡❧ ❡t ❛❧✳ ✱ ✷✵✵✼✮✿ ✭✶✮ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❛

✜①❡❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②❀ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❛♥♥♦t s❡♥❞ ❛ ❢❛❧s❡ s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t ❤✐s ❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡s❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛② s❡❡♠ t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡✳ ❈♦♠♣❧❡t❡❧② r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡♠✱ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r t♦

❝❤♦♦s❡ ❛t st❛❣❡ ✵ ❜♦t❤ ❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ tr✉❡ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛ ✏❢❛❦❡✑ ❛❜✐❧✐t② t❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡

♦♣♣♦♥❡♥t ✭❛ ✏❝❤❡❛♣✲t❛❧❦✑ ♠♦❞❡❧✮✱ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❛♥② ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿ ❡✈❡r②♦♥❡

❞❡❢❡❝ts ❛t ❛❧❧ st❛❣❡s✳✷✶ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶ ✇❡ s❦❡t❝❤ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐❛❧❧②

✷✶ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛ss✉♠❡ t❤❛t c (Lk) ≡ 0 ✭t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ s✉✣✲
❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦sts✮✳ ❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t ♣❧❛②❡rs ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✳ ▲❡t m ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❤♦r✐③♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s ❛ str✐❝t❧②✲❜❡tt❡r r❡♣❧②✿ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ tr✉❡ ❛❜✐❧✐t②✱ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❢❛❦❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts✱ ♣❧❛②✐♥❣ ❧✐❦❡ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❛t ❤♦r✐③♦♥s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ m✱ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❧❛st m st❛❣❡s✳



✽✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❱❛r✐❛♥ts ✶✾

r❡❧❛①❡s t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❝❤♦♦s❡s ❛t st❛❣❡ ✵ ❛ tr✉❡ ❛❜✐❧✐t②✱ ❛ ❢❛❦❡ ❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ❛♥

❡✛♦rt ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❧❛②❡r ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ tr✉❡ ❛❜✐❧✐t② ✭r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢❛❦❡

❛❜✐❧✐t②✮ ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛②❡r✬s ❡✛♦rt ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s

❡✛♦rt✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛ σ∗✲❧✐❦❡ str❛t❡❣② r❡♠❛✐♥s st❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣✳

❖✉r ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞❡❛❧s ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡

❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✱ ✇❡ s❦❡t❝❤ ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts

t♦ ♦t❤❡r ❣❛♠❡s ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ✐s ♣❧❛②❡❞ ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t❧②

❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮✱ ❛♥❞ t♦ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s

♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ♦t❤❡r ❣❛♠❡s✮✳

◆❡①t ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ r♦❜✉st t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❋✐rst✱ ✇❡

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❜✐❧✐t② ✐♥ L ✐s ♥♦t L1✱ ❜✉t ❛♥② ♦t❤❡r ❛r❜✐tr❛r② ❛❜✐❧✐t② Lk̃

✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ✏L0✑✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡✈❡r ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✳

■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣ ❡①❝❡♣t t❤❛t σ∗ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞

✇✐t❤ ✐ts s❤✐❢t❡❞ ✈❛r✐❛♥t σ∗
k̃
✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ ❛❜✐❧✐t② Lk̃ ✭Lk̃+2✮ r❡♣❧❛❝❡s ❛❜✐❧✐t② L1 ✭L3✮ ✳

◆❡①t✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ❛❧s♦ ✐❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❜✐❧✐t✐❡s L ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❜✐❧✐t②

L∞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❡r✐♦❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ r♦✉♥❞ ✵✳

❚❤❡ ♥❡①t ✈❛r✐❛♥t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❛❜✐❧✐t② ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❜❡

{L1, ..., LM}✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t M ≥ 3✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❤♦❧❞s ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❤♦❧❞s ❢♦r

ps ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t t♦♦ ❝❧♦s❡ t♦ ❡✐t❤❡r ③❡r♦ ♦r ♦♥❡ ✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t c (LM) ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✱ ♦♥❡

❝❛♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ p✿ ✭✶✮ ❢♦r ❧♦✇ ps✿ ✐❢ ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙ ❡①✐sts✱ t❤❡♥

t❤❡ ♦♥❧② ❛❜✐❧✐t② ✐♥ ✐ts s✉♣♣♦rt ✐s LM ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✏❝♦♠♠✐t♠❡♥t✑ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❧♦✇❡r

❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✮❀ ❛♥❞ ✭✷✮ ❢♦r ❤✐❣❤ ps ✭p > A−1
A

✮✿ ✐❢ ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙ ❡①✐sts✱ t❤❡♥ ✐ts s✉♣♣♦rt

✐♥❝❧✉❞❡s ❛❜✐❧✐t② LM ✭❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✏❛r♠ r❛❝❡✑ ❢♦r ❡❛r❧✐❡r ❞❡❢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t✐❡s✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶✲✷✮ ❤♦❧❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s

t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❛❜✐❧✐t②✿

✶✳ ✏▲❛t❡ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t②✑✿ P❧❛②❡rs ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❛❜✐❧✐t② ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ✭❛♥❞ ♥♦t ❛t

t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ st❛❣❡ ③❡r♦✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ✐❢ ❛ ♣❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② Lk ♦❜t❛✐♥s t❤❡

s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❛❜✐❧✐t② ❛t ❤♦r✐③♦♥ k ✭✇❤❡♥ ❤❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛✇❛r❡ t♦ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✮✱ ♦r ❛t ❤♦r✐③♦♥ min (k, k′ + 1) ✭✐✳❡✳✱ ❛ ♣❧❛②❡r ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡s ✐❢ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t

✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❡r✐♦❞ ❛t t❤❡ ♥❡①t r♦✉♥❞✮✳

✷✳ ❆s②♠♠❡tr✐❝ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ✭❛̀ ❧❛ ▼♦❤❧✐♥✱ ✷✵✶✷✮✿ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ s✐❣♥❛❧ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p✮ ✐s t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❡①❛❝t ❛❜✐❧✐t②✱ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s str✐❝t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s

❛❜✐❧✐t②❀ ✐❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❛❜✐❧✐t② ✐s ✇❡❛❦❧② ❤✐❣❤❡r✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡s t❤✐s ❢❛❝t✳

✸✳ P❡rt✉r❜❡❞ s✐❣♥❛❧s✿ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✇❡❛❦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❧❛②❡rs✳



✷✵ ❆ ❱❛r✐❛♥ts ❛♥❞ ❊①t❡♥s✐♦♥s ✲ ❋♦r♠❛❧ ❉❡t❛✐❧s

❆ ❱❛r✐❛♥ts ❛♥❞ ❊①t❡♥s✐♦♥s ✲ ❋♦r♠❛❧ ❉❡t❛✐❧s

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✇❡ ❢♦r♠❛❧❧② st❛t❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t✇♦ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡

❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r ❜r❡✈✐t②✳

❆✳✶ ❋❛❧s❡ ❙✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐t②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❦❡t❝❤ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❛❜✐❧✐t②✳ ❆ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❛♥t ✭✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣❛♠❡✮ ✐s ❧❡❢t ❢♦r ❛ s❡♣❛r❛t❡ ♣❛♣❡r ✭❍❡❧❧❡r ✫ ▼♦❤❧✐♥✱ ✷✵✶✸✮✳

❆t st❛❣❡ ✵✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ♠❛❦❡s ✸ ❝❤♦✐❝❡s✿ ✭✶✮ tr✉❡ ❛❜✐❧✐t② ✲ Li ∈ L✱ ✭✷✮ ❢❛❦❡ ❛❜✐❧✐t② ✲

si ∈ L✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ei ∈ R
+✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦sts ei ✉t✐❧✐t② ♣♦✐♥ts✳✷✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ s♣❡❝✐✜❡s

❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ p : R+ × R
+ → [0, 1]✳ ❲❤❡♥ ❛ ♣❧❛②❡r ✇❤♦ ✐♥✈❡sts ❡✛♦rt e1 ❢❛❝❡s ❛♥

♦♣♣♦♥❡♥t ✇❤♦ ✐♥✈❡sts ❡✛♦rt e2✱ ❤❡ ♣r✐✈❛t❡❧② ♦❜s❡r✈❡s ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t✬s tr✉❡ ❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

p (e1, e2) ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ❢❛❦❡ ❛❜✐❧✐t② ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t p (e1, e2) ✐s ✭✶✮ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞

❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✭✷✮ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ ✭✸✮

s✉❜✲♠♦❞✉❧❛r✿
∂2p(e1,e2)
∂e1∂e2

< 0 ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡✛♦rts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ str❛t❡❣✐❝ s✉❜st✐t✉t❡s✮✳

❆ str❛t❡❣② ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣ ✐s ❛ ♣❛✐r σ = (µ, β) ✇❤❡r❡ µ ∈ ∆(L × L × R
+) ✐s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦✈❡r t❤❡ ♣✉r❡ ❝❤♦✐❝❡s ❛t st❛❣❡ ✵ ✭tr✉❡ ❛❜✐❧✐t②✱ ❢❛❦❡ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤✐s s❡t✉♣ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t✿ ✭✶✮ ∃e0 <
1
A
− c (L3) s✳t✳ ∀e ≤ e0,

A·(1−c(L✸))

(A−1)2
< p (e, e) < A−1

A

❛♥❞
∂p (e1, e2)

∂e1

∣

∣

∣

∣

(e1,e2)=(e0,e0)

− A ·
∂p (e1, e2)

∂e2

∣

∣

∣

∣

(e1,e2)=(e0,e0)

< 1,

✭✷✮ c (L4) > c (L3) <
1
A
✱ ❛♥❞ ✭✸✮ δ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ✶✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts 0 < e∗ < e0 s✉❝❤

t❤❛t σ∗ (e∗) = (µ∗ (e∗) , b∗) ✐s ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙✱ ✇❤❡r❡ b∗ ✐s ❛s ❉❡❢✳ ✷ ❛♥❞ µ∗ (e∗) ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

supp (µ∗) = {(L1, L1, 0) , (L3, L1, e
∗)} , ❛♥❞ µ∗ ((L3, L1, e

∗)) =
1− c (L3)− e∗

p · (A− 1)
.

❚❤❡ st❛❜❧❡ str❛t❡❣② σ∗ (e∗) ❤❛s t✇♦ t②♣❡s ✐♥ ✐ts s✉♣♣♦rt✿ ✭✶✮ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② L1 ✇❤♦ ❞♦

♥♦t ❡①♣❡♥❞ ❛♥② ❡✛♦rt❀ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② L3 ✇❤♦ ❡①♣❡♥❞ ❡✛♦rt e∗✭✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ tr② t♦ ❞❡❝❡✐✈❡ t❤❡✐r ♦♣♣♦♥❡♥t ✐♥t♦ t❤✐♥❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡

❛❜✐❧✐t② L1✳ ❆❣❡♥ts ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❜r✐❡✢②

❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✜rst ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✮✱ ❛♥❞

✷✷ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ✐❢ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❝❤♦♦s❡s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛♦rts✿ ♦♥❡ ❢♦r ❧②✐♥❣✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❧✐❡s✳



❆✳✷ ❖t❤❡r ●❛♠❡s ❛♥❞ ◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❈♦sts ✷✶

t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛s t♦ ✇❤② ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ σ∗ (e∗)✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✶✮ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡

♦❢ ❛♥ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ e0 t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤r❡❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ✭■✮ e0 ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐❢

e < 1
A
−c (L3)✱ t❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② L3 ✇❤♦ ✐♥✈❡sts ❡✛♦rt e ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥

1
A
✱ ❛♥❞ ✐s ♦✉t✇❡✐❣❤❡❞ ❜② ✐ts ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ♦♥❡ st❛❣❡ ❡❛r❧✐❡r ✐♥ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s

❛ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② L1✳ ❚❤❡ ♥❡①t r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ✭■■✮✱ ✐s t❤❛t p (e, e) ✐s

♥♦t t♦♦ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ♦r ♦♥❡ ✭t❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞s ❛s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✮ ❢♦r ❛♥② e ≤ e0✿ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ t✇♦ L3 ❛❣❡♥ts ♠❡❡t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭❛♥❞ ❡❛❝❤ s♣❡♥❞s

❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ e∗ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✮ ✐s ❢❛r ❡♥♦✉❣❤ ❢r♦♠ ③❡r♦ ❛♥❞ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r

st❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❆♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ✭■■■✮✱ ✐s

t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡✛♦rt ❛t e0 ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ♦✇♥ t②♣❡✮ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❡♥ ✐ts ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st

✭❂✶✮✿ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ✭❜② ❝♦♥✈❡①✐t② ❛♥❞ s✉❜✲♠♦❞✉❧❛r✐t②✮ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ st❛❜❧❡ ❡✛♦rt

❧❡✈❡❧ e∗ < e0✳

❲❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❛❞❛♣t ❚❤❡♦r❡♠ ✷ t♦ t❤✐s s❡t✉♣✳

❆✳✷ ❖t❤❡r ●❛♠❡s ❛♥❞ ◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❈♦sts

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❣❛♠❡s✿ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ st❛❣❡ ✵ ✭❛❢t❡r ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs

❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t✐❡s✮✱ ◆❛t✉r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡s ✇❤❡t❤❡r t♦ ♣❧❛② t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s

❉✐❧❡♠♠❛ ✭✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② q) ♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❡①t❡♥s✐✈❡✲❢♦r♠ ❣❛♠❡ ✭✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1 − q✮✷✸

❛♥❞ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❣❛♠❡✳ ❆ str❛t❡❣② ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣ ✐s ❛ tr✐♣❧❡ (µ, β, γ)✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ γ✱ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣❧❛②✐♥❣ r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❣❛♠❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ (µ, γ) ❞❡✜♥❡

vµ,γ : L → R ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛❜✐❧✐t② Lk ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❣❛♠❡✱ ✇❤❡♥

t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ❢♦❧❧♦✇s (µ, γ)✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ♥❡t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ cµ,γ,q : L → R ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

cµ,γ,q (Lk) = (c (Lk)− c (L1))− (1− q) · (vµ,γ (Lk)− vµ,γ (L1)) .

■♥ ✇♦r❞s✱ cµ,γ,q ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② Lk ✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦ L1✮✿ t❤❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦st

♠✐♥✉s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ t❤❛t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❣❛♠❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧

❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ c ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♥❡t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s cµ,γ,q✳

❚❤✐s r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣t✉r❡s ♦t❤❡r ❣❛♠❡s ✇✐t❤♦✉t ❛ ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✿ ❛♥② ❛r❜✐tr❛r②

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❣❛♠❡s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♥❡t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❲❡ s❤❛❧❧ s❛② t❤❛t (µ, β, γ) ✐s ❡❛r❧② ❡✣❝✐❡♥t ✐❢ (µ, β) ✐s ❡❛r❧② ❡✣❝✐❡♥t✳ ❉❡✜♥❡ ∆∗
γ,q ∈ ∆(L)

❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s µ∗
γ t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

✷✸ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✐♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✇❤❛t ✐s ♣❧❛②❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− q ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ❣❛♠❡✳



✷✷ ❇ Pr♦♦❢s

µ∗
γ,q (L1) = 1−

1− cµ∗

γ,q
(L3)

p · (A− 1)
, µ∗ (L3) = 1− µ∗

γ,q (L1) , ∀k /∈ {1, 3} µ∗
γ,q (Lk) = 0.

❚❤❛t ✐s✱ µ∗
γ,q ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ µ∗ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦st ♦❢ L3 ✐s

r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ♥❡t ❝♦st✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤✐s s❡t✉♣ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t A > 3✱ c (L3) < c (L4) <
1
A
✱ p < 1✱ ∀k ∈ N c (Lk+1)− c (Lk) < 1✱

❛♥❞ t❤❛t δ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ✶✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts q0 < 1✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ q0 ≤ q ≤ 1 ❛♥❞

❡❛❝❤ ♣❧❛②✐♥❣✲r✉❧❡ γ✱ ✐❢ str❛t❡❣② (µ, β, γ) ✐s ❛ ❛♥ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ❧✐♠✐t ❊❙❙✱ t❤❡♥ µ ∈ ∆∗
γ,q ❛♥❞ β ≈ β∗✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧❡r ✈❛r✐❛♥t t❤❛t ❦❡❡♣s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

c : L → R✱ ❜✉t r❡❧❛①❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐t ✐s ✇❡❛❦❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭c (L1) ✐s st✐❧❧ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

t♦ ❜❡ ✵✮✳ ❚❤✐s ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r

❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ♦t❤❡r ❣❛♠❡s✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts

❛ ✉♥✐q✉❡ ❛❜✐❧✐t② t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s c (Lk) ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ L≥3✱ ❛♥❞ ❧❡t ✐t ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

Lk̂ = ❛r❣♠✐♥Lk≥L3
(c (Lk))✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤✐s s❡t✉♣ ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② Lk̂ r❡♣❧❛❝✐♥❣ L3✳

❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ 1− p · (A− 1) < c (Lk̂) < 1✱ ❧❡t σ̂ = (µ̂, β∗) ✇❤❡r❡ µ̂ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

µ̂ (Lk̂) =
1− c (Lk̂)

p · (A− 1)
, µ̂ (L1) = 1− µ̂ (Lk̂) , ∀k /∈

{

1, k̂
}

µ̂ (Lk) = 0;

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t✿
A·(1−c(Lk̂))

(A−1)2
< p < A−1

A
✱ c (Lk̂) <

1
A
✱ −c (Lk̂) < p · (A− 1) − 1✱

❛♥❞ δ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ✶✳ ❚❤❡♥ σ̂ ✐s ❛ str✐❝t ❧✐♠✐t ❊❙❙✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤✐s s❡t✉♣ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ✭✐❢ t❤❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦sts

❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✮✳

❇ Pr♦♦❢s

❇✳✶ ▲✐♠✐t ❊❙❙ ❛♥❞ ❯❜✐q✉✐t♦✉s P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ s❤♦✇s t❤❛t ✐❢ σn ✐s ❛♥ ❊❙❙ ♦❢ ❛ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s

❉✐❧❡♠♠❛✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❊❙❙ ♦❢ ❛ ♥❡❛r❜② ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ▲❡t ζ ❜❡ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ▲❡t σ ∈ Σ ❜❡ ❛♥ ❊❙❙ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡ Γ (ζ)✳ ❚❤❡♥

❢♦r ❡✈❡r② ǫ > 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ζ ′ s✉❝❤ t❤❛t✿ ✭✶✮ |ζ − ζ ′| < ǫ❀ ✭✷✮ σ′ ∈ Σ

✐s ❛♥ ❊❙❙ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡ Γ (ζ ′)❀ ❛♥❞ ✭✸✮ |σ′ − σ| < ǫ✳



❇✳✷ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✲ σ∗ ✐s ❛ ❙tr✐❝t ▲✐♠✐t ◆❙❙ ✴ ❊❙❙ ✷✸

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t σ ✐s ❛♥ ❊❙❙ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐t ♠✉st ❛ss✐❣♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❡❛❝❤

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t ✭♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛t❡❣② σ′ t❤❛t ❞✐✛❡rs ♦♥❧② ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ts t❤❛t

❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇♦✉❧❞ ❣❡t t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ ❛s σ✿ u (σ, σ) = u (σ′, σ) ❛♥❞

u (σ, σ′) = u (σ′, σ′)✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t σ ♠✉st ❛ss✐❣♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞

❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥

✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✱ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t ❛❝t✐♦♥✳ ▲❡t ǫ > 0 ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ❉❡✜♥❡ ❛ ✉❜✐q✉✐t♦✉s

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ζ ′ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✭✶✮ ✐❢ ζ (I) (a) > 0✱ ❧❡t ζ ′ (I) (a) = ζ (I) (a)❀ ✭✷✮ ✐❢ ζ (I) (a) = 0 ❛♥❞

t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✱ ❧❡t ζ ′ (I) (a) = min (ǫ, σ (a)) ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ❞✉❡ t♦

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛r❣✉♠❡♥t✮❀ ❛♥❞ ✭✸✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ❧❡t ζ (I) (a) = ǫ✳ ▲❡t σ′ ❜❡

❡q✉❛❧ t♦ σ ❡①❝❡♣t ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✶✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− ǫ✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts

✐♠♣❧② t❤❛t σ′ ✐s ❛♥ ❊❙❙ ✐♥ Γ (ζ ′)✳

❆♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶ ✐s t❤❛t ❡✈❡r② ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❊❙❙ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡

♦❢ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡s✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳ ▲❡t σ ∈ Σ ❜❡ ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s

(ζn)n∈N s❛t✐s❢②✐♥❣ limn→∞ M (ζn) = 0✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ n ∈ N✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❊❙❙ σn ♦❢ t❤❡

♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡ Γ (ζn)✱ s✉❝❤ t❤❛t limn→∞ σn = σ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t σ ✐s ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s

(ζn)n∈N s❛t✐s❢②✐♥❣✿ limn→∞ M (ζn) = 0✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ n ∈ N✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ str❛t❡❣② σn ∈ Σ (ζn)✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❊❙❙ ♦❢ Γ (ζn)✱ ❛♥❞ t❤❛t limn→∞ σn = σ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ▲❡♠♠❛ ✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡

❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s (ζ ′n)n∈N ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳ ❚❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡✈❡r② ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ◆❙❙ ✭❉❡❢✳

✾✮ ❛♥❞ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❙❡❧t❡♥✱ ✶✾✼✺✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡

♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❤❛s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t ❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧❛st

st❛❣❡✳ ❙❧✐❣❤t❧② ✇❡❛❦❡r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❡①t❡♥s✐✈❡✲❢♦r♠ ❣❛♠❡s✿ ❛♥② ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✐s ❛

s②♠♠❡tr✐❝ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭✈❛♥ ❉❛♠♠❡✱ ✶✾✽✼✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✾✳✽✳✻✮✳

❇✳✷ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✲ σ∗ ✐s ❛ ❙tr✐❝t ▲✐♠✐t ◆❙❙ ✴ ❊❙❙

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥❝❧✉❞❡s s❡✈❡r❛❧ ♣❛rts✿

✶✳ ❆❜✐❧✐t✐❡s L1 ❛♥❞ L3 ❛r❡ ❜❡st✲r❡♣❧✐❡s ❣✐✈❡♥ ♣❧❛②✐♥❣✲r✉❧❡ b∗✿ u ((L1, b
∗) , σ∗) = u ((L3, b

∗) , σ∗)

≥ u ((Lk, b
∗) , σ∗) ❢♦r ❡❛❝❤ k /∈ {1, 3} ✇✐t❤ str✐❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐❢✿ c (L4) > c (L3)✳

✭❛✮ ❘❡❞✉❝❡❞ ❣❛♠❡ ❣✐✈❡♥ b∗✳ P❧❛②✐♥❣✲r✉❧❡ b∗ ✐♥❞✉❝❡s ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❣❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤

❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❝❤♦♦s❡s ❛❜✐❧✐t② ❛t st❛❣❡ ✵✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❧❛②❡rs ❢♦❧❧♦✇ b∗ ❛t t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣



✷✹ ❇ Pr♦♦❢s

❚❛❜✳ ✷✿ ❘❡❞✉❝❡❞ ●❛♠❡ ✭P❧❛②❡rs ❈❤♦♦s❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ♠✉st ❢♦❧❧♦✇ P❧❛②✐♥❣✲❘✉❧❡ b∗✮

L1 Lk (k≥3) L2

L1 2 · A A A

Lk (k≥3) 2 · A+ 1− c (Lk) A+ 1− p · A+ p− c (Lk) A+ 1 + p− c (Lk)

L2 2 · A+ 1− c (L2) A+ 1− p · A− c (L2) A+ 1− c (L2)

r♦✉♥❞s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛❜✐❧✐t② ♦♥❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♣❛②♦✛s ❛t st❛❣❡s ✵ ✭❝♦❣♥✐✲

t✐✈❡ ❝♦st✮✱ T− 1 ✭❂❤♦r✐③♦♥ ✷✮ ❛♥❞ T− 2 ✭❂❤♦r✐③♦♥ ✸✮✱ ❛s ❛❧❧ ❛❜✐❧✐t✐❡s ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡

❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r st❛❣❡s ✭t❤❡② ❛❧❧ ♣❧❛② ♣❛✈❧♦✈ ✉♥t✐❧ st❛❣❡ T − 3 ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t ❛t st❛❣❡ T✮✳

❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛②♦✛s ♦❢ t❤❡s❡ ✸ st❛❣❡s✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ t❤❡

s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛②♦✛ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤✐s r❡❞✉❝❡❞ ❣❛♠❡✳ ❚❤❡ ♣❛②♦✛s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❚✇♦ ♣❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② L1 ✇❤♦ ❢❛❝❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❝♦♦♣❡r❛t❡ ❛t ❤♦r✐③♦♥s ✷

❛♥❞ ✸✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ 2 · A ✉t✐❧✐t② ♣♦✐♥ts✳ ❆ ♣❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② Lk ✭k ≥ 2✮✱ ✇❤♦ ❢❛❝❡s

L1✱ ❞❡❢❡❝ts ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✷ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥s 2 · A+ 1 ♣♦✐♥ts ✭❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦st✮✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ L1 ♦♣♣♦♥❡♥t ♦❜t❛✐♥s ♦♥❧② A ♣♦✐♥ts✳ ❲❤❡♥ t✇♦ L2✲s ❢❛❝❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t❤❡②

❜♦t❤ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✸ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❞❡❢❡❝t ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✷✱ ❛♥❞ t❤❡② ♦❜t❛✐♥ A + 1

♣♦✐♥ts✳ ❲❤❡♥ ❛♥ L3 ♣❧❛②❡r ❢❛❝❡s ❛♥ L2✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t L3

✐s ♦❜s❡r✈✐♥❣✳ ❲✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p✱ t❤❡ L3 ♣❧❛②❡r ✐s ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥❞ ❤❡ ♦❜t❛✐♥s A + 2

♣♦✐♥ts ✭❜② ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❛t ❜♦t❤ ❤♦r✐③♦♥s✮ ❛♥❞ t❤❡ L2 ♦♣♣♦♥❡♥t ♦❜t❛✐♥s ♦♥❡ ♣♦✐♥t❀ ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1 − p✱ L3 ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥❞ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ♦❜t❛✐♥ A + 1 ♣♦✐♥ts ✭❜♦t❤

❝♦♦♣❡r❛t❡ ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✸ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✷✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ t✇♦ L3s ❢❛❝❡ ❡❛❝❤

♦t❤❡r✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■❢ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ♦❜s❡r✈✐♥❣

✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p2✮✱ t❤❡② ❞❡❢❡❝t ❛t ❜♦t❤ ❤♦r✐③♦♥s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ✷✳ ■❢ ❜♦t❤ ❛r❡ ✉♥♦❜s❡r✈✐♥❣

✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1− p)2✮✱ t❤❡② ❞❡❢❡❝t ♦♥❧② ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✷ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ A + 1✳ ■❢ ❡①❛❝t❧②

♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ♦❜s❡r✈✐♥❣✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♣❧❛②❡r ❞❡❢❡❝ts ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✸✱ ❛♥❞ ❤❡ ♦❜t❛✐♥s

A+2 ❛♥❞ ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t ♦❜t❛✐♥s ♦♥❡✳ ❆❣❣r❡❣❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s ②✐❡❧❞s t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ❛t ❤♦r✐③♦♥s ✷ ❛♥❞ ✸✿

p2 · 2 + (1− p)2 · (A+ 1) + p · (1− p) · (A+ 2) + (1− p) · p · 1 = A+ 1− p · A+ p.

✭❜✮ ❆❜✐❧✐t✐❡s L>3 ❛r❡ ✇❡❛❦❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛❜✐❧✐t② L3 ❛♥❞ str✐❝t❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ✐❢ c (L4) >

c (L3)✿ t❤❡② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛❣❡✲♣❛②♦✛s ❜✉t t❤❡② ❜❡❛r ❤✐❣❤❡r ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦sts✳

✭❝✮ ❆❜✐❧✐t② L2 ♦❜t❛✐♥s ❛ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛ t❤❡♥ ❛❜✐❧✐t② L1✳

❲❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛❜✐❧✐t② L2 ✭(2 · A+ 1) ·µ∗ (L1)+ (A+ 1− p · A) ·



❇✳✷ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✲ σ∗ ✐s ❛ ❙tr✐❝t ▲✐♠✐t ◆❙❙ ✴ ❊❙❙ ✷✺

µ∗ (L3)−c (L2)✮ ✐s str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛❜✐❧✐t② L3 ✭(2 · A+ 1) ·µ∗ (L1)+

(A+ 1− p · A+ p) · µ∗ (L3)− c (L3)✮✳ ❚❤✐s ❤♦❧❞s ✐✛✿

(A+ 1− p · A) · µ∗ (L3)− c (L2)
?
< (A+ 1− p · A+ p) · µ∗ (L3)− c (L3) ⇔

c (L3)− c (L2)
?
< p · µ∗ (L3) =

1− c (L3)

A− 1
⇔

c (L3)
?
<

c (L2) · (A− 1) + 1

A
=

1

A
+

(

1−
1

A

)

· c (L2) ,

❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② c (L3) <
1
A
✳

✭❞✮ ❋r❡q✉❡♥❝② µ∗ ❜❛❧❛♥❝❡s t❤❡ ♣❛②♦✛s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜✐❧✐t✐❡s L1 ❛♥❞ L3✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐❢ A+1− p ·A+ p− c (Lk) < A✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡

t✇♦ ❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s ♦❢ t❤❡ ❍❛✇❦✲❉♦✈❡ ✈❛r✐❡t②✿ ❡❛❝❤ ❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ str✐❝t ❜❡st✲r❡♣❧② t♦ t❤❡

♦t❤❡r ❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ✐✛✿

A+ 1− p · A+ p− c (L3) < A ⇔
1− c (L3)

A− 1
< p.

❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t A·(1−c(L3))

(A−1)2
< p✳ ■t ✐s ✇❡❧❧

❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛ ❍❛✇❦✲❉♦✈❡ ❣❛♠❡ ❛❞♠✐ts ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠✐①❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇

t❤❛t µ∗ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ L1 ✐s 2 ·A ·µ∗ (L1)+A ·µ∗ (L3)✱ ❛♥❞

t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ L3 ✐s (2 · A+ 1) · µ∗ (L1) + (A+ 1− p · A+ p) · µ∗ (L3)− c (L3)✳ ❚❤❡s❡

♣❛②♦✛s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✐❢✿

2·A·µ∗ (L1)+A·µ∗ (L3)
?
= (2 · A+ 1)·µ∗ (L1)+(A+ 1− p · A+ p)·µ∗ (L3)−c (L3) ⇔

(p · A− p− 1) · µ∗ (L3) + c (L3)
?
= µ∗ (L1) = 1− µ∗ (L3) ⇔

p · (A− 1) · µ∗ (L3) + c (L3)
?
= 1 ⇔ µ∗ (L3) =

1− c (L3)

p · (A− 1)
.

✷✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛❣❛✐♥st ♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✿ ■❢ (µ, b∗) 6= σ∗ ✐s ❛ ❜❡st✲r❡♣❧② t♦ σ∗ t❤❡♥ u (σ∗, (µ, b∗)) ≥

u ((µ, b∗) , (µ, b∗)) ✇✐t❤ ❛ str✐❝t ❡q✉❛❧✐t② ✐❢ c (L4) > c (L3)✳

P❛rt ✭✶✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t (µ, b∗) ✐s ❛ ❜❡st✲r❡♣❧② t♦ σ∗ ✐✛ supp (µ) ⊆ {L1, L3}✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛♥

✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡s✉❧t ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ✶✾✾✺✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷ ✮ t❤❛t

t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❛ ❍❛✇❦✲❉♦✈❡ ❣❛♠❡ ✐s ❛♥ ❊❙❙✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s r❡s✉❧t ✐s

t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛❜✐❧✐t② L1 ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r ✭s♠❛❧❧❡r✮✱ t❤❡② ❜❡❝♦♠❡

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❡ss ✭♠♦r❡✮ s✉❝❝❡ss❢✉❧ t❤❛♥ ❛❜✐❧✐t② L3✳

✸✳ ❚❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡ Γ (ζ)✿ ▲❡t ζ ❜❡ ❛♥② ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧



✷✻ ❇ Pr♦♦❢s

♠❛①✐♠❛❧ tr❡♠❜❧❡ M (ζ)✳ ▲❡t σ∗
ζ =

(

µ∗
ζ , β

∗
ζ

)

❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

β∗
ζ (I) (C) =







ζ (I) (C) b∗ (I) = D

1− ζ (I) (D) b∗ (I) = C
, µ∗

ζ (Lk) =



















µ∗ (L1) + η k = 1

ζ (Lk) k 6= 1, 3

1−
∑

k 6=3 µ
∗
ζ (Lk) k = 3

,

✇❤❡r❡ η ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t u
((

L1, β
∗
ζ

)

, σ∗
ζ

)

= u
((

L3, β
∗
ζ

)

, σ∗
ζ

)

✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✿

✭❛✮ ❋♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ M (ζ) , s✉❝❤ η ❡①✐sts ❛♥❞ ✐ts ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s O (M (ζ))

✭❞✉❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣❛♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✮✳ ❚❤✐s

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
∣

∣σ∗
ζ − σ∗

∣

∣ ≤ O (M (ζ))✳

✭❜✮ β∗
ζ ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣❧❛②✐♥❣ r✉❧❡ t♦ b∗ ✐♥ Σ (ζ)✳

✭❝✮ ❚❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ r❡❞✉❝❡❞ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜①❡❞ ♣❧❛②✐♥❣✲r✉❧❡ ✐s β∗
ζ ✱

✐s st✐❧❧ ❛ ❣❛♠❡ ♦❢ ❍❛✇❦✲❉♦✈❡ ✈❛r✐❡t② ✭❛❣❛✐♥✱ ❜② ❝♦♥t✐♥✉✐t②✮✳ ❚❤✉s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♣❛rts

✭✶✮✲✭✷✮ st✐❧❧ ❤♦❧❞ ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣✳

✭❞✮ ❆❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ts ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ Γ (ζ)✳

✹✳ ❋♦r ❡✈❡r② µ ∈ ∆ζ (L) ❛♥❞ β ∈ B (ζ)✱ u
((

µ, β∗
ζ

)

, σ∗
ζ

)

> u
(

(µ, β) , σ∗
ζ

)

✭✐✳❡✳✱ β∗
ζ ✐s ❛ str✐❝t❧②

♦♣t✐♠❛❧ ♣❧❛②✐♥❣✲r✉❧❡ ❛❣❛✐♥st str❛t❡❣② σ∗
ζ ✐♥ Γ (ζ) ❢♦r ❛❧❧ ❛❜✐❧✐t✐❡s✮✳

✭❛✮ β∗
ζ ✐s str✐❝t❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❣❡♥ts✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ✉♥✐♥✲

❢♦r♠❡❞✱ ♣❧❛②✐♥❣✲r✉❧❡ b∗ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♣❛✈❧♦✈✱ ❛♥❞ t❤❛t β∗
ζ ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st str❛t❡❣② t♦ b∗ ✐♥

B (ζ)✳ ▲♦r❜❡r❜❛✉♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ st✉❞② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs r❡♠❛✐♥ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❚❤❡② ❛♥❛❧②③❡ ❛ ♣❡rt✉r❜❛✲

t✐♦♥ t❤❛t ❛ss✐❣♥s ♠✐♥✐♠❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ǫ > 0 ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t✳

❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ǫ✲♣❡rt✉r❜❡❞ ♣❛✈❧♦✈ ✭t❤❡ str❛t❡❣② t❤❛t ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

1 − ǫ ✐❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ♣❧❛②❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t❡s

✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1−ǫ ♦t❤❡r✇✐s❡✮ ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ str✐❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ❛❧s♦ ❛♥

❊❙❙✮ ✐♥ t❤❡ ǫ✲♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡✳ ▼✐♥♦r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡✐r ♣r♦♦❢ ✭♦♠✐tt❡❞ ❢♦r ❜r❡✈✐t②✮

❡①t❡♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✭❢♦r δ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ✶✮✿ ✭✶✮ ❢♦r ❛♥② ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥❀

❛♥❞ ✭✷✮ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡t✉♣✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ r♦✉♥❞s✳

✭❜✮ β∗
ζ ✐s str✐❝t❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❤♦r✐③♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❉❡❢❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t ❛❝t✐♦♥ ❢♦r

❤♦r✐③♦♥ ✶✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t σ∗
ζ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✶

✭r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r②✮✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✷ ✐s ❛ str✐❝t ❜❡st✲r❡♣❧②✳

✭❝✮ ❍♦r✐③♦♥ ✸ ❛❣❛✐♥st L3✳ ❉❡❢❡❝t✐♦♥ ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✸ ②✐❡❧❞s ♦♥❡ ♠♦r❡ ♣♦✐♥t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②

✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ❢✉t✉r❡ ♣❛②♦✛s ✭❜❡❝❛✉s❡✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤



❇✳✷ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✲ σ∗ ✐s ❛ ❙tr✐❝t ▲✐♠✐t ◆❙❙ ✴ ❊❙❙ ✷✼

♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ❞❡❢❡❝ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t✇♦ r♦✉♥❞s r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❤✐s✲

t♦r②✮✳

✭❞✮ ❍♦r✐③♦♥ ✸ ❛❣❛✐♥st L1 ❛♥❞ str❛♥❣❡rs✳ ■❢ ♣❧❛②❡rs ♣❧❛②❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

r♦✉♥❞✱ t❤❡♥ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❜♦t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛❣❡✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r

❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✭❛s t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❞❡❢❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛❣❡✱

❛♥❞ ♦♥❧② ♠✉t✉❛❧ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♠✉t✉❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♥❡①t r♦✉♥❞✮✳ ❚❤✐s

❛r❣✉♠❡♥t ✇♦r❦s ❛❧s♦ ✐♥ ❧❛r❣❡r ❤♦r✐③♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥ st❡♣s ✭❡✮✲✭❢✮ ❜❡❧♦✇ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ s❤♦✇✐♥❣

t❤❛t β∗
ζ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❧② ❛❢t❡r ❛ ♣r❡✈✐♦✉s r♦✉♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ♣❧❛②❡❞ t❤❡ s❛♠❡✳

■❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ♣❧❛②❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s L1✱

t❤❡♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ✭✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮✷✹ ♣❛②♦✛ ✈❡❝t♦r ♦❢ A,A + 1, 1✿ A ❛t

❤♦r✐③♦♥ ✸✱ A + 1 ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✷ ✭❛s t❤❡ L1 ♦♣♣♦♥❡♥t ❝♦♦♣❡r❛t❡s✮✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛t ❤♦r✐③♦♥

✶✳ ❉❡❢❡❝t✐♦♥ ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✸ ②✐❡❧❞s ❛ ✈❡❝t♦r ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛t ♠♦st A + 1, 1, 1 ✭❛s t❤❡ L1

♦♣♣♦♥❡♥t ❞❡❢❡❝ts ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✷✮✳ ❚❤✉s ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s A− 1 ♠♦r❡ ✉t✐❧✐t② ♣♦✐♥ts✳

❲❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t β∗
ζ ②✐❡❧❞s ❛ str✐❝t❧② ❜❡tt❡r ♣❛②♦✛ ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs✳

■❢ t❤❡ str❛♥❣❡r ❤❛s ❛❜✐❧✐t② L3✱ t❤❡♥ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ♦♥❡ ♠♦r❡ ✉t✐❧✐t② ♣♦✐♥t t❤❛♥

❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✸✱ ❛♥❞ ♣❛②♦✛s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t✇♦ r♦✉♥❞s r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✳

❚❤✉s✱ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❛ ❤✐❣❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ❛❣❛✐♥st ❛ str❛♥❣❡r ✐✛ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

♦❢ L3 ♦♣♣♦♥❡♥ts ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✿ µ∗ (L3) · 1 < (1− µ∗ (L3)) · (A− 1) ⇔

µ∗ (L3) <
A− 1

A
⇔

1− c (L3)

p · (A− 1)
<

A− 1

A
⇔

A · (1− c (L3))

(A− 1)2
< p.

✭❡✮ ❍♦r✐③♦♥ ✹ ❛❣❛✐♥st L3✳ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✹ ✭❛ss✉♠✐♥❣ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ♣❧❛②❡❞ t❤❡

s❛♠❡ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡✮ ②✐❡❧❞s ❛ ♣❛②♦✛ ✈❡❝t♦r ♦❢ A, 1, 1, 1 ✭A,A+ 1, 1, 1✮ ❞✉r✐♥❣

t❤❡ ❧❛st ❢♦✉r r♦✉♥❞s ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ✭✉♥♦❜s❡r✈✐♥❣✮ ♦♣♣♦♥❡♥t✳ ❉❡❢❡❝t✐♦♥ ❛t

❤♦r✐③♦♥ ✹ ②✐❡❧❞s ❛ ♣❛②♦✛ ♦❢ A+ 1, 1, 1, 1 ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳ ❚❤✉s✱ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ str✐❝t

❜❡st r❡♣❧② ✐✛✿ 1 · p < (1− p) · (A− 1) ⇔ p < A−1
A

.

✭❢✮ ❍♦r✐③♦♥ ✹ ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ❛♥❞ L1✱ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✹ ❛❣❛✐♥st ❛❧❧ ♦♣♣♦♥❡♥ts✳

❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ str✐❝t ❜❡st r❡♣❧② ✭❛ss✉♠✐♥❣ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ♣❧❛②❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛t t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡✮ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ②✐❡❧❞s ♦♥❡ ❧❡ss ✉t✐❧✐t② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛❣❡ ✭r❡❧❛t✐✈❡

t♦ ❞❡❢❡❝t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ A− 1 ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♥❡①t r♦✉♥❞✳

✺✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♠♣❧✐❡s σ∗
ζ ✐s ❛♥ ◆❙❙ ✐♥ Γ (ζ) ❛♥❞ ❛♥ ❊❙❙ ✐❢ c (L4) >

c (L3)✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t σ∗ ✐s ❛ str✐❝t ❧✐♠✐t ◆❙❙✱ ❛♥❞ ❛ str✐❝t ❧✐♠✐t ❊❙❙ ✐❢ c (L4) > c (L3)✳

✷✹ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ♣r❡s❡♥t str✐❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛②♦✛s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ str❛t❡❣② σ∗✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♣❛②♦✛s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② σ∗

ζ ✳ ❋♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ M (ζ)✱
t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ s❧✐❣❤t❧②✲♣❡rt✉r❜❡❞ σ∗

ζ ✳ ❋♦r ❜r❡✈✐t②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♦♠✐t t❤❡ ♣❤r❛s✐♥❣ ✏✇✐t❤ ❤✐❣❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✑ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡①t✳



✷✽ ❇ Pr♦♦❢s

❇✳✸ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✿ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ❘❡s✉❧t

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ▲❡t σ = (µ, β) ❜❡ ❛♥ ❡❛r❧②✲♥✐❝❡ ❧✐♠✐t ❊❙❙✳ ▲❡t Mσ ∈ N

❜❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥t❡❣❡r s✉❝❤ t❤❛t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ❡✈❡r②♦♥❡ ❝♦♦♣❡r❛t❡s ❛t ❛♥② ❤♦r✐③♦♥

❧❛r❣❡r t❤❛♥ Mσ✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❛② t❤❛t ❛ ♣❧❛②❡r ❢❛❝❡s ❛♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ✭❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t✮ ✐❢

❤❡ ❤❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t② ♦r ✐❢ ❤❡ ❢❛❝❡s ❛ str❛♥❣❡r ✭❛s ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ str❛♥❣❡rs ❤❛✈❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t✐❡s✮✳ ▲❡t Lk ∈ supp (µ) ❜❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ✐♥❝✉♠❜❡♥t

❛❜✐❧✐t②✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t I ∈ I ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐❢ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ❛❧❧

♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡s✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❛② ✏❛❜✐❧✐t② Lk ❞♦❡s ❳✑ ❛s ❛♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r ✏♣❧❛②✐♥❣ r✉❧❡ β ✐♥❞✉❝❡s

❛ ♣❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② Lk t♦ ❞♦ ❳✑✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rts✿

✶✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t str❛t❡❣② σ✿

✭❛✮ ❖♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱ ❡✈❡r②♦♥❡ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❧❛st k r♦✉♥❞s✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ✇❤❡t❤❡r ♦r

♥♦t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❛t ♠♦st k✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡

❝♦♥tr❛r② t❤❛t ♣❧❛②❡rs ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❧❛st k r♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✳ ▲❡t m ≤ k ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❤♦r✐③♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❧❛②❡r ❝♦♦♣❡r❛t❡s

✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str❛t❡❣② σ′ t❤❛t ❝♦✐♥✲

❝✐❞❡s ✇✐t❤ σ✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ♣❧❛②❡rs ❞❡❢❡❝t ❛t ❤♦r✐③♦♥ m ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡✳ ❖❜s❡r✈❡

t❤❛t u (σ′, σ) > u (σ, σ) ❛s ❜♦t❤ str❛t❡❣✐❡s ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛② ❛♥❞ ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡

♣❛②♦✛ ❛❣❛✐♥st σ ❛t ❛❧❧ r♦✉♥❞s ❡①❝❡♣t ❛t ❤♦r✐③♦♥ m✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ str❛t❡❣② σ′ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛✳

✭❜✮ ❲✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡✱ ♣❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② L≥k+1 ❞❡❢❡❝t ❛t ❤♦r✐③♦♥ k+1 ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣

❛♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ❛t ❤♦r✐③♦♥ k+1 ②✐❡❧❞s ♦♥❡ ♠♦r❡ ✉t✐❧✐t② ♣♦✐♥t

✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❢✉t✉r❡ ♣❧❛② ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱

t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♣❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❛❜✐❧✐t② L≥k+2 ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ❛t ❤♦r✐③♦♥

k + 2 ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t② L≥k+1✳

✭❝✮ ❊❛r❧②✲♥✐❝❡♥❡ss ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ♣❧❛②❡rs ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ❛t

❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ts ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❤♦r✐③♦♥ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ Mσ✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ♣❧❛②❡r ❤❛s ❛ ♥♦♥✲✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t②✳

✭❞✮ ■❢ ❛♥② ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t② ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥t

❛t ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡✱ t❤❡♥ ❜♦t❤

♣❧❛②❡rs ❞❡❢❡❝t ❛t ❛❧❧ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s✳



❇✳✸ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✿ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ❘❡s✉❧t ✷✾

❚❤❡ ❝❧❛✐♠ ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❢t❡r s✉❝❤ ❛ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠✲

♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❤♦r✐③♦♥ ✐s Mσ✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ st❡♣ ✭❛✮✱

❛♥❞ ✐t ✐s ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r ❜r❡✈✐t②✳

✭❡✮ µ (Lk) < 1✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t c (Lk+1)−c (Lk) < 1 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐❢ µ (Lk) = 1✱ t❤❡♥

❛♥② str❛t❡❣② σ′ t❤❛t ❛ss✐❣♥s ♠❛ss ♦♥❡ t♦ Lk+1✱ ❝♦♦♣❡r❛t❡s ✇❤❡♥ ❜❡✐♥❣ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞

❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts ❛t t❤❡ ❧❛st k + 1 st❛❣❡s✱ ✐s ❛ str✐❝t❧② ❜❡tt❡r r❡♣❧② ❛❣❛✐♥st σ✳

✷✳ ❈❛s❡ ■✿ ❆ss✉♠❡ t❤❛t p < A−1
A

❛♥❞ ❛❧❧ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇❤❡♥✿ ✭✶✮ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s ❛

str❛♥❣❡r✱ ✭✷✮ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t ✐s ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✭✸✮ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥

k + 1✳ ❚❤❡♥✿

✭❛✮ ❆❧❧ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇❤❡♥✿ ✭✶✮ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s ❛♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥t✱ ✭✷✮ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ s❡t ✐s ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✭✸✮ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k + 2✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ❛t ❤♦r✐③♦♥ k + 2 ✭> k + 2✮ ②✐❡❧❞s ❛t ❧❡❛st

A − 1 ✭2 · (A− 1)✮ ❧❡ss ♣♦✐♥ts t❤❛♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈✐♥❣ ♦♣♣♦♥❡♥t

✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1 − p✮✳ ■❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s ♦❜s❡r✈✐♥❣ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p✮ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❣❛✐♥

❢r♦♠ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♣♦✐♥t ✭t✇♦ ♣♦✐♥ts✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✇❡r❡

♣❧❛♥♥✐♥❣ t♦ ❞❡❢❡❝t ❛t ❤♦r✐③♦♥ k+2 ✭❛t t❤❡ ♥❡①t r♦✉♥❞ ❛❧s♦ ❛❢t❡r ♠✉t✉❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥

❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛❣❡✮✳ ❉❡❢❡❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❛ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛ ✐❢✿

(1− p) · (A− 1) > p · 1 ⇔ (A− 1) > A · p ⇔
A− 1

A
> p.

✭❜✮ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❧❧ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ ❛t ❛❧❧ ❤♦r✐③♦♥s

❡①❝❡♣t k + 1 ❛♥❞ k + 2✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t t❤❡s❡

❤♦r✐③♦♥s ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❚❛❜❧❡ ✷ ✭✇❤❡r❡ Lk r❡♣❧❛❝❡s L1✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✿ ✭✶✮ µ (L>k+1) >

0 ✭♦t❤❡r✇✐s❡✱ u ((Lk, β) , σ) < u ((Lk+1, β) , σ) ❜❡❝❛✉s❡ c (Lk+1) − c (Lk) < 1✮❀ ❛♥❞

✭✷✮ ∀k > k + 2✱ µ (L>k+2) > 0 ♦♥❧② ✐❢ c (Lk) = c (Lk+2) ✭♦t❤❡r✇✐s❡ u ((Lk, β) , σ) <

u ((Lk+2, β) , σ)✱ ❛♥❞ σ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮✳

✭❝✮ µ (Lk+1) = 0✳ ❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t µ (Lk+1) > 0✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t σ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t u ((Lk, β) , σ) = u ((Lk+1, β) , σ) = u ((Lk+2, β) , σ)✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ ♣❛rt ✭✶✲❝✲❞✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✬s ♣r♦♦❢ ✐♠♣❧② t❤❛t Lk ❛♥❞ Lk+1 ♦❜t❛✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ♣❛②♦✛ ♦♥❧② ✐❢✿

c (Lk+1)− c (Lk) + µ (L≥k+2) · p · A = 1 ⇔ µ (L≥k+2) =
1− (c (Lk+1)− c (Lk))

p · A
.

▲❡t µ′ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ µ′ (Lk) = 0✱ µ′ (Lk+1) = µ (Lk) + µ (Lk+1)✱ ❛♥❞

µ′ (Lk) = µ (Lk) ❢♦r ❡❛❝❤ k ≥ k + 2✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t supp (µ′) ⊆ supp (µ) ✐♠✲
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♣❧✐❡s t❤❛t u ((µ′, β) , σ) = u (σ, σ) ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② µ (L≥k+2) = µ′ (L≥k+2) ✐♠♣❧✐❡s

u (σ, (µ′, β)) = u ((µ′, β) , (µ′, β)) ✭❜❡❝❛✉s❡ µ ❛♥❞ µ′ ♦♥❧② ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢

Lk ❛♥❞ Lk+1✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ t✇♦ ❛❜✐❧✐t✐❡s ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛✮✳✷✺

✭❞✮ ■❢ c (Lk+2) = c (Lk+3) t❤❡♥ σ ✐s ♥♦t ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙✳ ❇② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣s u ((Lk+2, β) , σ) =

u ((Lk+3, β) , σ) ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✮✱

❛♥❞ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t str❛t❡❣② σ′ = (µ′, β) ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ σ = (µ, β) ❜② ❛♥ ✐♥✲

t❡r♥❛❧ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ❛❜✐❧✐t✐❡s Lk+2 ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡

❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦sts s❛t✐s❢②✿ u (σ′, σ) = u (σ, σ) ❛♥❞ u (σ′, σ′) = u (σ, σ′)✳ ❆♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s

♣r♦♣❡rt② ✇♦✉❧❞ ❤♦❧❞ ✐♥ ❛♥② s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡✱ ❛♥❞ t❤✉s σ ❝❛♥♥♦t ❜❡

❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙✳

✭❡✮ ■❢ p <
1−(c(Lk+2)−c(Lk))

A−1
♦r c (Lk+2) − c (Lk) ≥ 1✱ t❤❡♥ σ ✐s ♥♦t ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱

µ (Lk) = 1−
1− (c (Lk+2)− c (Lk))

p · (A− 1)
. ✭❇✳✶✮

❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ♣❛rt ✭✶✲❞✮ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳

✭❢✮ Lk = L1 ✭✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣s t❤❛t σ ≈ σ∗✮✳ ❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②

t❤❛t Lk > L1✿

✐✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛❣❛✐♥st ❛♥

♦❜s❡r✈❡❞ L1 ♦♣♣♦♥❡♥t✱ t❤❡♥ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ❞❡❢❡❝t ❛t ❛❧❧ t❤❡ r❡♥❛♠✐♥❣ r♦✉♥❞s✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛❢t❡r s✉❝❤ ❛ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ✐s r❡❛❧✐③❡❞✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♠♦♥

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❛t ♠♦st k✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳✷✻

❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t② ✇❤♦ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤

♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ L1 ♦♣♣♦♥❡♥t ❛t ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t✳ ▲❡t l ≤ k̄ ❜❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❤♦r✐③♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❞❡❢❡❝ts

❛❣❛✐♥st ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ L1✳ ❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t ❡✐t❤❡r ♣❧❛②❡r ❝♦♦♣❡r❛t❡s

✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❛♥② ❧❛t❡r st❛❣❡✳ ▲❡t m ≤ l ❜❡ t❤❡ ❢❛rt❤❡st r♦✉♥❞

s✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ❞❡❢❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❝♦♦♣❡r❛t❡s ✇✐t❤

♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❈♦♥s✐❞❡r str❛t❡❣② σ′ t❤❛t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ σ ❛t ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ s❡ts✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✐t ❞❡❢❡❝ts ✭✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶✮ m r♦✉♥❞s ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

❞❡❢❡❝t✐♦♥✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t str❛t❡❣② σ′ ②✐❡❧❞s ❛ str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥

♣❧❛②✐♥❣ ❛❣❛✐♥st L1 ♦♣♣♦♥❡♥ts✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡ Γ (ζ)

✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ M (ζ) . ❇② ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ❛♥② str❛t❡❣② σ′
ζ ∈ Σ (ζ) s✉✣❝✐❡♥t❧②

✷✺ ❖♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t s❧✐❣❤t❧② ♣❡rt✉r❜✐♥❣ µ′ t♦ s❛t✐s❢② µ′
(

Lk+2

)

= µ
(

Lk+2

)

+ǫ✱ ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t u (σ, (µ′, β)) <
u ((µ′, β) , (µ′, β)) ✳ ❚❤❛t ✐s✱ σ ✐s ♥♦t ❛♥ ◆❙❙✳
✷✻ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ ♣❛rt ✭✶✲❛✮✱ ❛s ✐t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t ♦✛ t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✳



❇✳✸ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✿ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ❘❡s✉❧t ✸✶

❝❧♦s❡ t♦ σ′ ②✐❡❧❞s ❛ str✐❝t❧② ❜❡tt❡r ♣❛②♦✛ ❛❣❛✐♥st ❛♥② str❛t❡❣② σζ ∈ Σ (ζ) s✉❢✲

✜❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ σ ✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❛②♦✛ t❤❛t σζ ②✐❡❧❞s ❛❣❛✐♥st ✐ts❡❧❢✮✳ ❚❤✐s

❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t σ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

✐✐✳ ❆♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ❢❛❝❡s ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ L1 ♦♣♣♦♥❡♥t ❛t ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t✿ ✭✶✮ ❝♦♦♣❡r❛t❡s ✐❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷❀ ❛♥❞ ✭✷✮ ❞❡❢❡❝ts ✐❢

t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❛t ♠♦st ✷✳

❉❡❢❡❝t✐♦♥ ❛t ❛♥② ❤♦r✐③♦♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷ ②✐❡❧❞s ❛ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛ ❞✉❡ t♦ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✳ ❈♦♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ❤♦r✐③♦♥ ✷ ②✐❡❧❞s str✐❝t❧② ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛✱ ❜❡❝❛✉s❡

✐t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ②✐❡❧❞s ♦♥❡ ❧❡ss ♣♦✐♥t✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣❧❛② ♦❢ t❤❡

♦♣♣♦♥❡♥t ✭✇❤♦ ❛❧✇❛②s ❞❡❢❡❝ts ❛t t❤❡ ❧❛st st❛❣❡✱ ❛s ✐t ✐s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t ❛❝t✐♦♥✮✳

✐✐✐✳ ■❢ Lk > L2 t❤❡♥ u ((L1, β) , σ) > u ((Lk, β) , σ)✳

❇② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rts✱ (L1, β) ❛❝❤✐❡✈❡s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❧❡ss ✉t✐❧✐t② ♣♦✐♥t ✭r❡❧❛t✐✈❡

t♦ (Lk, β)✮ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈✐♥❣ Lk ♦♣♣♦♥❡♥t✱ ❛♥❞ ✐t ❛❝❤✐❡✈❡s ❛t ❧❡❛st

A − 1 ✭A − 2) ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ❛❣❛✐♥st ❛♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ L>k ✭Lk✮ ♦♣♣♦♥❡♥t✳ ❚❤✉s✱

u ((L1, β) , σ) > u ((Lk, β) , σ) ✐❢✿

(1− p) · µ (Lk)
?
< p · (A− 1− µ (Lk)) + c (Lk) ⇔ µ (Lk)

?
< p · (A− 1) + c (Lk) .

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ µ (Lk) ②✐❡❧❞s ❛♥❞ ❞❡✜♥✐♥❣ 0 ≤ x ≡ c (Lk+2)− c (Lk) < 1 ✿

p · (A− 1)− 1 + x

p · (A− 1)

?
< p·(A− 1)+c (Lk) ⇔ x

?
< p·(A− 1)·(p · (A− 1) + c (Lk)− 1)+1

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ p · (A− 1) ≥ 1− x ②✐❡❧❞s✿

x
?
< (1− x) · (1− x+ c (Lk)− 1) + 1 ⇔ x

?
< (1− x) · (c (Lk)− x) + 1

⇐ x
?
< (1− x) · (−x) + 1 ⇔ 1− 2x+ x2 > 0 ⇔ (1− x)2 > 0 ⇐ 0 ≤ x < 1.

✐✈✳ ■❢ Lk = L2 ❛♥❞ c (L4) <
1
A

t❤❡♥ u ((L1, β) , σ) > u ((L2, β) , σ)✳

❇② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rts✱ (L1, b1) ❛❝❤✐❡✈❡s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❧❡ss ✉t✐❧✐t② ♣♦✐♥t ✭r❡❧❛t✐✈❡

t♦ (L2, β)✮ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ L2 ♦♣♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ✉♥♦❜✲

s❡r✈✐♥❣ L>2 ♦♣♣♦♥❡♥t✱ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st A− 1 ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ❛❣❛✐♥st ❛♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ L>2

♦♣♣♦♥❡♥t✳ ❚❤✉s✱ u ((L1, β) , σ) > u ((L2, β) , σ) ✐❢✿

µ (L2)
?
< p · (A− 1) · (1− µ (L2)) + c (L2) ⇔ µ (L2)

?
<

p · (A− 1) + c (L2)

p · (A− 1) + 1
.



✸✷ ❇ Pr♦♦❢s

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ µ (L2) ❢r♦♠ ✭❇✳✶✮✱ ✐♠♣❧✐❡s✿

p · (A− 1)− 1 + (c (L4)− c (L2))

p · (A− 1)

?
<

p · (A− 1) + c (L2)

p · (A− 1) + 1

⇔ −1 + (p · (A− 1) + 1) · (c (L4)− c (L2))
?
< p · (A− 1) · c (L2)

⇔ c (L4)− c (L2)
?
<

1 + p · (A− 1) · c (L2)

1 + p · (A− 1)
,

❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② c (L4) <
1
A
✳

✸✳ ❈❛s❡ ■■✿ ❆ss✉♠❡ t❤❛t p < A−1
A

❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✇❤♦ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥✿ ✭✶✮ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s ❛ str❛♥❣❡r✱ ✭✷✮ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t ✐s ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✱ ❛♥❞

✭✸✮ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k + 1✳ ❚❤❡♥✿

✭❛✮ µ (Lk) ≤
1
A
✳

❉✉❡ t♦ ♣❛rt ✭✶✲❡✮✱ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ❛t ❤♦r✐③♦♥ k+2 ✭> k+2✮ ②✐❡❧❞s A−1 ✭❛t ❧❡❛st 2·(A− 1)✮

❧❡ss ✉t✐❧✐t② ♣♦✐♥ts r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ ✉♥t✐❧ ❤♦r✐③♦♥ k+1 ✐❢ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ❤❛s ❛❜✐❧✐t②

Lk ✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ✭❛t ♠♦st t✇♦✮ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ❛❣❛✐♥st ❛♥② ♦t❤❡r ♦♣♣♦♥❡♥t✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞❡❢❡❝t✐♦♥

❝❛♥ ②✐❡❧❞ ❛ ✇❡❛❦❧② ❜❡tt❡r ♣❛②♦✛ ♦♥❧② ✐❢✿

µ (Lk) · (A− 1) ≤ (1− µ (Lk)) ⇔ µ (Lk) ≤
1

A
. ✭❇✳✷✮

✭❜✮ ❆❧❧ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t✐❡s L≥k+2 ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛ str❛♥❣❡r ❛t ❛

❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t ✇✐t❤ ❤♦r✐③♦♥ k + 2✳

❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t② Lk̃ ✭k̃ ≥ k + 2✮ t❤❛t

❝♦♦♣❡r❛t❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛❣❛✐♥st str❛♥❣❡rs ❛t ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❡t ✇✐t❤ ❤♦r✐③♦♥ k + 2✳ ❉❡✜♥❡ str❛t❡❣② σ′ t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ σ✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t σ′ ❞❡❢❡❝ts

✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ✇❤❡♥ ❛❜✐❧✐t② Lk̃ ❢❛❝❡s ❛ str❛♥❣❡r ❛t ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t

✇✐t❤ ❤♦r✐③♦♥ k + 2✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝❛s❡ ■■ ❛♥❞ ♣❛rt ✭✶✲❡✮ ✐♠♣❧② t❤❛t u (σ′, σ) ≥

u (σ, σ)✱ ❛♥❞ t❤❛t u (σ′, σ′) > u (σ, σ′) , ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ ♥❡✉tr❛❧ st❛❜✐❧✐t②✳

✭❝✮ µ (Lk+1) > 0✳ ❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t µ (Lk+1) = 0✳

✐✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t p < A−2
A−1

✿ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛❜✐❧✐t② Lk ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥

♣❛②♦✛ ♦❢ ❛♥② ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t② L≥k+2 ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ Lk ♦♣♣♦♥❡♥t✿ Lk ♦❜✲

t❛✐♥s ♦♥❡ ❧❡ss ✉t✐❧✐t② ♣♦✐♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✬s ❛❜✐❧✐t② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st

A − 2 ♠♦r❡ ✉t✐❧✐t② ♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s ❛ str❛♥❣❡r✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t



❇✳✸ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✿ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ❘❡s✉❧t ✸✸

u ((Lk, β) , (Lk, β)) > u (σ, (Lk, β)) ✭✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts ♥❡✉tr❛❧ st❛❜✐❧✐t②✮ ✐❢✿

p < (A− 2) · (1− p) ⇔ p <
A− 2

A− 1
.

✐✐✳ ❉✉❡ t♦ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❛r❣✉♠❡♥ts t♦ ♣❛rts ✭❛✲❜✮✱ µ (Lk) ≤
1
A
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❧❧ ✐♥❝✉♠✲

❜❡♥t ❛❜✐❧✐t✐❡s L≥k+3 ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛ str❛♥❣❡r ✭♦r ❛♥

✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t② ✐♥ L≥k+2✮ ❛t ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t ✇✐t❤ ❤♦r✐③♦♥ k+3✳

✐✐✐✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t p ≥ A−2
A−1

✿ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥ ❧❡t✿ α = µ (L≥k+3) /µ (L≥k+2)✱

❛♥❞ µ = µ (Lk)✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛❜✐❧✐t② Lk ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛②♦✛

♦❢ ❛❜✐❧✐t✐❡s L≥k+2✳ ❆❜✐❧✐t② Lk ②✐❡❧❞s✿ ✭✶✮ ❛t ❧❡❛st A − 2 + α · (A− 1) ♠♦r❡

♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ Lk ♦♣♣♦♥❡♥t ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1− p) · µ✮✱ ✭✷✮

♦♥❡ ❧❡ss ♣♦✐♥t ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ Lk ♦♣♣♦♥❡♥t ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p · µ✮✱ ✭✸✮ ❛t

❧❡❛st A− 2 + α · (A− 1) ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ L≥k+2 ♦♣♣♦♥❡♥t

✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p · (1− µ)✮✱ ✭✹✮ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❧❡ss ♣♦✐♥t ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞

❛♥❞ ✉♥♦❜s❡r✈✐♥❣ L≥k+2 ♦♣♣♦♥❡♥t ✭(1− p)2 · (1− µ)✮✱ ❛♥❞ ✭✺✮ ❛t ♠♦st 1+α ❧❡ss

♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ✉♥♦❜s❡r✈✐♥❣ L≥k+2 ♦♣♣♦♥❡♥t ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

(1− p)·p·(1− µ)✮ ✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t u ((Lk, β) , σ) > u (σ, σ) ✭✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts

σ ❜❡✐♥❣ ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ ✐❢✿

(A− 2 + α · (A− 1)) (p · (1− µ) + (1− p) · µ)
?
> p·µ+(1− p)·(1− µ)·(1 + p · α)

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ A > 3 ②✐❡❧❞s✿

⇐ (1 + 2 · α) (·p · (1− µ) + (1− p) · µ)
?
> p · µ+ (1− p) · (1− µ) · (1 + p · α)

⇔ (2 · p− 1)·(1− 2 · µ)+α (2 · (p · (1− µ) + (1− p) · µ)− (1− p) · (1− µ) · p)
?
> 0

⇔ (2 · p− 1) · (1− 2 · µ) + α (p · (1− µ) · (1 + p) + 2 · (1− p) · µ)
?
> 0.

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ p > A−2
A−1

> 1
2
❛♥❞ µ < 1

A
< 1

3
✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

✭❞✮

µ (L≥k+2) =
1− c (Lk+1)

1 + (A− 1) · p
. ✭❇✳✸✮

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❛②♦✛s ♦❢ ❛❜✐❧✐t② Lk ❛♥❞ ❛❜✐❧✐t② Lk+1✳ ❆❜✐❧✐t② Lk ♦❜t❛✐♥s✿ ♦♥❡

❧❡ss ♣♦✐♥t ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ Lk ♦r Lk+1 ♦♣♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥

✉♥♦❜s❡r✈✐♥❣ L≥k+2 ♦♣♣♦♥❡♥t✱ ❛♥❞ A−1 ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ L≥k+2

♦♣♣♦♥❡♥t✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t u ((Lk, β) , σ) = u ((Lk+1, β) , σ) ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② σ



✸✹ ❇ Pr♦♦❢s

❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿

(A− 1) · p · µ (L≥k+2) = 1− µ (L≥k+2)− (c (Lk+1)− c (Lk))

⇔ µ (L≥k+2) =
1− (c (Lk+1)− c (Lk))

1 + (A− 1) · p
.

✭❡✮ ❙tr❛t❡❣② σ ✐s ♥♦t ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙✳

▲❡t µ′′ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ µ′′ (Lk) = 0✱ µ′′ (Lk+1) = µ (Lk) + µ (Lk+1)✱ ❛♥❞

µ′′ (Lk) = µ (Lk) ❢♦r ❡❛❝❤ k > k+1✳ supp (µ′′) ⊆ supp (µ) ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t u ((µ′′, β) , σ) =

u (σ, σ) ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t u (σ, (µ′′, β)) = u ((µ′′, β) , (µ′′, β)) ✭❜❡✲

❝❛✉s❡ µ (L≥k+2) = µ′′ (L≥k+2)✮✳ ❆♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♣r♦♣❡rt② ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ❛♥② s✉✣❝✐❡♥t❧②

❝❧♦s❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡✱ ❛♥❞ t❤✉s σ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙✳✷✼

✹✳ ❈❛s❡ ■■■ ✲ ❆ss✉♠❡ t❤❛t p ≥ A−1
A

. ▲❡t k̃ > Mσ✳ ▲❡t m ≤ Mσ ❜❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❤♦r✐③♦♥ ✐♥

✇❤✐❝❤ Lk̃ ❛❜✐❧✐t② ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ Lk̃ ♦♣♣♦♥❡♥t

❛t ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t ✭m ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ Mσ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢

❡❛r❧②✲♥✐❝❡♥❡ss✮✳ ❆♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❛r❣✉♠❡♥t t♦ ♣❛rt ✭✸❜✮✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❜✐❧✐t② Lk̃ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ❛t ❤♦r✐③♦♥ m ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ Lk̃ ♦♣♣♦♥❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s

❛r❣✉♠❡♥t t♦ ♣❛rt ✭✹❡✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✬s ♣r♦♦❢✳✮ s❤♦✇s t❤❛t p ≥ A−1
A

✐♠♣❧✐❡s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥

t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t σ ✐s ❛ ❧✐♠✐t ❊❙❙ ❜❡❝❛✉s❡ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛ t❤❛♥

❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ Lk̃ ♦♣♣♦♥❡♥t ❛t ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t ✇✐t❤

❤♦r✐③♦♥ m+ 1✳✷✽

❇✳✹ ❖t❤❡r ❘❡s✉❧ts✿

Pr♦♦❢ ♦❢ P❛rt ✭✶✮ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ✭❡❛r❧②✲♥✐❝❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮

✶✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t 0 < µ (L1) < 1✳ ❚❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❈❛s❡ ■ ♦❢

❚❤❡♦r❡♠ ✷✬s ♣r♦♦❢ ❤♦❧❞ ✇✐t❤ ♠✐♥♦r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ❢♦r ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❲❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ ❝❛s❡ ■■✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ✇❤♦ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛ str❛♥❣❡r ❛t ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t ✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥

k + 1 ✭✇❤❡r❡ Lk ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥❝✉♠❜❡♥t✮✳ P❛rt ✭✸❛✮ ❤♦❧❞s ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣ ❛♥❞

✷✼ ❖♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ♣❡rt✉r❜✐♥❣ µ′′ t♦ s❛t✐s❢② ❡✐t❤❡r µ′′
(

Lk+2

)

= µ
(

Lk+2

)

+ ǫ ♦r µ′′
(

Lk+2

)

= µ
(

Lk+2

)

− ǫ✱
✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t u (σ, (µ′′, β)) < u ((µ′, β) , (µ′, β)) ❢♦r ❛♥② p 6= 0.5✳ ❚❤❛t ✐s✱ σ ✐s ♥♦t ❛♥ ◆❙❙ ❢♦r ❛♥② p 6= 0.5✳
✷✽ ■❢ p = A−1

A
, t❤❡♥ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛s t♦ r❡❧② ❛❧s♦ ♦♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s

❛r❣✉♠❡♥t t♦ ♣❛rt ✭✸✲✸❜✮ t♦ ✐♠♣❧② t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳



❇✳✹ ❖t❤❡r ❘❡s✉❧ts✿ ✸✺

s❤♦✇s t❤❛t µ (Lk) ≤ 1
A

✳ ❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t Lk 6= L1✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡

♣❛②♦✛ ♦❢ ❛❜✐❧✐t✐❡s L1 ❛♥❞ Lk ❛❣❛✐♥st σ✳ ❆❜✐❧✐t② L1 ♦❜t❛✐♥s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❧❡ss ♣♦✐♥t ✇❤❡♥

❢❛❝✐♥❣ ❛♥ Lk ♦♣♣♦♥❡♥t ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② µ (Lk)✮✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛②♦✛ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈✐♥❣

L>k ♦♣♣♦♥❡♥t✱ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st A − 1 ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ L>k ♦♣♣♦♥❡♥t

✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p · (1− µ (Lk))✮✳ ❚❤✉s✱ u ((L1, β) , σ) > u ((Lk, β) , σ) = u (σ, σ) ✭❛♥❞ t❤✐s

❝♦♥tr❛❞✐❝ts σ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ ✐❢✿

µ (Lk) < p·(1− µ (Lk))·(A− 1) ⇔ p >
µ (Lk)

(1− µ (Lk)) · (A− 1)
>

1
A

(A−1)
A

· (A− 1)
=

1

(A− 1)2
.

✷✳ ❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t µ (L≥5) = 0✳

✭❛✮ ❆ss✉♠❡ ✜rst t❤❛t µ (L≤2) ≤
1
A
✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ (L1, β) ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛②♦✛

♦❢ (L≥3, β) ❛❣❛✐♥st σ✳ ❆❜✐❧✐t② L1 ❛❝❤✐❡✈❡s ❛t ❧❡❛st A − 2 ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣

❛♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ L≥3 ♦♣♣♦♥❡♥t ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p · (1− µ (L≤2))✮ ✱ ❛t ♠♦st t✇♦ ❧❡ss ♣♦✐♥ts

✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ L≤2 ♦♣♣♦♥❡♥t ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② µ (L≤2)✮✱ ❛♥❞ ❛t ♠♦st 1 + p ❧❡ss ♣♦✐♥ts

✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈✐♥❣ L≥3 ♦♣♣♦♥❡♥t ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1− p) ·(1− µ (L≤2))✮✳ ❚❤✉s

u ((L1, β) , σ) > u ((L≥3, β) , σ) ✭❛♥❞ t❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts σ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ ✐❢✿

p · (1− µ (L≤2)) · (A− 2)
?
> 2 · µ (L≤2) + (1 + p) · (1− p) · (1− µ (L≤2))

⇐ p · (1− µ (L≤2)) · (A− 2)
?
> 1 + µ (L≤2) ⇔ p

?
>

1 + µ (L≤2)

(1− µ (L≤2)) · (A− 2)

⇐ p
?
>

A+1
A

(A−1)
A

· (A− 2)
=

A+ 1

(A− 1) · (A− 2)
.

✭❜✮ ❆ss✉♠❡ t❤❛t µ (L≤2) >
1
A
✳ ❇② ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❛r❣✉♠❡♥t t♦ ♣❛rt ✭✹❡✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✬s

♣r♦♦❢✱ ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐t ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ❛t ❛♥② ❤♦r✐③♦♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥

t❤r❡❡ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛ str❛♥❣❡r ❛t ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

t❤❛t p < A−1
A

✐♠♣❧✐❡s ❜② ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❛r❣✉♠❡♥t t♦ ♣❛rt ✭✹✲❡✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✬s ♣r♦♦❢

t❤❛t ✐t ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ❛t ❛♥② ❤♦r✐③♦♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❢♦✉r ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣

❛♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛t ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t✳ ❚❤✉s✱ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤ ❛❧❧

✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❝♦♦♣❡r❛t❡ ❛t ❛❧❧ ❤♦r✐③♦♥s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❢♦✉r✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐❢ c (L5) >

c (L4) t❤❡♥ ❛❧❧ ✐♥❝✉♠❜❡♥ts ❤❛✈❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛t ♠♦st L4✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ♣❛rts ✭✷✲✸✮ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢

♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✭♦♠✐tt❡❞ ❢♦r ❜r❡✈✐t②✮✳



✸✻ ❇ Pr♦♦❢s

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭(L1, bdefect) ✐s ❛ str✐❝t ❧✐♠✐t ❊❙❙✮✿

Pr♦♦❢✳ ▲♦r❜❡r❜❛✉♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ st✉❞② ❛ ♣❡rt✉r❜❡❞ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡♣❡❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡r✬s

❉✐❧❡♠♠❛✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜①❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ǫ > 0 ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❡t✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ǫ✲♣❡rt✉r❜❡❞ ❞❡❢❡❝t ✭t❤❡ str❛t❡❣② t❤❛t ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1−ǫ ❛t ❛❧❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ts✮ ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ str✐❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ❛❧s♦ ❛♥ ❊❙❙✮ ✐♥ t❤❡ ǫ✲♣❡rt✉r❜❡❞

❣❛♠❡✳ ▼✐♥♦r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡✐r ♣r♦♦❢ ✭♦♠✐tt❡❞ ❢♦r ❜r❡✈✐t②✮ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✭❢♦r

δ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡✮✿ ✭✶✮ ❢♦r ❛♥② ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥❀ ❛♥❞ ✭✷✮ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡t✉♣✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✭❡❛❝❤ Lk ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ✐♥ ❛ str✐❝t ❧✐♠✐t ❊❙❙✮✿

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rts✿

✶✳ ◆♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿

✭❛✮ ●✐✈❡♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ Wt = (W 1,W 2) ∈ ({C,D} , {C,D})t✱ ❧❡t ū (W ) ❜❡

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ st❛❣❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ ♣❧❛②❡r ✶ ✇❤♦ r❡♣❡❛ts ♣❧❛②✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♦❢ W 1 ❛♥❞ ❢❛❝❡s ❛♥

♦♣♣♦♥❡♥t ✇❤♦ r❡♣❡❛ts ♣❧❛②✐♥❣ W 2✳ ▲❡t Sj ❞❡♥♦t❡ t❤❡ jt❤ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ S✳

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t S1 = C✳

✭❜✮ ▲❡t M ′ ∈ N ❛♥❞ ❧❡t Ẇ , Ẅ ,
✳✳✳
W ∈ ({C,D} , {C,D})M

′

❜❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s

t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ✭✶✮ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ Ẅ ✐s t❤❡ ✏r❡✢❡❝t✐♦♥✑ ♦❢ Ẇ ✱ ✐♥

✇❤✐❝❤ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ ♣❧❛②❡rs 1 ❛♥❞ ✷ ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✿ ∀1 ≤ j ≤ M, i ∈ {1, 2} Ẇ i
j = Ẅ−i

j ❀

✭✷✮ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ Ẇ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ❞❡❢❡❝t✐♦♥✿ Ẇ1 = D✳ ✭✸✮
✳✳✳
W ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❛❝t✐♦♥

♣r♦✜❧❡ t❤❛t ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ♠✉t✉❛❧ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ✭
✳✳✳
W 1 = (D,D)✮❀ ❛♥❞ ✭✹✮ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ st❛❣❡

♣❛②♦✛s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ū
(

Ẇ
)

> ū ((S, S)) , ū
( ✳✳✳
W

)

> ū
(

Ẅ
)

> 1✳

✭❝✮ ▲❡t Wt ∈ ({C,D} , {C,D})t ❜❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤

❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs r❡♣❡❛t ♣❧❛②✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♦❢ S✿ ∀1 ≤ j ≤ t Wt,j = (Sj♠♦❞M , Sj♠♦❞M)✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❧❡t Ẇt ✭r❡s♣✳✱ Ẅ t✱
✳✳✳
W t✮ ❜❡ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤

♣❧❛②❡rs r❡♣❡❛t ♣❧❛②✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♦❢ Ẇ ✭r❡s♣✳✱ Ẅ ✱
✳✳✳
W ✮✿ ∀1 ≤ j ≤ t Ẇt,j =

(

Ẇj♠♦❞M ′

)

✭r❡s♣✳✱ Ẅt,j =
(

Ẅj♠♦❞M ′

)

✱
✳✳✳
W t,j =

( ✳✳✳
W j♠♦❞M ′

)

✮✳

✷✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣❧❛②✐♥❣ r✉❧❡ bW,k✿ ❆t st❛❣❡ ✶ bW,k (Lk′ , l.s, ∅) = C ✐✛
(

s ∈ {Lk, φ} ❛♥❞
(

∃k < l′ < l s✳t✳W i
t+1+l−l′ = C

))

✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛t st❛❣❡ ✶ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❝♦♦♣✲

❡r❛t❡s ♦♥❧② ✐❢ ❤❡ ♦❜s❡r✈❡s ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t② ✭♦r ❛ str❛♥❣❡r✮✱ ❛♥❞

✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡

❢✉t✉r❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❜❡❧♦✇✱ ✇❡ s❧✐❣❤t❧② ❛❜✉s❡ ✐t✱ ❛♥❞ ✇r✐t❡ s = Lk



❇✳✹ ❖t❤❡r ❘❡s✉❧ts✿ ✸✼

✐♥st❡❛❞ ♦❢ s = φ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s ❛ str❛♥❣❡r ✭❛♥❞ ❤❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥✲

❝✉♠❜❡♥t ❛❜✐❧✐t② Lk✮✳ ❆t t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❛❣❡s ✭t ≥ 1✮ bW,k

(

Lk′ , l.s = Lk′′ , (a
i, a−i)

t
)

= C

✐✛ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿

(

(

ai, a−i
)t

= Wt ❛♥❞W
i
t+1 = C ❛♥❞

(

∃l1, l2 s✳t✳ ((k < l1 < l2 < l) ♦r (k′′ < l1 < l)) ❛♥❞W−i
t+1+l−l1

= W−i
t+1+l−l2

= C
))

;

♦r
(

(

ai, a−i
)t

= Ẇt ❛♥❞ Ẇ
i
t+1 = C ❛♥❞Lk′′ 6= Lk ❛♥❞

(

∃l1, l2 s✳t✳ ((k < l1 < l2 < l) ♦r (k′′ < l1 < l)) ❛♥❞ Ẅ−i
t+1+l−l1

= Ẅ−i
t+1+l−l2

= C
))

;

♦r
(

(

ai, a−i
)t

= Ẅt ❛♥❞ Ẅ
i
t+1 = C ❛♥❞Lk′ 6= Lk ❛♥❞

(

∃k′′ < l1 < l s✳t✳ Ẅ−i
t+1+l−l1

= C
))

♦r
(

(

ai, a−i
)t

=
✳✳✳
W t ❛♥❞

✳✳✳
W

i

t+1 = C ❛♥❞Lk′ , Lk′′ 6= Lk ❛♥❞
(

∃k′′ < l1 < l s✳t✳
✳✳✳
W

−i
t+1+l−l1

= C
)

)

.

❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥✲♣r♦✜❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤✐❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣❧❛②❡rs s❤♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇✿ W

✐❢ ✐t ✇❛s (C,C)✱ Ẇ ✐❢ ✐t ✇❛s (D,C)✱ Ẅ ✐❢ ✐t ✇❛s (C,D)✱ ❛♥❞
✳✳✳
W ✐❢ ✐t ✇❛s (D,D)✳ ❚❤❡

♣❧❛②❡rs ❢♦❧❧♦✇ t❤✐s ❝②❝❧❡ ✉♥t✐❧ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❝❝✉rs✿

✭❛✮ ■t ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ❡✐t❤❡r ♣❧❛②❡r ❤❛s ❞❡✈✐❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ✲ ✐♥ t❤✐s

❝❛s❡✱ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ❞❡❢❡❝t ❛t ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❛❣❡s✳

✭❜✮ ❆ ♣❧❛②❡r ❦♥♦✇s t❤❛t ❤✐s ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✭❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s t♦♦ s❤♦rt✮ ✲ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❤❡ ❞❡❢❡❝ts✳

✸✳ ❋✐① ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡ Γ (ζ) ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ♠❛①✐♠❛❧ tr❡♠❜❧❡

M (ζ)✳ ▲❡t σW,k,ζ = (µW,k,ζ , βW,k,ζ) ∈ Σ (ζ) ❜❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st str❛t❡❣② t♦ (Lk, bW,k) ✐♥ Σ (ζ)✱

❛♥❞ ❧❡t σ = (µ, β) 6= σW,k,ζ ∈ Σ (ζ) ❛♥② ♦t❤❡r str❛t❡❣②✳ ❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t u (σ, σW,k,ζ) <

u (σW,k,ζ , σW,k,ζ) ✭✐✳❡✱ σW,k,ζ ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ str✐❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ Σ (ζ)✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

(Lk, bW,k) ✐s ❛ str✐❝t ❧✐♠✐t ❊❙❙✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦ ❑✐♠ ✭✶✾✾✹✮✬s ❢♦❧❦

t❤❡♦r❡♠ r❡s✉❧t ❛♥❞ ✐s ❜r✐❡✢② s❦❡t❝❤❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✭❛✮ u ((µ, β) , σW,k,ζ) ≤ u ((µ, βW,k,ζ) , σW,k,ζ)✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥② ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❧❛②✐♥❣

r✉❧❡ βW,k✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t✱ ❧❡❛❞s t❤❡ ♣❧❛②❡rs t♦ ❞❡❢❡❝t ❛t ❛❧❧

r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❛❣❡s✱ ❛♥❞ ❢♦r δ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ✶✱ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❧♦ss ♦✉t✇❡✐❣❤s t❤❡ ❣❛✐♥✳

✭❜✮ u ((µ, βW,k,ζ) , σW,k,ζ) < u (σW,k,ζ , σW,k,ζ) ✐❢ µ 6= µW,k✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♣❧❛②✐♥❣✲r✉❧❡

βW,k,ζ ✐♥❞✉❝❡s ❛ str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛ t♦ Lk ❛♥❞ ❛♥② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ 6= µW,k ❛ss✐❣♥s ❛

s♠❛❧❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ Lk ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛❜✐❧✐t✐❡s✳



✸✽ ❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆♥❞r❡♦♥✐✱ ❏✳✱ ✫ ▼✐❧❧❡r✱ ❏✳❍✳ ✶✾✾✸✳ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞ ♣r✐s♦♥❡r✬s

❞✐❧❡♠♠❛✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✵✸✭✹✶✽✮✱ ✺✼✵✕✺✽✺✳

❆①❡❧r♦❞✱ ❘✳▼✳ ✶✾✽✹✳ ❚❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❇❛s✐❝ ❇♦♦❦s✳

❇✐♥♠♦r❡✱ ❑✳●✳✱ ✫ ❙❛♠✉❡❧s♦♥✱ ▲✳ ✶✾✾✷✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ✐♥ r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡s ♣❧❛②❡❞ ❜②

✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✱ ✺✼✭✷✮✱ ✷✼✽✕✸✵✺✳

❇♦❧t♦♥✱ ●❛r② ❊✳ ✶✾✾✼✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ ❡q✉❛❧❧②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞

❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ✸✷✭✸✮✱ ✸✻✺✕✸✽✶✳

❇r✉tt❡❧✱ ▲✳❱✳✱ ●üt❤✱ ❲✳✱ ✫ ❑❛♠❡❝❦❡✱ ❯✳ ✷✵✶✷✳ ❋✐♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞ ♣r✐s♦♥❡rs✬ ❞✐❧❡♠♠❛ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥ts ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❡♥❞✳ ■♥t✳ ❏✳ ♦❢ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r②✱ ✹✶✭✶✮✱ ✷✸✕✹✼✳

❈❛♠❡r❡r✱ ❈✳ ✷✵✵✸✳ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r②✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❙tr❛t❡❣✐❝ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ Pr✐♥❝❡t♦♥

❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ Pr✐♥❝❡t♦♥✳

❈♦♦♣❡r✱ ❘✳✱ ❉❡❏♦♥❣✱ ❉✳❱✳✱ ❋♦rs②t❤❡✱ ❘✳✱ ✫ ❘♦ss✱ ❚✳❲✳ ✶✾✾✻✳ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t r❡♣✉t❛t✐♦♥✿

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ♣r✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛ ❣❛♠❡s✳ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r✱

✶✷✭✷✮✱ ✶✽✼✕✷✶✽✳

❈♦st❛✲●♦♠❡s✱ ▼✳✱ ❈r❛✇❢♦r❞✱ ❱✳P✳✱ ✫ ❇r♦s❡t❛✱ ❇✳ ✷✵✵✶✳ ❈♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ♥♦r♠❛❧✲❢♦r♠

❣❛♠❡s✿ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞②✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✻✾✭✺✮✱ ✶✶✾✸✕✶✷✸✺✳

❈r❛✇❢♦r❞✱ ❱✳P✳ ✷✵✵✸✳ ▲②✐♥❣ ❢♦r str❛t❡❣✐❝ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✿ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞❧② r❛t✐♦♥❛❧ ♠✐sr❡♣✲

r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✸✭✶✮✱ ✶✸✸✕✶✹✾✳

❈r❡ss♠❛♥✱ ❘♦ss✳ ✶✾✾✼✳ ▲♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♠♦♦t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❣❛♠❡s✳

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✹✭✶✮✱ ✶✕✶✾✳

❉❡❦❡❧✱ ❊❞❞✐❡✱ ❊❧②✱ ❏❡✛r❡② ❈✳✱ ✫ ❨✐❧❛♥❦❛②❛✱ ❖❦❛♥✳ ✷✵✵✼✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✼✹✭✸✮✱ ✻✽✺✕✼✵✹✳

❋r❡♥❦❡❧✱ ❙✳✱ ❍❡❧❧❡r✱ ❨✳✱ ✫ ❚❡♣❡r✱ ❘✳ ✷✵✶✷✳ ❊♥❞♦✇♠❡♥t ❛s ❛ ❜❧❡ss✐♥❣✳ ♠✐♠❡♦✳

❋✉♥❞❡♥❜❡r❣✱ ❉✳✱ ✫ ▼❛s❦✐♥✱ ❊✳ ✶✾✾✵✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ♥♦✐s② r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡s✳ ❚❤❡

❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✷✼✹✕✷✼✾✳

●❡❛♥❛❦♦♣❧♦s✱ ❏✳✱ ✫ ●r❛②✱ ▲✳ ✶✾✾✶✳ ❲❤❡♥ s❡❡✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ✐s ♥♦t s❡❡✐♥❣ ❜❡tt❡r✳ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ t❤❡

❙❛♥t❛ ❋❡ ■♥st✐t✉t❡✱ ✻✭✷✮✳



❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙ ✸✾

●✉t❤✱ ❲❡r♥❡r✱ ✫ ❨❛❛r✐✱ ▼❡♥❛❤❡♠✳ ✶✾✾✷✳ ❊①♣❧❛✐♥✐♥❣ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ s✐♠♣❧❡ str❛t❡❣✐❝

❣❛♠❡s✿ ❆♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥✿ ❲✐tt✱ ❯❧r✐❝❤ ✭❡❞✮✱ ❊①♣❧❛✐♥✐♥❣ Pr♦❝❡ss ❛♥❞ ❈❤❛♥❣❡✿

❆♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✳ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐❝❤✐❣❛♥ Pr❡ss✱ ❆♥♥ ❆r❜♦r✳

❍❛✈✐❧❛♥❞✱ ❲✳❆✳✱ Pr✐♥s✱ ❍✳❊✳▲✳✱ ✫ ❲❛❧r❛t❤✱ ❉✳ ✷✵✵✼✳ ❈✉❧t✉r❛❧ ❆♥t❤r♦♣♦❧♦❣②✿ ❚❤❡ ❍✉♠❛♥

❈❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❲❛❞s✇♦rt❤ P✉❜✳ ❈♦✳

❍❡❧❧❡r✱ ❨✳✱ ✫ ▼♦❤❧✐♥✱ ❊✳ ✷✵✶✸✳ ❘❡❛❞ ♠② ❧✐♣s✳ ♠✐♠❡♦✳

❏❡❤✐❡❧✱ P❤✐❧✐♣♣❡✳ ✷✵✵✶✳ ▲✐♠✐t❡❞ ❢♦r❡s✐❣❤t ♠❛② ❢♦r❝❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❙t✉❞✐❡s✱ ✻✽✭✷✮✱ ✸✻✾✕✸✾✶✳

❏♦❤♥s♦♥✱ ❊✳❏✳✱ ❈❛♠❡r❡r✱ ❈✳✱ ❙❡♥✱ ❙✳✱ ✫ ❘②♠♦♥✱ ❚✳ ✷✵✵✷✳ ❉❡t❡❝t✐♥❣ ❢❛✐❧✉r❡s ♦❢ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥❞✉❝✲

t✐♦♥✿ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❛r❝❤ ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱

✶✵✹✭✶✮✱ ✶✻✕✹✼✳

❑✐♠✱ ❨♦♥❣✲●✇❛♥✳ ✶✾✾✸✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✇❛r ♦❢ ❛ttr✐t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜✐♦❧♦❣②✱ ✶✻✶✭✶✮✱ ✶✸✳

❑✐♠✱ ❨♦♥❣✲●✇❛♥✳ ✶✾✾✹✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② st❛❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ♣r✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛✳

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✽✭✸✮✱ ✶✻✼✕✶✾✼✳

❑r❛✐♥❡s✱ ❉❛✈✐❞✱ ✫ ❑r❛✐♥❡s✱ ❱✐✈✐❛♥✳ ✶✾✽✾✳ P❛✈❧♦✈ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛✳ ❚❤❡♦r② ❛♥❞

❞❡❝✐s✐♦♥✱ ✷✻✭✶✮✱ ✹✼✕✼✾✳

❑r❡♣s✱ ❉❛✈✐❞ ▼✱ ✫ ❲✐❧s♦♥✱ ❘♦❜❡rt✳ ✶✾✽✷✳ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✺✵✭✹✮✱ ✽✻✸✕✽✾✹✳

❑r❡♣s✱ ❉❛✈✐❞ ▼✱ ▼✐❧❣r♦♠✱ P❛✉❧✱ ❘♦❜❡rts✱ ❏♦❤♥✱ ✫ ❲✐❧s♦♥✱ ❘♦❜❡rt✳ ✶✾✽✷✳ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞ ♣r✐s♦♥❡rs✬ ❞✐❧❡♠♠❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✱ ✷✼✭✷✮✱ ✷✹✺✕✷✺✷✳

▲❡✐♠❛r✱ ❖❧♦❢✳ ✶✾✾✼✳ ❘❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡s✿ ❛ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇✐♦❧♦❣②✱

✶✽✹✭✹✮✱ ✹✼✶✕✹✾✽✳

▲♦r❜❡r❜❛✉♠✱ ❏❡✛r❡②✳ ✶✾✾✹✳ ◆♦ str❛t❡❣② ✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② st❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ♣r✐s♦♥❡r✬s

❞✐❧❡♠♠❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✶✻✽✭✷✮✱ ✶✶✼✳

▲♦r❜❡r❜❛✉♠✱ ❏❡✛r❡② P✱ ❇♦❤♥✐♥❣✱ ❉❛r②❧ ❊✱ ❙❤❛str✐✱ ❆♥❛♥❞❛✱ ✫ ❙✐♥❡✱ ▲❛✉r❡♥ ❊✳ ✷✵✵✷✳ ❆r❡ ❚❤❡r❡

❘❡❛❧❧② ◆♦ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② ❙t❛❜❧❡ ❙tr❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ■t❡r❛t❡❞ Pr✐s♦♥❡rs ❉✐❧❡♠♠❛❄ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✷✶✹✭✷✮✱ ✶✺✺✕✶✻✾✳

▼❛②♥❛r❞✲❙♠✐t❤✱ ❏✳✱ ✫ Pr✐❝❡✱ ●✳❘✳ ✶✾✼✸✳ ❚❤❡ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ❆♥✐♠❛❧ ❈♦♥✢✐❝t✳ ◆❛t✉r❡✱ ✷✹✻✱ ✶✺✳

▼❡♥❣❡❧✱ ❋✳ ✷✵✶✷✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❜② ✭❧✐♠✐t❡❞✮ ❢♦r✇❛r❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ♣❧❛②❡rs✳ ♠✐♠❡♦✳



✹✵ ❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙

▼♦❤❧✐♥✱ ❊r✐❦✳ ✷✵✶✷✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ♠✐♥❞✳ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥✳ ❇❡❤❛✈✳✱ ✼✺✭✶✮✱ ✷✾✾✕✸✶✽✳

◆❛❝❤❜❛r✱ ❏♦❤♥ ❍✳ ✶✾✾✵✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❣❛♠❡s✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧✐♠✐t

♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❣❛♠❡ t❤❡♦r②✱ ✶✾✭✶✮✱ ✺✾✕✽✾✳

◆❛❣❡❧✱ ❘✳ ✶✾✾✺✳ ❯♥r❛✈❡❧✐♥❣ ✐♥ ❣✉❡ss✐♥❣ ❣❛♠❡s✿ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞②✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❘❡✈✐❡✇✱ ✽✺✭✺✮✱ ✶✸✶✸✕✶✸✷✻✳

◆❡❡❧✐♥✱ ❏✳✱ ❙♦♥♥❡♥s❝❤❡✐♥✱ ❍✳✱ ✫ ❙♣✐❡❣❡❧✱ ▼✳ ✶✾✽✽✳ ❆ ❢✉rt❤❡r t❡st ♦❢ ♥♦♥❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣

t❤❡♦r②✿ ❈♦♠♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✼✽✭✹✮✱ ✽✷✹✕✽✸✻✳

◆❡②♠❛♥✱ ❆❜r❛❤❛♠✳ ✶✾✾✾✳ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❣❡s ✐s ♥♦t

❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✻✼✭✶✮✱ ✹✺✕✻✹✳

◆♦✇❛❦✱ ▼❛rt✐♥✱ ✫ ❙✐❣♠✉♥❞✱ ❑❛r❧✳ ✶✾✾✸✳ ❆ str❛t❡❣② ♦❢ ✇✐♥✲st❛②✱ ❧♦s❡✲s❤✐❢t t❤❛t ♦✉t♣❡r❢♦r♠s

t✐t✲❢♦r✲t❛t ✐♥ t❤❡ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ❣❛♠❡✳ ◆❛t✉r❡✱ ✸✻✹✱ ✺✻✕✺✽✳

❖❦❛❞❛✱ ▼r ❆✳ ✶✾✽✶✳ ❖♥ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥ts✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❛♠❡

❚❤❡♦r②✱ ✶✵✭✷✮✱ ✻✼✕✼✸✳

❖s❜♦r♥❡✱ ▼❛rt✐♥ ❏✱ ✫ ❘✉❜✐♥st❡✐♥✱ ❆r✐❡❧✳ ✶✾✾✹✳ ❈♦✉rs❡ ✐♥ ❣❛♠❡ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ▼■❚ ♣r❡ss✳

❘♦❜s♦♥✱ ❆✳❏✳ ✶✾✾✵✳ ❊✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❣❛♠❡s✿ ❉❛r✇✐♥✱ ◆❛s❤✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝r❡t ❤❛♥❞s❤❛❦❡✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✶✹✹✭✸✮✱ ✸✼✾✕✸✾✻✳

❘♦❜s♦♥✱ ❆✳❏✳ ✷✵✵✸✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❘❡❞ ◗✉❡❡♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❚❤❡♦r②✱ ✶✶✶✱ ✶✕✷✷✳

❘♦s❡♥t❤❛❧✱ ❘✳❲✳ ✶✾✽✶✳ ●❛♠❡s ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣r❡❞❛t♦r② ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛✐♥✲st♦r❡

♣❛r❛❞♦①✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✷✺✭✶✮✱ ✾✷✕✶✵✵✳

❙❛♠✉❡❧s♦♥✱ ▲❛rr②✳ ✶✾✽✼✳ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞ ♣r✐s♦♥❡r✬s

❞✐❧❡♠♠❛✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r②✱ ✶✻✭✸✮✱ ✶✽✼✕✶✾✺✳

❙❛♠✉❡❧s♦♥✱ ▲❛rr②✳ ✶✾✾✶✳ ▲✐♠✐t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② st❛❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t✇♦✲♣❧❛②❡r✱ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❣❛♠❡s✳

●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r✱ ✸✭✶✮✱ ✶✶✵✕✶✷✽✳

❙❛♥❞❤♦❧♠✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ❍✳ ✷✵✶✵✳ ▲♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❣❛♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✭✶✮✱ ✷✼✕✺✵✳

❙❡❧t❡♥✱ ❘✳✱ ✫ ❙t♦❡❝❦❡r✱ ❘✳ ✶✾✽✻✳ ❊♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛

s✉♣❡r❣❛♠❡s✿ ❆ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r② ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r ✫ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱

✼✭✶✮✱ ✹✼✕✼✵✳
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❙❡❧t❡♥✱ ❘❡✐♥❤❛r❞✳ ✶✾✼✺✳ ❘❡❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t♥❡ss ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥ts ✐♥

❡①t❡♥s✐✈❡ ❣❛♠❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❣❛♠❡ t❤❡♦r②✱ ✹✭✶✮✱ ✷✺✕✺✺✳

❙❡❧t❡♥✱ ❘❡✐♥❤❛r❞✳ ✶✾✽✸✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ t✇♦✲♣❡rs♦♥ ❣❛♠❡s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

❙♦❝✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✺✭✸✮✱ ✷✻✾✕✸✻✸✳

❙❡❧t❡♥✱ ❘❡✐♥❤❛r❞✳ ✶✾✽✽✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ t✇♦✲♣❡rs♦♥ ❣❛♠❡s✲❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♥❞

❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✻✭✸✮✱ ✷✷✸✕✷✻✻✳

❙t❛❤❧✱ ❉✳❖✳ ✶✾✾✸✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♠❛rt✲♥ ♣❧❛②❡rs✳ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥✳ ❇❡❤❛✈✐♦r✱ ✺✭✹✮✱ ✻✵✹✕✻✶✼✳

❙t❛❤❧✱ ❉✳❖✳✱ ✫ ❲✐❧s♦♥✱ P✳❲✳ ✶✾✾✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ♣❧❛②❡rs✬ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ✷✺✭✸✮✱ ✸✵✾✕✸✷✼✳

❙t❡♥♥❡❦✱ ❏✳ ✷✵✵✵✳ ❚❤❡ s✉r✈✐✈❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ss✉♠✐♥❣ ♦t❤❡rs t♦ ❜❡ r❛t✐♦♥❛❧✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r②✱ ✷✾✭✷✮✱ ✶✹✼✕✶✻✸✳

❙✇✐♥❦❡❧s✱ ❏✳▼✳ ✶✾✾✷✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡♥tr❛♥ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❚❤❡♦r②✱ ✺✼✭✷✮✱ ✸✵✻✕✸✸✷✳

❚❤♦♠❛s✱ ❇❡r♥❤❛r❞✳ ✶✾✽✺✳ ❖♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② st❛❜❧❡ s❡ts✳ ❏✳ ♦❢ ▼❛t❤✳ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✷✷✭✶✮✱ ✶✵✺✕✶✶✺✳
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