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❈♦✉♥tr② s✐③❡✱ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs

❏❡❛♥✲▼❛r❝ ▼✳ ❑✐❧♦❧♦∗

❏✉❧② ✷✱ ✷✵✶✸

❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡①✲

♣❧❛✐♥ tr❛♥s❢❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚✇♦ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✿

✜rst❧②✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts❀ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧

✇✐s❞♦♠✱ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭❊❚❆✮ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧❡❛❞ t♦

❢r❡❡ tr❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱

t❤❡ ❊❚❆ ❜❡t✇❡❡♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❙♦✉t❤ s❡ts ❛ t❛r✐✛

❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐ts ◆❛s❤ t❛r✐✛ ❛♥❞ t❤❡ ◆♦rt❤ s✉❜s✐❞✐③❡s ✐ts ✐♠♣♦rts✳ ❲❤❡♥ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t s✐③❡ ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ✐s

✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧② ❡♥♦✉❣❤✱

❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❧✇❛②s ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ tr❛❞❡ ✇❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ❝♦✉♥✲

tr✐❡s✬ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ t❛r✐✛s ❛♥❞

❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✳ ❚♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ t♦ ❧✐❜❡r❛❧✐③❡ tr❛❞❡✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ♠❛❦❡s ❛

tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✲ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ s✐③❡ ❛s②♠♠❡tr②✳

❚♦ t❡st t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ■ ✉s❡ ❆❈P✲❊❯ ❛✐❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s✬ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ r❡❞✉❝❡s ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ tr❛♥s❢❡rs✳ ❚❤❡

♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ tr❛♥✲

s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ♠❛r❦❡t ❛❝❝❡ss t♦ ❆❈P✲❊❯ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣

❛❣r❡❡♠❡♥ts ✭❊P❆s✮ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ tr❛❞❡ ❝♦♥❝❡ss✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡

❛❞❥✉st♠❡♥t tr❛♥s❢❡rs ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳

❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❋✶✺✱ ❋✸✺✳

❑❡② ❲♦r❞s✿ ❛s②♠♠❡tr②✱ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✱ tr❛♥s❢❡rs✱ t❛r✐✛s✱ tr❛❞❡ ✇❛r✳

∗❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❡✲♠❛✐❧✿ ❥❡❛♥✲♠❛r❝✳❦✐❧♦❧♦✲
♠❛❧❛♠❜✇❡❅♣♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✳❡❞✉✳ ■ ❤❛✈❡ ❜❡♥❡✜t❡❞ ❣r❡❛t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞✈✐❝❡ ♦❢ ❋r❛♥❝✐s ❇❧♦❝❤✳
■ ❤❛✈❡ ❜❡♥❡✜t❡❞ ❢r♦♠ ✈❛❧✉❛❜❧❡ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❢r♦♠ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♦❢ t❤❡ ✷✵✶✶ ●❡r❛❞✬s ✇♦r❦s❤♦♣ ❛t
t❤❡ ❍❊❈ ▼♦♥tr❡❛❧ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❛t ❚❤❡♦r② ❚❤✉rs❞❛②s ❆♣r✐❧ ✷✵✶✷ ❛t P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧
t♦ ❏♦❛♦ ❙❛♥t♦s ❙✐❧✈❛ ❛♥❞ ❙✐❧✈❛♥❛ ❚❡♥r❡②r♦ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ PP▼▲ ❙❚❆❚❆ ♣r♦❣r❛♠✳
❘❛②♠♦♥❞ ❘✐❡③♠❛♥ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ♠❡ t❤❡ ❑❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❘✐❡③♠❛♥ ✭✶✾✽✽✮ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚r❛❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦❢t❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡ tr❛♥s❢❡rs✳ ■♥ t❤❡
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛ tr❛♥s❢❡r t❛❦❡s ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❛♥✐♥❣s✳ ■t ♠❡❛♥s
❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ✇❤❡♥ ❛ ❞♦♥♦r ❣✐✈❡s ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♦r ♠❛t❡r✐❛❧ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❜♦♦st ❡❝♦♥♦♠✐❝
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥ ❛ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr②✱ t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ ♣♦♦r ♦r t♦ ♣r♦♠♦t❡ ✐ts
❡①♣♦rts✳ ■♥ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧s✱ ❛ tr❛♥s❢❡r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❛②♠❡♥t ♠❛❞❡ ❜② ❛
❝♦✉♥tr② t♦ ✐ts tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❧♦ss
❢♦r t❤❡ ♣❛rt♥❡r✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r t❛r✐✛✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ✉s❡ ❛ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ à ❧❛ ❑❡♥♥❛♥ ❛♥❞
❘✐❡③♠❛♥ ✭✶✾✽✽✮ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢
tr❛♥s❢❡rs ❛♥❞ st✉❞② ❤♦✇ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t s✐③❡ ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s✳

❲❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ tr❛♥s❢❡rs✱ ♦♥❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡rs ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✳ ■♥ t❤❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡
❛✐❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ s❡r✈❡s ✈❛r✐♦✉s ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ♥♦t❛❜❧② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧
✐♥t❡r❡sts ♦❢ ❞♦♥♦rs✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♣❛r❛❞♦① ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇r❡❝❤❡r
❛♥❞ ❇❤❛❣✇❛t✐ ✭✶✾✽✷✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ❞♦♥♦r ❝❛♥ ❜❡ ❜❡tt❡r ❛♥❞ ❛ r❡❝✐♣✐❡♥t ✇♦rs❡ ♦✛
❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st ♠♦t✐✈❡ ♦❢ ❣✐✈✐♥❣✱ ❛
❞♦♥♦r ❝♦✉♥tr② ❝❛♥ t✐❡ ✐ts ❛✐❞ t♦ t❤❡ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr② t♦ ♣✉r❝❤❛s❡
❣♦♦❞s t❤❛t ✐t ♣r♦❞✉❝❡s✳✶ ❙❡✈❡r❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r❡✐❣♥
❛✐❞ ♣r♦♠♦t❡s ❞♦♥♦r ❡①♣♦rts ✐♥ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s ✭◆✐❧ss♦♥✱ ✶✾✾✼❀ ▼❛rt✐♥❡③✲
❩❛r③♦s♦✱ ◆♦✇❛❦✲▲❡❤♠❛♥♥ ❛♥❞ ❑❧❛s❡♥✱ ✷✵✶✵❀ ◆♦✇❛❦✲▲❡❤♠❛♥♥✱ ▼❛rt✐♥❡③✲❩❛r③♦s♦✱
❈❛r❞♦③♦✱ ❍❡r③❡r ❛♥❞ ❑❧❛s❡♥✱ ✷✵✵✾❀ ❖s❡✐✱ ▼♦rr✐ss❡② ❛♥❞ ▲❧♦②❞✱ ✷✵✵✹✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✐❞ ❛♥❞ ❞♦♥♦r ❡①♣♦rts ♥♦t ♦♥❧② r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢
t②✐♥❣ ❛✐❞ t♦ ❞♦♥♦r ✐♠♣♦rts✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ✏❣♦♦❞✇✐❧❧✑ ♦r t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❧♦②❛❧t② t♦✇❛r❞s
t❤❡ ❞♦♥♦r ❡①♣♦rts ✭❆r✈✐♥ ❛♥❞ ❇❛✉♠✱ ✶✾✼✼✮✳

■♥ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭❚❆✮ ♠♦❞❡❧s✱ ❛ tr❛♥s❢❡r s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❡♥s❛✲
t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥t ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ♦✛s❡t ❛ ❧♦ss r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳
■♥ ❢❛❝t✱ ❛ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭❋❚❆✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s✐③❡ ✐s
✉s✉❛❧❧② ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ❛♥❞ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧
❝♦✉♥tr②✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤✐s t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ❤❛s t♦ ♠❛❦❡ ❛ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t ✐❢
t❤❡ ❋❚❆ ✐s t♦ ❜❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✭❇♦♥❞ ❛♥❞ P❛r❦✱ ✷✵✵✷❀ P❛r❦✱ ✷✵✵✵❀ ❑♦♥✐s❤✐✱
❑♦✇❛❧❝③②❦ ❛♥❞ ❙❥♦str♦♠✱ ✷✵✵✸❀ ❑♦✇❛❧❝③②❦✱ ✷✵✵✻✮✳ ❚❤✐s s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t ✐s ✉s✉❛❧❧②
♥♦♥✲♠♦♥❡t❛r② ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s
❞❡❛r t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ✭❞❡♠♦❝r❛❝②✱ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♣r♦t❡❝t✐♦♥✱ ❣♦✈❡r♥❛♥❝❡✱ s♦✉♥❞
✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦❞❡✱ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ✭■P❘s✮ t♦ ♥❛♠❡ ❛ ❢❡✇❀
s❡❡ ❇❛❧❧❡✐①✱ ✷✵✶✵❀ ❇♦♥❞ ❛♥❞ P❛r❦✱ ✷✵✵✷❀ ❈❤❛✉✛♦✉r ❛♥❞ ▼❛✉r✱ ✷✵✶✶❀ ❍♦❡❦♠❛♥ ❛♥❞
❙❛❣❣✐✱ ✷✵✵✼❀ ▲✐♠ã♦✱ ✷✵✵✼✮✳ ❆ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ tr❛♥s❢❡rs

✶❆✐❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✐t② t❛❦❡s ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ❢♦r♠s✿ ❛✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❞❡♠♦❝r❛❝②✱ ❤✉♠❛♥ r✐❣❤ts✱
❣♦✈❡r♥❛♥❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝✐♣✐❡♥ts✱ ♣♦✈❡rt② r❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✭❘✐❝❤✱ ✷✵✵✹✮✱ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝②
r❡❢♦r♠ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❛r✐✛s ✐♥ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s ✭▲❛❤✐r✐✱ ❘❛✐♠♦♥❞♦s✲▼ø❧❧❡r✱
❲♦♥❣ ❛♥❞ ❲♦♦❞❧❛♥❞✱ ✷✵✵✷❀ ▲❛❤✐r✐ ❛♥❞ ❘❛✐♠♦♥❞♦s✲▼ø❧❧❡r✱ ✶✾✾✼❀ ▼♦rr✐ss❡②✱ ✶✾✾✸✮✳

✷



✐s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛②♠❡♥t✿ ✐♥❞❡❡❞✱
❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ✐s ♦❢t❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡r ❝♦✉♥tr② t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ♦♥❡✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤✐s
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛✐❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♦♥❡ ❢♦r
❛❝❝❡ss t♦ ✐ts ❧❛r❣❡ ♠❛r❦❡t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ tr❛♥s❢❡r ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✭✜♥❡s ♦r ❜♦♥❞s✮ t❤❛t
❛ ❝♦✉♥tr② ✐♥❢r✐♥❣✐♥❣ ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♣❛②s t♦ ✐ts tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❧②✐♥❣ ❝♦✉♥tr②✱ t❤✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t♦r②
♠❡❛s✉r❡ ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ t❛r✐✛ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥✳ ❇② r❡t❛❧✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❣❣r✐❡✈❡❞ ❝♦✉♥tr②
❞♦❡s ✏s❤♦♦t ✐ts❡❧❢ ✐♥ t❤❡ ❢♦♦t✑ ❜② ✐♠♣❡❞✐♥❣ ✐♠♣♦rts ❛♥❞ t❤✉s ❤❛r♠✐♥❣ ✐ts ❞♦♠❡st✐❝
❝♦♥s✉♠❡rs ❛♥❞✴♦r ✐♠♣♦rt❡rs ✭❇r♦♥❝❦❡rs ❛♥❞ ❱❛♥ ❉❡♥ ❇r♦❡❦✱ ✷✵✵✺✮✳ ▲✐♠ã♦ ❛♥❞
❙❛❣❣✐ ✭✷✵✵✽✱ ✷✵✶✶✮ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✇❡❛❦❧② r❡♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ♣r♦♦❢ ✭❲❘P✮ ✜♥❡s
❛♥❞ ❜♦♥❞s t❤❛t ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❛r✐✛ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ tr❛♥s❢❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ❛♥❞ t❤❡
♣❛tt❡r♥ ♦❢ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣❛rt♥❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r
t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ❢♦✉r❢♦❧❞✳ ❋✐rst❧②✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭❊❚❆✮ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧❡❛❞ t♦ ❢r❡❡ tr❛❞❡✳✷ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t s✐③❡✱ t❤❡ ❊❚❆ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❙♦✉t❤ s❡ts ❛ t❛r✐✛
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐ts ◆❛s❤ t❛r✐✛ ❛♥❞ t❤❡ ◆♦rt❤ s✉❜s✐❞✐③❡s ✐ts ✐♠♣♦rts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ◆♦rt❤
✐s ❛❧✇❛②s ✇♦rs❡ ♦✛ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❜❡tt❡r ♦✛✱ t❤❡ ❊❚❆ ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r ✉♥❧❡ss t❤❡
◆♦rt❤ ❣❡ts ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢♦r ✐ts ❧♦ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t
s✐③❡ ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✉t✐❧✐t② ❣❛✐♥ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡
◆♦rt❤✬s ✉t✐❧✐t② ❧♦ss✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧② ❡♥♦✉❣❤✱ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❧✇❛②s ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ tr❛❞❡
✇❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ♦♥ t❤❡ s❡❧❢✲
❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❋❚❆✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❲❘P ✜♥❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ❙♦✉t❤ t❤❛♥
❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ❛s②♠♠❡tr② ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t
s✐③❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡
❝♦✉♥tr② ❤❛s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣❛t✐❡♥t t❤❛♥ ✐ts s♠❛❧❧ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣❛rt♥❡r ❜❡❢♦r❡ r❡❛♣✐♥❣
t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❛♥ ❋❚❆✳ ❚❤❡ ✜♥❞✐♥❣ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ✈❡r② ✐♥t✉✐t✐✈❡✿ ❛♥ ❋❚❆ ❣✐✈❡s t❤❡
s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr②✬s ♠❛r❦❡t ✭t❤❡
◆♦rt❤✮ ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦r r❡❢♦r♠s ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ t✐♠❡ t♦ ❜❡ ♣✉t ✐♥ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡
r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐r❞❧②✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ t❛r✐✛s ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✳ ■♥ ❛
◆❛s❤ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ s❡r✈❡s ❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❙♦✉t❤ t♦ ❧✐❜❡r❛❧✐③❡
tr❛❞❡❀ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ s✐③❡
❛s②♠♠❡tr②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ t❡st t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❊❯✲❆❈P ❛✐❞ ❞❛t❛❀ ■ ✜♥❞ t❤❛t ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s✬ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ❂ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t
✐♥❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ❞♦♥♦r ✐♥❝♦♠❡ ❂ r❡❞✉❝❡s ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

✷❆ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐❢ ✐t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡s❀ ❇❛❣✇❡❧❧ ❛♥❞
❙t❛✐❣❡r ✭✷✵✵✶✮ s❤♦✇ t❤❛t ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ♣❛r❛♠❡t❡r✳

✸



♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❛✐❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤r❡❡ str❛♥❞s ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇❛❣✇❡❧❧ ❛♥❞ ❙t❛✐❣❡r
✭✶✾✾✾✱ ✷✵✵✶✮✱ t❛r✐✛ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s s❡❡❦s ❛ r❡❝✐♣r♦❝❛❧
❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ tr❛❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❇♦♥❞ ❛♥❞ P❛r❦ ✭✷✵✵✷✱ ❇P✮ ❛♥❞ P❛r❦ ✭✷✵✵✵✮ s❤♦✇ t❤❛t ❛ tr❛❞❡
❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ♠✉t✉❛❧❧② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛s t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②
❣❛✐♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♦♥❡ ❧♦♦s❡s✳ ▼❛②❡r ✭✶✾✽✶✮ ❛♥❞ ❈❤♦♥❣❜✉♥✇❛t❛♥❛ ✭✷✵✵✹✮ ✜♥❞
t❤❛t ❛ t❛r✐✛ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛
r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜✉t t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡
❝♦✉♥tr② ❝❤♦♦s❡s ❛ ❧♦✇❡r t❛r✐✛ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ❣r❛♥ts ✐♠♣♦rt s✉❜s✐❞✐❡s✳ ■♥
t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ■ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ r❡s✉❧t✿ t❤❡ ❊❚❆ ❜❡t✇❡❡♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s
✐s ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❡♥t❛✐❧s ❛♥ ✐♠♣♦rt s✉❜s✐❞② ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ✭t❤❡ ◆♦rt❤✮ ❛♥❞
❛♥ ❤✐❣❤❡r ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧ ♦♥❡ ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮✳✸ ❈♦♥tr❛r② t♦ ❑❡♥♥❛♥ ❛♥❞
❘✐❡③♠❛♥ ✭✶✾✽✽✮ ❛♥❞ ❈❤♦♥❣❜✉♥✇❛t❛♥❛ ✭✷✵✵✹✮✱ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ tr❛❞❡ ✇❛r
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳✹ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦ tr❛♥s❢❡r ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ ❢r❡❡
tr❛❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

❚❤✐s st✉❞② ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ s❡❝♦♥❞ str❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞r❡ss❡s ♦♣t✐♠❛❧ t❛r✐✛s ❛♥❞
❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✳ ▲❛❤✐r✐ ❛♥❞ ❘❛✐♠♦♥❞♦s✲▼ø❧❧❡r ✭✶✾✾✼✱ ❤❡r❡❛❢t❡r✱ ▲❘✮ ♣r♦✈❡✱ ✐♥ ❛ t❤r❡❡✲
❝♦✉♥tr② t✇♦✲❣♦♦❞ tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t ❛♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢❡r t✐❡❞ t♦ t❛r✐✛ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr② ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❢❛r❡✲✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡rs✳ ■♥
❢❛❝t✱ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐r❡❝t r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❜♦t❤
t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦✉♥tr② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐❢ t❤❡② ❜♦t❤
❛r❡ ❡①♣♦rt❡rs ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t✬s ✐♠♣♦rt ❣♦♦❞✳ ❯s✐♥❣ ❛ t✇♦✲❝♦✉♥tr② t✇♦ ❣♦♦❞ tr❛❞❡
♠♦❞❡✱ ▲❛❤✐r✐✱ ❘❛✐♠♦♥❞♦s✲▼ø❧❧❡r✱ ❲♦♥❣ ❛♥❞ ❲♦♦❞❧❛♥❞ ✭✷✵✵✷✱ ❤❡r❡❛❢t❡r✱ ▲❘❲❲✮
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛ ❞♦♥♦r t♦ ♠❛❦❡ ❛ tr❛♥s❢❡r t♦ ❛ r❡❝✐♣✐❡♥t ✐❢ ✐t ✐♥❞✉❝❡s
t❤❡ ❧❛tt❡r t♦ ❧✐❜❡r❛❧✐③❡ tr❛❞❡✳✺ ■♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛✐❞ ✐s
t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❧♦ss ♦❢ t❛r✐✛ r❡✈❡♥✉❡ ❞✉❡ t♦ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳
■♥ ♠♦st ✭❧❡❛st✮ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ❛♠♦✉♥ts ✉♣ t♦ t❤r❡❡
q✉❛rt❡rs ♦❢ t❤❡ ●❉P ✭●♦r❞♦♥ ❛♥❞ ▲✐✱ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❤❡❛✈✐❧② r❡❧② ♦♥ t❤❡♠
✭●❛❧❧❛❣❤❡r✱ ✷✵✵✽✮❀ t❛r✐✛ r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡✳ ■♥ t❤✐s
❛rt✐❝❧❡✱ ■ ❞❡r✐✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❝♦✉♥tr✐❡s✬
❡♥❞♦✇♠❡♥t✮✱ ✐♥st❡❛❞ ✐♠♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❛s ✐♥ ▲❘ ✭✶✾✾✼✮ ❛♥❞

✸❚❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs ✜♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❜② ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭▼❛②❡r✮ ♦r ◆❛s❤
❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ✭❈❤♦♥❣❜✉♥✇❛t❛♥❛✮❀ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r st❡♠s ❢r♦♠ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✉t✐❧✐t✐❡s✳

✹■ r❡❛❝❤ ❛♥ ♦♣♣♦s✐t❡ r❡s✉❧t ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ■ ✉s❡ ❛ ❙t♦♥❡✲●❡❛r② ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ t❤❡ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♦♥❡✳

✺❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ▲❘ ✭✶✾✾✼✮ ❛♥❞ ▲❘❲❲ ✭✷✵✵✷✮ ❛r❡ t❤❡ ✜rst t♦ st✉❞② t❤❡
♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ ❛✐❞ ✐♥ tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧s✳

✹



▲❘❲❲ ✭✷✵✵✷✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ✈❛r✐♦✉s s❝❡♥❛r✐♦s✿ ♥❡✐t❤❡r ✐♥ ❛
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♥♦r ✐♥ ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ t♦ ♠❛❦❡ ❛ tr❛♥s❢❡r
t♦ t❤❡ ❙♦✉t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❙♦✉t❤ t♦ ❧✐❜❡r❛❧✐③❡
tr❛❞❡ ✐♥ ❛ ◆❛s❤ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ❣❛♠❡✳

❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ t❤✐r❞ str❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts
♦❢ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛❞❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛✐❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t ❛✐❞
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ♥❡❡❞s✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡✐r ●❉P ♣❡r ❝❛♣✐t❛
✭❋❡❡♥② ❛♥❞ ▼❝●✐❧❧✐✈r❛②✱ ✷✵✵✽❀ ❨♦✉♥❛s✱ ✷✵✵✽✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
tr❛❞❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❛♥❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✐♥❝♦♠❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t
♦♥ tr❛❞❡✳ ■♥ ♠② ❛♥❛❧②s✐s✱ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡
♦❢ r❡❝✐♣✐❡♥ts✳ ■t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ●❉P ♣❡r ❝❛♣✐t❛ t❤❡ ❛✐❞ r❡❝✐♣✐❡♥t
t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛✐❞ ❜✉t ♣♦s✐t✐✈❡❧②
✇✐t❤ tr❛❞❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ♠❛r❦❡t ❛❝❝❡ss t♦ ❆❈P✲❊❯ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ❛❣r❡❡✲
♠❡♥ts ✭❊P❆s✮ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ tr❛❞❡ ❝♦♥❝❡ss✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t
tr❛♥s❢❡rs ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❆❈P✲❊❯ ▲♦♠é ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣
❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ♣r♦t❡❝t❡❞ ♠❛r❦❡ts✱ t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❡r❡ ❣r❛♥t❡❞ tr❛❞❡ ♣r❡❢❡r✲
❡♥❝❡s ❜② t❤❡ ❊❯ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❈♦t♦♥♦✉ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ ✷✵✵✼✳✻ ❚❤✐s ❧❛st tr❡❛t②
❜r♦✉❣❤t ✐♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❆❈Ps ❣✐✈✐♥❣ ♠♦r❡ tr❛❞❡ ❝♦♥✲
❝❡ss✐♦♥s t♦ t❤❡✐r ❊✉r♦♣❡❛♥ ♣❛rt♥❡rs✳ ❇② s♦ ❞♦✐♥❣✱ ❆❈P✲❊❯ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❜❡❝❛♠❡
♠♦r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❲❚❖ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊❯ ❢♦r ❆❈P
tr❛❞❡✱ s♦♠❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❧♦s❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❛r✐✛ r❡✈❡♥✉❡ ❢r♦♠ ❝✉tt✐♥❣ ❞♦✇♥
t❛r✐✛s ♦♥ ✐♠♣♦rts ✭❍✐♥❦❧❡ ❛♥❞ ❙❝❤✐✛✱ ✷✵✵✹❀ ❋♦♥t❛❣♥é✱ ▲❛❜♦r❞❡ ❛♥❞ ▼✐t♦♥✐t♦♥♥❡✱
✷✵✶✶✮✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ❛ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✇❤✐❝❤ ❜❡♥❡✜ts ❜♦t❤ ❝♦♠✲
♠❡r❝✐❛❧ ♣❛rt♥❡rs✼✱ ✏✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ t♦ ❜❡ s❡t ✐♥ ♣❧❛❝❡ t♦ ❛❞❞r❡ss s♣❡❝✐✜❝
❊P❆ r❡❧❛t❡❞ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦sts✑ ✭❊✉r♦♣❡❛♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❖✣❝❡✱ ✷✵✵✼✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ♣❛♣❡r s❤♦✇s t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ❜❡♥❡✜ts st❡♠s ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r ♥♦♥✲
tr❛❞❡ ✐ss✉❡s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦r ❞✐r❡❝t tr❛❞❡ ❣❛✐♥s✳ ■t ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞
t❤❛t ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✐s ❛❧s♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❛s ✐t ♣r♦✈✐❞❡s
t❤❡♠ ✇✐t❤ ❜❡tt❡r ❛❝❝❡ss t♦ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✏❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ s✉st❛✐♥❛❜❧❡
❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ s♦❝✐❡t✐❡s✑ ✭❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥✱ ✷✵✵✽✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❊❯
r❡❧✐❡s ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ ✐♠♣♦rts ♦❢ ✏❤✐❣❤✲t❡❝❤✑ ♠❡t❛❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❆❢r✐❝❛ ❛♥❞ ❙♦✉t❤ ❆♠❡r✐❝❛✱
t♦ ♥❛♠❡ ❛ ❢❡✇✱ ❛r❡ ❧❡❛❞✐♥❣ s✉♣♣❧✐❡rs✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t♦rs ❧✐❦❡ ❈❤✐♥❛
♦r ■♥❞✐❛✱ t❤❡ ❆❈P✲❊❯ ❊P❆s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❊❯ ✏r❛✇

✻❚❤✐s tr❡❛t② s✐❣♥❡❞ ✐♥ ✶✾✼✺ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✾✻✸✬s ✜rst ❨❛♦✉♥❞é ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊✉r♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❋r❡♥❝❤✲s♣❡❛❦✐♥❣ ❆❢r✐❝❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠
❛♥❞ ❊♥❣❧✐s❤✲s♣❡❛❦✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ P❛❝✐✜❝ ♦❝❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❈❛r✐❜❜❡❛♥ ✐s❧❛♥❞s✳

✼❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥t❡r✐♠ ❊P❆s✱ ❱♦❧❧♠❡r✱ ▼❛rtí♥❡③✲❩❛r③♦s♦✱ ◆♦✇❛❦✲▲❡❤♠❛♥♥
❛♥❞ ❑❧❛♥♥ ✭✷✵✵✾✮ ✜♥❞ t❤❛t ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❣r❡❡❞
❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❣❡♥❞❛✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥✳

✺



♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐♣❧♦♠❛❝②✑ ✇❤♦s❡ ❛✐♠ ✐s t♦ s❡❝✉r❡ ❛❝❝❡ss t♦ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣
❡①♣♦rt r❡str✐❝t✐♦♥s ✭❘❛♠❞♦♦✱ ✷✵✶✶✮✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷
❛♥❛❧②③❡s tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ tr❛♥s❢❡rs✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡
s❡❧❢✲❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ tr❛♥s❢❡rs✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✭s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s✱ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡
❛♥❞ ◆❛s❤ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣✮✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ t❡st ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣
❆❈P✲❊❯ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❞❛t❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❝t✐♦♥ ✹ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✻



❚❛❜❧❡ ✶✳ ❉✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ tr❛♥s❢❡rs ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

❚②♣❡s ♦❢ tr❛♥s❢❡rs ❋✐♥❞✐♥❣s ❙t✉❞✐❡s

❆✳ ❋♦r❡✐❣♥ ❛✐❞

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s❢❡r ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞♦♥♦r ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ ✐t ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t t♦ ▲❛❤✐r✐ ❛♥❞ ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✱ ✷✵✵✷✮

❧✐❜❡r❛❧✐③❡ tr❛❞❡✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r

Foreign aid = f (GDP per cap recipients
❴

, Imports recipients
+

) ❨♦✉♥❛s ✭✷✵✵✽✮✱ ❋❡❡♥② ❛♥❞

▼❝●✐❧❧✐✈r❛② ✭✷✵✵✽✮

Foreign aid = f (recipients′relative size (GDP ),
❴

imports
+

, geo. avg tariff
+

) ❚❤✐s ♣❛♣❡r

❇✳ ❙✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t

❆♥ ❋❚❆ ❜❡t✇❡❡♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐s ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❇♦♥❞ ❛♥❞ P❛r❦ ✭✷✵✵✷✮

❢r♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ❜❡♥❡✜t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❋❚❆ t♦ ✐ts ❧❛r❣❡ tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r P❛r❦ ✭✷✵✵✵✮

❢♦r ♠❛r❦❡t ❛❝❝❡ss✳

❆♥ ❋❚❆ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✐s ✇❡❧❢❛r❡✲✐♠♣r♦✈✐♥❣

❚❤✐s ♣❛♣❡r
❢♦r ❜♦t❤❀ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳

❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❚❆ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ✉t✐❧✐t② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧

❡♥❞♦✇♠❡♥t t♦ ✐ts ❧❛r❣❡ tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r ❢♦r ✐ts ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ✐♥❝r❡❛s❡✳

❲❘P ✜♥❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❛r✐✛ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ❛ ▲✐♠❛♦ ❛♥❞ ❙❛❣❣✐

❈✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ✭✷✵✵✽✱ ✷✵✶✶✮

❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❆ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ♣❛②s ❤✐❣❤❡r ❲❘P ✜♥❡s t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❚❤✐s ♣❛♣❡r

✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ❛s②♠♠❡tr②✳

✼



✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

✷✳✶ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❈♦♥s✐❞❡r ❛ st❛t✐❝ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❑❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❘✐❡③♠❛♥ ✭✶✾✽✽✮
❜❡t✇❡❡♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭✇✐t❤♦✉t ✯✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭✇✐t❤ ✯✮✱ tr❛❞✲
✐♥❣ t✇♦ ❣♦♦❞s✱ x ❛♥❞ y✳ ❚❤❡ ◆♦rt❤ ❣✐✈❡s ❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✱ T ✱ t♦ t❤❡
❙♦✉t❤✳ ❈♦♥s✉♠❡rs ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡
❙t♦♥❡✲●❡❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥✽✿

u(x, y) =
(
1 + x(∗)E

) (
1 + y(∗)E

)
✭✶✮

✇❤❡r❡ x(∗)E ❛♥❞ y(∗)E ❛r❡ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✬s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ x ❛♥❞ y✳

❚❤❡ ✇♦r❧❞ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❣♦♦❞ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ✐s
✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s✳ ❚❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t str✉❝t✉r❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡
◆♦rt❤ ❤❛s 1− γ ♦❢ ✉♥✐ts x ❛♥❞ µ ♦❢ y✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❤❛s γ ✉♥✐ts ♦❢ x ❛♥❞ 1− µ
♦❢ y✳ ❙✐♥❝❡ 0.5 < γ ≤ µ ≤ 1✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❙♦✉t❤✮ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ y ✭r❡s♣✳ x✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ❡✐t❤❡r ♦❢ ❡q✉❛❧ s✐③❡ ♦r ❛ s♠❛❧❧❡r
❝♦✉♥tr② t❤❛♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ✳✾ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs γ ❛♥❞ µ ❝❛♣t✉r❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡
s♦ t❤❛t | µ− γ | ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t s✐③❡✳

❆ss✉♠❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♣♣❧② ❛❞✲✈❛❧♦r❡♠ t❛r✐✛s τx ❛♥❞ τ ∗y r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭❢♦r
♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡❛s❡✱ ■ ✉s❡ t = 1 + τx ❛♥❞ s = 1 + τ ∗y ❤❡r❡❛❢t❡r✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡
t❛r✐✛ ♣r♦❝❡❡❞s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥t ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ ❙♦✉t❤❡r♥
❝♦♥s✉♠❡rs ✐♥ ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠ ❢❛s❤✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s✿

❚❤❡ ◆♦rt❤

tpx(1− γ) + pyµ+ (t− 1) pxZx = I ✭✷✮

tpxx
E + pyy

E = I − T ✭✸✮

❚❤❡ ❙♦✉t❤

pxγ + spy(1− µ) + (s− 1) pyZy = I∗ ✭✹✮

✽❈♦♥tr❛r② t♦ ❑❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❘✐❡③♠❛♥ ✭✶✾✽✽✮ ✇❤❡r❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❤❛✈❡ ❛ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s
✭❈❉✮ ❢♦r♠✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✉s❡s ❛ ❙t♦♥❡✲●❡❛r② ✭❙●✮ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s
❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r ❢r❡❡ tr❛❞❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ◆❛s❤ t❛r✐✛s ❡①✐st ✇❤❡♥ λ = µ = 1✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡② ❛r❡
✉♥❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❈❉ ✉t✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❑❘✳

✾❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛✐❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣♦♦r❡r t❤❛♥ t❤❡
❞♦♥♦rs❀ ■ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳

✽



pxx
∗E + spyy

∗E = I∗ + T ✭✺✮

✇❤❡r❡ I ❛♥❞ I∗ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ✐♥❝♦♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡✐r ❡♥❞♦✇♠❡♥ts
♦❢ x ❛♥❞ y ✈❛❧✉❡❞ ❛t t❤❡✐r ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡s✶✵ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ Zx, Zy ❛r❡ ✐♠♣♦rts ♦❢ ❣♦♦❞
x ❜② t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ✐♠♣♦rts ♦❢ ❣♦♦❞ y ❜② t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❊q✉❛t✐♦♥s (2) ❛♥❞ (4) ❛❜♦✈❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✐♥✲
❝♦♠❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r ❡♥❞♦✇♠❡♥ts (IF)✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✱ t❤❡ ◆♦rt❤
✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮ ❝♦♥s✉♠❡s ❧❡ss ✭♠♦r❡✮ t❤❛♥ ✐t ❝❛♥ ❛✛♦r❞ ✇✐t❤ ✐ts r❡✈❡♥✉❡✳ ❚❤✐s ✐s
s❤♦✇♥ ❜② ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s (EF) (3) ❛♥❞ (4)✳ ❇♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ tr❛❞❡ ❡①♣❡♥✲
❞✐t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s (T E) ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ T E = EF − IF = T ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞
T E∗ = EF∗ − IF∗ = −T ❢♦r t❤❡ ❙♦✉t❤✳

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❇❡❢♦r❡ t✉r♥✐♥❣
t♦ t❤❡ tr❛❞❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ■ ✜rst ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s
❛♥❞ q✉❛♥t✐t✐❡s tr❛❞❡❞✳

❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛❞❡

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤❡r♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❜✉♥❞❧❡ (x, y) t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ✉t✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② (1) s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t
(3)✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

L (x, y, λ) = u (x, y) + λIF (x , y) ✭✻✮

❙✐♥❝❡ x ❛♥❞ y ❛r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❋❖❈s✮ ♦❢
t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛r❡

∂L (x, y, λ)

∂x
= 1 + yE − λtpx = 0 ✭✼✮

∂L (x, y, λ)

∂y
= 1 + xE − λpy = 0 ✭✽✮

❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ❜♦t❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ (7) ❜② (8) ❣✐✈❡s✿

✶✵❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛s✱ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡s ♦❢ ✐♠♣♦rt❡❞ ❣♦♦❞s
(
px =, p∗y

)
❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡s
(
p∗x = pwx ; py = pwy

)
✱ s♦ t❤❛t px = tp∗

x

❛♥❞ py = sp∗y✳

✾



1 + yE

1 + xE
=

tpx
py

✭✾✮

▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❝♦♥s✉♠❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐♠♣❧✐❡s✿

1 + y∗E

1 + x∗E
=

px
spy

✭✶✵✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❑❘ ✭✶✾✽✽✮✱ ■ ✜♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s tr❛❞❡❞ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ▲❡t Zi ❞❡♥♦t❡
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ tr❛❞❡ ❢♦r ❣♦♦❞ i ∈ {x, y}❀ ✐❢ Zi < 0 (Zj > 0)✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr②
❡①♣♦rts ✭✐♠♣♦rts✮ ❣♦♦❞ i (j)✳ ❆ss✉♠✐♥❣ γ > 1

2
❛♥❞ µ > 1

2
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

tr❛❞❡ ♣❛tt❡r♥✿ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮ ✐♠♣♦rts ❣♦♦❞ x (y) ❛♥❞ ❡①♣♦rts ❣♦♦❞ y
(x)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ■ ❝❛♥ ✇r✐t❡ xE = 1 − γ + Zx ✱ yE = µ − Zy✱ x

∗E = γ − Z∗

x ❛♥❞
y∗E = 1−µ+Z∗

y ✳ P✉tt✐♥❣ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥t♦ (9) ❛♥❞ (10) ❜r✐♥❣s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

{

tpx [1 + (1− γ + Zx)] = py [1 + (µ− Zy)]

px [1 + (γ − Z∗

x)] = spy
[
1 +

(
1− µ+ Z∗

y

)] ✭✶✶✮

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ (11)✱ ■ ✜rst ✜♥❞ t❤❡ tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣
(3) ❢r♦♠ (2) ❛♥❞ (5) ❢r♦♠ (4)✿

px(1− γ − xE

︸ ︷︷ ︸

Zx<0

) + py(µ− yE
︸ ︷︷ ︸

Zy>0

) = T

px(γ − x∗E

︸ ︷︷ ︸

Z∗

x>0

) + py(1− µ− y∗E
︸ ︷︷ ︸

Z∗

y<0

) = −T
✭✶✷✮

▲❡t x ❜❡ t❤❡ ♥✉♠ér❛✐r❡ ❣♦♦❞ s♦ t❤❛t px = 1❀ s✐♥❝❡ tr❛❞❡ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞✱ ✐s♦❧❛t✐♥❣
py ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ (12) ❝♦♥✈❡②s t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t

py =
Zx + T

Zy

✭✶✸✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ py ✐♥t♦ (11) ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t tr❛❞❡ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞
✭Zx = Z∗

x ❛♥❞ Zy = Z∗

y ✮✱ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡s

{

tZy [1 + (1− γ + Zx)] = (Zx + T ) [1 + (µ− Zy)]

Zy [1 + (γ − Zx)] = s (Zx + T ) [1 + (1− µ+ Zy)]
✭✶✹✮

✶✵



❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s (14) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ZE
x =

1− 3sT − 4st− γ [st(µ− 2)− µ− 1] + µ+ 2stµ

1 + 3s+ µ+ st (2− µ)
✭✶✺✮

ZE
y =

1 + µ+ 2st (µ− 2) + T [1− st(µ− 2) + µ] + γ [(1− st(µ− 2) + µ)]

1 + T + γ + 3t+ st (2− T − γ)
✭✶✻✮

■♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ x, y ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤







xE = 1− γ + ZE
x = 2(1+µ)+3s(1−γ−T )+st(µ−2)

1+3s+µ+st(2−µ)

yE = µ− ZE
y = 3tµ−1−γ−T+2st(2−γ−T )

1+γ+T+3t+st(2−γ−T )

❢♦r t❤❡ ❙♦✉t❤







x∗E = γ − ZE
x = 3s(γ+T )−1−µ+2st(2−µ)

1+3s+µ−st(2−µ)

y∗E = 1− µ+ ZE
y = 2(1+γ+T )+3t(1−µ)+st(γ+T−2)

1+γ+T+3t+st(2−T−γ)

◆♦✇ t❤❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛❞❡ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t s✐t✉❛✲
t✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ tr❛♥s❢❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞✳ ▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ ❛
✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❛❧②s✐s❀ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ❝♦♠♣❛r❡s ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✉t✐❧✐t✐❡s ✉♥❞❡r ❛ tr❛❞❡ ✇❛r t♦ t❤❡✐r
✉t✐❧✐t② ❧❡✈❡❧s ✉♥❞❡r ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭❊❚❆✮✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✐③❡ ❛s②♠♠❡tr②✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ♠❛❦❡s ❛ ✉t✐❧✐t② tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ ◆♦rt❤ ❢♦r
t❤❡ ❊❚❆ t♦ ❜❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❜✉✐❧❞s ✉♣♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛r✐✛s
❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❣❛♠❡ ♦❢
❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❛♥❞ t❛r✐✛s✱ ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✇❤❡r❡ ❛✐❞ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛♥❞
t❛r✐✛s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡❀ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❛ ◆❛s❤✲❇❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s t❛r✐✛✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♣♣❧✐❡s ❛ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧
❢r❡❡✲tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ ❢r❡❡ tr❛❞❡✱ ✇❤❡r❡
tr❛♥s❢❡rs ✳

✶✶



✷✳✷ ❚r❛❞❡ ✇❛r✱ ❡✣❝✐❡♥t tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❞♦ ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ tr❛❞❡ ✇❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
t♦ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ■ ♠♦❞❡❧ t❤❡ tr❛❞❡ ✇❛r ❛s ❛ ♥♦♥✲
❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ t❛r✐✛ s❡tt✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ✇❤❡r❡ T = 0✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ tr❛❞❡
✇❛r ✉t✐❧✐t✐❡s✱ ■ ✜rst ✜♥❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ♦♣t✐♠❛❧ t❛r✐✛s❀ ✐♥s❡rt✐♥❣

(
x̄E, ȳE

)
✐♥t♦ (1)✱ t❤❡

❝♦♥s✉♠❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❜❡❝♦♠❡s

maxu
t
(x, y) = (1 +

2 (1 + µ) + 3s (1− γ) + st (µ− 2)

1 + 3s+ µ+ st (2− µ)
)

︸ ︷︷ ︸

x̄E

(1 +
3tµ− 1− γ + 2st (2− γ)

1 + γ + 3t+ st (2− γ)
︸ ︷︷ ︸

ȳE

)

✭✶✼✮

❚❤❡ ❋❖❈ ♦❢ (17) ✇✳r✳t t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

9 [1 + s (2− γ) + µ]2

[1 + 3s (1− (2− µ) t2) + γ (1 + 3s+ s2t2 (2− µ) + µ)− 2s2t2 (2− µ) + µ] = 0
✭✶✽✮

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ s✐♠✐❧❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❙♦✉t❤✱

maxu∗

s
(x, y) =

(

1 +
3sγ − 1− µ+ 2st (2− µ)

1 + 3s+ µ− st (2− µ)

)(

1 +
2 (1 + γ) + 3t (1− µ) + st (γ − 2)

1 + γ + 3t+ st (2− γ)

)

✭✶✾✮
❚❤❡ ❙♦✉t❤✬s t❛r✐✛ r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

9 [1 + t (2− µ) + γ]2

[1 + 3t (1− 2s2 + µ) + γ (1 + s2t (3 + t (2− µ)) + µ)− 2s2t2 (2− µ) + µ] = 0
✭✷✵✮

❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❛r✐✛ r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ◆❛s❤ t❛r✐✛s
✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② tN ❛♥❞ sN✮✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s (18) ❛♥❞ (20) ❣✐✈❡s✶✶✿

sN1 =

(
1 + µ

2− γ

) 1

2

; tN1 =

(
1 + γ

2− µ

) 1

2

✭✷✶✮

◆❛s❤ ✇❡❧❢❛r❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣
(
sN1 , t

N
1

)
✐♥t♦ u(x, y) ❛♥❞ u∗(x, y)❀ t❛❜❧❡

✷ ❣✐✈❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ◆❛s❤ t❛r✐✛ ❛♥❞ ✉t✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ γ, µ✳ ■♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✐③❡ ❛s②♠♠❡tr② γ < µ✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤❡r ◆❛s❤ t❛r✐✛ ❛♥❞
✉t✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤ t❤❛♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢ ▲✐♠ã♦ ❛♥❞ ❙❛❣❣✐

✶✶❚❤❡s❡ t❛r✐✛s ❧♦♦❦ ✈❡r② ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ❑❘ ✭✶✾✽✽✮❀ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ■ ✉s❡ ❛ ❙t♦♥❡✲●❡❛r②
✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ◆❛s❤ t❛r✐✛s ❡①✐sts ❢♦r ❛ ❝♦r♥❡r s♦❧✉t✐♦♥ (γ = µ = 1)✳

✶✷



✭✷✵✶✵✮ ✇❤♦ ✜♥❞ t❤❛t ✉♥❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② s❡t ❛ ❧♦✇❡r ◆❛s❤
t❛r✐✛ t❤❛♥ t❤❡✐r ❧❛r❣❡ tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r✳✶✷

▲❡t ✉s ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ ✏❡✣❝✐❡♥t✑ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s✬
t❛r✐✛s ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✏✇♦r❧❞ ✇❡❧❢❛r❡✑✱ W = u (x, y) + u∗ (x, y) ✭❇❛❣✇❡❧❧ ❛♥❞ ❙t❛✐❣❡r
✶✾✾✾✱ ✷✵✵✷✮✳ ❊✣❝✐❡♥t t❛r✐✛s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ r❡❛❝t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥s ✭∂W/∂s ❛♥❞ ∂W/∂t✮ ❛♥❞ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

sE =
2µ− 1

2γ − 1
; tE =

2γ − 1

2µ− 1
✭✷✷✮

❋r♦♠ (22)✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤❛t sE = tE = 1 ✐❢ γ = µ✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡
❡✣❝✐❡♥t tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❧❡❛❞s t♦ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❛r❡
s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡♥✱ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r t❤❡ ❊❚❆ t❤❛♥ tr❛❞❡ ✇❛r
✭t❛❜❧❡ ✷✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ t❛r✐✛s ❛r❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s
❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r tr❛❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡✐r ✉t✐❧✐t✐❡s ❜② ♠✉t✉❛❧❧② ❝✉tt✐♥❣ ❞♦✇♥
t❤❡✐r ◆❛s❤ t❛r✐✛s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t s✐③❡ (γ < µ)✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s s✉❝❤
t❤❛t ❙♦✉t❤ ✐♠♣♦s❡s ❛ t❛r✐✛ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐ts ◆❛s❤ t❛r✐✛ ❛♥❞ t❤❡ ◆♦rt❤ s✉❜s✐❞✐③❡s
✐ts ✐♠♣♦rts✳ ❚❛❜❧❡ ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❡✣❝✐❡♥t t❛r✐✛s ❛♥❞ ✉t✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ γ, µ✳ ❚❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t❡✇♦rt❤②✳ ❋✐rst❧②✱ ❜♦t❤ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✐♠♣♦rt
s✉❜s✐❞② ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s t❛r✐✛ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t s✐③❡✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✉♥❞❡r ❡✣❝✐❡♥t t❛r✐✛ ❛♥❞ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥
❛t ✷✳✷✺✵ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ (λ, µ)✳ ▲❛st❧②✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✐s ✇♦rs❡ ♦✛ ✉♥❞❡r t❤❡
❊❚❆ t❤❛♥ t❤❡ tr❛❞❡ ✇❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ❜❡tt❡r ♦✛✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
t❤❡ tr❛❞❡ ✇❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❊❚❆ ✇❤❡♥ γ < µ ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐❧❧ s✐❣♥ t❤❡ ❊❚❆ ♦♥❧② ✐❢ ✐t r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
❙♦✉t❤✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❛t
✐s | γ − µ |≥ 3✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ◆♦rt❤✱ s✐♥❝❡ ✐ts ✇❡❧❢❛r❡
❣❛✐♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✬s ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ u

(
sE, tE

)
− u

(
sN , tN

)
<|

u∗
(
sE, tE

)
− u∗

(
sN , tN

)
| ✐❢ | γ − µ |≥ 3✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❣❛✐♥ ❢r♦♠
s✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ❋❚❆✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ✐t ✐s ♥♦t ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ❞♦ s♦✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐♥
✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s ✐t ❜r✐♥❣s ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤t t♦ t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✇✐s❞♦♠ ♦❢t❡♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛♥ ❋❚❆ ✐s ❛❧✇❛②s ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❡♥t❛✐❧s
tr❛♥s❢❡r ✇❤❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ❑❘ ✭✶✾✽✽✮✱ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s
❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r ❛♥ ❋❚❆ t❤❛♥ tr❛❞❡ ✇❛r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡

✶✷❈♦♥tr❛r② t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡② ❛❧s♦ ✜♥❞ t❤❛t s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ t❛r✐✛s t❡♥❞ t♦ ③❡r♦ ✐❢ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r
✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❛♥❞ t❤❡✐r ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❢❛❝❡ ♥♦ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡s❀ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢r❡❡ tr❛❞❡
✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ❧❛❝❦✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t r❡♥❞❡r
❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❤✐❣❤ t❛r✐✛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ tr❛❞❡ ✐s
♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ γ > 0.5 ❛♥❞ µ > 0.5✳

✶✸



❙♦✉t❤ ✭t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✮ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡
❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ✮✱ ❛s ✐♥ ❇♦♥❞ ❛♥❞ P❛r❦ ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ P❛r❦ ✭✷✵✵✵✮✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s
t❤❛t uN < uFT ❛♥❞ u∗N < u∗FT ❢♦r ❛❧❧ γ ≤ µ✳

❆❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✿ ❲❤❡♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡ ❊❚❆ ❧❡❛❞s
t♦ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✭✐❢ γ = µ t❤❡♥ sE = tE = 1
⇒u

(
sE, tE

)
> u

(
sN , tN

)
❛♥❞ u∗

(
sE, tE

)
> u∗

(
sN , tN

)
✮❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❊❚❆ ❧❡❛❞s

t♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt s✉❜s✐❞② ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r t❛r✐✛ ✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ s♦ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r
✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ❛♥❞ t❤❡ ◆♦rt❤ ✇♦rs❡ ♦✛ t❤❛♥ ✐♥ ❛ tr❛❞❡ ✇❛r s✐t✉❛t✐♦♥ ✭ ✐❢ γ < µ t❤❡♥
sE > sN ❛♥❞ tE < 1 ⇒ u

(
sE, tE

)
< u

(
sN , tN

)
❛♥❞ u∗

(
sE, tE

)
> u∗

(
sN , tN

)
✮✳

❚♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡ t❤❡ ◆♦rt❤ t♦ s✐❣♥ t❤❡ ❊❚❆✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ♠❛❦❡s ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥t
✇❤❡♥ | γ − µ |< 3✮✳ ❋♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ γ, µ✱ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r ❢r❡❡
tr❛❞❡ t❤❛♥ tr❛❞❡ ✇❛r✳

❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ■ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛♥ ❊❚❆ ❜❡t✇❡❡♥ ❛s②♠✲
♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s ❝❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ✐s ✇♦rs❡ ♦✛
❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❜❡tt❡r ♦✛✳ ❇❡❢♦r❡ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ tr❛♥s❢❡r✱ ♥❛♠❡❧②
❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✱ ❧❡t✬s s❡❡ ❤♦✇ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ s✐③❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❋❚❆✳

✶✹



❚❛❜❧❡ ✷✿ ❚❛r✐✛s ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts

❊♥❞♦✇♠❡♥ts ❊✣❝✐❡♥t tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ◆❛s❤ ✇❡❧❢❛r❡ ❲❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r

✭❊❚❆✮ ❢r❡❡ tr❛❞❡

γ µ sE tE u
(
sE , tE

)
u∗
(
sE , tE

)
tN sN uN u∗N uFT u∗FT

✵✳✻ ✵✳✻ ✶✳✵ ✶✳✵ ✷✳✷✺✵ ✷✳✷✺✵ ✶✳✵✼ ✶✳✵✼ ✷✳✷✹✼ ✷✳✷✹✼ ✷✳✷✺✵ ✷✳✷✺✵

✵✳✻ ✵✳✼ ✷✳✵ ✵✳✺✵ ✷✳✷✺✵ ✷✳✷✺✵ ✶✳✶✶ ✶✳✶✵ ✷✳✸✾✽ ✷✳✵✾✻ ✷✳✹✵✸ ✷✳✶✵✸

✵✳✻ ✵✳✽ ✸✳✵ ✵✳✸✸ ✷✳✷✺✵ ✷✳✷✺✵ ✶✳✶✺ ✶✳✶✸ ✷✳✺✺✸ ✶✳✾✹✼ ✷✳✺✻✵ ✶✳✾✻✵

✵✳✻ ✵✳✾ ✹✳✵ ✵✳✷✺ ✷✳✷✺✵ ✷✳✷✺✵ ✶✳✷✶ ✶✳✶✻ ✷✳✼✶✹ ✶✳✽✵✶ ✷✳✼✷✸ ✶✳✽✷✸

✵✳✻ ✶✳✵ ✺✳✵ ✵✳✷✵ ✷✳✷✺✵ ✷✳✷✺✵ ✶✳✷✻ ✶✳✷✵ ✷✳✽✽✶ ✶✳✻✺✻ ✷✳✽✾✵ ✶✳✻✾✵

✵✳✼ ✵✳✼ ✶✳✵ ✶✳✵✵ ✷✳✷✺✵ ✷✳✷✺✵ ✶✳✶✹ ✶✳✶✹ ✷✳✷✹✵ ✷✳✷✹✵ ✷✳✷✺✵ ✷✳✷✺✵

✵✳✼ ✵✳✽ ✶✳✺ ✵✳✻✼ ✷✳✷✺✵ ✷✳✷✺✵ ✶✳✶✾ ✶✳✶✽ ✷✳✸✽✾ ✷✳✵✽✺ ✷✳✹✵✸ ✷✳✶✵✸

✵✳✼ ✵✳✾ ✷✳✵ ✵✳✺✵ ✷✳✷✺✵ ✷✳✷✺✵ ✶✳✷✹ ✶✳✷✶ ✷✳✺✹✹ ✶✳✾✸✶ ✷✳✺✻✵ ✶✳✾✻✵

✵✳✼ ✶✳✵ ✷✳✺ ✵✳✹✵ ✷✳✷✺✵ ✷✳✷✺✵ ✶✳✸✵ ✶✳✷✹ ✷✳✼✵✺ ✶✳✼✼✾ ✷✳✼✷✸ ✶✳✽✷✸
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✶✺



✷✳✸ ❙❡❧❢✲❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡✣❝✐❡♥t✱ ❜✉t ❛t ❧❡❛st ❡✈❡r②
❝♦✉♥tr② ✐s ❜❡tt❡r ♦✛✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❋❚❆
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉♣r❛♥❛t✐♦♥❛❧
❛✉t❤♦r✐t②✱ ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❡❧❢✲❡♥❢♦r❝✐♥❣❀ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛
r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❤❡❧♣s ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♣r✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛ ✭❋❛rr❡❧❧ ❛♥❞ ▼❛s❦✐♥✱
✶✾✽✾❀ ❱❛♥ ❉❛♠♠❡✱ ✶✾✽✾✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ❤❡❛✈✐❧② ❞r❛✇s ♦♥ ▲✐♠ã♦ ❛♥❞
❙❛❣❣✐ ✭✷✵✵✽✱ ✷✵✶✵✮ ❛♥❞ P❛r❦ ✭✷✵✵✷✮✳

■ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤✳ ❘❡❝❛❧❧
t❤❛t ✐♥ ❛ tr❛❞❡ ✇❛r✱ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✉t✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
(
uN ≡ u

(
sN , tN

)
, u∗N ≡ u∗

(
sN , tN

))
✱ ✇✐t❤ sN = tN ✐❢ γ = µ❀ ✉♥❞❡r ❛♥ ❋❚❆✱

t❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
(
uFT ≡ u (1, 1) , u∗FT ≡ u∗ (1, 1)

)
✳ ■❢ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭r❡s♣✳ t❤❡

❙♦✉t❤✮ ❞❡✈✐❛t❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s ✐ts ◆❛s❤ t❛r✐✛✱ tN
(
sN
)
✱ ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts tr❛❞✲

✐♥❣ ♣❛rt♥❡r st✐❝❦s t♦ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ✐ts ✉t✐❧✐t② ✐♥ t❤❛t ♣❡r✐♦❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② uD =
u
(
1, tN

)[
u∗D = u∗

(
sN , 1

)]
✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❝❤❡❛t✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ t❛r✐✛ ✇❛r✳✶✸ ●✐✈❡♥
t❤✐s ♣✉♥✐s❤♠❡♥t s❝❤❡♠❡✱ P❛r❦ ✭✷✵✵✷✮ s❤♦✇s t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ✇❡✐❣❤s t❤❡ ✭❞✐s✲
❝♦✉♥t❡❞✮ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❛❜✐❞✐♥❣ ❜② t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✭❞✐s❝♦✉♥t❡❞✮ ♣❛②♦✛ ❢r♦♠

❝❤❡❛t✐♥❣✿ uFT + δuFT + δ2uFT + ... S uD + δuN + δ2uN + ...✱ ✇❤❡r❡ δ ∈ [0, 1] ✐s t❤❡

❝♦✉♥tr②✬s ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ uFT/ (1 + δ) S uD + δuN/ (1 + δ)✳

❘❡✲❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜r✐♥❣s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞✐s❝♦✉♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ δC =
(
uD − uFT

)
/
(
uD − uN

)
✱ s♦ t❤❛t ❢♦r ❛♥② δ > δC ✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦ ❝❤❡❛t✐♥❣✱ s✐♥❝❡

t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✈❛❧✉❡s t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❤✐❣❤❧② ❡♥♦✉❣❤✳
■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ■ ❝♦♠♣✉t❡ δC ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts γ, µ✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳ ❲❤❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡
◆♦rt❤✬s ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s✮ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✐s ❤✐❣❤❡r ✭r❡s♣✳ s♠❛❧❧❡r✮ t❤❛♥
t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✭r❡s♣✳ t❤❡ ◆♦rt❤✬s✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s✮
❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✐♥❝r❡❛s❡s ✭r❡s♣✳ ❞❡❝r❡❛s❡s✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❡♥❞♦✇✲
♠❡♥t s✐③❡✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ❤❛s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣❛t✐❡♥t t❤❛♥
✐ts s♠❛❧❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt t♦ r❡❛♣ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❛♥ ❋❚❆✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s
r❡s✉❧t ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛♥ ❋❚❆ ♦♣❡♥s ✉♣ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr②✬s ♠❛r❦❡t ✭t❤❡ ◆♦rt❤✮ ✐♠✲
♠❡❞✐❛t❡❧② t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ◆♦rt❤ ❤❛s t♦ ✇❛✐t ❢♦r t❤❡
❙♦✉t❤ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t r❡❢♦r♠s ✐t ❝♦♠♠✐tt❡❞ t♦✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ r❡❢♦r♠s ❛r❡ ❛ ❧♦♥❣ ♣r♦❝❡ss
t❤❛t t❛❦❡s t✐♠❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ r❡s✉❧ts✳

✶✸▲✐♠ã♦ ❛♥❞ ❙❛❣❣✐ ✭✷✵✵✽✱ ✷✵✶✵✮ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ◆❛s❤ r❡✈❡rs✐♦♥✱ ❜✉t ❛ t❡♠♣♦r❛r②
♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ❝♦♦♣❡r❛t❡s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ✇❤✐❧❡ ✐ts
tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r s❡ts ✐ts t❛r✐✛ ❛t ✐ts ◆❛s❤ ❧❡✈❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡
t❛r✐✛ t❤❛t ✐s ✇❡❛❦❧② r❡♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ♣r♦♦❢ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉♥❞❡r ♣❡r♠❛♥❡♥t tr❛❞❡ ✇❛r✳ ❚❤✐s
❜r✐♥❣s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✱ ❛s ■ ❞♦ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳

✶✻



▲❡♠♠❛ ✶✿ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr② (| γ − µ |> 0)✱ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② δ∗C <
δC ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞s❀ t❤✉s✱ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s s❡❧❢✲❡♥❢♦r❝✐♥❣ ✐❢ δ∗C < δ∗ < δC < δ✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s✮ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r δC ✭δ∗C✮ ✐♥❝r❡❛s❡s
✭❞❡❝r❡❛s❡s✮ ✇✐t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t s✐③❡| γ − µ |✳ ■❢ γ = µ✱ t❤❡♥
δC = δ∗C ✳

❚❛r✐✛ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♠❡❛♥s t♦ ♣✉♥✐s❤ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❝♦✉♥tr② t♦ ❛
tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ▲✐♠ã♦ ❛♥❞ ❙❛❣❣✐ ✭✷✵✵✽✱ ✷✵✶✶✮ s❤♦✇ t❤❛t ♠♦♥❡t❛r② ✜♥❡s ❛r❡
❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳✶✹ ❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢
tr❛♥s❢❡r st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦✉♥tr② ✈✐♦❧❛t❡s ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ■♥
✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ■ ❢♦❝✉s ♦♥ ✜♥❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣❛✐❞ ♦♥❧② ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❋❚❆✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❜♦♥❞s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣♦st❡❞ ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞ ❜❡❢♦r❡ tr❛❞❡
t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ▲✐♠ã♦ ❛♥❞ ❙❛❣❣✐ ✭✷✵✶✶✮ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❲❘P ✜♥❡s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❋❚❆✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱
f =

[
u (1, 1)− u

(
sN , tN

)]
/ (1− δ) ❛♥❞ f ∗ =

[
u∗ (1, 1)− u∗

(
sN , tN

)]
/ (1− δ∗)✳

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ δ ❛♥❞ δ∗ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② δC ❛♥❞ δ∗C ✱ ■ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✜♥❡s fmax

❛♥❞ f ∗max ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ γ, µ ✭t❛❜❧❡ ✸✮✳ ❋♦r ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
✜♥❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ❛s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡ ♣❛✐❞ ❜② t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ❛❧✇❛②s
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❢♦r ❛❧❧ | γ − µ |> 0✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✈❡r② ✐♥t✉✐t✐✈❡✿ t❤❡ s✐③❡
❛s②♠♠❡tr② ❝♦♥❢❡rs ❛ ❣r❡❛t❡r ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r t♦ t❤❡ ◆♦rt❤ t❤❛t ❡♥t✐t❧❡s ✐t t♦ r❡❝❡✐✈❡
❛ ❣r❡❛t❡r ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✳ ❋r♦♠ ❧❡♠♠❛ ✶✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐s
♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❙♦✉t❤ t❤❛♥ t❤❡ ◆♦rt❤ t♦ s✐❣♥ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t❀ t❤✉s✱ ✇❤❡♥ t❤❡
❙♦✉t❤ ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ ❋❚❆✱ ♣❛②✐♥❣ ❧❛r❣❡ ✜♥❡s t♦ t❤❡ ◆♦rt❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❋❚❆✳ ❆❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡❧♦✇✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✿ ▲❡t fmax ≡ f
(
δ = δC

)
❛♥❞ f ∗max ≡ f ∗

(
δ∗ = δ∗C

)
❜❡ t❤❡ ♠❛①✲

✐♠✉♠ ❲❘P ✜♥❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❛r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ (| γ − µ |> 0)✱
fmax < f ∗max✳ ■❢ γ = µ✱ t❤❡♥ fmax = f ∗max✳ ❋♦r ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
t❤❡ ✜♥❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳

✶✹❆s ♥♦t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs✱ ✜♥❡s ♠✉st ✈♦❧✉♥t❛r✐❧② ♣❛✐❞ ❜② t❤❡ ✈✐♦❧❛t♦r✱ ✇❤✐❧❡ t❛r✐✛s ❛r❡
✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❥✉r❡❞ ❝♦✉♥tr②✳

✶✼



❚❛❜❧❡ ✸✿ ❲❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s❝♦✉♥t ♣❛r❛♠❡t❡r

❊♥❞♦✇♠❡♥ts ❚❤❡ ◆♦rt❤ ❝❤❡❛ts ❚❤❡ ❙♦✉t❤ ❝❤❡❛ts

γ µ uD u∗D δC fmax uD u∗D δ∗C f∗max
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✵✳✻ ✵✳✽ ✷✳✺✼✺ ✶✳✾✹✶ ✵✳✻✽ ✵✳✵✷✷ ✷✳✺✹✸ ✶✳✾✼✵ ✵✳✹✺ ✵✳✵✷✸

✵✳✻ ✵✳✾ ✷✳✼✹✾ ✶✳✼✾✸ ✵✳✼✺ ✵✳✵✸✺ ✷✳✻✾✼ ✶✳✽✸✼ ✵✳✹✶ ✵✳✵✸✻

✵✳✻ ✶✳✵ ✷✳✾✸✷ ✶✳✻✹✺ ✵✳✽✸ ✵✳✵✺✵ ✷✳✽✺✺ ✶✳✼✵✾ ✵✳✸✻ ✵✳✵✺✸

✵✳✼ ✵✳✼ ✷✳✷✻✸ ✷✳✷✸✷ ✵✳✺✻ ✵✳✵✷✸ ✷✳✷✸✷ ✷✳✷✻✸ ✵✳✺✻ ✵✳✵✷✸

✵✳✼ ✵✳✽ ✷✳✹✷✹ ✷✳✵✼✹ ✵✳✻✶ ✵✳✵✸✺ ✷✳✸✼✻ ✷✳✶✷✶ ✵✳✺✵ ✵✳✵✸✻

✵✳✼ ✵✳✾ ✷✳✺✾✺ ✶✳✾✶✽ ✵✳✻✽ ✵✳✵✺✶ ✷✳✺✷✷ ✶✳✾✽✹ ✵✳✹✺ ✵✳✵✺✷

✵✳✼ ✶✳✵ ✷✳✼✼✹ ✶✳✼✻✸ ✵✳✼✺ ✵✳✵✻✾ ✷✳✻✼✸ ✶✳✽✺✷ ✵✳✹✶ ✵✳✵✼✸

✵✳✽ ✵✳✽ ✷✳✷✼✾ ✷✳✷✶✵ ✵✳✺✻ ✵✳✵✺✷ ✷✳✷✶✵ ✷✳✷✼✾ ✵✳✺✻ ✵✳✵✺✷

✵✳✽ ✵✳✾ ✷✳✹✹✻ ✷✳✵✹✻ ✵✳✻✶ ✵✳✵✼✵ ✷✳✸✹✾ ✷✳✶✸✽ ✵✳✺✵ ✵✳✵✼✶

✵✳✽ ✶✳✵ ✷✳✻✷✷ ✶✳✽✽✹ ✵✳✻✽ ✵✳✵✾✷ ✷✳✹✾✷ ✷✳✵✵✸ ✵✳✹✺ ✵✳✵✾✺

✵✳✾ ✵✳✾ ✷✳✸✵✷ ✷✳✶✼✽ ✵✳✺✺ ✵✳✵✾✸ ✷✳✶✼✽ ✷✳✸✵✷ ✵✳✺✺ ✵✳✵✾✸

✵✳✾ ✶✳✵ ✷✳✹✼✺ ✷✳✵✵✽ ✵✳✻✶ ✵✳✶✶✽ ✷✳✸✶✹ ✷✳✶✻✸ ✵✳✺✵ ✵✳✶✷✵

✶✳✵ ✶✳✵ ✷✳✸✸✷ ✷✳✶✸✻ ✵✳✺✺ ✵✳✶✹✾ ✷✳✶✸✻ ✷✳✸✸✷ ✵✳✺✺ ✵✳✶✹✾
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✷✳✹ ❚❤❡ ❖♣t✐♠❛❧ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ t❛r✐✛s

✷✳✹✳✶ ❚r❛♥s❢❡r ❛♥❞ t❛r✐✛s ✐♥ ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❣❛♠❡

❆s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② s❡ts ❛ t❛r✐✛ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ♥❛t✐♦♥❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✱ t❛❦✐♥❣
✐ts tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r✬s t❛r✐✛ ❛s ❣✐✈❡♥❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
tr❛♥s❢❡r t♦ ❣✐✈❡ t♦ t❤❡ ❙♦✉t❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡
tr❛♥s❢❡r ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ❞✉❡ t♦ ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜✉t ✐t
✐s ✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ◆♦rt❤ ✉♥❞❡r ✐ts ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ♣♦❧✐❝②✳

■♥ t❤✐s st❛t✐❝ ❣❛♠❡✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✭❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✮ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❛r✐✛s
❛s ✐t ❞♦❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✮✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛✐❞ ✐s ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✳r✳t T

maxu
T
(x, y) =

(

1 +
2 (1 + µ) + 3s (1− γ − T ) + st (µ− 2)

1 + 3s+ µ+ st (2− µ)

)(

1 +
3tµ− 1− γ − T + 2st (2− γ − T )

1 + γ + T + 3t+ st (2− γ − T )

)

✭✷✸✮

❚❤❡ ❢✳♦✳❝ ❡q✉❛❧s

9t [(T + γ − 2)s− 1− µ]
[(T + γ − 2)s2t− µ− s(4 + T + γ + t (5− µ)− 1] = 0

✭✷✹✮

❊q✉❛t✐♦♥ (24) ②✐❡❧❞s t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✿

T1 =
1 + µ+ (2− γ) s

s
; T2 =

1 + µ+ (4 + γ) s+ (5− µ) st+ (2− γ) s2t

s (st− 1)

❑♥♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ◆♦rt❤✬s t♦t❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s ✐s 1 − γ + µ < 1.5✱
❜♦t❤ T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ r❡❥❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ❧❛r❣❡❧② ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❡♥❞♦✇♠❡♥t✳
■♥❞❡❡❞✱ s✉s❜t✐t✉t✐♥❣ (21) ✐♥ T1 ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥

T1 = (1 + µ)
1

2 (2− γ)
1

2 + (2− γ) > 1.5

❚♦ s❡❡ t❤❛t 1− γ + µ < 1.5 < T2✱ r❡♣❧❛❝❡ γ, µ ❜② t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛❧s ③❡r♦✳ ❆❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✿ ■♥ ❛ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ st❛t✐❝ ❣❛♠❡ ✇❤❡r❡ t❛r✐✛s ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢❡r
❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ✐t ✐s ♥❡✈❡r ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ t♦ ❣✐✈❡ ❛✐❞ t♦ t❤❡ ❙♦✉t❤✳

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛✐❞✱ t❤❡ ◆♦rt❤
tr❛♥s❢❡rs ❛ ♣❛rt ♦❢ ✐ts ✇❡❛❧t❤✱ t❤❡♥ ✐ts ✉t✐❧✐t② ✐s ❧♦✇❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ◆❛s❤ t❛r✐✛

✶✾



❛❣❛✐♥st ✐ts ❡①♣♦rts ✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝ts ✐ts ✉t✐❧✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ◆❛s❤
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

(
sN , tN , T

)
=

((
1 + µ

2− γ

) 1

2

,

(
1 + γ

2− µ

) 1

2

, 0

)

✭✷✺✮

✷✳✹✳✷ ❚r❛♥s❢❡r ❛♥❞ t❛r✐✛s ✐♥ ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡

❈♦♥s✐❞❡r ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ◆♦rt❤ ❝❤♦♦s❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥
❛✐❞ T ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ❜♦t❤ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣❛rt♥❡rs s❡t t❤❡✐r
t❛r✐✛s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❢❛s❤✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ T ❛s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ❢✳♦✳❝ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

[1 + s (2− γ − T ) + µ]2
[
1 + 3s

(
1− 2t2

)
− 4s2t2 + (γ + T )

(
1 + 3s+ s2t2 (2− µ) + µ

)
+ st2u (2s+ 3) + µ

]
= 0
✭✷✻✮

[1 + t (2− µ) + γ + T ]
2

[
1 + 3t

(
1− 2s2

)
− 4s2t2 + (γ + T )

(
1 + s2t (3 + t (2− µ)) + µ

)
− 2s2t2 (2− µ) + µ+ tµ

(
3 + 2s2t

)]
= 0

✭✷✼✮

❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r✐✛ r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ◆❛s❤ t❛r✐✛s
✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② sN2 ❛♥❞ tN2 ✮✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s (26) ❛♥❞ (27) ❣✐✈❡s✶✺✿

sN2 =

(
1 + µ+ T

2− γ

) 1

2

; tN2 =

(
1 + γ

2− µ− T

) 1

2

✭✷✽✮

❋r♦♠ (28)✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❞❡❝✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst✲st❛❣❡

✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛r✐✛s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲st❛❣❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱
∂sN

2

∂T
= 1

2(2−γ)

(
1+µ+T

2−γ

)
−

1

2

>

0 ❛♥❞
∂tN

2

∂T
= 1+γ

2(2−µ−T )2

(
1+γ

2−µ−T

)
−

1

2

> 0✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✈❡r② ✐♥t✉✐t✐✈❡✿ s✐♥❝❡ t❤❡

◆♦rt❤ ♠❛❦❡s ❛ tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐♥ t❤❡ ✜rst✲st❛❣❡✱ t❤❡♥ ✐t ✇✐❧❧ r❛✐s❡ ✐ts t❛r✐✛
t♦ ♦✛s❡t t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❢❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡s t❤❡
◆♦rt❤✬s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✐t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ r❛✐s❡ ✐ts t❛r✐✛ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ◆♦rt❤✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t
❛✐❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜♦t❤ t❛r✐✛s ❛♥❞ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✉t✐❧✐t✐❡s ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♣❛rt♥❡r✬s
t❛r✐✛✱ ✐t ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥② ❛✐❞ ✐♥ ✜rst ♣❧❛❝❡✳ ❆s ✐♥ t❤❡

✶✺❚❤❡s❡ t❛r✐✛s ❧♦♦❦ ✈❡r② ♠✉❝❤ t♦ ❑❘ ✭✶✾✽✽✮❀ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ■ ✉s❡ ❛ ❙t♦♥❡✲●❡❛r②
✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ◆❛s❤ t❛r✐✛s ❡①✐sts ❢♦r ❛ ❝♦r♥❡r s♦❧✉t✐♦♥ (γ = µ = 1)✳

✷✵



st❛t✐❝ ❝❛s❡✱ t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② (25)✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✿ ■♥ ❛ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✭❢♦r❡✐❣♥
❛✐❞✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s❢❡r ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ◆♦rt❤ t♦ t❤❡
❙♦✉t❤ ✐s ③❡r♦✳

✷✳✹✳✸ ❚❤❡ ◆❛s❤✲❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s t❛r✐✛

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ◆♦rt❤ ✉s❡s t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❡ ❙♦✉t❤✬s tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝②✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ◆❛s❤ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆♦rt❤
❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ♦✈❡r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s t❛r✐✛✱ ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ◆♦rt❤ ❛❧r❡❛❞② ❛♣♣❧✐❡s ❛ ❢r❡❡✲tr❛❞❡ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❝♦✉♥tr✐❡s
❜❛r❣❛✐♥ ♦✈❡r t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t tr❛♥s❢❡r t❤❛t t❤❡ ◆♦rt❤ ♠✉st ❣✐✈❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ t♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡
❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐ts ❢♦r❡✐❣♥ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡ ◆❛s❤ s♦❝✐❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s

maxUNS

t,T
≡
[(
1 + xE

) (
1 + yE

)
− u

(
1, sN

)] [(
1 + x∗E

) (
1 + y∗E

)
− u∗

(
1, sN

)]

✭✷✾✮
✇❤❡r❡ u

(
1, sN

)
❛♥❞ u∗

(
1, sN

)
❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s

t❤r❡❛t ♣♦✐♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t = 1 ❛♥❞ sN ✐♥t♦ t❤❡✐r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❋❖❈s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

∂UNS

∂t
=

[
∂xE

∂t

(
1 + yE

)
+

∂yE

∂t

(
1 + xE

)
]
[(
1 + x∗E

) (
1 + y∗E

)
− u∗

(
1, sN

)]

+

[
∂x∗E

∂t

(
1 + y∗E

)
+

∂y∗E

∂t

(
1 + x∗E

)
]
[(
1 + xE

) (
1 + yE

)
− u

(
1, sN

)]
✭✸✵✮

∂UNS

∂T
=

[
∂xE

∂T

(
1 + yE

)
+

∂yE

∂T

(
1 + xE

)
]
[(
1 + x∗E

) (
1 + y∗E

)
− u∗

(
1, sN

)]

+

[
∂x∗E

∂T

(
1 + y∗E

)
+

∂y∗E

∂T

(
1 + x∗E

)
]
[(
1 + xE

) (
1 + yE

)
− u

(
1, sN

)]
✭✸✶✮

✷✶



❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s (30) ❛♥❞ (31) ❣✐✈❡s t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
t❛r✐✛ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❛♠♦✉♥t✳ ❙✐♥❝❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s tN ❛♥❞ sN ♣r♦✈❡s ❛♥❛✲
❧②t✐❝❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t✱ ■ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ γ
❛♥❞ µ✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹ ❜❡❧♦✇✳ ❆s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❜♦t❤
t❛r✐✛s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s tr❛❞❡ ✇❛r t❛r✐✛ ✭◆❛s❤
t❛r✐✛✮ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❢♦r ❛❧❧ γ < µ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛tt❡r✬s ✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r
t❤❡ tr❛❞❡ ✇❛r ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ tr❛❞❡ ✇❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦
❢r❡❡ tr❛❞❡✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r ❢r❡❡ tr❛❞❡
t❤❛♥ ✉♥❞❡r ◆❛s❤ t❛r✐✛s✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡✐r s✐③❡s ✭❡♥❞♦✇♠❡♥ts✮❀ ❛❝t✉❛❧❧②✱ ✇❡❧❢❛r❡s
❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ✐s ❛t ♦❞❞s ✇✐t❤ ❑❘ ✭✶✾✽✽✮✱ ✇❤♦ ✜♥❞ t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡r
❝♦✉♥tr② ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r ❛ t❛r✐✛ ✇❛r t❤❛♥ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✇✐t❤ ✐ts s♠❛❧❧❡r tr❛❞✐♥❣
♣❛rt♥❡r✳✶✻

❚❤❡ t✇♦ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❛❜❧❡ ✹ ❣✐✈❡s t❤❡ ◆♦rt❤✬s t❛r✐✛ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✐❞
t❤❛t t❤❡ ◆♦rt❤ ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡ t♦ t❤❡ ❙♦✉t❤ t♦ ❦❡❡♣ ✐ts ✇❡❧❢❛r❡ ❛t ✐ts ◆❛s❤ ❧❡✈❡❧✱
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❙♦✉t❤ ❛❣r❡❡s t♦ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✿ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♣♣❧✐❡s ❛ ❢r❡❡✲tr❛❞❡
♣♦❧✐❝② (t0 = 1) ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤✱ ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ t❛r✐✛

(
s = sN

)
✱ t❤❡ ◆❛s❤✲❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ s♦✲

❧✉t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s❢❡r ✭❛✐❞✮ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❛❞♦♣ts ❛
❢r❡❡ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✬
❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t s✐③❡✳

✶✻❚❤❡s❡ ♦♣♣♦s✐t❡ r❡s✉❧ts ♦✇❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ✐♥
❑❘✱ ✶✾✽✽ ✈s✳ ❙t♦♥❡✲●❡❛r② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✮✳

✷✷



❚❛❜❧❡ ✹✿ ❚❛r✐✛s ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts

❊♥❞♦✇♠❡♥ts ◆❛s❤ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣

❚❤r❡❛t ♣♦✐♥ts ◆❛s❤✲❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✭◆❇❙✮

γ µ u
(
sN , 1

)
u∗
(
sN , 1

)
sNBS T uNBS u∗NBS

✵✳✻ ✵✳✻ ✷✳✷✹✻ ✷✳✷✺✸ ✶✳✵ ✵✳✵✵✷ ✷✳✷✹✼ ✷✳✷✺✹

✵✳✻ ✵✳✼ ✷✳✸✾✸ ✷✳✶✵✾ ✶✳✵ ✵✳✵✵✺ ✷✳✸✾✹ ✷✳✶✶✵

✵✳✻ ✵✳✽ ✷✳✺✹✸ ✶✳✾✼✵ ✶✳✵ ✵✳✵✵✾ ✷✳✺✹✻ ✶✳✾✼✷

✵✳✻ ✵✳✾ ✷✳✻✾✼ ✶✳✽✸✼ ✶✳✵ ✵✳✵✶✸ ✷✳✼✵✶ ✶✳✽✹✵

✵✳✻ ✶✳✵ ✷✳✽✺✺ ✶✳✼✵✾ ✶✳✵ ✵✳✵✶✽ ✷✳✽✻✵ ✶✳✼✶✸

✵✳✼ ✵✳✼ ✷✳✷✸✷ ✷✳✷✻✸ ✶✳✵ ✵✳✵✶✵ ✷✳✷✸✺ ✷✳✷✻✻

✵✳✼ ✵✳✽ ✷✳✸✼✻ ✷✳✶✷✶ ✶✳✵ ✵✳✵✶✺ ✷✳✸✼✾ ✷✳✶✷✹

✵✳✼ ✵✳✾ ✷✳✺✷✷ ✶✳✾✽✹ ✶✳✵ ✵✳✵✷✵ ✷✳✺✷✼ ✶✳✾✽✾

✵✳✼ ✶✳✵ ✷✳✻✼✸ ✶✳✽✺✷ ✶✳✵ ✵✳✵✷✻ ✷✳✻✽✵ ✶✳✽✺✽

✵✳✽ ✵✳✽ ✷✳✷✶✵ ✷✳✷✼✾ ✶✳✵ ✵✳✵✷✸ ✷✳✷✶✻ ✷✳✷✽✺

✵✳✽ ✵✳✾ ✷✳✸✹✾ ✷✳✶✸✽ ✶✳✵ ✵✳✵✸✵ ✷✳✸✺✼ ✷✳✶✹✻

✵✳✽ ✶✳✵ ✷✳✹✾✷ ✷✳✵✵✸ ✶✳✵ ✵✳✵✸✼ ✷✳✺✵✷ ✷✳✵✶✷

✵✳✾ ✵✳✾ ✷✳✶✼✽ ✷✳✸✵✷ ✶✳✵ ✵✳✵✹✶ ✷✳✶✽✽ ✷✳✸✶✸

✵✳✾ ✶✳✵ ✷✳✸✶✹ ✷✳✶✻✸ ✶✳✵ ✵✳✵✺✵ ✷✳✸✷✻ ✷✳✶✼✺

✶✳✵ ✶✳✵ ✷✳✶✸✻ ✷✳✸✸✷ ✶✳✵ ✵✳✵✻✻ ✷✳✶✺✸ ✷✳✸✹✾

✷✸



✸ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

✸✳✶ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❞❛t❛

■♥ t❤✐s r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s st✉❞②✱ ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✸ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ■ ✉s❡ ❆❈P✲❊❯ ❞❛t❛ ♦♥
❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✱ tr❛❞❡ ❛♥❞ t❛r✐✛s✳ ❚♦ t❡st t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❜♦✈❡✱
■ ✜rst ✇r✐t❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ (16)✳
■s♦❧❛t✐♥❣ T ②✐❡❧❞s

T =
[1 + γ + 3t+ (2− γ) st]ZE

y + [4 + γµ− 2 (γ + µ)] st− (1 + γ + µ+ γµ)

1 + µ− ZE
y +

(
2− u− ZE

y

)
st

✭✸✷✮

❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ (32) s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❙♦✉t❤ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐ts ❡①♣♦rts ❛♥❞ ✐ts t❛r✐✛✱ ❜✉t ❞❡❝r❡❛s❡s
✇✐t❤ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s t❛r✐✛✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ∂T

∂ZE
y

> 0✱ ∂T
∂γ

< 0✱ ∂T
∂µ

< 0✱
∂T
∂s

< 0✱ ∂T
∂t

> 0 ❛♥❞ ∂T
∂(st)

> 0 ✭❛♣♣❡♥❞✐①✮❀ ❛✐❞ (T ) ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞♦♥♦r ❡①♣♦rts
(
ZE

y

)
✱ t❤❡ ❞♦♥♦r t❛r✐✛ (t) ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛✈❡r❛❣❡ t❛r✐✛ (st)✱ ❜✉t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤

❜♦t❤ ❝♦✉♥tr② ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t t❛r✐✛✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Tij = α0 + α1Z
E
yij

+ α2γj + α3µi + α4sjti + ǫij ✭✸✸✮

✇❤❡r❡ Tij r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✐❞ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞♦♥♦r i t♦ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t
j ❛♥❞ Zij ✐s t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ✐♠♣♦rts✳ ❊♥❞♦✇♠❡♥ts γ ❛♥❞ µ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡✐r
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ●❉Ps❀ sjti ✐s t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ t❛r✐✛ ♦❢ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢
tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡rs ✭❤❡r❡✱ ❛ ❞♦♥♦r ❛♥❞ ❛ r❡❝✐♣✐❡♥t✮✱ ✇❤✐❧❡ ǫijt ✐s t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠✳ α0✱
α1✱ α2✱α3✱ α4✱ α5 ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳

❚♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t s✐③❡✱ ■ r❡♣❧❛❝❡ γj ❛♥❞
µi ✐♥ (34) ❜② t❤❡✐r r❛t✐♦ γj/µi✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② GDPj/GDPi✳ ❚❤❡♥✱ ■ ❛❧s♦
❡st✐♠❛t❡ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥

Tij = α′

0 + α′

1Z
E
yij

+ α′

2

γj
µi

+ α′

3sjti + ǫ′ij ✭✸✹✮

✷✹



❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ❢♦r tr❛❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥s (15) ❛♥❞ (16) r❡✈❡❛❧ t❤❛t ❛✐❞ ❛♥❞ ❡♥✲
❞♦✇♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❞♦♥♦r ❡①♣♦rts✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❛r✐✛s✳ ▼❛t❤✲

❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱
∂ZE

y

∂T
> 0✱

∂ZE
y

∂γ
> 0✱

∂ZE
y

∂µ
> 0✱

∂ZE
y

∂s
< 0✱

∂ZE
y

∂t
< 0 ❛♥❞

∂ZE
y

∂(st)
< 0❀ ❞♦♥♦r

✐♠♣♦rts ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❜✉t ♥❡❣❛t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦

❛✐❞ ❛♥❞ t❛r✐✛s❀ ✐t ✐s ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t ∂ZE
x

∂T
< 0✱ ∂ZE

x

∂γ
> 0✱ ∂ZE

x

∂µ
> 0✱ ∂ZE

x

∂s
< 0✱ ∂ZE

x

∂t
< 0

❛♥❞
∂ZE

y

∂(st)
< 0 ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❢♦r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✮✳ ❚❛❜❧❡ ✺ ❜❡❧♦✇ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❝♦♠✲

♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳

❚❛❜❧❡ ✺✳ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s

❉❡♣❡♥❞❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡s

❘❡❣r❡ss♦rs T ZE
y ZE

x

ZE
y ✰

T ✰ ✲
γ ❴ ✰ ✰

µ ❴ ✰ ✰

s ❴ ❴ ❴

t ✰ ❴ ❴

st ✰ ❴ ❴

❚r❛❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②

{

ZE
xij

= β0 + β1T + β2γj + β3µi + β4sjti + εij

ZE
yij

= A0 +A1T +A2γj +A3µi +A4sjti + ιij
✭✸✺✮

❆s ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐❞ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ■ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s✬ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡
♦♥ tr❛❞❡❀ (36) ❜❡❝♦♠❡s

{

ZE
xij

= β
′

0 + β
′

1T + β
′

2
γj
µi

+ β
′

3sjti + ε
′

ij

ZE
yij

= A
′

0 +A
′

1T +A
′

2
γj
µi

+A
′

3sjti + ι
′

ij

✭✸✻✮

❘❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❖▲❙✱ P♦♦❧❡❞ ❖▲❙ ✇✐t❤
❝❧✉st❡r❡❞ r♦❜✉st st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✭P❖▲❙✮✱ ●▲❙ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ✭❘❊✮✮❀ ❢♦r tr❛❞❡
♠♦❞❡❧s✱ ■ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣s❡✉❞♦✲♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭PP▼▲✮ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙❛♥t♦s ❙✐❧✈❛ ❛♥❞ ❚❡♥r❡②r♦ ✭✷✵✵✻✮✮✳ ❆s ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❛✐❞ ❛♥❞ tr❛❞❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❝♦❧♦♥✐❛❧
t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚♦ ❛❞✲
❞r❡ss t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❝❛✉s❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✐❞ ❛♥❞ tr❛❞❡ ✭✐♠♣♦rts ♦r ❡①♣♦rts✮✱ ■ ✉s❡
♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ❧❛❣❣❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣♦♦❞ ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠ ✭❆♥❞❡rs♦♥✱ ✶✾✼✾✱ ♣✳ ✶✶✶❀ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡✱ ✷✵✵✵✱ ♣✳ ✺✶✼✮✳

■ ✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✱ ♥❛♠❡❧② ❖✣❝✐❛❧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❆s✲
s✐st❛♥❝❡ ✭❖❉❆✮ ❣✐✈❡♥ ❜② ♦✣❝✐❛❧ ❛❣❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

✷✺



❆ss✐st❛♥❝❡ ❈♦♠♠✐tt❡❡ ✭❉❆❈✮ t♦ st✐♠✉❧❛t❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣
✐♥ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡ tr❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P ❞❛t❛ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❯◆❈❚❆❉
❞❛t❛❜❛s❡ ✭✷✵✶✷✮ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t ✷✵✵✺ ❯✳❙✳
❞♦❧❧❛rs✳✶✼ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❛✈❡r❛❣❡ t❛r✐✛ ❞❛t❛ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❉✉✈❛❧ ❛♥❞ ❯t♦❦t❤❛♠ ✭✷✵✶✶✮✳
❈♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ❞✉♠♠② ❞❛t❛ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❍❡❛❞✱ ▼❛②❡r ❛♥❞ ❘✐❡s ✭✷✵✶✵✮✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞✉♠♠② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❙❛♥t♦s ❙✐❧✈❛ ❛♥❞ ❚❡♥r❡②r♦ ✭✷✵✵✻✮❀ t❤✐s
s♦✉r❝❡ ✐s s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❊♥❝②❝❧♦♣é❞✐❡ ▲❛r♦✉ss❡ ❢♦r ❝♦✉♥tr✐❡s ♥♦t
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡✐r s❛♠♣❧❡✳ ▲❛st❧②✱ t❤❡ ❡t❤♥♦❧✐♥❣✉✐st✐❝ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❡❧❢✶ ✮ ✐♥✲
❞❡① ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❉❡s♠❡t✱ ❖rt✉ñ♦✲❖rt✐♥ ❛♥❞ ❲❛❝③✐❛r❣ ✭✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡❧✲

s✐③❡❴●❉P ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❆❈P r❡❝✐♣✐❡♥t✬s ●❉P t♦ t❤❡ ❊❯ ❞♦♥♦r✬s
●❉P (GDP capACP/GDP capEU)✳ ❚❛❜❧❡ ✻ ♣r♦✈✐❞❡s ❞❛t❛ s✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s❀
r❡s❴❞❡♣❡♥❞✳ ♠❡❛s✉r❡s ❛ r❡❝✐♣✐❡♥t✬s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ♣r✐♠❛r② ❡①♣♦rts✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡
r❛t✐♦ ♦❢ ❛♥ ❆❈P ♣r✐♠❛r② ❡①♣♦rts t♦ ❛♥ ❊❯ ❞♦♥♦r t♦ t❤❡ ❆❈P✬s ●❉P✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦✈❡rs ❛ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✻✵ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ✶✺ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❞♦♥♦rs✳ ❚❤❡
❞❛t❛ s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✷✽✻✽ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❛✐❞ ❛♥❞ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞
✷✵✵✺✲✷✵✶✵✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✱ ♦♥❧②
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡t ❖❉❆ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳

❚❛❜❧❡ ✻✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

❱❛r✐❛❜❧❡s ◆ ▼❡❛♥ ❙t❞✳ ❞❡✈✳ ▼✐♥ ▼❛①

❧♥❛✐❞ ✷✽✻✽ ✶✺✳✵✷ ✷✳✸✹ ✽✳✾✻ ✷✶✳✽✸

❧♥✐♠♣♦rts ✷✽✷✻ ✾✳✹✼ ✷✳✸✼ ✵✳✶✶ ✶✺✳✾✷

❧♥❡①♣♦rts ✷✼✸✹ ✽✳✶✶ ✸✳✸✵ ✵✳✵✶ ✶✺✳✹✺

●❞♣ ❝❛♣❴❆❈P ✷✽✻✽ ✶✸✾✾✳✶✹ ✷✷✾✺✳✵✷ ✶✷✹✳✽✵ ✶✻✺✺✷✳✶✸

●❞♣ ❝❛♣❴❊❯ ✷✽✻✽ ✸✾✶✼✵✳✾✸ ✶✸✶✶✻✳✶✺ ✶✽✶✸✶✳✷✻ ✽✽✺✻✸✳✵✷

r❡s❴❞❡♣❡♥❞✳ ✷✺✹✹ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✶✺ ✽✳✾✷❡✲✶✵ ✵✳✷✽✷

r❡❧s✐③❡❴●❉P ✷✽✻✽ ✵✳✵✹✵ ✵✳✵✼✵ ✵✳✵✵✶ ✵✳✻✸✾

❣❴❛✈❴t❛r✐✛ ✶✺✸✸ ✶✳✶✷✺ ✵✳✵✼✵ ✶ ✶✳✸✵✵

❡❧❢✶ ✷✽✻✼ ✵✳✶✼✺ ✵✳✶✾✷ ✵ ✵✳✻✶✹

❈♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ✷✽✻✽ ✵✳✶✵✶ ✵✳✸✵✷ ✵ ✶

▲❛♥❣✉❛❣❡ ✷✽✻✽ ✵✳✷✵✺ ✵✳✹✵✹ ✵ ✶

◆♦t❡s✿ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥ts ❜❛s✐❝ st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❝♦♥t❛✐♥s s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✶✼❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❨♦✉♥❛s ✭✷✵✵✽✮✱ ■ ✉s❡ t❤❡ ✉♥✐t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✐♠♣♦rt ✐♥❞❡① t♦ ❝♦♥✈❡rt ❛✐❞ ❞❛t❛
✐♥t♦ ❝♦♥st❛♥t ❯❙ ✩ ✷✵✵✺✳

✷✻



✸✳✷ ❘❡s✉❧ts

■ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❛✐❞ ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✺✮✳ ❚❛❜❧❡ ✼ r❡♣♦rts t❤❡
♠❛✐♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❈♦❧✉♠♥ ✭✶✮ ✐s ❛♥ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣ ❛✐❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t✱
t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ ❆❈P ✐♠♣♦rts✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛✈❡r❛❣❡ t❛r✐✛✱ ❛ ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦❧♦✲
♥✐❛❧ t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❤♦✇s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❛♥❞
❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✐❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ✐♠♣♦rts✱
❝♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ❛♥❞ r❡❝✐♣✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❆❈P ✐♠♣♦rts
❤❛✈❡ ❛ ♠♦❞❡st ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❊❯ ❛✐❞✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢
t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♦♥❧② ✵✳✺✳ ❈♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ♣❧❛② ❛ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❛✐❞
t❤❛♥ ✐♠♣♦rts✱ s✐♥❝❡ ✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ✶✳✷✼✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❡❛rs
t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥❀ ✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ✶✸✳✷✳

❈♦❧✉♠♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ P❖▲❙ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts
❛r❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ✭✶✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ❤✐❣❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛❧❧
✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♠❛✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✳ ▼♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ✭P✮❖▲❙ t♦ ❘❛♥❞♦♠
❘❊ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ✭✸✮ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♠♣♦rts ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♥♦✇ s✉❣❣❡st t❤❛t ❛ s♠❛❧❧❡r ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❆❈P ✐♠♣♦rts ♦♥ ❊❯ ❛✐❞ ✭✐ts
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ✵✳✸✮✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛❧s♦ s♠❛❧❧❡r ✭✲
✶✶✳✸✮✳ ❈♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ❛♣♣❡❛r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❊❯ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
t♦ ❆❈P❀ t❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❛✐❞✲❝♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ♥❡①✉s ✉s✐♥❣ ✭P✮❖▲❙
✉♥❞❡rst❛t❡s r❛t❤❡r ♦✈❡rst❛t❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s✳ ■ts ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ✶✳✼✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ✐♥ ❈♦❧✉♠♥ ✭✹✮✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞✉♠♠② ❛♥❞ ❝♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ✭✵✳✻✻✮✱ t❤❡ ❧❛tt❡r
✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❖▲❙ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ ❆❈P ✐♠♣♦rts ♦♥
❊❯ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ♦♥ ❊❯ ❞♦♥♦rs ✐s ❤✐❣❤❡r ✭✵✳✻✮ t❤❛♥ ❝♦❧✉♠♥s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ✐s ❧♦✇❡r ✭✲✶✷✳✼✮✳ ❍❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ s❡❡♠s ♥♦t t♦
❜❡ ❛ ❣r❡❛t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❊❯ ❞♦♥♦rs ❛s ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡①✲❝♦❧♦♥② ✐s❀ ✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ✵✳✼✳
▼✉❧t✐✲❡t❤♥✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s s❡❡♠ t♦ r❡❝❡✐✈❡ ♠♦r❡ ❊❯ ❛✐❞✱ ✇❤✐❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥❡s
r❡❝❡✐✈❡ ❧❡ss❀ ✐♥❞❡❡❞✱ ❡❧❢✶ ❛♥❞ r❡s❴❞❡♣❡♥❞✳ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✵✳✶ ❛♥❞ ✲✵✳✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡② st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

■♥ ❝♦❧✉♠♥ ✭✺✮✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❜r♦❦❡♥ ✐♥t♦ ✐ts t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
♥❛♠❡❧② ●❞♣ ❝❛♣❴❊❯ ❛♥❞ ●❞♣ ❝❛♣❴❆❈P ✳ ❊❯ ❛✐❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ❜✉t
❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❘❡❝✐♣✐❡♥t ●❉P ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ r❡❝✐♣✐❡♥t ♥❡❡❞s ✭❋❡❡♥② ❛♥❞ ▼❝●✐❧❧✐✈r❛②✱ ✷✵✵✽❀ ❨♦✉♥❛s✱ ✷✵✵✽✮❀
✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ ❛✐❞ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜✉t ♠❛r❣✐♥❛❧ ✭✲✵✳✵✵✵✸✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
s✐③❡ ♠❡❛s✉r❡ ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ❊❯ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✳

❚❤r♦✉❣❤♦✉t ❛❧❧ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✭✶✮✲✭✺✮✱ ✐♠♣♦rts✱ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ❛♥❞
❝♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✶ ♣❡r❝❡♥t ❧❡✈❡❧✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛✈✲
❡r❛❣❡ t❛r✐✛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ●❴❛✈❣❴t❛r✐✛ ❤❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐❣♥ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥
✭✸✮✲✭✺✮✳

❚❛❜❧❡ ✽ r❡♣♦rts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥s (37) t♦ ✇❤✐❝❤ ❝♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s

✷✼



❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❆✳ ❊❯ ❡①♣♦rts t♦ ❆❈P✱ t❤❡ P❖▲❙ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥
❝♦❧✉♠♥ ✭✶✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s t❤❡ str♦♥❣❡st ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢
❊❯ ❡①♣♦rts t♦ ❆❈P✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✾✳✷✳ ❈♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s s❡❡♠ t♦ ❜❡
♠♦r❡ ❡①♣♦rt✲♣r♦♠♦t✐♥❣ t❤❛♥ ❊❯ ❛✐❞❀ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
✵✳✾ ❛♥❞ ✵✳✹✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛✈❡r❛❣❡ t❛r✐✛ ❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ tr❛❞❡✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧
s✉❣❣❡sts t❤❛t ♦♥❡ ♣❡r❝❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❛r✐✛ r❡❞✉❝❡s ❆❈P ✐♠♣♦rts ❜② ✹✳✽ ♣❡r❝❡♥t✳

❈♦❧✉♠♥ ✭✷✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❘❊ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡
s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ P❖▲❙ t♦ ❘❊ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛✐❞ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ✐♥❞❡①✱ ✇❤✐❧❡ r❛✐s✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ❝♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s✳ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts
♦❢ ❧♥❛✐❞✶✱ r❡❧s✐③❡❴●❉P ❛♥❞ ❝♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✵✳✶✱ ✻✳✶ ❛♥❞ ✶✳✽✳ ❈♦❧✉♠♥
✭✸✮ ❣✐✈❡s t❤❡ PP▼▲ ❡st✐♠❛t❡ ❜r✐♥❣s t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✭✶✮
❛♥❞ ✭✷✮✱ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ str♦♥❣❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✵✳✵✶ ♣❡r❝❡♥t ❧❡✈❡❧❀ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❛r✐✛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✶✵ ♣❡r❝❡♥t✳ ❇r❡❛❦✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ s✐③❡
✐♥❞❡① ✐♥t♦ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❤♦✇s t❤❛t ❊❯ ✐♠♣♦rts ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❆❈P ●❉P ♣❡r ❝❛♣✐t❛✱
❜✉t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❊❯ ●❉P ♣❡r ❝❛♣✐t❛✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✈❡r② ❧♦✇✱ t❤✐s
✜♥❞✐♥❣ ✐s ✈❡r② ✐♥str✉❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣♦♦r ❝♦✉♥tr✐❡s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ s❤❛r❡
♦❢ r✐❝❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❡①♣♦rts tr❛❞❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣♦♦r ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ r✐❝❤
❝♦✉♥tr✐❡s✬ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✶✮✱ t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ t❛r✐✛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s ❞♦✉❜❧❡❞✱ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ●❉P ♠❡❛s✉r❡✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❊❯ ✐♠♣♦rts ❢r♦♠ ❆❈P ✭t❛❜❧❡ ✽✳❇✮✳ ■t
✐s ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✺✮ t♦ ✭✽✮ t❤❛t ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭t❛❜❧❡ ✽✳❆✮✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❡❛❝❤
❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❇ ✇✐t❤ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✐♥ ❆✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❘✲sq✉❛r❡❞ ❛r❡ ✈❡r② ♠✉❝❤
❧♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❊❯ ✐♠♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛♥ ❊❯ ❡①♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ r♦❜✉st t♦ ✈❛r✐♦✉s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤✲
♦❞s✳
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❚❛❜❧❡ ✼✳ ❉❡♣❡♥❞❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡✿ ❧♥❛✐❞✱ ✷✵✵✺ t♦ ✷✵✶✵✳

✭✶✮ ❖▲❙ ✭✷✮ P❖▲❙ ✭✸✮ ●▲❙✲❘❊ ✭✹✮ ❖▲❙ ✭✺✮ ❖▲❙

❧♥✐♠♣♦rts✶ ✵✳✺✶✺ ✯✯✯ ✵✳✺✶✺ ✯✯✯ ✵✳✸✶✽ ✯✯✯ ✵✳✺✻✾ ✯✯✯ ✵✳✺✻✺ ✯✯✯

✭✵✳✵✷✽✮ ✭✵✳✵✺✵✮ ✭✵✳✵✹✸✮ ✭✵✳✵✸✵✮ ✭✵✳✵✸✵✮

●❞♣ ❝❛♣❴❊❯ ✵✳✵✵✵✵✸ ✯✯✯

✭✺✳✶✽❡✲✻✮

●❞♣ ❝❛♣❴❆❈P ✲✵✳✵✵✵✹ ✯✯✯

✭✵✳✵✵✵✵✸✮

r❡❧s✐③❡❴●❉P ✲✶✸✳✷✶✶ ✯✯✯ ✲✶✸✳✷✶✶ ✯✯✯ ✲✶✶✳✷✻✽ ✯✯✯ ✲✶✷✳✻✼✽ ✯✯✯

✭✵✳✾✸✵✮ ✭✶✳✽✺✵✮ ✭✶✳✻✷✽✮ ✭✵✳✾✻✻✮

●❴❛✈❣❴t❛r✐✛ ✲✵✳✵✹✷ ✲✵✳✵✹✷ ✵✳✶✶✺ ✶✳✶✵✺ ✶✳✶✹✹

✭✶✳✹✺✹✮ ✭✷✳✹✶✽✮ ✭✶✳✹✶✾✮ ✭✶✳✺✷✶✮ ✭✶✳✺✶✾✮

❈♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ✶✳✷✼✸ ✯✯✯ ✶✳✷✼✸ ✯✯✯ ✶✳✻✽✷ ✯✯✯ ✶✳✷✺✽ ✯✯✯

✭✵✳✶✼✻✮ ✭✵✳✷✹✼✮ ✭✵✳✷✻✶✮ ✭✵✳✶✼✺✮

▲❛♥❣✉❛❣❡ ✵✳✼✵✶ ✯✯✯

✭✵✳✶✹✸✮

❡❧❢✶ ✵✳✵✵✾

✭✵✳✷✽✼✮

r❡s❴❞❡♣❡♥❞✳ ✲✵✳✷✷✵

✭✸✳✽✵✼✮

❈♦♥st❛♥t ✶✵✳✻✹✷ ✯✯✯ ✶✵✳✻✹✷ ✯✯✯ ✶✷✳✷✺✽ ✯✯✯ ✽✳✼✼✶ ✯✯✯ ✼✳✻✵✻ ✯✯✯

✭✶✳✼✶✷✮ ✭✷✳✾✶✾✮ ✭✶✳✼✽✼✮ ✭✶✳✼✽✻✮ ✭✶✳✽✽✹✮

❘✲sq✉❛r❡❞ ✵✳✸✺ ✵✳✸✺ ✵✳✸✼ ✵✳✸✸ ✵✳✸✻

❖❜s✳ ✭◆✮ ✶ ✷✶✵ ✶✷✶✵ ✶✷✵✶✵ ✶✶✺✵ ✶ ✷✶✵

❆■❈ ✹ ✾✶✸✳✻✺ ✹ ✾✶✸✳✻✺ ✹✻✽✽✳✸✼ ✹ ✽✾✻✳✽✶

◆♦t❡✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t②✲r♦❜✉st st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs✳ ❙✉♣❡rs❝r✐♣ts ✯✯✯✱ ✯✯

❛♥❞ ✯ ✐♥❞✐❝❛t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✶✱ ✺ ❛♥❞ ✶✵ ✪ ❧❡✈❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✾



❚❛❜❧❡ ✽✳ ❆❈P✲❊❯ tr❛❞❡✱ ✷✵✵✺✲✷✵✶✵✳

❉❡♣✳ ❱❛r✳✿ ❆✳ ▲♥ ✭❊❯ ❊①♣♦rts t♦ ❆❈P✮ ❇✳ ▲♥ ✭❊❯ ■♠♣♦rts ❢r♦♠ ❆❈P✮

P❖▲❙ ●▲❙✲❘❊ PP▼▲ P❖▲❙ P❖▲❙ ●▲❙✲❘❊ PP▼▲ P❖▲❙

✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮ ✭✹✮ ✭✺✮ ✭✻✮ ✭✼✮ ✭✽✮

❧♥❛✐❞✶ ✵✳✹✸✽ ✯✯✯ ✵✳✵✼✺ ✯✯✯ ✵✳✵✹✺ ✯✯✯ ✵✳✹✷✷ ✯✯✯ ✵✳✹✾✷ ✯✯✯ ✵✳✵✽✷ ✯✯✯ ✵✳✵✺✼ ✯✯✯ ✵✳✹✻✷ ✯✯✯

✭✵✳✵✸✾✮ ✭✵✳✵✶✽✮ ✭✵✳✵✵✷✮ ✭✵✳✵✸✹✮ ✭✵✳✵✺✾✮ ✭✵✳✵✷✻✮ ✭✵✳✵✵✹✮ ✭✵✳✵✺✷✮

●❞♣ ❝❛♣❴❊❯ ✲✵✳✵✵✵✻ ✯✯✯ ✲✵✳✵✵✵✶ ✯✯✯

✭✽✳✷✺❡✲✵✻✮ ✭✵✳✵✵✵✵✶✮

●❞♣ ❝❛♣❴❆❈P ✵✳✵✵✵✷ ✯✯✯ ✵✳✵✵✵✷ ✯✯✯

✭✵✳✵✵✵✵✹✮ ✭✵✳✵✵✵✵✺✮

r❡❧s✐③❡❴●❉P ✾✳✷✵✷ ✯✯✯ ✻✳✶✷✾ ✯✯✯ ✵✳✽✽✷ ✯✯✯ ✶✸✳✺✵✹ ✯✯✯ ✶✵✳✹✵✼ ✯✯✯ ✶✳✸✾✶ ✯✯✯

✭✶✳✺✼✽✮ ✭✶✳✹✶✼✮ ✭✵✳✵✽✸✮ ✭✵✳✷✺✾✮ ✭✷✳✶✹✼✮ ✭✵✳✶✶✻✮

●❴❛✈❣❴t❛r✐✛ ✲✹✳✽✸✹ ✯ ✲✸✳✾✸✵ ✯ ✲✵✳✺✵✷ ✯✯✯ ✲✽✳✸✽✸ ✯✯✯ ✲✼✳✽✼✼ ✯✯ ✲✵✳✾✸✷ ✲✵✳✾✺✷ ✯✯✯ ✲✶✹✳✸✸✾ ✯✯✯

✭✷✳✺✼✷ ✮ ✭✷✳✵✻✽✮ ✭✵✳✶✺✾✮ ✭✷✳✷✶✼✮ ✭✸✳✽✼✻✮ ✭✷✳✼✷✾✮ ✭✵✳✷✻✼✮ ✭✸✳✹✵✽✮

❈♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ✵✳✾✸✻ ✯✯✯ ✶✳✽✷✼ ✯✯✯ ✵✳✵✽✶ ✯✯✯ ✵✳✽✷✼ ✯✯✯ ✶✳✹✺✷ ✯✯✯ ✷✳✷✼✸ ✯✯✯ ✵✳✶✸✾ ✶✳✷✾✸ ✯✯✯

✭✵✳✶✾✹✮ ✭✵✳✷✹✽✮ ✭✵✳✵✵✾✮ ✭✵✳✶✽✽✮ ✭✵✳✸✹✷✮ ✭✵✳✸✹✾✮ ✭✵✳✵✶✽✮ ✭✵✳✸✺✵✮

❈♦♥st❛♥t ✽✳✸✷✷ ✯✯✯ ✶✷✳✽✵✵ ✯✯✯ ✷✳✶✸✽ ✯✯✯ ✶✺✳✶✽✹✯✯✯ ✾✳✺✷✷ ✯✯ ✼✳✾✶✼ ✯✯ ✷✳✷✾✶ ✯✯✯ ✷✶✳✻✾✺ ✯✯✯

✭✸✳✵✺✺✮ ✭✷✳✸✸✽✮ ✭✵✳✶✽✾✮ ✭✷✳✶✻✹✮ ✭✹✳✹✻✾✮ ✭✸✳✶✸✺✮ ✭✵✳✸✶✶✮ ✭✸✳✾✵✷✮

❘✲sq✉❛r❡❞1 ✵✳✸✺ ✵✳✷✸ ✵✳✸✺ ✵✳✹✺ ✵✳✷✻ ✵✳✶✽ ✵✳✷✻ ✵✳✸✽

❖❜s✳ ✭◆✮ ✶✷✶✷ ✶✷✶✷ ✶✷✶✷ ✶✷✶✷ ✶✷✵✸ ✶✷✵✸ ✶✷✵✸ ✶✷✵✸

◆✉♠✳ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✸✶✼ ✸✶✼ ✸✶✼ ✸✶✻ ✸✶✻ ✸✶✻

❆■❈ ✹✻✹✸✳✺✽ ✹✹✸✻✳✷✻ ✺✼✹✷✳✷✾ ✺✺✶✾✳✷✸

◆♦t❡✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t②✲r♦❜✉st st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs✳ ❙✉♣❡rs❝r✐♣ts ✯✯✯✱ ✯✯ ❛♥❞ ✯ ✐♥❞✐❝❛t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡

✶✱ ✺ ❛♥❞ ✶✵ ✪ ❧❡✈❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✶✿ ❛❞❥✳ ❘✲sq✉❛r❡❞ ❢♦r P❖▲❙❀ Ps❡✉❞♦ ❘✲sq✉❛r❡❞ ❢♦r PP▼▲✳

✸✵



✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ❜❡❡♥ t♦ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ tr❛♥s❢❡rs ✐♥ ❛
◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ■ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✭❊❚❆✮ ❧❡❛❞s t♦ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ♦♥❧② ✐❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
✇✐s❞♦♠✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❊❚❆ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ◆♦rt❤ s✉❜s✐❞✐③❡s ✐ts ✐♠♣♦rts✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❙♦✉t❤ s❡ts ❛ t❛r✐✛ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ◆❛s❤ ❧❡✈❡❧ ✇❤❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ♠❛❦❡s ❛ tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ ◆♦rt❤ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦ss✳
❚❤✐s ✜rst r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t ❛ tr❛♥s❢❡r ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥t
✇❤❡♥ ♦♥❡ tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r ❧♦s❡s ✐♥ ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳

❖♥❝❡ s✐❣♥❡❞✱ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❡❧❢✲❡♥❢♦r❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉♣r❛✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ❛✉t❤♦r✐t②✳ ❉r❛✇✐♥❣ ❢r♦♠ ▲✐♠ã♦ ❛♥❞ ❙❛❣❣✐ ✭✷✵✵✽✱ ✷✵✶✶✮✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
❲❘P ✜♥❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮ t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♦♥❡ ✭t❤❡
◆♦rt❤✮ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t s✐③❡✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ s❤❡❞s
❧✐❣❤t ♦♥ ❛ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢ tr❛♥s❢❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥t ❢♦r
✐♥❢r✐♥❣❡♠❡♥t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ tr❛♥s❢❡r✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✳ ■♥ tr❛❞❡ ❧✐t✲
❡r❛t✉r❡✱ ❛✐❞ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ ♣r♦♠♦t❡ ❞♦♥♦r ❡①♣♦rts ❛♥❞ r❡❢♦r♠s ✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✳ ■♥ t❤✐s
♣❛♣❡r✱ ■ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ s❡r✈❡s ❛s ❛ ❞❡✈✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ t♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡
tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❡❡ tr❛❞❡✳

■t ✐s ✇✐❞❡❧② ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦♥❧②
❜❡♥❡✜t s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛♥ ❧❛r❣❡ ♣❛rt♥❡rs✱ ❛s t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❣r❛♥t t❤❡♠ ❛❝❝❡ss
t♦ ✇✐❞❡ ♠❛r❦❡ts✳ ▼② ✜♥❞✐♥❣s ❜r✐♥❣ s♦♠❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤✐s ✈✐❡✇✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥
t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ❊❚❆ ❝❛✉s❡s ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❋❚❆ ❜❡♥❡✜ts
❜♦t❤ tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡rs ✲ ❝♦♥tr❛r② t♦ ♠♦st tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤
♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr✐❡s s✉❝❤ t❤❡ ❊❯ ♦r t❤❡ ❯❙ ❛r❡ ♦❢t❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t♦rs ♦❢ tr❛❞❡
❛❣r❡❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡✐r s♠❛❧❧❡r ♣❛rt♥❡rs✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t s✉♣♣❧✐❡rs ♦❢
♣r✐♠❛r② ♣r♦❞✉❝ts ✈✐t❛❧ t♦ t❤❡✐r ✐♥❞✉str✐❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢r♦♠
❡♠❡r❣✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❧✐❦❡ ❈❤✐♥❛ ♦r ■♥❞✐❛✱ t❤❡ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ tr❡❛t✐❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❯ ♦r t❤❡ ❯❙ ✇✐t❤ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ ❛
t❡st✐♠♦♥② ♦❢ t❤❡✐r ✏r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐♣❧♦♠❛❝②✑✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❊❯ ❛♥❞ t❤❡ ❯❙ s❡❡❦ t♦
s❡❝✉r❡ ❛❝❝❡ss t♦ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❡①♣♦rt r❡str✐❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ tr❛♥s❢❡rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ◆♦rt❤✲
❙♦✉t❤ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❛❜str❛❝ts ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❜②
❛ss✉♠✐♥❣ s♦♠❡ ❣✐✈❡♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ♦❢ ❣♦♦❞s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❢❛❝ts s✉❣❣❡st t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s ❞✐✛❡r
✐♥ t❤❡✐r s✉♣♣❧② ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡♠❛♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❛✛❡❝t tr❛❞❡✳ ❆
♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛✈❡♥✉❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
✐♥ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ s✉♣♣❧② ✇✐t❤✐♥ ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡ ✐ts ❡✛❡❝ts ♦♥
tr❛❞❡✱ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs✳

✸✶



✺ ❆♣♣❡♥❞✐①

✺✳✶ ❚❤❡ ✶✺ ❊✉r♦♣❡❛♥✲❉❆❈ ❞♦♥♦rs ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡

❆✉str✐❛ ●❡r♠❛♥② ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s

❇❡❧❣✐✉♠ ●r❡❡❝❡ P♦rt✉❣❛❧

❉❡♥♠❛r❦ ■r❡❧❛♥❞ ❙♣❛✐♥

❋✐♥❧❛♥❞ ■t❛❧② ❙✇❡❞❡♥

❋r❛♥❝❡ ▲✉①❡♠❜♦✉r❣ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠

✺✳✷ ❚❤❡ ✻✶ ❆✐❞ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s ❢r♦♠ ❆❈P ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡

❆♥❣♦❧❛ ❉❥✐❜♦✉t✐ ▲✐❜❡r✐❛ ❙✐❡rr❛ ▲❡♦♥❡

❆♥t✐❣✉❛ ❛♥❞ ❇❛r❜✉❞❛ ❉♦♠✐♥✐❝❛♥ ❘❡♣✉❜❧✐❝ ▼❛❞❛❣❛s❝❛r ❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛

❇❛r❜❛❞♦s ❊q✉❛t♦r✐❛❧ ●✉✐♥❡❛ ▼❛❧❛✇✐ ❙✉❞❛♥

❇❡❧✐③❡ ❊r✐tr❡❛ ▼❛❧✐ ❙✉r✐♥❛♠❡

❇❡♥✐♥ ❊t❤✐♦♣✐❛ ▼❛✉r✐t❛♥✐❛ ❙✇❛③✐❧❛♥❞

❇♦ts✇❛♥❛ ❋✐❥✐ ▼❛✉r✐t✐✉s ❚♦❣♦

❇✉r❦✐♥❛ ❋❛s♦ ●❛❜♦♥ ▼♦③❛♠❜✐q✉❡ ❚r✐♥✐❞❛❞ ❛❞ ❚♦❜❛❣♦

❇✉r✉♥❞✐ ●❛♠❜✐❛ ◆❛♠✐❜✐❛ ❯❣❛♥❞❛

❈❛♠❡r♦♦♥ ●❤❛♥❛ ◆✐❣❡r ❯♥✐t❡❞ ❘❡♣✉❜❧✐❝ ♦❢ ❚❛♥③❛♥✐❛

❈❛♣❡ ❱❡r❞❡ ●✉✐♥❡❛ ◆✐❣❡r✐❛ ❱❛♥✉❛t✉

❈❡♥tr❛❧ ❆❢r✐❝❛♥ ❘❡♣✉❜❧✐❝ ●✉✐♥❡❛✲❇✐ss❛✉ P❛♣✉❛ ◆❡✇ ●✉✐♥❡❛ ❩❛♠❜✐❛

❈❤❛❞ ●✉②❛♥❛ ❘✇❛♥❞❛ ❩✐♠❜❛❜✇❡

❈♦♠♦r♦s ❍❛✐t✐ ❙❛✐♥t ▲✉❝✐❛

❈♦♥❣♦ ❏❛♠❛✐❝❛ ❙❛♦ ❚♦♠❡ ❛♥❞ Pr✐♥❝✐♣❡

❈ôt❡ ❞✬■✈♦✐r❡ ❑❡♥②❛ ❙❡♥❡❣❛❧

❉❡♠✳ ❘❡♣✳ ♦❢ t❤❡ ❈♦♥❣♦ ▲❡s♦t❤♦ ❙❡②❝❤❡❧❧❡s

✺✳✸ ❉❛t❛ s♦✉r❝❡s

❱❛r✐❛❜❧❡s ❉❛t❛ s♦✉r❝❡

◆❡t ❛✐❞ ❢r♦♠ ✶✺✲ ❊❯ ❉❆❈ ♠❡♠❜❡r ❲♦r❧❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ■♥❞✐❝❛t♦rs ✭❲❇■✱ ✷✵✶✶✮✱ ♦♥❧✐♥❡ ❛❝❝❡ss

❝♦✉♥tr✐❡s ♦❢ ❖❊❈❉ ❛t ❤tt♣✿✴✴❞❛t❛✳✇♦r❧❞❜❛♥❦✳♦r❣✴✐♥❞✐❝❛t♦r

●❉P ❯◆❈❚❆❉❙❚❆❚ ✭✷✵✶✷✮✱ ♦♥❧✐♥❡ ❛❝❝❡ss ❛t ❤tt♣✿✴✴✉♥❝t❛❞st❛t✳✉♥❝t❛❞✳♦r❣

■♠♣♦rts ❯◆❈❚❆❉❙❚❆❚ ✭✷✵✶✷✮✱ ♦♥❧✐♥❡ ❛❝❝❡ss ❛t ❤tt♣✿✴✴✉♥❝t❛❞st❛t✳✉♥❝t❛❞✳♦r❣

❊①♣♦rts ❯◆❈❚❆❉❙❚❆❚ ✭✷✵✶✷✮✱ ♦♥❧✐♥❡ ❛❝❝❡ss ❛t ❤tt♣✿✴✴✉♥❝t❛❞st❛t✳✉♥❝t❛❞✳♦r❣

●❴❛✈❣❴t❛r✐✛ ❉✉✈❛❧ ❛♥❞ ❯t♦❦t❤❛♠ ✭✷✵✶✶✮

❈♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ❚❛❜❧❡ ❆✳✹ ♦❢ ❍❡❛❞✱ ▼❛②❡r ❛♥❞ ❘✐❡s ✭✷✵✶✵✮

❈♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❚❛❜❧❡ ❆✳✷ ♦❢ ❙❛♥t♦s ❙✐❧✈❛ ❛♥❞ ❚❡♥r❡②r♦ ✭✷✵✵✻✮

s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊♥❝②❝❧♦♣é❞✐❡ ▲❛r♦✉ss❡✱ ♦♥❧✐♥❡

❊t❤♥♦❧✐♥❣✉✐st✐❝ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❊▲❋✶✮ ❉❡s♠❡t✱ ❑✳✱ ❖rt✉ñ♦✲❖rt✐♥✱ ■✳ ❛♥❞ ❲❛❝③✐❛r❣✱ ❘✳ ✭✷✵✶✷✮

✸✷



❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❧♥❛✐❞ ●❞♣❝❛♣❴❆❈P ●❞♣❝❛♣❴❊❯ ❧♥✐♠♣♦rts ❧♥❡①♣♦rts ❣❴❛✈❣❴t❛r✐✛ ❈♦❧♦♥② ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❡❧❢✶ r❡s❴❞❡♣❡♥❞✳ r❡❧s✐③❡❴●❉P

❧♥❛✐❞ ✶✳✵

●❞♣❝❛♣❴❆❈P ✲✵✳✷✹ ✶✳✵

●❞♣❝❛♣❴❊❯ ✲✵✳✵✶ ✲✵✳✵✸ ✶✳✵

❧♥✐♠♣♦rts ✵✳✹✹ ✵✳✷✶ ✲✵✳✸✶ ✶✳✵

❧♥❡①♣♦rts ✵✳✸✵ ✵✳✷✸ ✲✵✳✸✹ ✵✳✼✵ ✶✳✵

❣❴❛✈❣❴t❛r✐✛ ✵✳✵✾ ✲✵✳✷✷ ✲✵✳✵✾ ✲✵✳✵✸ ✲✵✳✵✷ ✶✳✵

❈♦❧♦♥② ✵✳✷✾ ✵✳✵✽ ✲✵✳✵✽ ✵✳✸✶ ✵✳✷✼ ✵✳✵✷ ✶✳✵

▲❛♥❣✉❛❣❡ ✵✳✷✶ ✵✳✵✸ ✵✳✵✾ ✵✳✷✶ ✵✳✶✺ ✵✳✵✶ ✵✳✻✻ ✶✳✵

❡❧❢✶ ✵✳✵✶ ✵✳✷✹ ✵✳✵✻ ✵✳✶✽ ✵✳✶✹ ✲✵✳✵✽ ✲✵✳✵✷ ✲✵✳✵✹ ✶✳✵

r❡s❴❞❡♣❡♥❞✳ ✵✳✵✺ ✵✳✶✸ ✲✵✳✶✸ ✵✳✶✼ ✵✳✹✹ ✲✵✳✵✷ ✵✳✷✹ ✵✳✶✼ ✲✵✳✵✷ ✶✳✵

r❡❧s✐③❡❴●❉P ✲✵✳✵✾ ✵✳✾✼ ✲✵✳✶✻ ✵✳✵✽ ✵✳✵✺ ✲✵✳✶✸ ✲✵✳✵✻ ✲✵✳✵✹ ✵✳✶✻ ✲✵✳✵✽ ✶✳✵✸✸



❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ♦❢ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛❞❡

❆✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✐♠♣♦rts t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❡①♣♦rts

❞❡❝✐s✐♦♥ T ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❡①♣♦rts✮ ZE
x ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✐♠♣♦rts✮ ZE

y

ZE
y

∂T
∂ZE

y
= 3t[1+µ+3s+(2−µ)st]

[1+µ+(2−µ)st−(1−st)ZE
y ]

2 > 0

T ∂ZE
x

∂T
= −3s

1+3s+µ+st(2−µ)
< 0

∂ZE
y

∂T
= 3t(1+µ+3s+st(2−µ))

[1+T+γ+3t+st(2−T−γ)]2
> 0

γ ∂T
∂γ

= −1 ∂ZE
x

∂γ
= 1+µ+st(2−µ)

1+3s+µ+st(2−µ)
> 0

∂ZE
y

∂γ
= 3t(1+µ+3s+st(2−µ))

[1+T+γ+3t+st(2−T−γ)]2
> 0

µ ∂T
∂µ

=
3t[(st−1)ZE

y −3s]
[1+µ+(2−µ)st−(1−st)ZE

y ]
2 < 0 ∂ZE

x

∂µ
= 3s[1+γ+T+3t+(2−T−γ)st]

[1+3s+µ+st(2−µ)]2
> 0 ∂ZE

y

∂µ
= 1+γ+T+st(2−γ−T )

1+T+γ+3t+st(2−T−γ)
> 0

s
∂T
∂s

= −
3t(2−µ+ZE

y )(1+µ−(1+t)ZE
y )

[1+µ+(2−µ)st−(1−st)ZE
y ]

2 < 0 ∂ZE
x

∂s
= −3(1+µ)[1+γ+T+(2−µ)T ]

[1+3s+µ+st(2−µ)]2
< 0

∂ZE
y

∂s
= −3t(2−γ−T )(1+γ+T+(2−µ)t)

[1+T+γ+3t+st(2−T−γ)]2
< 0

t ∂T
∂t

=
3t(1+µ−ZE

y )[(2−µ)s+(1+s)ZE
y ]

[1+µ+(2−µ)st−(1−st)ZE
y ]

2 > 0 ∂ZE
x

∂t
= −3s(2−µ)[1+µ+s(2−γ−T )]

[1+3s+µ+st(2−µ)]2
< 0

∂ZE
y

∂t
= −3(1+γ+T )(1+µ+s(2−γ−t))

[1+T+γ+3t+st(2−T−γ)]2
< 0

st
∂T
∂(st)

=
3(2−µ+ZE

y )(1+µ−(1+t)ZE
y )

[1+µ+(2−µ)st−(1−st)ZE
y ]

2 > 0 ∂ZE
x

∂(st)
= −3(2−µ)[1+µ+s(2−γ−T )]

[1+3s+µ+st(2−µ)]2
< 0

∂ZE
y

∂(st)
= −3(2−γ−T )(1+γ+T+t(2−µ))

[1+T+γ+3t+st(2−T−γ)]2
< 0
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