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Pr♦t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❙❛❧❡✱ ▼♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥

❛♥❞ ❱❛r✐❛❜❧❡ ▼❛r❦✉♣s

❊♥r✐❝♦ ▼❛r✈❛s✐∗

❏✉♥❡ ✷✹✱ ✷✵✶✸

❆❜str❛❝t

❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st
❣r♦✉♣s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ●r♦ss♠❛♥ ❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥ ✭✶✾✾✹✮ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦♥♦♣♦✲
❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛r❦✉♣s✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts✿ ✭✐✮
❢♦r s❡❝t♦rs ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❧♦❜❜✐❡s t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ✐s ❛❧✇❛②s
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥❀ ✭✐✐✮ ❢♦r
✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♠♣♦rt ♣♦❧✐❝② ♠❛② ❜❡ ❛ t❛r✐✛ ♦r ❛
s✉❜s✐❞②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt♥❡r ❝♦✉♥tr②❀
✭✐✐✐✮ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❡①♣♦rt ♣♦❧✐❝② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♥ ❡①♣♦rt t❛① ❢♦r ✉♥♦r❣❛✲
♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ❛♥❞ ✐♥ ❛ s✉❜s✐❞② ❢♦r ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦r ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ❣♦♦❞s
❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ❚r❛❞❡ P♦❧✐❝②❀ Pr♦t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❙❛❧❡❀ ▼♦♥♦♣♦❧✐st✐❝
❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥❀ ❱❛r✐❛❜❧❡ ▼❛r❦✉♣s✳

❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❋✶✷❀ ❋✶✸✳

∗❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❋❧♦r❡♥❝❡✳ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❇❛r❜❛r❛ ❆♥♥✐❝❝❤✐❛r✐❝♦ ❢♦r ✉s❡❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts
❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳ ■ ❛♠ s♦❧❡❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ✈✐❡✇s ❛♥❞ ♦♣✐♥✐♦♥s ❡①♣r❡ss❡❞✳ ❈♦♥t❛❝t✿ ❡♥r✐❝♦✳
♠❛r✈❛s✐❅✉♥✐❢✐✳✐t

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋r❡❡ tr❛❞❡ ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ♠❛♥② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
❢r❡q✉❡♥t❧② ❛❞✈♦❝❛t❡❞ ✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣♦❧✐❝② ❢r❛♠❡✇♦r❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ tr❛❞❡
♣♦❧✐❝② ❝♦♠❡s ✐♥t♦ ♣❧❛②✱ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✐s r❛r❡❧② ❝❤♦s❡♥ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞
♥♦t ❡❛s✐❧② ❝❤♦s❡♥ ❜② ❣r♦✉♣s ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s
❢♦r t❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❖♥❡ ✐s t❤❛t r❡❛❧ ♠❛r❦❡ts ❛r❡
♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛r❦❡t ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥
✐s t❤❛t ♣♦❧✐t✐❝s ♠❛tt❡rs ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② s♦✉r❝❡s ♦❢ str❛t❡❣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t♦
❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❆ ✈❛st ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇r✐tt❡♥ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✱ ❤♦✇❡✈❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ♣❛♣❡rs ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❜② ●r♦ss♠❛♥ ❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥ ✭✶✾✾✹✮ ✭❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ●❍✮✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✜rsts t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♠✐❝r♦✲❢♦✉♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝❧❡❛r✲
❝✉t t❡st❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳ ■♥
t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦r❛❧ ❧♦❜❜✐❡s✳ ●❍ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧②
❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✐s t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❡♠❡r❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡♥t❛✐❧s ❛♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛
✭❡①♣♦rt s✉❜s✐❞②✮ ✐♥ ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt s✉❜s✐❞② ✭❡①♣♦rt t❛①✮ ✐♥
✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
✐♠♣♦rt ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❢♦r ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❢♦r ♦r❣❛♥✐③❡❞
s❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ✐♠♣♦rt ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❚❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡
❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ♠❛♥② ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ●♦❧❞❜❡r❣ ❛♥❞ ▼❛❣❣✐ ✭✶✾✾✾✮ ❛♥❞
●❛✇❛♥❞❡ ❛♥❞ ❇❛♥❞②♦♣❛❞❤②❛② ✭✷✵✵✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❛♠❡ st✉❞✐❡s ♦❢t❡♥ ✜♥❞ t❤❛t
❧♦❜❜✐❡s s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ s✉r♣r✐s✐♥❣ ❧✐tt❧❡ ♣♦✇❡r ♦✈❡r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ●❍ ♠♦❞❡❧✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧② ❜❡♥❡✈♦❧❡♥t
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s t❤❡ ✈❡r② ♣✉③③❧❡ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ✏♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❢♦r s❛❧❡✑
t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ●❍ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥❞✉str✐❡s
s❤♦✉❧❞ r❡❝❡✐✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❛♥ ✐♠♣♦rt s✉❜s✐❞②✮✱ ✇❤✐❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ✐♥❞✉str✐❡s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ r❡❝❡✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧❡✈❡❧s
♦❢ tr❛❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳✶

■♥ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❛♣❡r ●r♦ss♠❛♥ ❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥ ✭s❡❡ ●r♦ss♠❛♥ ❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥
✶✾✾✺✮ st✉❞② ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ t✇♦✲❝♦✉♥tr② s❡tt✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❡r♠s ♦❢
tr❛❞❡ ❛r❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ t❛r✐✛ ✭♦r ❡①♣♦rt t❛①✮ ❛r❣✉♠❡♥t
❢♦r ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❞❡❧✐✈❡rs ❛ ♠♦t✐✈❡ ❢♦r t❛①✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ❛❧s♦ ✐♥ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞
s❡❝t♦rs✳

❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❍ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ▼✐tr❛ ✭✶✾✾✾✮ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡s ❧♦❜❜✐❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥❀ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❇♦♠❜❛r❞✐♥✐ ✭✷✵✵✺✮❀ ▼❛ts❝❤❦ ❛♥❞ ❙❤❡r❧✉♥❞ ✭✷✵✵✻✮ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡
❧❛❜♦r ✉♥✐♦♥s ❛♥❞ ❧❛❜♦r ♠♦❜✐❧✐t② ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧❀ ❋❛❝❝❤✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❞❡✈❡❧♦♣
❛ q✉♦t❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❍ ♠♦❞❡❧❀ tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
●❛✇❛♥❞❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦rs
❝❛♥ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ②❡t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ●❍ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ❜❛s✐❝
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✱ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✐s
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❤❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮✱ ✇❤♦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ à
❧❛ ❉✐①✐t ❛♥❞ ❙t✐❣❧✐t③ ✭✶✾✼✼✮✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡s ✐♥ t❤r❡❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇❛②s✿ ✜rst✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡ ❡♥t❛✐❧s

✶❖♥ t❤✐s ♠❛tt❡r s❡❡ ❊❞❡r✐♥❣t♦♥ ❛♥❞ ▼✐♥✐❡r ✭✷✵✵✽✮✳

✷



♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ s❡❝t♦rs✱ ✇❤❡t❤❡r ♦r❣❛♥✐③❡❞ ♦r ♥♦t❀ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠✲
♣❡t✐t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢r❡❡✲tr❛❞❡ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡
♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡❀ t❤✐r❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ✈❛r✐❡s ✐♥✈❡rs❡❧② ✇✐t❤ t❤❡
✐♠♣♦rt ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ✭✐♥ ●❍ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ♦♥❧②✮✳ ❚❤❡s❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ♦❢ ✜r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡s ❧✐♥❦❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝t♦rs ✭❝r♦ss✲♣r✐❝❡ ❡✛❡❝ts✮ ❛♥❞ r✐✈❛❧r② ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❜❜✐❡s✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❜❜✐❡s ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❛s❦ ❢♦r ♣r♦t❡❝✲
t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❛❦❡s ❧♦❜❜✐❡s ❛s ❡①♦❣❡♥♦✉s✱ t❤❡ s❝♦♣❡ ❢♦r
❧♦❜❜② ❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❡♠s r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ●❍ ♠♦❞❡❧✿ s✐♥❝❡ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞
s❡❝t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦t❡❝t❡❞ ❛♥②✇❛②✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❛❝t ❛s ❢r❡❡ r✐❞❡rs✳

❆ s♣❡❝✐✜❝ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❈❤❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮ ♣❛♣❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❉✐①✐t✲❙t✐❣❧✐t③
♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♠❛r❦✉♣s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t✱ s♦ r✉❧✐♥❣ ♦✉t✱ ❜②
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r
✇❡ r❡❧❛① t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
♠❛r❦✉♣s ✐♥t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ❣r♦✉♣s✱ ✇❤❡r❡ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ✐s t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛s ✐♥ ●❍✳ ❖♥❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❞♦✲
♠❡st✐❝ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ♣r♦❞✉❝❡r ♣r✐❝❡s r❡✢❡❝t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s ✐♥ tr❛❞❡✱
s♦ t❤❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ♥♦✇ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❝❤ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ♥❛♠❡❧②✿ ✭✐✮ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt ♠♦t✐✈❡ ❢♦r tr❛❞❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ❛❜❧❡ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❞❡❝✐s✐♦♥s❀ ✭✐✐✮ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✲❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♠♦t✐✈❡ ❢♦r tr❛❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ r❡✢❡❝t✐♥❣
t❤❡ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ s❡tt✐♥❣❀ ✭✐✐✐✮ t❤❡ t❡r♠s✲
♦❢✲tr❛❞❡ ♠♦t✐✈❡ ❢♦r tr❛❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡
♦❢ str❛t❡❣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ✜r♠s ✐♥ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛r❦✉♣s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❢♦r❝❡ ❞r✐✈❡s t❤❡
♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ●❍ s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❈❤❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮ r❡s✉❧ts st❡♠ ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r❝❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ●r♦ss♠❛♥
❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥ ✭✶✾✾✺✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♠❛❧❧✲❝♦✉♥tr② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ ❜♦r✲
❞❡r ♣r✐❝❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣✉r❝❤❛s❡s ❛♥❞ s❛❧❡s✱ tr❛❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡
✜rst ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ♠♦t✐✈❡s✳

❖✉r r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r s❡❝t♦rs ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ✐♥t❡r❡st
❣r♦✉♣s t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥❀ ❢♦r ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♠✲
♣♦rt ♣♦❧✐❝② ❝❛♥ ❜❡ ❛ t❛r✐✛ ♦r ❛ s✉❜s✐❞②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡ ♣❛rt♥❡r ❝♦✉♥tr②✱ ❛♥❞ ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♠♣♦rt ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✱
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛tt❛❝❤❡s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡
❛♥❞✴♦r t❤❡ ❣r♦ss ♠❛r❦✉♣ ♦♥ ❞♦♠❡st✐❝ s❛❧❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❀ ✉♥❞❡r ❣❡♥❡r❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥✲
❞♦❣❡♥♦✉s ❡①♣♦rt ♣♦❧✐❝② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♥ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② ❢♦r ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ❛♥❞
✐♥ ❛♥ ❡①♣♦rt t❛① ❢♦r ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs✳

❚❤❡ r❡♠✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡
t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t❛r✐✛ s❡tt✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ❙❡❝t✐♦♥
✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ ❛s ❣✐✈❡♥ tr❛❞❡
♣♦❧✐❝② ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❚❤❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❆♥❛❧②s✐s

■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐♠✲
♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛r❦✉♣s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡

✸



♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥✳

✷✳✶ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ n s❡❝t♦rs ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢
✜r♠s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ [0, 1] ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❣♦♦❞s ✭✐✳❡✳ t❤❡
t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✮✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜②
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝t♦r ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✿

U = x0 +

n∑

i=1

Ui(xi), ✭✶✮

✇❤❡r❡ x0 ✐s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣♦♦❞ 0 ❛♥❞ Ui(·) ✐s t❤❡ s✉❜✲✉t✐❧✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t xi ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❣♦♦❞s ♦❢ s❡❝t♦r i✳ Ui(·) ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❛❧❧ ✐ts ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ str✐❝t❧② ❝♦♥✲
❝❛✈❡✳✷ ❉✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❡t✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❣♦♦❞ ❛r❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ✐♠♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s
❜② ❝♦♥s✉♠❡rs ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛ t❛st❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t②✳ ▲❡t λi (1 − λi) ❜❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
❞♦♠❡st✐❝ ✭❢♦r❡✐❣♥✮ ✜r♠s ♦❢ s❡❝t♦r i✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❝t♦r i t❤❡ ✉t✐❧✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ Ui(·) t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

Ui(xi) = αi

(∫ λi

0

xhi,kdk +

∫ 1−λi

0

xfi,kdk

)
+ ✭✷✮

−
βi − γi

2

(∫ λi

0

x2
hi,kdk +

∫ 1−λi

0

x2
fi,kdk

)

−
γi
2

(∫ λi

0

xhi,kdk +

∫ 1−λi

0

xfi,kdk

)2

,

✇❤❡r❡ xhi,k (xfi,k) ✐s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ k✲✈❛r✐❡t② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞♦♠❡st✐✲
❝❛❧❧② ✭❛❜r♦❛❞✮ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ αi

✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❣♦♦❞s ❜❡❧♦♥❣✲
✐♥❣ t♦ s❡❝t♦r i❀ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γi ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ❣✐✈❡♥ βi✱ s♦ t❤❛t ❣♦♦❞s ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ♦r
❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❡t❤❡r γi ⋚ 0✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r γi t❤❡ ❝❧♦s❡r s✉❜st✐t✉t❡s
❣♦♦❞s ❛r❡✳ ■❢ βi ✇❡r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ γi✱ t❤❡♥ ❣♦♦❞s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢❡❝t
s✉❜st✐t✉t❡s ❛♥❞ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ q✉❛❞r❛t✐❝
✉t✐❧✐t② ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❞✉❝t✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
βi > γi > 0✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥s✉♠❡rs ❧♦✈❡ ✈❛r✐❡t②✳

❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣♦♦❞ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ r❡❣✐♦♥s ✉♥❞❡r ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢r❡❡❧② tr❛❞❡❞✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ t❤✐s
❣♦♦❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠ér❛✐r❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♣r✐❝❡ p0 = 1✮✳ ▲❡t Y ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❛♥❞ phi,k ✭pfi,k✮ ❜❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ✭❢♦r❡✐❣♥✮
✈❛r✐❡t②✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❧❡t τi > 0 ✭τi < 0✮ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ✭s✉❜s✐❞②✮
❢♦r s❡❝t♦r i ❛♥❞ si > 0 ✭si < 0✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② ✭t❛①✮✳ ■♥
✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✇❡ ✉s❡ st❛r s✉♣❡rs❝r✐♣ts t♦ ❞❡♥♦t❡ ❢♦r❡✐❣♥ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② s②♠♠❡tr②✱ τ∗i ❛♥❞ s∗i r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❝♦✉♥tr②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡✳

✷❆s ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ♥❡❣❧❡❝t ✐♥❝♦♠❡ ❡✛❡❝ts✳

✹



❚❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s✿

x0 +
n∑

i=1

(∫ λi

0

phi,kxhi,kdk +

∫ 1−λi

0

(pfi,k + τi − s∗i )xfi,kdk

)
= Y. ✭✸✮

❆❧t❤♦✉❣❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡❝t♦r✲s♣❡❝✐✜❝✱ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α, β, γ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs
❛♥❞ ❞r♦♣ t❤❡ i✲✐♥❞❡①✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ②✐❡❧❞s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r✐❝ k ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❡❝t♦r i✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐r❡❝t ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❤♦♠❡ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ✈❛r✐❡t✐❡s✿

xhi,k =
α

β
−

1

β − γ
phi,k +

γ

β (β − γ)
Pi, ✭✹✮

xfi,k =
α

β
−

1

β − γ
(pfi,k + τi − s∗i ) +

γ

β (β − γ)
Pi, ✭✺✮

✇❤❡r❡ Pi ≡
∫ λi

0
phi,kdk +

∫ 1−λi

0
(pfi,k + τi − s∗i ) dk ✐s t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①

✐♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♠❛r❦❡t✳ ❇② s②♠♠❡tr②✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ♠❛r❦❡t ✇❡ ❤❛✈❡✿

x∗

fi,k =
α

β
−

1

β − γ
p∗fi,k +

γ

β (β − γ)
P ∗

i , ✭✻✮

x∗

hi,k =
α

β
−

1

β − γ

(
p∗hi,k + τ∗i − si

)
+

γ

β (β − γ)
P ∗

i , ✭✼✮

✇❤❡r❡ P ∗

i ≡
∫ λi

0

(
p∗hi,k + τ∗i − si

)
dk+

∫ 1−λi

0
p∗fi,kdk ✐s t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①

✐♥ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ♠❛r❦❡t✳
❚❤❡ ♥✉♠ér❛✐r❡ ❣♦♦❞ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❧❛❜♦r ♦♥❧② ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦

s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
❛❣❣r❡❣❛t❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ❧❛❜♦r ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠ér❛✐r❡ t♦ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✱
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✇❛❣❡ r❛t❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ❢♦r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞
❣♦♦❞s r❡q✉✐r❡ ❧❛❜♦r✱ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐t ❝♦st ci✱ ❛♥❞ ❛ s❡❝t♦r✲s♣❡❝✐✜❝ ❢❛❝t♦r mi✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✐♥❡❧❛st✐❝❛❧❧② s✉♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❞♦♠❡st✐❝ ✜r♠s ♣r♦✜ts ❢♦r t❤❡ ✜r♠ ♦♣❡r❛t✐♥❣
✐♥ s❡❝t♦r i ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✈❛r✐❡t② k ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

Πi,k = (phi,k − ci)xhi,kN +
(
p∗hi,k − ci

)
x∗

hi,kN
∗ −mi, ✭✽✮

✇❤❡r❡ Πhi,k ❞❡♥♦t❡s ♣r♦✜ts✱ N ✭N∗✮ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❤♦♠❡ ✭❛❜r♦❛❞✮✱
p∗hi,k ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r ♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ♠❛r❦❡t✳

❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❞♦♠❡st✐❝ ✜r♠ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ phi,k ❛♥❞ p∗hi,k s♦ ❛s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡
♣r♦✜ts✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✼✮✱ ❜✉t ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐ts
❞❡❝✐s✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ t✇♦ ♣r✐❝❡ ✐♥❞✐❝❡s Pi ❛♥❞ P ∗

i ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ ♠❛r❦❡ts✳
❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❛❞ ❛s✿

phi =
α (β − γ) + βci

2β − γλi

+
γ(1− λi)

2β − γλi

(pfi + τi − s∗i ) , ✭✾✮

p∗hi =
α (β − γ) + βci

2β − γλi

+
γ (1− λi)

2β − γλi

p∗fi −
β − γλi

2β − γλi

(τ∗i − si) , ✭✶✵✮

✺



✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣♦s❡❞ s②♠♠❡tr② ❛♠♦♥❣ ✈❛r✐❡t✐❡s ❛♥❞ ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐✲
t✐♦♥s ❢♦r Pi ❛♥❞ P ∗

i ✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✾✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❜❡st r❡❛❝t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝❡rs t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡s s❡t ❜② ❢♦r❡✐❣♥ ♣r♦❞✉❝✲
❡rs ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❣♦♦❞s ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❡❛❝❤ ✜r♠
♥❡❣❧❡❝ts t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐ts ♣r✐❝✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛r❦❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❛✇❛r❡ t❤❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛r❦❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐ts ❜❡❤❛✈✲
✐♦r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❢♦r❡✐❣♥ ♣r♦❞✉❝❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② s②♠♠❡tr②✳

❇② ❝♦♠❜✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s✿

phi = pFT
i +

γ (1− λi)

2 (2β − γ)
(τi − s∗i ) , ✭✶✶✮

pfi = pFT
i −

2 (β − γ) + γλi

2 (2β − γ)
(τi − s∗i ) , ✭✶✷✮

p∗hi = pFT
i −

2 (β − γ) + γ (1− λi)

2 (2β − γ)
(τ∗i − si) , ✭✶✸✮

p∗fi = pFT
i +

γλi

2 (2β − γ)
(τ∗i − si) , ✭✶✹✮

✇❤❡r❡ pFT
i = α(β−γ)+βci

2β−γ
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r✐❝❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♣r❡✈❛✐❧ ✉♥❞❡r ❢r❡❡ tr❛❞❡

♦r ✐❢ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛s ✭s✉❜s✐❞✐❡s✮ ✇❡r❡ s❡t s♦ ❛s t♦ ❝♦✉♥t❡r✈❛✐❧ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞✐❡s
✭t❛①❡s✮✱ ✭✐✳❡✳ τi = s∗i ❛♥❞ τ∗i = si✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❋r♦♠ ✭✶✶✮✲✭✶✹✮ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ t❤❡r❡ ❛r❡ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝②✱ s♦ t❤❛t ❞♦♠❡st✐❝
✭❢♦r❡✐❣♥✮ ♣r♦❞✉❝❡r ♣r✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦❡t ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭❞❡❝r❡❛s✐♥❣✮ ✐♥ τi
❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣✮ ✐♥ s∗i . ◗✉❛❞r❛t✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✐♠♣❧✐❡s ✈❛r✐❛❜❧❡
❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❡t✐❡s s♦ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡
♠❛r❦✉♣s✳

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥t♦ ✭✹✮✲✭✼✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s✿

xhi = xFT
i +

1

β − γ

γ (1− λi)

2 (2β − γ)
(τi − s∗i ) , ✭✶✺✮

xfi = xFT
i −

1

β − γ

2 (β − γ) + γλi

2 (2β − γ)
(τi − s∗i ) , ✭✶✻✮

x∗

hi = xFT
i −

1

β − γ

2 (β − γ) + γ (1− λi)

2 (2β − γ)
(τ∗i − si) , ✭✶✼✮

x∗

fi = xFT
i +

1

β − γ

γλi

2 (2β − γ)
(τ∗i − si) , ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ xFT
i = α−ci

2β−γ
✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r✐❝ ✈❛r✐❡t② k ♦❢

s❡❝t♦r i t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♣r❡✈❛✐❧ ✉♥❞❡r ❢r❡❡ tr❛❞❡ ♦r ✐❢ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛s ✭s✉❜s✐❞✐❡s✮ ✇❡r❡
s❡t s♦ ❛s t♦ ❝♦✉♥t❡r✈❛✐❧ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞✐❡s ✭t❛①❡s✮✱ ✭✐✳❡✳ τi = s∗i ❛♥❞ τ∗i = si✮✳
❋♦r❡✐❣♥ ✭❞♦♠❡st✐❝✮ ✜r♠s✬ ❡①♣♦rts xfi ✭x

∗

hi✮✱ ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ τi − s∗i <
2(β−γ)(α−ci)
2(β−γ)+γλi

✭τ∗i − si < 2(β−γ)(α−ci)
2(β−γ)+γ(1−λi)

✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ✐❢ t❤❡s❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞ t❤❡♥ ✜r♠s✬ ❡①♣♦rt ♣r✐❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡ str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ③❡r♦✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡s❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s r❡str✐❝t t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② s❡t ♦❢ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝②✱ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡
✇✐❧❧ r❡str✐❝t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t♦ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡s❡
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳

✻



✷✳✷ ●♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ▲♦❜❜✐❡s ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡ ▼❡❛s✉r❡s

❚✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✱ ✇❡ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
t♦ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛s ✭♦r s✉❜s✐❞②✮ ❛♥❞ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞✐❡s ✭♦r t❛①✮✳
❚❤❡ ♥❡t r❡✈❡♥✉❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ t❡r♠s ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡✿

R (τ, s) =

n∑

i=1

(1− λi) τixfi −
N∗

N

n∑

i=1

λisix
∗

hi, ✭✶✾✮

✇❤❡r❡ τ ❛♥❞ s ❞❡♥♦t❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ✐♠♣♦rt ❛♥❞ ❡①♣♦rt ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉✲
♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ r❡❞✐str✐❜✉t❡ ♥❡t r❡✈❡♥✉❡ R (τ, s) t♦
❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ●❍ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡r✐✈❡s ✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ ✇❛❣❡s✱ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s✲
❢❡rs ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✇♥❡rs❤✐♣ ♦❢ s♦♠❡ s❡❝t♦r✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥♣✉ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦♥tr❛❞❛❜❧❡✳ ▲❡t L ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦✇♥❡rs ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝
❢❛❝t♦rs ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❢♦r♠ ❧♦❜❜② ❣r♦✉♣s✳ ▲♦❜❜✐❡s ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
♦t❤❡r t♦ ❛tt❡♠♣t t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡
♣♦❧✐❝② ❜② ♦✛❡r✐♥❣ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ▲❡t Ci (τ, s) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s❡❝t♦r i ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ♦♥ t❤❡ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② s❡t ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❛♥❞ Vi = Wi − Ci ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ✇❡❧❢❛r❡ ✇❤❡r❡✿

Wi (τ, s) = li +Πi (τi, si) + σiN [R (τ, s) + S(τ)] , ✭✷✵✮

✐s t❤❡ ❣r♦ss ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❧♦❜❜② i✱ ✇❤❡r❡ li ❞❡♥♦t❡s ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ♦❢
✇♦r❦❡rs ✐♥ s❡❝t♦r i✱ Πi (τi, si) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦✜ts✱ σi ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ♦✇♥s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢❛❝t♦r ✉s❡❞ ✐♥ i ❛♥❞ S (τ) ❞❡♥♦t❡s ❝♦♥s✉♠❡r
s✉r♣❧✉s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❣♦♦❞s ♠✐♥✉s ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡
♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❣♦♦❞s✳ ❆s ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ✐♥ t❤✐s ♣♦❧✐❝② ❣❛♠❡✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
s❝❤❡❞✉❧❡s ❛r❡ tr✉t❤❢✉❧ t❤❛t ✐s✱ ❛ ❣r♦✉♣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ r❡✢❡❝ts ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❣r♦✉♣✬s
✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ✭s❡❡ ❇❡r♥❤❡✐♠ ❛♥❞ ❲❤✐♥st♦♥
✶✾✽✻✮✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐❝② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s✿

G (τ, s) =
∑

i∈L

Ci (τ, s) + aW (τ, s) , ✭✷✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a > 0♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛tt❛❝❤❡s
t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡W (τ, s) ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❧♦✇❡r a t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦rr✉♣t✐♦♥✮
✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

W (τ, s) = l +

n∑

i=1

Πi (τi, si) +N [R (τ, s) + S (τ)] , ✭✷✷✮

✇✐t❤ l ❜❡✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛r❡
tr✉t❤❢✉❧✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

G̃ (τ, s) =
∑

i∈L

Wi (τ, s) + aW (τ, s) . ✭✷✸✮

✸ ❚❤❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ▲❡✈❡❧ ♦❢ Pr♦t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❱❛r✐✲

❛❜❧❡ ▼❛r❦✉♣s

■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❡♠❡r❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❞♦♠❡st✐❝ ❡❝♦♥♦♠②✱ t❛❦✐♥❣ ❛s ❣✐✈❡♥ t❤❡ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❝♦✉♥tr②✳ ❇❡❢♦r❡

✼



❞♦✐♥❣ s♦ ❢✉❧❧②✱ ✇❡ ✜rst ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❛✛❡❝t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❧♦❜❜✐❡s ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst st✉❞②
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♠♣♦rt ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①♣♦rt ♣♦❧✐❝②✳

✸✳✶ ■♠♣♦rt ❚r❛❞❡ P♦❧✐❝②

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♠♣♦rt ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❧♦❜❜② i✳ ❋r♦♠ ✭✷✵✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝t ❢♦r ❧♦❜❜② i ♦❢ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ τj ✐s

∂Wi (τ, s)

∂τj
= δij

Πi (τi, si)

∂τj
+ σiN

[
∂R (τ, s)

∂τj
+

∂S(τ)

∂τj

]
, ✭✷✹✮

= δijλjN

[
∂phj
∂τj

xhj + (phj − cj)
∂xhj

∂τj

]
+

+σiN

[
(1− λj)

(
∂xfj

∂τj
τj −

∂pfj
∂τj

xfj

)
− λj

∂phj
∂τj

xhj

]
,

✇❤❡r❡ δij ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ j = i ❛♥❞ t♦ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❛t
✐s t♦ s❛② t❤❛t ✐♠♣♦rt ♣♦❧✐❝② ✐♥ ♦t❤❡r s❡❝t♦rs ❛✛❡❝ts t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ ❧♦❜❜②
i ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡✛❡❝ts t❤❛t t❤✐s ♣♦❧✐❝② ❡♥t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ r❡✈❡♥✉❡s
❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ s✉r♣❧✉s✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥s ❞❡r✐✈✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ♦✇♥❡rs❤✐♣ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢❛❝t♦r j ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❡✈❡♥✉❡s st❡♠✲
♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r s❛❧❡s ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❧♦ss❡s
s✉✛❡r❡❞ ❛s ❝♦♥s✉♠❡rs✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❧♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ✈❛r✐❡t✐❡s
❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♣r✐❝❡s ♦♥ ❞♦♠❡st✐❝ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ ♥❡t ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r ♣r✐❝❡s ♦♥ ❢♦r❡✐❣♥ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤✐s t❡r♠s
♦❢ tr❛❞❡ ❡✛❡❝t ❢r♦♠ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝②✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❛r✐✛ r❡✈❡♥✉❡s ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s
✐s ♥♦t ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❛t ③❡r♦ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ③❡r♦ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ ✐♠♣♦rts ✭✐✳❡✳ τj = 0✮✿ ✭✐✮ ❆ ❧♦❜❜②
✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r ❛♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ❢♦r ✐ts ♦✇♥ s❡❝t♦r ❢♦r ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❡①♣♦rt

♣♦❧✐❝②✱ ✐✳❡✳ s∗j > −
2(β−γ)(α−ci)
2(β−γ)+γλj

❀ ✭✐✐✮ ❛ ❧♦❜❜② ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r ❛♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ❢♦r

♦t❤❡r s❡❝t♦rs ✐❢ s∗j > −
4(β−γ)2(α−cj)

4(β−γ)2+γλj(4β−3γ)
❛♥❞ ❛ s✉❜s✐❞② ✐❢ −

2(β−γ)(α−cj)
2(β−γ)+γλj

<

s∗j < −
4(β−γ)2(α−cj)

4(β−γ)2+γλj(4β−3γ)
✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

❚❤✉s ❛s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② t♦ ▲❡♠♠❛ ✶✱ ✇❡ ❣❡t

❈♦r♦❧❧❛r②✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✭✐✳❡✳ τj = s∗j = 0✮✱ ❛ ❧♦❜❜② ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r ❛♥
✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ❢♦r ✐ts ♦✇♥ s❡❝t♦r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r s❡❝t♦rs✳

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳
❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ③❡r♦ t❛r✐✛s ♦♥ ✐♠♣♦rts ❢♦r ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❡①♣♦rt ♣♦❧✐❝②✱

❛ ❧♦❜❜② i ✇♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ✐♠♣♦rt ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✐ts ♦✇♥ s❡❝t♦r t❤r♦✉❣❤ t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t t❤❛t tr❛❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♦♥ ✐ts ♣r♦✜ts ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ s✉♠
♦❢ t❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ t❛r✐✛ r❡✈❡♥✉❡s ❛♥❞ s✉r♣❧✉s ❣❛✐♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
✐♥ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥s
❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡ ❡✛❡❝ts ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①♣♦rt t❛①❡s

✽



❧❡✈✐❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❝♦✉♥tr②✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❛s❦ ❢♦r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣♦rt
t❛r✐✛✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✶✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❡r♠s
♦❢ tr❛❞❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛❧s♦ ♣r❡✈❛✐❧ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞s t♦ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥ s❡❝t♦rs ❡✐t❤❡r t❤❛♥ i✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② s❡t ❜②
t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❝♦✉♥tr② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt
s✉❜s✐❞② ❢♦r ♦t❤❡r s❡❝t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦r i✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ●❍ ❛ ❧♦❜❜② ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ♣r❡❢❡r ❛♥ ✐♠♣♦rt s✉❜s✐❞② ❢♦r ♦t❤❡r
s❡❝t♦rs s✐♥❝❡ t❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐♠♣♦rts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦♥
❞♦♠❡st✐❝❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ■♥ ❈❤❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮✱ ✐♥st❡❛❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡
❞♦♠❡st✐❝ ♦✉t♣✉t ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♣♦rt s✉❜s✐❞② ❛ ❧♦❜❜② ❛❧✇❛②s ♣r❡❢❡r ❛
③❡r♦ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r s❡❝t♦rs✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ τj ✳ ❋r♦♠
✭✷✷✮ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∂W (τ, s)

∂τj
=

∂Πj (τj , sj)

∂τj
+N

[
∂R (τ, s)

∂τj
+

∂S(τ)

∂τj

]
, ✭✷✺✮

= N

[
λj (phj − cj)

∂xhj

∂τj
+ (1− λj)

(
∂xfj

∂τj
τj −

∂pfj
∂τj

xfj

)]
.

●✐✈❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❙❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ③❡r♦ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ✐♠♣♦rts ✭✐✳❡✳ τj = 0✮ ❛❣❣r❡❣❛t❡
✇❡❧❢❛r❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ✐♥ ❛♥② s❡❝t♦r ❢♦r ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❡①♣♦rt
♣♦❧✐❝②✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

▲❡♠♠❛ ✷ s✐♠♣❧② st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ✐s
♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❡①♣♦rt ♣♦❧✐❝② ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧
❡✛❡❝ts t❤❛t ❛ t❛r✐✛ ❤❛s ♦♥ ♣r♦✜ts ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝❡rs ✭❞✉❡ t♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡✲
t✐t✐♦♥✮ ❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ s✉r♣❧✉s✱ t❤❛♥❦ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣r♦❞✉❝❡r ♣r✐❝❡s ♦♥ ❢♦r❡✐❣♥
✈❛r✐❡t✐❡s ✭✐✳❡✳ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡ ❣❛✐♥s✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❈❤❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ♣r♦✜ts ♠❛❦❡s ❛ t❛r✐✛ ❛❧✇❛②s ❞❡s✐r❛❜❧❡✳✸ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ●❍✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✇❡❧❢❛r❡✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♣♦❧✐❝②
✐s ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❢♦r ❛❧❧ s❡❝t♦rs✱ s✐♥❝❡ t❤❡✐r s❡t✉♣ ❢❡❛t✉r❡s ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ st✉❞② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳ ❋✐rst✱
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ t❛r✐✛ ♦♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✭✷✸✮✿

∂G̃ (τ, s)

∂τj
= (Ij + a)

∂Πj (τj , sj)

∂τj
+ (a+ σL)N

[
∂R (τ, s)

∂τj
+

∂S(τ)

∂τj

]
,

= (Ij + a)λjN

[
∂phj
∂τj

xhj + (phj − cj)
∂xhj

∂τj

]
+ ✭✷✻✮

+(a+ σL)N

[
(1− λj)

(
∂xfj

∂τj
τj −

∂pfj
∂τj

xfj

)
− λj

∂phj
∂τj

xhj

]
,

✇❤❡r❡ Ij =
∑
i∈L

δj ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉❝❤ t❤❛t Ij = 1 ✐❢ j ∈ L ❛♥❞ Ij = 0 ✐❢

j /∈ L✱ ✇❤✐❧❡ σL =
∑
j∈L

σj ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❧♦❜❜✐❡s✳

✸❙❡❡ ❛❧s♦ ●r♦s ✭✶✾✽✼✮ ❛♥❞ ❋❧❛♠ ❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥ ✭✶✾✽✼✮ ✇❤♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛r✐✛ ✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ s❡❝t♦r✳

✾



▲❡t τo ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♠♣♦rt ♣♦❧✐❝②✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❛t✿
∂G̃(τo,s)

∂τj
= 0 ❛♥❞ ∂2G̃(τo,s)

∂τ2

j

< 0.

❋r♦♠ ✭✷✻✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛r✐✛ ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

τoj
∂xfj

∂τj
=

∂pfj
∂τj

xfj −
Ij − σL

a+ σL

λj

1− λj

∂phj
∂τj

xhj −
Ij + a

a+ σL

λj

1− λj

∂xhj

∂τj
(phj − cj) .

✭✷✼✮
❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

Ij + a

a+ σL

<
[2 (β − γ) + γλj ] (6β − 4γ + γλj)

2λjγ2 (1− λj)
+

1

2
. ✭✷✽✮

❈❧❡❛r❧② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❣♦♦❞s ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ s❡❝t♦r ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t β − γ ✐s ❧❛r❣❡
❡♥♦✉❣❤✮✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✭✷✽✮ ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉♠♠❛r✐③❡s ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❜❜✐❡s ❛r❡ tr✉t❤❢✉❧✱ t❤❡♥
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ③❡r♦ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ✐♠♣♦rts ✭✐✳❡✳ τj = 0✮✿ ✭✐✮ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧
s❡t ❛♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ✐♥ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦r❀ ❢♦r σL < a✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ s❡t
❛♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ✐♥ t❤❡ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦r❀ ❢♦r σL > a✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ s❡t
❛♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ✭s✉❜s✐❞②✮ ✐♥ t❤❡ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦r ✐❢✿

s∗j > (<)−
4(β−γ)[(β−γ)(a+σL)+γλja](α−cj)

[4(β−γ)2+γλj(4β−3γ)](a+σL)−2γ2λj(1−λj)a
.

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

❚❤✐s ❝♦r♦❧❧❛r② ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s✿

❈♦r♦❧❧❛r②✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✭✐✳❡✳ τj = s∗j = 0✮✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ s❡t
❛♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ✐♥ ❛♥② s❡❝t♦r ✇❤❡t❤❡r ♦r❣❛♥✐③❡❞ ♦r ♥♦t✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡
❢♦r t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♠✲
♣♦rt ♣♦❧✐❝② ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❛♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡✈✐❡❞ ♦♥ ✐♠♣♦rts ✐♥ t❤❡ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ✐❢ t❤❡ ❡①♣♦rt
s✉❜s✐❞② s❡t ❜② t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❝♦✉♥tr② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ♦t❤❡r✇✐s❡
❛♥ ✐♠♣♦rt s✉❜s✐❞② ✇✐❧❧ ❜❡ s❡t✳ ❖✉r r❡s✉❧ts st❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ ●❍✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♠♣♦rt ♣♦❧✐❝② ✐s ❛❧✇❛②s ❛ s✉❜s✐❞② ❢♦r t❤❡ ✉♥♦r✲
❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs✳ ■♥ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❈❤❛♥❣ ✭✶✾✾✺✮✱
✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❝❤♦♦s❡ t♦ s❡t ❛♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ✇❤❡t❤❡r ♦r
♥♦t ❛ s❡❝t♦r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❧♦❜❜②✳

❚♦ ❣❛✐♥ s♦♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♠♣♦rt ♣♦❧✐❝②
❢♦r t❤❡ ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr② ✭✷✼✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

τoj
pfj

=
1

εffj
−

Ij − σL

a+ σL

zj
εfhj

−
Ij + a

a+ σL

zj
εffj/εhfj

µj − 1

µj

, ✭✷✾✮

✇❤❡r❡ zj =
phjxhj

pfjxfj

λj

1−λj
✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐♠♣♦rt ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱

t❤❛t ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❛r❦❡t s❤❛r❡ ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝ts r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❛t

♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ♣r♦❞✉❝ts ❛t ♣r♦❞✉❝❡r ♣r✐❝❡✱ εffj =
(

∂xfj

∂τj
/
∂pfj

∂τj

)
pfj

xfj
> 0,

✶✵



εfhj
=
(

∂xfj

∂τj
/
∂phj

∂τj

)
phj

xfj
< 0✱ εhfj =

(
∂xhj

∂τj
/
∂pfj

∂τj

)
pfj

xhj
< 0 ❛♥❞ µ = phj/cj

✐s t❤❡ ✭✈❛r✐❛❜❧❡✮ ❣r♦ss ♠❛r❦✉♣ ♦♥ ❞♦♠❡st✐❝ s❛❧❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✾✮ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♠♣♦rt ♣♦❧✐❝② ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❝❛♣t✉r❡s t❤❡ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ♠♦t✐✈❡ ❢♦r tr❛❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐✈❡ ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❢r❡❡ tr❛❞❡✳ ■♥ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞
❣♦♦❞s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛r❦✉♣s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ❢❛✈♦r
♦❢ tr❛❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ❣♦♦❞s
❛♥❞ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt
♠♦t✐✈❡ ❢♦r tr❛❞❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♠♣♦rt ♣♦❧✐❝② ✐♥ ●❍ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦ss❡s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❣❛✐♥s t❤❛t ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ❝❛♥ ♦❜✲
t❛✐♥ ❢r♦♠ s✉❝❤ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡
✐♠♣❡r❢❡❝t✲❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♠♦t✐✈❡ ❢♦r tr❛❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts
♦♥ ♣r♦✜ts ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛✳ ❚❤✐s ❧❛st ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✐s ✐♥ ❢❛❝t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦✉♣ ♦♥ ❞♦♠❡st✐❝ s❛❧❡s✳

❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❤❛✈✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❢♦r❡✐❣♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♠♣♦rt ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✮ ✇✐❧❧ ✐♠♣❧② ❤✐❣❤❡r
✐♠♣♦rt t❛r✐✛s ❢♦r ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛s ♦r s✉❜s✐❞✐❡s
❢♦r ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t t❤❡
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛tt❛❝❤❡s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡ a ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❣r♦ss
♠❛r❦✉♣ ♦♥ ❞♦♠❡st✐❝ s❛❧❡s ✐s ❧♦✇✳

✸✳✷ ❊①♣♦rt ❚r❛❞❡ P♦❧✐❝②

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛♥ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❜❜② i✳ ❋r♦♠ ✭✷✵✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝t ❢♦r ❧♦❜❜② i ♦❢ ❛
♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ sj ✐s

∂Wi (τ, s)

∂sj
= δij

Πi (τi, si)

∂sj
+ σiN

[
∂R (τ, s)

∂sj
+

∂S(τ)

∂sj

]
, ✭✸✵✮

= δijλjN
∗

[
∂p∗hj
∂sj

x∗

hj +
(
p∗hj − cj

) ∂x∗

hj

∂sj

]
+

−λjσiN
∗

(
x∗

hj + sj
∂x∗

hj

∂sj

)
,

❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t❛r✐✛✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥s ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ♦✇♥❡rs❤✐♣ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢❛❝t♦r j ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❡✈❡♥✉❡s st❡♠♠✐♥❣
❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r s❛❧❡s ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♣r✐❝❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ t❤❡
❡✛❡❝t ♦♥ ❞♦♠❡st✐❝ ❝♦♥s✉♠❡rs s✉r♣❧✉s ✐s ③❡r♦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② ❡♥t❛✐❧s ❛
❝♦st ♦♥ ❡❛❝❤ ❡①♣♦rt❡❞ ✉♥✐t✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

▲❡♠♠❛ ✸✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ③❡r♦ s✉❜s✐❞② ♦♥ ❡①♣♦rts ✭✐✳❡✳ sj = 0✮✱ ❢♦r ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡

❢♦r❡✐❣♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ✭✐✳❡✳ τ∗j < 2(β−γ)
2(β−γ)+γ(1−λj)

(α− ci)✮✿ ✭✐✮ ❛ ❧♦❜❜② ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r

❛♥ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② ❢♦r ✐ts ♦✇♥ s❡❝t♦r✱ ✐❢ ❣♦♦❞s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞❀ ✭✐✐✮
❛ ❧♦❜❜② ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r ❛♥ ❡①♣♦rt t❛① ❢♦r ♦t❤❡r s❡❝t♦rs✳

Pr♦♦❢✳ s❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

❆♥ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② ♦♥ s❡❝t♦r i ♠❛❦❡s ❡①♣♦rt✐♥❣ ♠♦r❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❢♦r s❡❝t♦r i
♦♥❧②✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts ❝♦st ✐s s♣r❡❛❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆ ❧♦❜❜② ✇✐❧❧ ❤❡♥❝❡

✶✶



❛s❦ ❢♦r ❛♥ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② ❢♦r ✐ts ♦✇♥ s❡❝t♦r✱ s✐♥❝❡ ✐t ✇✐❧❧ ❣❡t ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦✜ts ✇❤✐❧❡
♣❛②✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜② ❛s❦✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❡①♣♦rt
t❛① ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r s❡❝t♦r✱ t❤❡ ❧♦❜❜② ✇✐❧❧ ❣❡t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❛① ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t
✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❈❤❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ●❍✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ sj ✳ ❋r♦♠
✭✷✷✮ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∂W (τ, s)

∂sj
=

∂
n∑

i=1

Πi (τi, si)

∂sj
+N

[
∂R (τ, s)

∂sj
+

∂S(τ)

∂sj

]
, ✭✸✶✮

= λjN
∗

[
∂p∗hj
∂sj

x∗

hj +
(
p∗hj − cj

) ∂x∗

hj

∂sj

]
− λjN

∗

(
x∗

hj + sj
∂x∗

hj

∂sj

)

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

▲❡♠♠❛ ✹✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ③❡r♦ s✉❜s✐❞② ♦♥ ❡①♣♦rts ✭✐✳❡✳ sj = 0✮ ❛❣❣r❡❣❛t❡
✇❡❧❢❛r❡ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② ✐♥ ❛♥② s❡❝t♦r ❢♦r ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r❡✐❣♥
✐♠♣♦rt ♣♦❧✐❝②✳

Pr♦♦❢✳ s❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛♥ ❡①♣♦rt t❛① ✐s s♦❝✐❛❧❧② ❞❡s✐r❛❜❧❡✱ ❛s ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ✜s❝❛❧ r❡✈❡♥✉❡
t❤❛t ♦✉t✇❡✐❣❤s t❤❡ ♣r♦✜t ❧♦ss ❢r♦♠ ❡①♣♦rt❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦t ❛✛❡❝t✐♥❣ ❞♦♠❡st✐❝ ❝♦♥✲
s✉♠❡rs✳ ❆❣❛✐♥ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❤❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮✱ ✇❤✐❧❡ ✉♥❞❡r
♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✐s st✐❧❧ t❤❡ ✜rst ❜❡st✱ ❛s ✐♥ ●❍✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② ♦♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✸✮✿

∂G̃ (τ, s)

∂sj
= (Ij + a)

∂Πi (τi, si)

∂sj
+ (a+ σL)N

(
∂R (τ, s)

∂sj
+

∂S(τ)

∂sj

)
,

= (Ij + a)λjN
∗

[
∂p∗hj
∂sj

x∗

hj +
(
p∗hj − cj

) ∂x∗

hj

∂sj

]
+ ✭✸✷✮

− (a+ σL)λjN
∗

(
x∗

hj + sj
∂x∗

hj

∂sj

)
.

▲❡t so ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①♣♦rt ♣♦❧✐❝②✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❛t ∂G̃(τ,so)
∂sj

=

0 ❛♥❞ ∂2G̃(τ,so)
∂s2

j

< 0✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛r✐✛ ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

soj
∂x∗

hj

∂sj
=

Ij + a

a+ σL

[
∂p∗hj
∂sj

x∗

hj +
(
p∗hj − cj

) ∂x∗

hj

∂sj

]
− x∗

hj . ✭✸✸✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

Ij + a

a+ σL

< 2
2β − γ

2β − γ − γλj

. ✭✸✹✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦s❡s ❛ ❧✐♠✐t ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ β − γ✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜✐❛s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❤❛s t♦✇❛r❞s ❧♦❜❜②
✐♥t❡r❡sts ✭✐✳❡✳ a ♥♦t t♦♦ s♠❛❧❧✮✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦rt✐♥❣ s❡❝t♦rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡s✉❧t✳

✶✷



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❜❜✐❡s ❛r❡ tr✉t❤❢✉❧✱ t❤❡♥
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ③❡r♦ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ❡①♣♦rts ✭✐✳❡✳ sj = 0✮✿ ✭✐✮ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧
s❡t ❛♥ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② ❢♦r ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs✱ ✐❢ ❣♦♦❞s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞❀
✭✐✐✮ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ s❡t ❛♥ ❡①♣♦rt t❛① ❢♦r ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ●❍✬s r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦rt
t❛① ✐♥ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❤❛s ♦♥❧② ❛ r❡❧❛✲
t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ ✇❤❛t ✐s s♦❝✐❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧✳ ❋♦r t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞
s❡❝t♦rs✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❞✉❡ t♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
✐♥t❡r❡st ✐♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞②
♠❛② st✐❧❧ ❡♠❡r❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs✱ ♣r♦✈✐❞❡❞
t❤❛t ❧♦❜❜✐❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛ s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❣♦✈✲
❡r♥♠❡♥t ❛tt❛❝❤❡s t♦ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐s ❤✐❣❤ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s
❡①♣♦rt ♣♦❧✐❝② ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛ ❡①♣♦rt t❛① ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ s❡❝t♦rs ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦
❧♦❜❜✐❡s✳ ❚❤✐s ❧❛st r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❈❤❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✸✮ ❝❛♥✱ ✐♥
❢❛❝t✱ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

soj
p∗hj

= −

(
∂p∗hj
∂sj

)−1
1

ε∗hh
+

Ij + a

a+ σL

1

ε∗hh
+

Ij + a

a+ σL

µ∗ − 1

µ∗
, ✭✸✺✮

✇❤❡r❡ ε∗hh =
(

∂x∗

hj

∂sj
/
∂p∗

hj

∂sj

)
p∗

hi

x∗

hj

> 0 ❛♥❞ µ∗ = p∗hj/cj ✐s t❤❡ ✭✈❛r✐❛❜❧❡✮ ❣r♦ss

♠❛r❦✉♣ s❡t ❜② ❡①♣♦rt❡rs✳ ❋r♦♠ ✭✸✺✮ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✉❜s✐❞② ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❛r t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ♠♦t✐✈❡ ❢♦r tr❛❞❡
♣♦❧✐❝②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❡①♣♦rt t❛① t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s ✐♥
❛ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ✇❤❡♥ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② ❛ ❜❡♥❡✈♦❧❡♥t ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ♠♦t✐✈❡ ❢♦r tr❛❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦❜❜✐❡s✳ ❚❤❡ ❧❛st ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✲
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♠♦t✐✈❡ ❢♦r tr❛❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ♣r♦✜ts
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s✉❜s✐❞✐③✐♥❣ ❡①♣♦rt❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧❛st t❡r♠ ✐s ✐♥ ❢❛❝t
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦✉♣ ❝❤❛r❣❡❞ ♦♥ ❢♦r❡✐❣♥ s❛❧❡s✳

✸✳✸ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❙t❛t✐❝s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦♥ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ✇❡ ♥♦✇ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ❛♥❛❧②s❡s✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ ♣♦❧✐❝② ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ ❧✐♥❡❛r s❝❤❡❞✉❧❡s
t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧♦ss ❞✉❡ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
t❤❡ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢♦r❡✐❣♥ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝②✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥
✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ tr❡❛t ✐♠♣♦rt ❛♥❞ ❡①♣♦rt ♣♦❧✐❝② s❡♣❛r❛t❡❧②✳

✸✳✸✳✶ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛

❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✼✮ ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛r✐✛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦
❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣❛✐♥ ✭❚▼●✮ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧♦ss ✭❚▼▲✮ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡

✶✸



❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♠♣❧✐❡s TMG = TML✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡✿

TMG ≡
Ij + a

a+ σL

λj

[
∂phj
∂τj

xhj + (phj − cj)
∂xhj

∂τj

]
− (1− λj)

∂pfj
∂τj

xfj ,✭✸✻✮

TML ≡ λj

∂phj
∂τj

xhj − (1− λj)
∂xfj

∂τj
τj . ✭✸✼✮

●♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❣❛✐♥ ❞✉❡ t♦ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ t❛r✐✛ st❡♠s ❢r♦♠ t✇♦
s♦✉r❝❡s✿ ✭✐✮ ❤✐❣❤❡r ♣r♦✜ts ❢♦r t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ✜r♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦♥
❞♦♠❡st✐❝ s❛❧❡s ❛♥❞ ❞✉❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❡st✐❝ s❛❧❡s❀ ✭✐✐✮ ❧♦✇❡r ♣r♦❞✉❝❡r ♣r✐❝❡
♦♥ ✐♠♣♦rt❡❞ ✉♥✐ts✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡ ❡✛❡❝t✳ ●♦✈❡r♥✲
♠❡♥t✬s ❧♦ss ❞✉❡ t♦ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ t❛r✐✛ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t✇♦ s♦✉r❝❡s
❛s ✇❡❧❧✿ ✭✐✮ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s s✉r♣❧✉s ❧♦ss ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦♥ ❞♦♠❡st✐❝
♦✉t♣✉t❀ ✭✐✐✮ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✜s❝❛❧ r❡✈❡♥✉❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♠♣♦rts✳

●✐✈❡♥ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❚▼● ❛♥❞ ❚▼▲ ❛r❡
❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

TMG = A(Ij) +B(Ij)s
∗

j −B(Ij)τj , ✭✸✽✮

TML = C −Ds∗j + Eτj , ✭✸✾✮

✇❤❡r❡ A(Ij)✱ B(Ij)✱ C, D,E ❛r❡ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❢❛s❤✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳ ■t ❝❛♥
❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞✿

A(Ij = 1) > A(Ij = 0) > C > 0, ✭✹✵✮

E > D > 0, ✭✹✶✮

❛♥❞✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❣♦♦❞s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✮✱ t❤❡s❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛❧s♦ ❤♦❧❞

E > B(Ij = 0) > B(Ij = 1) > D. ✭✹✷✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ❚▼● ❧✐♥❡ ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② s❧♦♣❡❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ τ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s❡❝t♦r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ♦r ♥♦t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❚▼▲ ❧✐♥❡ ✐s
♣♦s✐t✐✈❡❧② s❧♦♣❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❚▼● s❝❤❡❞✉❧❡s ✐s ❡♥t✐r❡❧②
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡ ❣❛✐♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ τ ✇❤✐❝❤
♦✛s❡ts t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦✜ts ❣❛✐♥s ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
❛❜♦✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛r✐✛ ❡①✐sts ❛♥❞ ✐s ✉♥✐q✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s s∗j ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❜♦✉♥❞❡❞, ❢♦r τ = 0, ✇❡
❤❛✈❡

A(Ij = 1) +B(Ij = 1)s∗j > A(Ij = 1) +B(Ij = 1)s∗j , ✭✹✸✮

❤❡♥❝❡ ❢♦r τ > 0 t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣❛✐♥ ❝✉r✈❡ ✇❤❡♥ ❛ s❡❝t♦r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❧✐❡s ❛❜♦✈❡
t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣❛✐♥ ✇❤❡♥ ❛ s❡❝t♦r ✐s ♥♦t ♦r❣❛♥✐③❡❞ s♦ ✐♠♣❧②✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛r✐✛ ✐s ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ ❛ s❡❝t♦r ✐s ♣♦❧✐t✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s
s❡❡♠s t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝❛s❡ ❛♥❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶❛✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡
❚▼▲ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❚▼● ❝✉r✈❡s ❢♦r Ij = 1 ❛♥❞ Ij = 0. ❲❡ ❛❧s♦ ♣❧♦t ❛ ✈❡rt✐❝❛❧
❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② s∗j ✳ ■♥
❋✐❣✉r❡ ✶❜ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❚▼▲ ❛♥❞ ❚▼● s❝❤❡❞✉❧❡s ❛❢t❡r t❤❡
♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❚▼▲ s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✐❧❧ s❤✐❢t ❞♦✇♥✇❛r❞✱ ✇❤✐❧❡

✶✹



❜♦t❤ t❤❡ ❚▼● s❝❤❡❞✉❧❡s ✇✐❧❧ s❤✐t❢ ✉♣✇❛r❞ ❝♦♠✐♥❣ ❝❧♦s❡r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❚▼● s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦r r❡❛❝ts ♠♦r❡ t♦ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳
●✐✈❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✷✮ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❚▼▲ ❧✐♥❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞
❜② t❤❡ t✇♦ ❚▼● ❧✐♥❡s✱ s♦ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡ ❡♥t❛✐❧s
❤✐❣❤❡r t❛r✐✛s ✐♥ ❛❧❧ s❡❝t♦rs✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② r❡❞✉❝❡s
❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡r ♣r✐❝❡s✱ s♦ s❤r✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❡♥❡✜ts✱ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r♦✜ts✱ t❤❛t ❛ s❡❝t♦r ❛tt❛❝❤❡s t♦ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ τ ✭t❤❡ t❡r♠
∂phj

∂τj
xhj +(phj − cj)

∂xhj

∂τj
✐♥ ✸✻ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ s∗j ). ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ❤✐❣❤❡r

s∗j ✐♠♣❧✐❡s ❤✐❣❤❡r ✐♠♣♦rts✱ s♦ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ s❝♦♣❡ ❢♦r ❛ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡ ❡✛❡❝t

❞❡r✐✈✐♥❣ ❢♦r♠ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ τ ✭t❤❡ t❡r♠
∂pfj

∂τj
xfj ✐♥ ✸✻ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ s∗j ✮✳

❙✐♥❝❡ ✐♠♣♦rts ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
✐s ♦♥❧② ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❡✛❡❝t ❞♦♠✐♥❛t❡s✱ s♦ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞②✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ s❡t ❛ ❤✐❣❤❡r t❛r✐✛
❢♦r ❜♦t❤ s❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ t❛r✐✛ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs✱
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛tt❛❝❤✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ♣r♦✜ts✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❧❡ss ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✮✱
✐✳❡✳ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ a✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶❝✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐❢
t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ✇❡❧❢❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝❛♠♣❛✐❣♥
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t❤❡ ❚▼● ❧✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦r ✇✐❧❧ s❤✐❢t ❞♦✇♥ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡

st❡❡♣❡r ✭s✐♥❝❡
∂A(Ij=1)

∂a
< 0 ❛♥❞

∂B(Ij=1)
∂a

> 0✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❚▼● ❧✐♥❡ ❢♦r t❤❡

✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦r ✇✐❧❧ ❞♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✭s✐♥❝❡
∂A(Ij=0)

∂a
> 0 ❛♥❞

∂B(Ij=0)
∂a

< 0✮✿
❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡ t✇♦ s❝❤❡❞✉❧❡s ♣❡r❢❡❝t❧② ♦✈❡r❧❛♣ ❢♦r a → ∞✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡ s✐♥❝❡
✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✐s ♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❧♦❜❜✐❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
s❡❝t♦rs✿ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛r✐✛ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ ✐t ♠❛①✐♠✐③❡s s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✳

❆s r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♣♦❧✐t✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛♥

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ σL s❤✐❢ts ❜♦t❤ t❤❡ ❚▼● ❧✐♥❡s ❞♦✇♥✇❛r❞ ✭s✐♥❝❡
∂A(Ij=1)

∂σL
<

∂A(Ij=0)
∂σL

<

0) ❛♥❞ ♠❛❦❡s t❤❡♠ st❡❡♣❡r ✭s✐♥❝❡
∂B(Ij=1)

∂σL
>

∂B(Ij=0)
∂σL

> 0✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t❛r✐✛ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛❧❧ s❡❝t♦rs✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶❞ ✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱
✇❤❡♥ ❧♦❜❜✐❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ✐❣♥♦r❡ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ♦♥ ❝♦♥s✉♠❡rs ✇❡❧❢❛r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❧♦❜❜✐❡s ❞♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ♦♥ t❤❡✐r ♠❡♠✲
❜❡rs ❛s ❝♦♥s✉♠❡rs❀ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❧♦❜❜✐❡s✱
t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❛ t❛r✐✛✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝ts ♣♦❧✐t✐❝❛❧❧②
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐rst✱ ❢♦r
σL → 1 ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✻✮ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ✭✷✺✮ ❢♦r Ij = 1, ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ♦r❣❛♥✐③❡❞
s❡❝t♦rs t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t❛r✐✛ ✇✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧✳ ❙❡❝✲
♦♥❞✱ ❢♦r σL → 0 ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✻✮ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ✭✷✺✮ ❢♦r Ij = 0, ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❢♦r
✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t❛r✐✛ ✇✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠
❧❡✈❡❧✳✹

✹❇❛❧❞✇✐♥ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt✲◆✐❝♦✉❞ ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡✲
t❡r σL ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❤❡♥ s❡tt✐♥❣ ✉♣ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❧♦❜❜✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r
❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t✳ ❚❤✐s✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ✐s t❤❡ ❦❡②
❡❧❡♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ r✐✈❛❧r② ❛♠♦♥❣ ❧♦❜❜✐❡s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✿ ❧♦❜❜✐❡s ❝❛r❡ ❛❜♦✉t
r❡♥ts✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✇♥❡rs ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str② s♣❡❝✐✜❝ ❢❛❝t♦r✱ ❛s ❝♦♥✲
s✉♠❡rs✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❛r✐✛s✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢✉❧❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ s❡❡♠s ♥♦r♠❛❧✱ t❤❡② ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✧❛✇❦✇❛r❞✧ t♦ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ❧♦❜❜② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r✐✈❛❧r② ✇❡
s❡❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✉str✐❡s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐♥ ♥♦t ♦❢ t❤✐s t②♣❡✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❞✉❡ t♦ ❝♦♥❝❡r♥s ❛❜♦✉t ✐♥✲

✶✺



❚❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ❝❛♥ ❜❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❘❡s✉❧t ✶

●✐✈❡♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞②
✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛r✐✛s ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t✿

✭✐✮ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ t❛r✐✛s ✐♥ ❛❧❧ s❡❝t♦rs✱

t❤❡ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ r❡s♣♦♥s✐✈❡✿
∂τo

j (Ij=0)

∂s∗
j

>
∂τo

j (Ij=1)

∂s∗
j

> 0❀

✭✐✐✮ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ✐♥t❡r❡st ✐♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✱ ✐♠♣❧✐❡s ❛ t❛r✲
✐✛ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs✿
∂τo

j (Ij=0)

∂a
> 0✱

∂τo
j (Ij=1)

∂a
< 0❀

✭✐✐✐✮ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❧♦❜❜✐❡s✱ ✐♠♣❧✐❡s
❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛s ✐♥ ❛❧❧ s❡❝t♦rs✱ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡

r❡s♣♦♥s✐✈❡✿
∂τo

j (Ij=1)

∂σL
<

∂τo
j (Ij=0)

∂σL
< 0✳

✸✳✸✳✷ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞②

❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①♣♦rt t❛r✐✛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞
✐♥t♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧♦ss s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♠♣❧✐❡s SMG =
SML✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡✿

SMG ≡
Ij + a

a+ σL

[
∂p∗hj
∂sj

x∗

hj +
(
p∗hj − cj

) ∂x∗

hj

∂sj

]
, ✭✹✹✮

SML ≡ x∗

hj + sj
∂x∗

hj

∂sj
. ✭✹✺✮

●♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❣❛✐♥ ❞✉❡ t♦ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② ♦r✐❣✐♥❛t❡s
❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ♣r♦✜ts ❢♦r t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❡①♣♦rt❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ♣r✐❝❡s
♦♥ ❛❧r❡❛❞② ❡①♣♦rt❡❞ ✉♥✐ts ❛♥❞ ❢r♦♠ ♥❡✇ ♣r♦✜ts ❢r♦♠ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣♦rts✳ ❚❤❡
♠❛r❣✐♥❛❧ ❧♦ss ❝♦♠❡s ❡♥t✐r❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✜s❝❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ s✉❜s✐❞②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ s✉❜s✐❞② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧r❡❛❞② ❡①♣♦rt❡❞ ✉♥✐ts, x∗

hj ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ t❤❡ s✉❜s✐❞② ❛♣♣❧✐❡s t♦ ♥❡✇❧② ❡①♣♦rt❡❞ ❣♦♦❞s✱ sj
∂x∗

hj

∂sj
✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡

s✉❜s✐❞② ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s✳
●♦✈❡r♥♠❡♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣❛✐♥s ❛♥❞ ❧♦ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s

♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥❛♠❡❧②✿

SMG = F (Ij)
[(
G−Hτ∗j

)
+Hsj

]
✭✹✻✮

SML =
(
G−Hτ∗j

)
+ 2Hsj , ✭✹✼✮

✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

♣✉t ❝♦sts ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❞✉❝ts✳ ■♠♣♦s✐♥❣ σL = 0 ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤✐s ✐ss✉❡✱ ❜✉t✱ ❛s ♥♦t❡❞
❛❜♦✈❡✱ ✐t ❛❧s♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s r✐✈❛❧r② ❛♠♦♥❣ ❧♦❜❜✐❡s✱ t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ tr✐✈✐❛❧✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡
❛♥ ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧❧② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❧♦❜❜✐❡s r❡♣r❡s❡♥t ✈❡r② ♣❛rt✐❝✉❧❛r
✐♥t❡r❡sts s✉❝❤ t❤❛t σL ❝❛♥ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ③❡r♦✱ ❜✉t st✐❧❧ ❧♦❜❜✐❡s ❡①✐sts✳ ❚❤❡
❝❛s❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❇❛❧❞✇✐♥ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt✲◆✐❝♦✉❞ ✭✷✵✵✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳

✶✻



■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ❣♦♦❞s ❛r❡
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✹✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞

F (Ij = 0) < 1 < F (Ij = 1) < 2, ✭✹✽✮

G−Hτ∗j > 0, ✭✹✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡♥t❛✐❧s ❛ s✉❜s✐❞② ✐♥ ♦r❣❛♥✐③❡❞
s❡❝t♦rs ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣♦rt t❛① ✐♥ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ❛s st❛t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❛♥❞
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷❛✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❡①♣♦rt ♣♦❧✐❝② ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s
❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♠♣♦rt ♣♦❧✐❝②✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷❜ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ τ∗j ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ❛❧❧ s❝❤❡❞✉❧❡s t♦ s❤✐❢t ❞♦✇♥✇❛r❞✱
❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ❙▼● ❧✐♥❡ ❢♦r ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ✇✐❧❧ s❤✐❢t ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❙▼▲ ❧✐♥❡✱
✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✇✐❧❧ s❤✐❢t ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❙▼● ❧✐♥❡ ❢♦r ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs✳ ❆s ❛
r❡s✉❧t✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✉❜s✐❞② ✇✐❧❧ ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞s ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✐♥ ❛♥② s❡❝t♦r✱ ✐✳❡✳ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✉❜s✐❞② ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①♣♦rt
t❛① ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs✳

❈❧❡❛r❧②✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ♠❛❦❡s ❡①♣♦rt✐♥❣ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t
r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡①♣♦rt❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡r ♣r✐❝❡✱
s♦ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❡♥❡✜ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r♦✜ts ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❛

❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✉❜s✐❞② ✭✐✳❡✳ t❤❡ t❡r♠
∂p∗

hj

∂sj
x∗

hj+
(
p∗hj − cj

)
∂x∗

hj

∂sj
✐♥ ✹✹ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

✐♥ τ∗j ). ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ s❤✐❢t ♦❢ ❜♦t❤ ❙▼● ❝✉r✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛❣♥✐✜❡❞
✐♥ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛tt❛❝❤❡s ❛ ❤✐❣❤❡r
✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ♣r♦✜ts✳ ❚❤❡ ❙▼▲ ❧✐♥❡s s✐♠♣❧② s❤✐❢ts ❞♦✇♥✇❛r❞✱
s✐♥❝❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ❧❡✈✐❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❝♦✉♥tr② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
❝♦st ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② ✭✐✳❡✳ x∗

hj ✐♥ ✹✺ ❣♦❡s ❞♦✇♥✮✳
❲❡ ♥♦✇ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥

❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ a✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷❝✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❙▼● ❧✐♥❡

❢♦r t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦r r♦t❛t❡s ❞♦✇♥✇❛r❞ ✭❣✐✈❡♥ t❤❛t
∂F (Ij=1)

∂a
< 0)✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

❙▼● ❧✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦r r♦t❛t❡s ✉♣✇❛r❞ ✭❣✐✈❡♥ t❤❛t
∂F (Ij=0)

∂a
> 0)✱

s♦ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r ❡①♣♦rt t❛① ❢♦r t❤❡
❧❛tt❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ ❧♦❜❜✐❡s✱ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝t♦rs ✈❛♥✐s❤❡s✿ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✉❜s✐❞②
♠♦✈❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♣♦❧✐t✐❝❛❧❧② r❡♣✲
r❡s❡♥t❡❞✱ σL✱ s❤✐❢ts ❞♦✇♥✇❛r❞ ❜♦t❤ ❙▼● ❧✐♥❡s ❛♥❞ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ✢❛tt❡r ✭✐♥ ❢❛❝t
∂F (Ij)
∂σL

< 0)✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s s✉❜s✐❞② ❢♦r ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ❛♥❞ ❛
❤✐❣❤❡r ❡①♣♦rt t❛① ❢♦r ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❛t ♦❢
❛♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛✿ ❛s t❤❡ ❧♦❜❜✐❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❤✐❣❤❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱
t❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ✜s❝❛❧ ❜✉r❞❡♥ t❤❛t ❛♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❡①♣♦rt
♣♦❧✐❝② ✐♠♣♦s❡s ♦♥ ❝♦♥s✉♠❡rs✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② ✐s s✉♠✲
♠❛r✐③❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿

❘❡s✉❧t ✷

●✐✈❡♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞✐❡s ❛r❡
s✉❝❤ t❤❛t✿

✶✼



✭✐✮ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ s✉❜s✐❞② ✐♥ ♦r❣❛♥✐③❡❞

s❡❝t♦rs ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡①♣♦rt t❛① ✐♥ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs✿
∂soj (Ij=1)

∂τ∗

j

< 0✱

∂soj (Ij=0)

∂τ∗

j

> 0❀

✭✐✐✮ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ✐♥t❡r❡st ✐♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✱ ✐♠♣❧✐❡s ❛ s✉❜s✐❞②
❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣♦rt t❛① ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞

s❡❝t♦rs✿
∂soj (Ij=1)

∂a
< 0✱

∂τo
j (Ij=0)

∂a
> 0❀

✭✐✐✐✮ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❧♦❜❜✐❡s✱ ✐♠✲
♣❧✐❡s ❛ s✉❜s✐❞② ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣♦rt t❛① ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥

✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs✿
∂τo

j (Ij=1)

∂σL
< 0✱

∂τo
j (Ij=0)

∂σL
< 0✳

✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡✱
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♠❛r❦✉♣s t♦ ✈❛r② ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② s❤✐❢ts✱ ✐s ❛❜❧❡ t♦
❛✛❡❝t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛r✐✛ ❛♥❞ s✉❜s✐❞② s❡t ❜② ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ♣♦✲
❧✐t✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❜❜✐❡s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ✐s t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♣✉s❤✐♥❣
t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛✇❛② ❢r♦♠ ❢r❡❡ tr❛❞❡✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ❢♦r s❡❝t♦rs ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ✐♥t❡r✲
❡st ❣r♦✉♣s t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡❧② r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✜♥❞✲
✐♥❣s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r s❡❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❧♦❜❜② t❤❡
❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♠♣♦rt ♣♦❧✐❝② ❝❛♥ ❜❡ ❛ t❛r✐✛ ♦r ❛ s✉❜s✐❞②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ tr❛❞❡
♣♦❧✐❝② ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❝♦✉♥tr②✱ ❛♥❞ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✐♥✈❡rs❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♠♣♦rt ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❛tt❛❝❤❡s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❣r♦ss ♠❛r❦✉♣ ♦♥ ❞♦♠❡st✐❝ s❛❧❡s ❛r❡
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤✐s ❧❛st ✜♥❞✐♥❣ ♠❛② ✐♥ ♣❛rt ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❛❧s♦ ✐♥❞✉s✲
tr✐❡s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ r❡❝❡✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ tr❛❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t✉r♥✐♥❣ t♦ ❡①♣♦rt❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❡①♣♦rt ♣♦❧✐❝② t✉r♥s ♦✉t t♦
❜❡ ❛♥ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞② ❢♦r ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣♦rt t❛① ❢♦r ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞
s❡❝t♦rs✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ s❤♦✉❧❞ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✲❢♦r✲s❛❧❡s ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜②
t❤❡ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡ ✐♥ s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝②✳
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●♦✈❡r♥♠❡♥ts P✐❝❦ ▲♦s❡rs✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✺✭✺✮✱
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❇❡r♥❤❡✐♠✱ ❉✳❇✳✱ P❡❧❡❣✱ ❇✳✱ ❲❤✐♥st♦♥✱ ▼✳❉✳✱ ✶✾✽✼✳ ❈♦❛❧✐t✐♦♥✲Pr♦♦❢ ◆❛s❤
❊q✉✐❧✐❜r✐❛ ■✳ ❈♦♥❝❡♣ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✳ ✹✷✱ ✶✲✶✷✳

❇❡r♥❤❡✐♠✱ ❉✳❇✳✱ ❲❤✐♥st♦♥✱ ▼✳❉✳✱ ✶✾✽✻✳ ▼❡♥✉ ❆✉❝t✐♦♥s✱ ❘❡s♦✉r❝❡ ❆❧❧♦❝❛✲
t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ■♥✢✉❡♥❝❡✳ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✵✶✱ ✶✲✸✶✳

❇♦♠❜❛r❞✐♥✐✱ ▼✳✱ ✷✵✵✽✳ ❋✐r♠ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ❧♦❜❜② ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ✈♦❧✳ ✼✺✭✷✮✱ ♣❛❣❡s ✸✷✾✲✸✹✽✱ ❏✉❧②✳

❈❤❛♥❣✱ P✳✱ ✷✵✵✺✳ Pr♦t❡❝t✐♦♥ ❢♦r s❛❧❡ ✉♥❞❡r ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ✈♦❧✳ ✻✻✭✷✮✱ ♣❛❣❡s ✺✵✾✲✺✷✻✱ ❏✉❧②✳
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❉✐①✐t✱ ❆✳❑✳✱ ❙t✐❣❧✐t③✱ ❏✳❊✳✱ ✶✾✼✼✳ ▼♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✉♠
♣r♦❞✉❝t ❞✐✈❡rs✐t②✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✻✼ ✭✸✮✱ ✷✾✼✲✸✵✽✳

❊✐❝❤❡r✱ ❚✳✱ ❖s❛♥❣✱ ❚✳✱ ✷✵✵✷✳ Pr♦t❡❝t✐♦♥ ❢♦r s❛❧❡✿ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✿
❝♦♠♠❡♥t✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✷ ✭✺✮✱ ✶✼✵✷✲✶✼✶✵✳

❊❞❡r✐♥❣t♦♥✱ ❏✳✱ ▼✐♥✐❡r✱ ❏✳✱ ✷✵✵✽✳ ❘❡❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡
●r♦ss♠❛♥✲❍❡❧♣♠❛♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✹✶✭✷✮✱ ✺✵✶✲✺✶✻✳

❋❛❝❝❤✐♥✐✱ ●✳✱ ❱❛♥ ❇✐❡s❡❜r♦❡❝❦✱ ❏✳✱ ❲✐❧❧♠❛♥♥✱ ●✳✱ ✷✵✵✻✳ Pr♦t❡❝t✐♦♥ ❢♦r s❛❧❡
✇✐t❤ ✐♠♣❡r❢❡❝t r❡♥t ❝❛♣t✉r✐♥❣✳ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❊❝♦✲
♥♦♠✐❝s ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✸✾✭✸✮✱ ✽✹✺✲✽✼✸✳

❋✐♥❞❧❛②✱ ❘✳✱ ❲❡❧❧✐s③✱ ❙✳✱ ✶✾✽✷✳ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s t❛r✐✛s✱ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ♦❢
tr❛❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡✳ ■♥✿ ❇❤❛❣✇❛t✐✱ ❏✳◆✳ ✭❊❞✳✮✱ ■♠♣♦rt ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥
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t❤❡ ●r♦ss♠❛♥✕❍❡❧♣♠❛♥ t❤❡♦r② ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s
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●r♦ss♠❛♥✱ ●✳▼✳✱ ❍❡❧♣♠❛♥✱ ❊✳✱ ✶✾✾✹✳ Pr♦t❡❝t✐♦♥ ❢♦r s❛❧❡✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❘❡✈✐❡✇ ✽✹ ✭✹✮✱ ✽✸✸✲✽✺✵✳

●r♦ss♠❛♥✱ ●✳▼✳✱ ❍❡❧♣♠❛♥✱ ❊✳✱ ✶✾✾✺✳ ❚r❛❞❡ ✇❛rs ❛♥❞ tr❛❞❡ t❛❧❦s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✶✵✸ ✭✹✮✱ ✻✼✺✲✼✵✽✳

❍❡❧♣♠❛♥✱ ❊✳✱ ✶✾✾✾✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ tr❛❞❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝
P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✸ ✭✷✮✱ ✶✷✶✲✶✹✹✳

❍❡❧♣♠❛♥✱ ❊✳✱ ❑r✉❣♠❛♥✱ P✳❘✳✱ ✶✾✽✾✳ ❚r❛❞❡ P♦❧✐❝② ❛♥❞ ▼❛r❦❡t ❙tr✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡
▼■❚ Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✳

❍✐❧❧♠❛♥✱ ❆✳▲✳✱ ✶✾✽✷✳ ❉❡❝❧✐♥✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❡s ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧✲s✉♣♣♦rt ♣r♦t❡❝t✐♦♥✐st
♠♦t✐✈❡s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✼✷ ✭✺✮✱ ✶✶✽✵✲✶✶✽✼✳

▼❛❣❡❡✱ ❙✳P✳✱ ❇r♦❝❦✱ ❲✳❆✳✱ ❨♦✉♥❣✱ ▲✳✱ ✶✾✽✾✳ ❇❧❛❝❦ ❍♦❧❡ ❚❛r✐✛s ❛♥❞ ❊♥❞♦❣❡✲
♥♦✉s P♦❧✐❝② ❚❤❡♦r②✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✳

▼❛ts❝❤❦❡✱ ❳✳✱ ❙❤❡r❧✉♥❞✱ ❙✳▼✳✱ ✷✵✵✻✳ ❉♦ ▲❛❜♦r ■ss✉❡s ▼❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ❉❡t❡r♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❯✳❙✳ ❚r❛❞❡ P♦❧✐❝②❄ ❆♥ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❘❡❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❘❡✈✐❡✇✱ ✾✻✭✶✮✱ ✹✵✺✲✹✷✶✳

▼❛②❡r✱ ❲✳✱ ✶✾✽✹✳ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s t❛r✐✛ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇
✺ ✭✼✹✮✱ ✾✼✵✲✾✽✺✳

▼❡❧✐t③✱ ▼✳❏✳✱ ✷✵✵✸✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ tr❛❞❡ ♦♥ ✐♥tr❛✲✐♥❞✉str② r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞
❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥❞✉str② ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✼✶ ✭✻✮✱ ✶✻✾✺✲✶✼✷✺✳

▼✐tr❛✱ ❉✳✱ ✶✾✾✾✳ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ❧♦❜❜② ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♣r♦t❡❝t✐♦♥✿ ❆
❧♦♥❣✲r✉♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✾✱
✶✶✶✻✲✶✶✸✹✳

❘♦❞r✐❦✱ ❉✳✱ ✶✾✾✺✳ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ♦❢ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝②✳ ■♥✿ ●r♦ss♠❛♥✱ ●✳▼✳✱
❘♦❣♦✛✱ ❑✳ ✭❊❞s✳✮✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✸✳ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱
❆♠st❡r❞❛♠✱ ♣♣✳ ✶✹✺✼✲✶✹✾✹✳

✶✾



❆♣♣❡♥❞✐①

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ③❡r♦ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ ✐♠♣♦rts ✭✐✳❡✳ τj = 0✮✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s ✭✶✶✮✲✭✶✹✮ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✭✶✺✮✲✭✶✽✮✱ ❛ ❧♦❜❜②✬s ♠❛r❣✐♥❛❧ ✇❡❧❢❛r❡
✭✷✹✮ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡

∂Wi (τ, s)

∂τj
= (δj − σi)λjN

γ (1− λj)

2 (2β − γ)

[
α− cj
2β − γ

−
γ (1− λj)

2 (β − γ) (2β − γ)
s∗j

]
✭❆✳✶✮

+ δjλjN
γ (1− λj)

2 (β − γ) (2β − γ)

[
α (β − γ) + βcj

2β − γ
−

γ (1− λj)

2 (2β − γ)
s∗j − cj

]

+ σiN(1− λj)
2 (β − γ) + γλj

2 (2β − γ)

[
α− cj
2β − γ

+
2 (β − γ) + γλj

2 (β − γ) (2β − γ)
s∗j

]
,

✇❤❡r❡ ❢♦r ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ✭✐✳❡✳ j = i ❛♥❞ δi = 1✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

∂Wi (τ, s)

∂τi
> 0 if s∗i > s∗i = −

4 (β − γ) [σi (β − γ) + γλi] (α− ci)

2γ2λi (λi − 1) + σi

[
4 (β − γ)

2
+ γλi (4β − 3γ)

] .

❙✐♥❝❡ t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❡①♣♦rt t❛①✱ s∗i , ✐s str✐❝t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥
✐ts ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t τi = 0, ♥❛♠❡❧② s∗NT

i [τi =

0] = −
2(β−γ)(α−ci)
2(β−γ)+γλi

✱ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶ ✐s ♣r♦✈❡❞✳ ❋♦r ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs

✭✐✳❡✳ j 6= i ❛♥❞ δj = 0✮✱ ∂Wi(τ,s)
∂τj

> 0 ✐❢ s∗j > s
∗

j = −
4(β−γ)2(α−cj)

4(β−γ)2+γλj(4β−3γ)
✳

❙✐♥❝❡ t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❡①♣♦rt t❛①✱ s
∗

j ✐s str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛t ✐ts

♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t τi = 0, ♥❛♠❡❧② s∗NT
i [τi =

0] = −
2(β−γ)(α−ci)
2(β−γ)+γλi

✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶ ✐s ♣r♦✈❡❞✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ③❡r♦ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ ✐♠♣♦rts ✭✐✳❡✳ τj = 0✮✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❢♦r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s ✭✶✶✮✲✭✶✹✮ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✭✶✺✮✲✭✶✽✮✱ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧
✇❡❧❢❛r❡ ✐s

∂W (τ, s)

∂τj
= Nλj

γ (1− λj)

2 (β − γ) (2β − γ)

[
α (β − γ) + βcj

2β − γ
−

γ (1− λj)

2 (2β − γ)
s∗j − cj

]
+

✭❆✳✷✮

+N(1− λj)
2 (β − γ) + γλj

2 (2β − γ)

[
α− cj
2β − γ

+
2 (β − γ) + γλj

2 (β − γ) (2β − γ)
s∗j

]
.

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❛r✐✛ ♦♥❧② ✐❢ s∗j > s̃∗j = −
4(β−γ)[(β−γ)+γλj ](α−cj)

4(β−γ)2+γλj(4β−3γ)−2γ2λj(1−λj)
.

❙✐♥❝❡ t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❡①♣♦rt t❛①✱ s̃∗j , ✐s str✐❝t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥
✐ts ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t τj = 0, ♥❛♠❡❧② s̃∗j <

s∗NT
j [τj = 0] < 0✱ ▲❡♠♠❛ ✷ ✐s ♣r♦✈❡❞✳ �

✷✵



Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ③❡r♦ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ ✐♠♣♦rts ✭✐✳❡✳ τj = 0✮✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s ✭✶✶✮✲✭✶✹✮ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✭✶✺✮✲✭✶✽✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝t
♦❢ ❛ t❛r✐✛ ♦♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ✇❡❧❢❛r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

∂G̃ (τ, s)

∂τj
= (Ij − σL)λjN

γ (1− λj)

2 (2β − γ)

[
α− cj
2β − γ

−
γ (1− λj)

2 (β − γ) (2β − γ)
s∗j

]
+

✭❆✳✸✮

+ (Ij + a)λjN
γ (1− λj)

2 (β − γ) (2β − γ)

[
α (β − γ) + βcj

2β − γ
−

γ (1− λj)

2 (2β − γ)
s∗j − cj

]
+

+ (a+ σL)N(1− λj)
2 (β − γ) + γλj

2 (2β − γ)

[
α− cj
2β − γ

+
2 (β − γ) + γλj

2 (β − γ) (2β − γ)
s∗j

]
,

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ♦♥❧② ✐❢

s∗j > ŝ∗j = −
4 (β − γ) [(β − γ) (a+ σL) + γλj (a+ Ij)] (α− cj)[

4 (β − γ)
2
+ γλj (4β − 3γ)

]
(a+ σL)− 2γ2λj (1− λj) (a+ Ij)

,

✇❤❡r❡ ŝ∗j < s∗NT
j [τj = 0] < 0 ✐❢ a+σL

a+Ij
< 2✳ ❚❤✐s ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❢♦r

♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs s✐♥❝❡ Ij = 1 s♦ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋♦r ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs✱ s✐♥❝❡ Ij = 0, ∂G̃(τ,s)
∂τj

✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t σL < a✱ s♦ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ■❢✱ ✐♥st❡❛❞

σL > a ✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭❞❡❝r❡❛s✐♥❣✮✱ ∂G̃(τ,s)
∂τj

> (<)0, ✐♥

❛♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ✐❢ s∗j > (<)ŝ∗j . ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ③❡r♦ s✉❜s✐❞② ♦♥ ❡①♣♦rts ✭✐✳❡✳ sj = 0✮✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s ✭✶✶✮✲✭✶✹✮ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✭✶✺✮✲✭✶✽✮✱ ❛ ❧♦❜❜②✬s ♠❛r❣✐♥❛❧ ✇❡❧❢❛r❡
✭✷✹✮ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡

∂Wi (τ, s)

∂sj
= λjN

∗

(
2β − γ − γλj

2β − γ
δj − σi

)
✭❆✳✹✮

[
α− cj
2β − γ

−
2β − γ − γλj

2 (β − γ) (2β − γ)
τ∗j

]
.

❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛♥② ❢❡❛s✐✲
❜❧❡ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦r τ∗j < τ∗NT

j [sj = 0]✱ ✇❤❡r❡ τ∗NT
i [si = 0] =

2(β−γ)(α−ci)
2(β−γ)+γ(1−λi)

✐s t❤❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ❛t sj = 0✱ t❤❡♥ ∂Wi(τ,s)
∂sj

>

0 ✐❢
2β−γ−γλj

2β−γ
δj − σi > 0✳ ❋♦r ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs ✭✐✳❡✳ j = i ❛♥❞ δi = 1✮✱ t❤✐s

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ❣♦♦❞s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✭✐✳❡✳ β−γ
✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✮✱ s♦ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❡♠♠❛✳ ❋♦r ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs

✭✐✳❡✳ j 6= i ❛♥❞ δj = 0✮✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥❡✈❡r s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ ∂Wi(τ,s)
∂sj

< 0 ❢♦r ❛♥②

❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛✳ �
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❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ③❡r♦ s✉❜s✐❞② ♦♥ ❡①♣♦rts ✭✐✳❡✳ sj = 0✮✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s ✭✶✶✮✲✭✶✹✮ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✭✶✺✮✲✭✶✽✮✱ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✇❡❧❢❛r❡
✐s

∂W (τ, s)

∂sj
= N∗

γλ2
j

2β − γ

[
2β − γ − γλj

2 (β − γ) (2β − γ)
τ∗j −

α− cj
2β − γ

]
, ✭❆✳✺✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛✱
τ∗j < τ∗NT

j [sj = 0] , t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐s♣❧❛②s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝t ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡

✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣♦rt s✉❜s✐❞②✱ ✐✳❡✳ ∂W (τ,s)
∂sj

< 0✱ s♦ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❛ t❛① ♦♥ ❡①♣♦rts

✐s ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ③❡r♦ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❡①♣♦rts ✭✐✳❡✳ sj = 0✮✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s ✭✶✶✮✲✭✶✹✮ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✭✶✺✮✲✭✶✽✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝t
♦❢ ❛ s✉❜s✐❞② ♦♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ✇❡❧❢❛r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

∂G̃ (τ, s)

∂sj
= λjN

∗

[
(Ij + a)

2β − γ − γλj

2β − γ
− (a+ σL)

]
✭❆✳✻✮

[
α− cj
2β − γ

−
2β − γ − γλj

2 (β − γ) (2β − γ)
τ∗j

]
,

❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡
❢♦r❡✐❣♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦r τ∗j < τ∗NT

j [sj = 0]✱ ✇❤❡r❡ τ∗NT
i [si = 0] =

2(β−γ)(α−ci)
2(β−γ)+γ(1−λi)

✐s t❤❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ❛t sj = 0✱ t❤❡♥ ∂G̃(τ,s)
∂sj

> 0

✐❢ a+σL

Ij+a
<

2β−γ−γλj

2β−γ
✳ ❋♦r ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs✱ s✐♥❝❡ Ij = 1✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ❣♦♦❞s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✭✐✳❡✳ β − γ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✮ s♦
♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋♦r ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t♦rs s✐♥❝❡ Ij = 0
t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥❡✈❡r s❛t✐s✜❡❞ s♦ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①♣♦rt ♣♦❧✐❝②
✇✐❧❧ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛ t❛①✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ �

❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❙t❛t✐❝s

❚❤❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ■♠♣♦rt ❚❛r✐✛

●♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧♦ss ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠
❛s TMG = A(Ij) + B(Ij)s

∗

j − B(Ij)τj ❛♥❞ TML = C −Ds∗j + Eτj ✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

A(Ij) ≡

[
Ij + a

a+ σL

λjγ

2β − γ
+

2 (β − γ) + γλj

2 (2β − γ)

]
(1− λj) (α− cj)

2β − γ
;

B(Ij) ≡

[
(2 (β − γ) + γλj)

2

2 (2β − γ)
−

Ij + a

a+ σL

λj (1− λj) γ
2

2β − γ

]
1− λj

2 (2β − γ) (β − γ)
;
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C =
γλj (1− λj) (α− cj)

2 (2β − γ)
2 ;

D ≡
γ2λj (1− λj)

2

4 (β − γ) (2β − γ)
2 ;

E ≡

[
γ2λj (1− λj)

2 (β − γ) (2β − γ)
+

2 (β − γ) + γλj

β − γ

]
1− λj

2 (2β − γ)
.

❚❤❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❊①♣♦rt ❙✉❜s✐❞②

●♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧♦ss ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ❛s
SMG = F (Ij)

[(
G−Hτ∗j

)
+Hsj

]
❛♥❞ SML =

(
G−Hτ∗j

)
+ 2Hsj ✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

F (Ij) ≡
Ij + a

a+ σL

2 (β − γ) + γ (1− λj)

2β − γ
= 2

Ij + a

a+ αL

∂p∗hj
∂sj

;

G ≡
α− cj
2β − γ

= xFT
j ;

H ≡
2 (β − γ) + γ (1− λj)

2 (β − γ) (2β − γ)
=

∂x∗

hj

∂sj
.
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sj 

Marginal 
effects 

SMG(Ij=0)′ 

SMG(Ij=1)′ 

E(Ij=0)′ 
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SML′ 
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