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❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ●r♦✇t❤ ✇✐t❤ ❛ ❈❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❙t♦❝❦ ♦❢ P♦❧❧✉t✐♦♥

●✐❧❜❡rt ❑♦❧❧❡♥❜❛❝❤❛✱∗

❛❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rst✐② ♦❢ ❍❛❣❡♥✱ ●❡r♠❛♥②

❆❜str❛❝t

❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❑②♦t♦ Pr♦t♦❝♦❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♠♣♦s❡s ❛ ❝❡✐❧✐♥❣

♦♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✱ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ❛❞❞ ♣♦❧❧✉t✐♦♥

❛♥❞ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts

♦❢ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡

s❝❛r❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥✱ ✇❤✐❝❤ ❜♦♦sts ❜❛❝❦st♦♣ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❘✫❉ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳

❍♦✇ t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛t❤ ♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts ❝❛♣✐t❛❧

❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦r r✐❝❤♥❡ss✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖♥❧② ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r t♦♦ r✐❝❤ ♥♦r t♦♦

♣♦♦r ♠❛② ✐♥✈❡st ♠♦r❡ ✐♥t♦ r❡s❡❛r❝❤✳ ■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇s

❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛t❤ ❛s ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤✱ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✱ ❋♦ss✐❧ ❢✉❡❧s✱ ◆♦♥r❡♥❡✇❛❜❧❡

r❡s♦✉r❝❡s✱ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❧✐♠❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r ✐ss✉❡s ❜♦t❤ ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❞✐s❝✉s✲

s✐♦♥ ✐♥ r❡❝❡♥t ❞❡❝❛❞❡s✳ ❆ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♥❛t✐♦♥s ❛❣r❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❑②♦t♦ Pr♦t♦❝♦❧ t♦ ❧✐♠✐t

❝❧✐♠❛t❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❣♦❛❧ ✐s t❤❡ 2◦❈ ❝❧✐♠❛t❡ t❛r❣❡t ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s

❢♦r ❧♦♥❣✲r✉♥ ❣❧♦❜❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ 2◦❈ ❛❜♦✈❡ ♣r❡✲✐♥❞✉str✐❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s t❛r❣❡t

❤❛❞ ❜❡❡♥ ❛ s✉❜❥❡❝t t♦ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛s ✜♥❛❧❧② ❡♥❞♦rs❡❞ ❜② t❤❡

❯♥✐t❡❞ ◆❛t✐♦♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P❛rt✐❡s ✐♥ ❈❛♥❝✉♥ ✐♥ ✷✵✶✵✳✶ ❚❤❡ s✉♣♣♦rt❡rs ♦❢ t❤❡ ❝❧✐✲

♠❛t❡ t❛r❣❡t ❛❣r❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❝❧✐♠❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ r❡♠❛✐♥ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s

t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ 2◦❈✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ●r❛ÿ❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮

∗❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❍❛❣❡♥✱ ❯♥✐✈❡rs✐tätsstr✳ ✹✶✱ ✺✽✵✾✼ ❍❛❣❡♥✱ ●❡r♠❛♥②✱ ❚❡❧❡✲
♣❤♦♥❡✿ ✰✹✾ ✷✸✸✶ ✾✽✼ ✲ ✷✻✾✹✱ ❋❛①✿ ✰✹✾ ✷✸✸✶ ✾✽✼ ✲ ✹✶✹✸

❊♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss✿ ●✐❧❜❡rt✳❑♦❧❧❡♥❜❛❝❤❅❋❡r♥✉♥✐✲❍❛❣❡♥✳❞❡ ✭●✐❧❜❡rt ❑♦❧❧❡♥❜❛❝❤✮
✶❈❢✳ ●r❛ÿ❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ❯◆❋❈❈❈ ✭✷✵✶✵✮✳

Pr❡♣r✐♥t s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❊❧s❡✈✐❡r ❖❝t♦❜❡r ✶✹✱ ✷✵✶✸



t❤❡ 2◦❈ ❝❧✐♠❛t❡ t❛r❣❡t tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❈❖2 ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✹✵✵ ✲ ✹✺✵♣♣♠✳

❍❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛❞✈♦❝❛t❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❈❖2 ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✺✵♣♣♠ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡

♣❧❛♥❡t ❛s ✐t ✇❛s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝✐✈✐❧✐③❛t✐♦♥✳ ❘❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ 2◦❈

❝❧✐♠❛t❡ t❛r❣❡t ♦r ❍❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ❜♦t❤ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♠♣♦s❡ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢

❈❖2✳ ❙✐♥❝❡ ♦t❤❡r ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❢♦❧❧♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ▼♦♥tr❡❛❧ Pr♦t♦❝♦❧ ♦♥

❙✉❜st❛♥❝❡s t❤❛t ❉❡♣❧❡t❡ t❤❡ ❖③♦♥❡ ▲❛②❡r✱ ✐t s❡❡♠s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ❛ s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ t❤❡ ❑②♦t♦

Pr♦t♦❝♦❧ ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ♦r ❡①♣❧✐❝✐t ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ❈❖2✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥

s♦✉r❝❡s ♦❢ ❈❖2 ❡♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❈❖2 ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥

♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳

❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮ ✇❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡❢✲

❢❡❝ts ♦❢ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ❈❖2✱ ♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r ✇♦r❦s ✐♥ t❤✐s

❧✐t❡r❛t✉r❡ str❛♥❞ ❛r❡ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❜✮✱ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ❈❤❛❦r❛✈♦rt②

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ▲❛✛♦r❣✉❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❛❧②③❡s ❤♦✇ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡

st♦❝❦ ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛t❤✳ ❆ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❛ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ♥♦♥✲♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ s❡r✈❡s ❛s t❤❡ ❜❛s✐❝

❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✳ ❆❜❛t❡♠❡♥t ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜②

❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮ ❛♥❞ ▲❛✛♦r❣✉❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❢♦❝✉s

♦♥ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✷✮ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮ ❜② t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜②✲❞♦✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣✳ ■t ✐s s❤♦✇♥

t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦st str✉❝t✉r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜②

t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝

❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖✇♥✐♥❣ t♦ ✐ts ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢❛✐❧s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r

❝❛♣✐t❛❧ ♦r r❡s❡❛r❝❤ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜♦t❤ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤✱ str✉❝t✉r❛❧

❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐① ❛s s❤♦✇♥ ❜② ❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮✳ ❘✫❉ ✐♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢❛❝t♦r✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❜❡❤✐♥❞ ❛ st❡❛❞✐❧②

♣♦s✐t✐✈❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐♥ ♠❛♥② ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧s✱ ❡✳❣✳ ❘✐✈❡r❛✲❇❛t✐③ ❛♥❞ ❘♦♠❡r

✭✶✾✾✶✮✳✷ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♣❛♣❡r str✐✈❡s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢

♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❛ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛ ❜❛❝❦st♦♣ ❛s

✇❡❧❧ ❛s ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤ ❞r✐✈❡♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❛✉❣♠❡♥t

✷❆ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ t❤❡♦r② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❣❤✐♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ❛♥❞ ❇❛rr♦
❛♥❞ ❙❛❧❛✲✐ ▼❛rt✐♥ ✭✷✵✵✸✮✳

✷



t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❛♥❞

❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳ ❯t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡s♦✉r❝❡s ♦❝❝❛s✐♦♥s ❝♦sts✳ ■♥

❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧s✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss

❞♦❡s ♥♦t ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ♦r ❝❛♣✐t❛❧✱ ❜✉t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦sts ❛ss♦❝✐✲

❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣✳ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❡♥❡r❣② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋♦r ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❙t✐❣❧✐t③ ✭✶✾✼✹✮✳ ❇②

♠♦❞✐❢②✐♥❣ ❙♦❧♦✇✬s ♥❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧✱ ❙t✐❣❧✐t③ s❤♦✇s t❤❛t s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ♦r ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐❢ t❡❝❤✲

♥♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ r❡s♦✉r❝❡✬s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✐♥❝r❡❛s❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❢❛st✳✸ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ r❡s✉❧t r❡sts ✉♣♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛ ✈❛st ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❣♦♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②

❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣❧② ❧♦✇ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧✱ ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❞✈❛♥❝❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❲✐t❤♦✉t

r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❙t✐❣❧✐t③ ✭✶✾✼✹✮✱ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧②

❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ st❛❦❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❡✈✲

❡r② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳✹ ■♥ t❤✐s ❧✐❣❤t✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮ s❡❡♠s

♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝✳ ❖t❤❡r ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❛❜❛t❡♠❡♥t ♦r ❞✐✛❡r❡♥t❧②

♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❛r❡ ❧❡❢t ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s ✭♦r

♣❤❛s❡s✮ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r✳ ❆s ✐♥ ❈❤❛❦r❛✈♦rt②

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤r❡❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s st❛rts ✇✐t❤ ❛

♥♦♥✲❜✐♥❞✐♥❣ ❝❡✐❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ❜✐♥❞✐♥❣ ❧❛t❡r ♦♥✳ ❆❢t❡r ❛ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ❝❡✐❧✐♥❣✱

t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥✲❜✐♥❞✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ st❛② ✐t ❢♦r❡✈❡r✳ ❚❤✉s✱ ♥❡✐t❤❡r ❝❛♣✐t❛❧ ♥♦r

r❡s❡❛r❝❤ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ♦t❤❡r s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡s❡❛r❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣✳

❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ✉♥✐t ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❧❛st ✉s❡❞ ✉♥✐t ♦❢ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

♣r♦❣r❡ss ✐♠♣❧✐❡s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❞❡♠❛♥❞✱

❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮✱ t❤❡

♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❝❛r❝✐t② r❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧②✳ ❇②

❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢

✸❙❡❡ ❙♦❧♦✇ ✭✶✾✺✻✮✳
✹❈♦♠♣❛r❡ ▼❡②❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮✱ ♣❛❣❡ ✶✼✶✳

✸



t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts st❛t❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡

❝❡✐❧✐♥❣ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐ts ✧♥❛t✉r❛❧✧ ❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳

t❤❡ ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❚❤✐s ✧❛❞❞✐t✐♦♥❛❧✧ s❝❛r❝✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✲

t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❤❛s❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♠✉st ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤✐s ❝❛♣✐t❛❧✲

t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ t♦

t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✱ t♦ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❘✫❉

✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ❝❡✐❧✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

❛❧s♦ t❤❡ ❡①❝❡ss ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣

✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡✈❡r r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❞❡✈❡❧♦♣s ❛s

t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♥❡ ♦❢ ❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐❧❧

❜❛s✐❝❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛t❤ ❛s t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚♦

s✉♠ ✉♣✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❛✛❡❝ts ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞

❣✐✈❡ ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❝❛r❝✐t② r❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✳

❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛r❦❡t✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❛ ♥❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ♣r✐❝❡✲t❛❦✐♥❣ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣r♦❞✉❝t

♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❈♦✉r♥♦t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛r❦❡t

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥✐♥❣ ❝♦♠♣❛♥✐❡s✳ ◆❡✐t❤❡r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♥♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡s t❛❦❡

t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ st♦❝❦ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡

❤❛s t♦ ❜❡ t❛①❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥✳ ■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ t❤❡ t❛① ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤

s❝❛r❝✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡✳ ❚♦ ❛❞❥✉st ❢♦r ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ❡✛❡❝ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦✉r♥♦t

❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ♠✉st ❜❡ s✉❜s✐❞✐③❡❞ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✳

❚❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❣✐✈❡s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡

s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✲

t✐♦♥s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡

❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

✷✳ ▼♦❞❡❧

❲❡ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧❧✉t✐♦♥

st♦❝❦ ❛♥❞ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✹



str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮ ❜r✐❡✢②✳✺ ❆ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞ Y ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞

❜② ✉s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ K ❛♥❞ ❡♥❡r❣② x ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇❡❧❧ ❜❡❤❛✈❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

Y = F (K, x)✱ ✇✐t❤ F (0, x) = F (K, 0) = 0✱ FK > 0✱ Fx > 0✱ FKK < 0✱ Fxx < 0✱

FKx = FxK > 0 ❛♥❞ J = FKKFxx − F 2
Kx > 0✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥s lim
K→0

FK = ∞ ❛♥❞ lim
x→0

Fx = ∞ ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳ ❊♥❡r❣② ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ♦♥❡

t♦ ♦♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ R ✭❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧✮ ♦r ❛ ❜❛❝❦st♦♣ ✭❡✳❣✳ s♦❧❛r

❡♥❡r❣②✮ b✱ ✐✳❡✳ x = R+ b✳ ❚❤❡ ❝♦sts ♦❢ s✉♣♣❧②✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ M(R) ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢♦ss✐❧

❢✉❡❧ ❛♥❞ MbB(A)b ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣✳ ❚❤❡ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✱ ✐✳❡✳ M ′(R) > 0 ❛♥❞ M ′′(R) > 0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡

❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥♦ ✜①❡❞ ❝♦sts ❡①✐sts M(0) = 0 ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ✜rst

s✉♣♣❧✐❡❞ ✉♥✐t ❛r❡ ③❡r♦ M ′(0) = 0✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦st♦♣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ✜①❡❞

❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡r Mb > 0 ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ B(A)✱ ✇✐t❤ B(A) > 0 ∀A > 0✳✻ ❚❤❡ ❧❛tt❡r

r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② A ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣ ✉♥✐t ❝♦sts✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✉♥✐t

❝♦sts ❞❡❝❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❜✉t t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ✈❛♥✐s❤❡s ❢♦r ❧❛r❣❡ A✱ ✐✳❡✳ B′(A) < 0✱

lim
A→∞

B(A) = B̄ > 0 ❛♥❞ lim
A→∞

B′(A) = 0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❡♥❞♦✇♠❡♥t A0

✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ B′(A) ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ B′′(A) > 0✳ ❚❤❡ ♥❡t ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛t ❡❛❝❤

♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ ❜② Y n = F (K, x)−M(R)−MbB(A)b ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ C✱

♣❤②s✐❝❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✭❞✐s✮✐♥✈❡st♠❡♥t K̇ ♦r r❡s❡❛r❝❤ I✳ ❈❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❞❡✈❡❧♦♣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

K̇ = F (K, x)− C −M(R)−MbB(A)b− I. ✭✶✮

❚❡❝❤♥♦❧♦❣② A ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥✈❡st♠❡♥t I ✐♥ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤

Ȧ = I. ✭✷✮

❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡t ✐♥❝♦♠❡✱ ✐✳❡✳ I ∈ [0, Y n]✳ ❍❡r❡❛❢t❡r t❤❡ ✉♣♣❡r

❜♦✉♥❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② Ī✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦ SR✱ ✇✐t❤ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ SR0
✱ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

ṠR = −R. ✭✸✮

❆t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡①❤✐❜✐ts ❛ str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ U(C) ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇✐t❤ lim
C→0

U ′(C) = ∞✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t②

✺❲❡ r❡❢❡r t♦ ❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ❉❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮ ❛r❡ ✐♥❞✐✲
❝❛t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② t✐♠❡ ✐♥❞❡① t ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞✳ ■t ✐s ♦♥❧② ❛❞❞❡❞✱ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳

✻❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮ ❛ss✉♠❡ Mb = 1✳

✺



♦❢ C = 0✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ U(0) = −∞✳✼ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

U(C)











≥ 0, ❢♦r C > 0,

= −∞, ❢♦r C = 0.

✭✹✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱

✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ❝❛✉s❡s ♣♦❧❧✉t✐♦♥ E✳✽ ❇② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✉♥✐t ❝❤♦✐❝❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡t R = E✳

❚❤✉s✱ R ❛♥❞ E ❛r❡ ✉s❡❞ s②♥♦♥②♠♦✉s❧②✳ ❚❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐s SE✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡

✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② SE0
✳ ❲✐t❤ γ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r❛t❡✱ SE ❞❡✈❡❧♦♣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✾

ṠE = E − γSE. ✭✺✮

❚❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ S̄E ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❛♥ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✳✶✵ ❚❤❡♥

S̄E − SE ≥ 0 ♠✉st ❤♦❧❞ ❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐✈✐❞❡

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ t✐♠❡ ♣❤❛s❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✬s st❛t✉s✳

P❤❛s❡ ✶ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲❜✐♥❞✐♥❣ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ■♥ ♣❤❛s❡ ✷ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ❜✐♥❞✐♥❣ ❢♦r ❛

❧✐♠✐t❡❞ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ ♣❤❛s❡ ✸ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ♥♦♥✲❜✐♥❞✐♥❣ ❛♥❞ st❛②s t❤❛t ❢♦r❡✈❡r✳

✸✳ ❙♦❝✐❛❧ ❖♣t✐♠✉♠

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✭❝♦♥str❛✐♥❡❞✮ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡

t❤❛t ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞

❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ (K0, A0, SR0
, SE0

) ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t t♦ ✭✶✮✱ ✭✷✮✱ ✭✸✮✱ ✭✺✮✱ S̄E − SE ≥ 0✱

K ≥ 0✱ SR ≥ 0✱ 0 ≤ I ≤ Ī ❛♥❞ E, b, C ∈ [0,∞[✳✶✶ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✉t✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

✼❉✉❡ t♦ lim
K→0

FK = ∞ ❛♥❞ ✭✶✺✮ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ K = 0 ❛♥❞ C = 0 ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡✱ ✐❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ U(0) = −∞ ✐s ♥♦t ♠❛❞❡✳
✽❲❤✐❧❡ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ✉t✐❧✐t② ❛♥❞✴♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡

❢♦❧❧♦✇ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮✱ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❜✮✱ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ❈❤❛❦r❛✈♦rt②
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✱ ▲❛✛♦r❣✉❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥
♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ♦❢
♣♦❧❧✉t✐♦♥✳

✾❚❤✐s ❢♦r♠ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❊✳❣✳ ❜② ●✉r✉s✇❛♠② ❇❛❜✉ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮ ❛♥❞ ❚s✉r ❛♥❞
❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✾✮✳

✶✵❚❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦t❤ ❛♥ ❡❧❡❝t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡ ♦r t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳
❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮✱ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ▲❛✛♦r❣✉❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♠❛② ❛❧s♦ r❡✢❡❝t ❛ ❞❛♠❛❣❡
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐♠♣♦s❡ ③❡r♦ ✭♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✮ ❞❛♠❛❣❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜✉t ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❤✐❣❤ ❞❛♠❛❣❡s ❛❜♦✈❡
✐t✳ ❚❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② s♦♠❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ❛✉t❤♦r✐t②✱ ❛s st❛t❡❞ ❜② ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮
❛♥❞ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝❧✐♠❛t❡ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥s r❡❢❡r ♠❛✐♥❧② t♦ t❤❡
✷◦❈ ❝❧✐♠❛t❡ t❛r❣❡t✱ ❊✐❝❤♥❡r ❛♥❞ P❡t❤✐❣ ✭✷✵✶✸✮ ✉s❡ ❛❧s♦ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❝❧✐♠❛t❡
♣♦❧✐❝②✳

✶✶❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥❡r ❤❛s
❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♥❡✱ s✐♥❝❡ ✉t✐❧✐t② ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❣✐✈❡♥ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t
❣♦✐♥❣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ♦r ♥♦t ❜✉t t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ t❤❡
❝❡✐❧✐♥❣✳

✻



∫∞

0
U(C)e−ρtdt✱ ✇✐t❤ ρ ❛s t❤❡ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡✳ ❚❤✉s✱ ✇✐t❤ λ✱ κ✱ τ ❛♥❞ θ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣

t❤❡ ❝✉rr❡♥t✲✈❛❧✉❡ ❝♦st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ K✱ A✱ SR ❛♥❞ SE✱ ❛♥❞ µ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡

♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t✲✈❛❧✉❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s✶✷

L = U(C)+λ [F (K, b+R)− C −M(E)−MbB(A)b− I]

+ κI − τE + θ[E − γSE]− µ[E − γSE]. ✭✻✮

❆♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮✱ ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r ♦♣t✐♠✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡❝✲

❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿✶✸

∂L

∂C
= UC − λ = 0, ✭✼✮

∂L

∂E
= λ[Fx −M ′]− τ + θ − µ = 0, ✭✽✮

∂L

∂b
= λ[Fx −MbB(A)] = 0. ✭✾✮

❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② s✉♣♣❧②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐① ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❜②

♠❡❛♥s ♦❢ ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✾✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✶ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Fx(K, x)✱

✇❤✐❧❡ MbB(A) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ♦❢ ❜❛❝❦st♦♣✳✶✹ M ′(E) + τ−θ+µ
λ

❞❡♥♦t❡s t❤❡

♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ♣❧✉s t❤❡ t❡r♠ mq := τ−θ+µ
λ

✇❤✐❝❤ s❡ts t❤❡ ❝♦st❛t❡

✈❛r✐❛❜❧❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✐♥t♦ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

mq ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❛❝❦st♦♣ ❝♦sts ❛r❡

s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✱ ✐✳❡✳ MbB(A) > M ′(E#) + mq✱ ♦♥❧② ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②

✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ x = E# ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Fx(K,E#) =M ′(E#) +mq✳ ❊♥❡r❣② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥❧②

♦♥ ❜❛❝❦st♦♣✱ ✐❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❛❝❦st♦♣ ❝♦sts ❢❛❧❧ s❤♦rt ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥

❝♦sts ♦❢ t❤❡ ✜rst ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✉♥✐t ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① M ′(0) +mq✳ ❊♥❡r❣② ✐♥♣✉t

✐s t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② MbB(A) = Fx(K, x)✳ ■❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❛❝❦st♦♣ ❝♦sts ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t✇♦ ❡①tr❡♠❡s ❧✐❦❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✱ ✐✳❡✳ M ′(0) + mq < MbB(A) < M ′(E#) + mq✱

❜♦t❤ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Fx = MbB(A)✳ ■♥

t❤✐s ❝❛s❡ MbB(A) = M ′(E) +mq ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉s❡❞

✶✷◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤
st❛t❡ s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❈❤✐❛♥❣ ✭✶✾✾✷✮✱ ♣✳ ✷✾✽ ❡t s❡qq✳ ❝❛❧❧s t❤❡
✧❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✧ ❛♥❞ ❋❡✐❝❤t✐♥❣❡r ❛♥❞ ❍❛rt❧ ✭✶✾✽✻✮✱ ♣✳ ✶✻✹ ❡t s❡qq✳ t❤❡ ✧✐♥❞✐r❡❦t❡ ▼❡t❤♦❞❡✧✳

✶✸■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s B′′(A) ≥ Mb

b
(B′(A))2

[

1
M ′′(R) −

FKK

J

]

✳

❉✉❡ t♦ B′′(A) > 0✱ M ′′(R) > 0 ❛♥❞ FKK

J
< 0 ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡

❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ✐❢ Mb ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳
✶✹❆ s✐♠✐❧❛r ✜❣✉r❡ ✇✐t❤ θ = µ = 0 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮✱ ♣✳ ✹✽✽✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ ♦❢

❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✳
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❜❛❝❦st♦♣ ❡q✉❛❧s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ x − E✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳✶✺

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥❞❡① ∗ ❞❡♥♦t❡s ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✉♥♠❛r❦❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♥♦t❡

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❯s❛❣❡ ♦❢ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❜❛❝❦st♦♣

✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥ts

I ❣✐✈❡s

I∗ = 0, ✐❢− λ+ κ < 0,

0 ≤ I∗ ≤ Ī , ✐❢− λ+ κ = 0, ✭✶✵✮

I∗ = Ī , ✐❢− λ+ κ > 0.

✶✺◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ❛r❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ R ♦r ③❡r♦✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ❍♦❡❧
✭✷✵✶✶✮✱ ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✉s❡ ♦❢ ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳

✽



❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ κ t♦ λ✱ ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧✱ s✐♥❣✉❧❛r ♦r ♠❛①✐♠❛❧✳

❚❤❡ ❝♦st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣r♦✇ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

∂L

∂K
= λFK = ρλ− λ̇, ✭✶✶✮

∂L

∂SE
= −θγ + µγ = ρθ − θ̇, ✭✶✷✮

∂L

∂SR
= 0 = ρτ − τ̇ , ✭✶✸✮

∂L

∂A
= −λMbbB

′ = ρκ− κ̇. ✭✶✹✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✶✶✮ ✇✐t❤ ✭✼✮ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❘❛♠s❡② ✲ r✉❧❡

Ĉ =
FK − ρ

η
. ✭✶✺✮

❚❤❡ r✉❧❡ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ Ĉ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡✳ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❡❛❝ts t❤❡ str♦♥❣❡r

t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ✭η✮ ✐s✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∂L

∂µ
= −E + γSE ≥ 0, µ ≥ 0, µ

∂L

∂µ
= 0,

S̄E − SE ≥ 0, µ[S̄E − SE] = 0, ✭✶✻✮

ρµ− µ̇ ≥ 0, [= 0 ✐❢ S̄E − SE > 0].

❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

(a) lim
t→∞

e−ρtλ(t) [K(t)−K∗(t)] ≥ 0, (b) lim
t→∞

e−ρtτ(t) [SR(t)− S∗
R(t)] ≥ 0,

(c) lim
t→∞

e−ρtθ(t) [SE(t)− S∗
E(t)] ≥ 0, (d) lim

t→∞
e−ρtκ(t) [A(t)− A∗(t)] ≥ 0 ✭✶✼✮

❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳

❇❡❢♦r❡ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢

♣❤❛s❡s✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s

st❛rts ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❜✐♥❞✐♥❣ ❝❡✐❧✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ✐♥ ♣❤❛s❡ ✶✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♣❤❛s❡ ✶✱ ❛t t = t1✱ t❤❡

❝❡✐❧✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ❜✐♥❞✐♥❣✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② s✇✐t❝❤❡s ✐♥t♦ ♣❤❛s❡ ✷✱ ❛♥❞ st❛②s ❜✐♥❞✐♥❣ ❢♦r ❛

❧✐♠✐t❡❞ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t t = t2 t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥✲❜✐♥❞✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡

❡❝♦♥♦♠② s✇✐t❝❤❡s ✐♥t♦ ♣❤❛s❡ ✸✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ st❛②s ♥♦♥✲❜✐♥❞✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥ts

✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❤❛s❡s ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❢♦✉♥❞ ❜② ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮✳ ❚❤✉s✱

t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❘✫❉ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ ♦t❤❡r s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
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s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❤❛s❡ t♦ t❤❡ ♥❡①t ✐s s♠♦♦t❤✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛t❤s ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱

❜❛❝❦st♦♣ ❛♥❞ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❞♦ ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳

❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ θ ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✶ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ✐ts ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ s❤❛❞♦✇

♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ st♦❝❦✳ ❆♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❦ ♥❛rr♦✇s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s θ < 0 ✐♥

♣❤❛s❡ ✶✳ P❤❛s❡ ✸ ✇❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❡♠✐ss✐♦♥ st♦❝❦ t❤❛t ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛❜st❛✐♥ ❢r♦♠ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ♦♥ ✉t✐❧✐t② ♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥

st♦❝❦ ❤❛s ♥♦ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥❡r✳✶✻ θ = 0 ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧②✳ ❲✐t❤ ❛

❜✐♥❞✐♥❣ ❝❡✐❧✐♥❣ θ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s❤❛❞♦✇ ♣r✐❝❡✳✶✼ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶

✇❡ s❤♦✇ t❤❛t θ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t t = t2✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ θ = 0 ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✸✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t

θ ❡q✉❛❧s ③❡r♦ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♣❤❛s❡ ✷✳ ✭✶✷✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t θ ❞❡❝r❡❛s❡s ❝♦♥st❛♥t❧②✱ ✐❢ θ(t) < 0

❤♦❧❞s ❢♦r ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✷✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts θ(t2) = 0✱ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ❝❡✐❧✐♥❣

✐♠♣❧✐❡s θ > 0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❝❛♣✐t❛❧✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❜❛❝❦st♦♣ ❛♥❞ ❢♦ss✐❧
❢✉❡❧ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤
♣❤❛s❡ ✶✱ s✇✐t❝❤❡s ♦✈❡r t♦ ♣❤❛s❡ ✷ ❛♥❞ ❡♥❞s ✇✐t❤ ♣❤❛s❡ ✸✳

✸✳✶✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s✳ ■♥ ♣❤❛s❡ ✸ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ♥❡✈❡r

r❡❛❝❤❡❞ s♦ t❤❛t µ = θ = 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ ♣❤❛s❡ ✸ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞

❡❝♦♥♦♠② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮✳✶✽ ❙✐♥❝❡ ❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮ ❛r❡ ❛❧s♦

♦♥❡ ❜❛s✐s ❢♦r ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s st❛rts ✇✐t❤ ♣❤❛s❡ ✸ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ t✉r♥ t♦ ♣❤❛s❡ ✶ ❛♥❞ ✷✳

✸✳✶✳✶✳ P❤❛s❡ ✸ ✲ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥

❆s ♣❤❛s❡ ✸ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♦❢ ❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

r❡♠❛r❦s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳ ❋♦r ♣r♦♦❢s✱ ❛s

✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞

❛❜♦✈❡✱ ♣❤❛s❡ ✸ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② θ = µ = 0 s♦ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① r❡❛❞s

m
q
3 := τ

λ
✳ ❉✉❡ t♦ ✭✶✶✮ ❛♥❞ ✭✶✸✮ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ mq

3 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② m̂q
3 = FK > 0✳ ❚❤✉s✱

✶✻◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♦r t❤❛t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s s❡t
t♦ ❧♦✇✳ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❢♦♦t♥♦t❡ ✶✵✱ ❛r❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
❝❡✐❧✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❣✐✈❡♥✱ ✐t ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐❢ ✐t ✐s r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s ❝♦rr❡❝t❧②✳

✶✼❙❡❡ ❋❡✐❝❤t✐♥❣❡r ❛♥❞ ❍❛rt❧ ✭✶✾✽✻✮✱ ♣✳ ✶✼✺✲✶✼✻✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋❡✐❝❤t✐♥❣❡r ❛♥❞ ❍❛rt❧ ✭✶✾✽✻✮✱ ♣✳ ✶✼✶✱ θ
❡q✉❛❧s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ st♦❝❦ ❛♥❞ µ ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✷✳

✶✽µ = 0 ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ✭✶✻✮✳

✶✵



m
q
3 st❡❛❞✐❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t✐♠❡✳ ■❢✱ ❛s ❛ss✉♠❡❞✱ ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✾✮ ❣✐✈❡

Fx(K, x(K,A)) =M ′(E(A)) +
τ

λ
=MbB(A). ✭✶✽✮

✭✶✽✮ ❞❡t❡r♠✐♥❡s b(K,A)✱ E(A) ❛♥❞ x(K,A)✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥

❜② ✭✶✵✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥✲

s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮ s❤♦✇

t❤❛t t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

t❡❝❤♥♦❧♦❣②✲❝❛♣✐t❛❧✲t✐♠❡ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ✭♣❧❛♥❡s✮✳✶✾ ❚❤❡ t✐♠❡✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐①✳

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣ s❤❛r❡

❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✳

❚❤❡ ✜rst ♣❧❛♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ A,K, t s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡

Ċ = K̇ = Ȧ = 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ✐t ❛s t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♣❧❛♥❡ ✭❙❙P✮✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥

❜② t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✱ ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✶✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧② FK(K, x(K,A)) − ρ = 0✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐s

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ A ❜✉t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t✐♠❡✱ ❛s FK(K, x(K,A)) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②

❜✉t ♥♦t ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐①✳ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮ ❜❡❧♦✇ ✭❛❜♦✈❡✮ t❤❡ ❙❙P✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ s✐♥❣✉❧❛r ❘✫❉ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡

❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣❧❛♥❡ ✭❙✐P✮✳ ❖♥❧② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❙✐P ♠❛①✐♠❛❧ ❘✫❉ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✲

❧♦✇ ✐t ♥♦ r❡s❡❛r❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ♥❡t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛♥❞ ✐♥t♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱

✐✳❡✳ ❜② ∂Y n

∂A
= ∂Y n

∂K
✳ ❚❤❡ ❙✐P ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❜✉t ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t✐♠❡ ✭s❝❛r❝✐t②✮ ❛s

❧♦♥❣ ❛s SR > 0✳ ■❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞ ✐t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t✐♠❡✳ ❚❤❡

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✐P ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ t✐♠❡ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❆s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❝❛r❝✐t②

✐♠♣❧✐❡s ❛ ❤✐❣❤❡r s❤❛r❡ ♦❢ ❜❛❝❦st♦♣✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥❝r❡❛s❡ ♦♥ ♥❡t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

str❡♥❣t❤❡♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❘✫❉ ✭❝❛♣✲

✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✮ ❜❡❝♦♠❡s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r ♠♦r❡ ✭❧❡ss✮ A,K ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝♦✉❧❞

❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❘✫❉ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡

t✐♠❡✳ ❇♦t❤ ♣❧❛♥❡s ❙✐P ❛♥❞ ❙❙P ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✱ ✇✐t❤ TR ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥

t✐♠❡ SR ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞✳

❚s✉r ❛♥❞ ❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❙✐P ♦r t❤❡ ❙❙P ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r

✶✾❆❧t❤♦✉❣❤ ✧♠❛♥✐❢♦❧❞✧ ✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ✧♣❧❛♥❡✧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛s ✐t ✐s
♠♦r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡✳

✶✶



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❙✐♥❣✉❧❛r✲ ❛♥❞ st❡❛❞② st❛t❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥ t❤❡ A,K, t s♣❛❝❡

♠❛①✐♠❛❧ ♦r ♠✐♥✐♠❛❧ ❘✫❉✱ ✐✳❡✳ ♦♥ ❛ ♠♦st r❛♣✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣❛t❤ ✭▼❘❆P✮✳ ■❢ ❧♦❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡

t❤❡ ❙✐P✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❙✐P ✇✐t❤ ♠❛①✐♠❛❧ ❘✫❉ ♦r ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❙❙P

✭✐✳ ❡①❝❡♣t✐♦♥✮ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❘✫❉✳ ❇❡❧♦✇ t❤❡ ❙✐P t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥❞✉❝ts ♥♦ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞

❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ❝❛♣✐t❛❧ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❙✐P ♦r r❡❞✉❝❡s ❝❛♣✐t❛❧ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❙❙P ✭✐✐✳ ❡①❝❡♣t✐♦♥✮✳

❖♥❝❡ r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥❞✉❝ts s✐♥❣✉❧❛r ❘✫❉ ♦♥ t❤❡ ❙✐P ❢♦r ❡✈❡r✱ ♦r s✇✐t❝❤❡s ✐♥t♦

❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❙P ❛♥❞ ❙✐P ❢♦r SR = 0✱ ✐❢ t❤❡ ❙✐P ❧✐❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❙❙P

❢♦r ❤✉❣❡ A✳ ❚❤✉s✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ♦♥❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❜♦✈❡ ♦r ♦♥ t❤❡ ❙✐P✱ ✇❤✐❧❡

❝❛♣✐t❛❧ ❝❛♥ ♦♥❧② ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ♦♥ ♦r ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❙✐P✳

✸✳✶✳✷✳ P❤❛s❡ ✶

P❤❛s❡ ✶ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲❜✐♥❞✐♥❣ ❝❡✐❧✐♥❣ t❤❛t ❜❡❝♦♠❡s ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

❚❤✉s✱ ❢r♦♠ ✭✶✻✮ ✇❡ ❣❡t µ = 0✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ❜✐♥❞✐♥❣ ❧❛t❡r ♦♥✱ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡

❡♠✐ss✐♦♥ st♦❝❦ ❛r❡ ✈❛❧✉❡❞ ❜② t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ❜② θ < 0✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜❡❢♦r❡✳ ❇② ✉s✐♥❣ θ1

t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣r✐❝❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦✱ ✇❡ ❣❡t ❢r♦♠ ✭✽✮ t❤❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ♣❤❛s❡ ✶

❢♦r ✭✶✽✮✿

Fx(K, x(K,A)) =M ′(E(A)) +
τ − θ1

λ
=MbB(A). ✭✶✾✮

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① mq
1 ✐s ♥♦✇ ❣✐✈❡♥ ❜② τ+|θ1|

λ
❛♥❞ ✐ts ❣r♦✇t❤ r❛t❡ r❡❛❞s

m̂
q
1 = FK + γ

|θ1|

χ
, ✇✐t❤ χ := τ + |θ1|. ✭✷✵✮

❈❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① ✐s ❜♦t❤ ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢❛st❡r t❤❡♥ ✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠②

✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ A,K ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✶✷



❜✉t ✇✐t❤♦✉t θ1✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✳ ❆s t❤❡ s❝❛r❝✐t②

✐♥❞❡① τ
λ
♦❢ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❡❝♦♥♦♠② r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧✱ ✇❡

r❡❢❡r t♦ ✐t ❛s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s❝❛r❝✐t②✳ ❉✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✶ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t② |θ1|
λ
✱ ❝❛✉s❡❞

❜② t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ ❛❞❞s t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♦♥❡✳ ❋✐❣✳ ✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t②

❜♦♦sts ❜❛❝❦st♦♣ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✉s❡ ✇❤✐❧❡ ❧❡❛✈✐♥❣ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥♣✉t x

✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❆s st❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❜❛❝❦st♦♣ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❣r❡❛t❡r

❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦♥ ♥❡t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❘✫❉ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧

❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r ♠♦r❡ A,K ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❘✫❉

❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss✱ ✐✳❡✳ ❛ ❙✐P t❤❛t ✐s ❜♦t❤ ❧②✐♥❣ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢❛st❡r ✐♥ t✐♠❡ t❤❡♥

t❤❡ ❙✐P ♦❢ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✱ t❤❡ ❙❙P ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜②

s❝❛r❝✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t② ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❙❙P✳

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦❣r❛♠ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝❛♥♥♦t

❜❡ ✐♥ ♣❤❛s❡ ✶ ❢♦r ❡✈❡r✳ ■❢ ✐t ✇❡r❡✱ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ st♦❝❦ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❢♦r t → ∞✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s lim
t→∞

E(t) = γS̄E ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐♦♥ ♦❢ SR ✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡✳ ❇✉t ✇✐t❤

SR = 0 t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ st♦❝❦ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ③❡r♦✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ ❛ ❢♦r❡✈❡r ❜✐♥❞✐♥❣ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❚❤✉s✱

t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝❛♥♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❙P ❛♥❞ ❙✐P ❢♦r SR = 0

❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✶✳ ❖♥❧② t❤❡ t✇♦ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❢♦r♠ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ r❡♠❛✐♥ ❢♦r r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ st❡❛❞②

st❛t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❉✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✶ t❤❡ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜✐♥❞✐♥❣ ❝❡✐❧✐♥❣ ❛❞❞s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t②
t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♦♥❡ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❘✫❉ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❡❝♦♥♦♠② t❤❡ ❘✫❉ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉♥❡ss ✐s ❜♦t❤ ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢❛st❡r✳

✸✳✶✳✸✳ P❤❛s❡ ✷

❉✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✷ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ❜✐♥❞✐♥❣✳ ✭✶✻✮ ✐♠♣❧✐❡s µ2 > 0✳ ❆s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ θ > 0

❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✷✳ ❚♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ θ2 ❛♥❞ µ2✳ ✭✽✮ ✐s r❡✇r✐tt❡♥ t♦

❢♦r♠ t❤❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ♣❤❛s❡ ✷ ❢♦r ✭✶✽✮✿

Fx(K, x(K,A)) =M ′(Ē) +
τ − θ2 + µ2

λ
=MbB(A). ✭✷✶✮

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② mq
2 :=

τ−θ2+µ2
λ

✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋❡✐❝❤t✐♥❣❡r ❛♥❞ ❍❛rt❧

✭✶✾✽✻✮✱ ♣✳ ✶✼✶✱ θ2 ❡q✉❛❧s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ st♦❝❦ ❛♥❞ µ2✳ ❆s

t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ st♦❝❦ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ µ2(t)− θ2(t) ≥ 0✳✷✵ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡

s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① mq
2 ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♣❤❛s❡ ✷ t❤❡r❡ ✐s

✷✵❆ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ st♦❝❦ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❝✐❛❧
♣❧❛♥❡r✳

✶✸



st✐❧❧ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❘✫❉ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❡♥

✐♥ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ m̂q
2 ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❡①❛❝t

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✉t µ̂2 ✐♥ ✭✶✻✮✿

m̂
q
2 = FK + γ −

µ2

ψ
[ρ− µ̂2]− γ

τ

ψ
, ✇✐t❤ ψ := τ + |θ2|+ µ2. ✭✷✷✮

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ mq
2 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ❛❜♦✉t t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❘✫❉ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ■t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

t❤❡ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞ ❛t E = Ē = γS̄E✳ ❋✐❣✳ ✶ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❝❡✐❧✐♥❣

r❡str✐❝ts t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ mq
2✳ ▲❡t ❜❡ Ē ❡q✉❛❧ E(K,A) ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ■❢ t❤❡

♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❛❝❦st♦♣ ❝♦sts r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ♥♦ r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞✱ t❤❡ ✜①❡❞

❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ❛♠♦✉♥t ✐♠♣❧✐❡s ❛ ✜①❡❞ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡①✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ❘✫❉ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② A ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❛❝❦st♦♣ ❝♦sts ❛r❡ ❧♦✇❡r❡❞✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡

E = Ē✱ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① mq
2 ♥❡❡❞s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✱ t♦♦✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❞❡❝r❡❛s❡s ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ❝❡✐❧✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✷✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣

❝❡✐❧✐♥❣ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡①✳ ❆s ❧♦♥❣

❛s ❘✫❉ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❘✫❉ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss

r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t✐♠❡✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❙✐P t♦

❡♥s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❘✫❉✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡✱

✐❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ♦r ♦♥ t❤❡ ❙✐P✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① ❞❡❝r❡❛s❡s

✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❘✫❉ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

❆s ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♣❤❛s❡s✱ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❙❙P ♥♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦❣r❛♠ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞

❜② t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❡ ✐s ♥♦t

❛✛❡❝t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝❛♥♥♦t st❛② ✐♥ ♣❤❛s❡ ✷ ❢♦r❡✈❡r✳✷✶ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡

❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❙P ❛♥❞ ❙✐P ❢♦r SR = 0 ✐s r✉❧❡❞ ♦✉t ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ t✇♦ ❡①❝❡♣t✐♦♥s

❢r♦♠ ✸✳✶✳✶ ❛r❡ ❧❡❢t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t r❡s♦✉r❝❡ ✐♥♣✉t Ē✱ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ ❧✐♥❦ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❘✫❉ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❘✫❉ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss✳ ❘✫❉ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss r❡♠❛✐♥s
✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐❢ ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t✐♠❡ ✐❢ ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥ts
❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❡❝♦♥♦♠② ❘✫❉ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss ✐s ❤✐❣❤❡r✳

✷✶❖t❤❡r✇✐s❡✱ E(t) = γS̄E ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①❤❛✉st✐♦♥ ♦❢ SR ✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢
SE = S̄E ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❤❛s t♦ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ♣❤❛s❡ ✷ t♦ ♣❤❛s❡ ✸ ❛t s♦♠❡ ❧❛t❡r ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✳

✶✹



✸✳✷✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ [0,∞] ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦

❥♦✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞✐❝❡s

m
q
1✱ m

q
2 ❛♥❞ m

q
3✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❤❛s❡ t♦ t❤❡ ♥❡①t ♠✉st ❜❡

♥♦t✐❝❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❙✐P ❛♥❞ ❙❙P ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❙❙P ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t✐♠❡ t✱ ✐t ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳

❚❤❡ ❙✐P ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✶ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✸ ❛s ❧♦♥❣ ❛s SR > 0✳ ■♥ ♣❤❛s❡

✷ ✐t ✐s ❡✐t❤❡r ❝♦♥st❛♥t ♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❙✐P r❡q✉✐r❡s s✐♥❣✉❧❛r ♦r

♠❛①✐♠❛❧ ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠♦r❡✱ ♠✐①❡❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❛♣♣❡❛rs

✐❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❙✐P ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣

❝❛♣✐t❛❧ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦♣t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❙✐P r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡

♣❛t❤ r❡❛❝❤❡s ✐t ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❢t❡r✇❛r❞s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ♠❛①✐♠❛❧ ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥ts

❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❙✐P ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥✈❡r❣❡s

t♦ ❛ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❙✐P ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s

✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ t✇♦ ❜♦r❞❡r ❝❛s❡s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞

❛♥❞ ❛ st❡❛❞✐❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❙✐P ✐♥ t❤❡ A,K, t s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙✐P ✐s ❝❧♦s❡❧②

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❙❙P ❛♥❞ ❙✐P ✇✐t❤ ♥♦ ♦r ♠❛①✐♠❛❧ ❘✫❉ ✐♥ P❤❛s❡ ✷

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞✐❝❡s✱ s✐♥❝❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥❞❡① ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❙✐P✱

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❘✫❉ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ✐♥ t✐♠❡ ♠✉st ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❜♦t❤ ❙✐P ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳ ❆s

st❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① ♦❢ ♣❤❛s❡ ✶ ✭mq
1✮ ❜♦t❤ ❧✐❡s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞

❣r♦✇s ❢❛st❡r t❤❛♥ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ❢❛st❡r

❣r♦✇✐♥❣ ❘✫❉ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss✳ ❚❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ mq
3 =

τ
λ
✐s t❤❡

❡①❤❛✉st✐❜✐❧✐t② ♦❢ R✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s❝❛r❝✐t②✳ ■♥ ♣❤❛s❡ ✶✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① ❛❧s♦

✶✺



❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡①

❡♥t❛✐❧s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t② |θ1|
λ
> 0✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜✐♥❞✐♥❣ ❝❡✐❧✐♥❣✳

❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t② ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢ R ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❘✫❉

❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ A,K ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

✇✐t❤ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t② ❡q✉❛❧s t❤❡

❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ m
q
3 ❛♥❞ m

q
1✳ ■t ✇✐❞❡♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❞✉r✐♥❣

♣❤❛s❡ ✶ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ t✐❣❤t❡r r❡str✐❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❜② m̂
q
1 > m̂

q
3✳ ❚❤❡ ❣❛♣ ❛❧s♦

✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ R ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐sts✳ ❚❤❡ ✇✐❞❡r

t❤❡ ❣❛♣ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧✳ ❉✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✷ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

s❝❛r❝✐t② st✐❧❧ ❡①✐sts ❜✉t ✐s r❡❞✉❝❡❞ ♣❛ss✐✈❡❧② ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❛❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ❘✫❉

✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① mq
2 r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦ss✐❧

❢✉❡❧ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s❝❛r❝✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ mq
2

❛♥❞ mq
3✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t②✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❤❛r❡ ♦❢ R ✐♥ t❤❡

❡♥❡r❣② ♠✐①✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✐s ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ❞❡❝❧✐♥❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ s✐♥❣✉❧❛r

♦r ♠❛①✐♠❛❧ ❘✫❉ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t② ❛❝t✐✈❡❧②✱ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ❞r✐✈✐♥❣

❢♦r❝❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t②✳ ❆s ❜❛❝❦st♦♣ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥

❞❡❝❧✐♥❡s ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡①✱ t❤❡ ❘✫❉ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss ❞❡❝r❡❛s❡s✳

❚♦ s✇✐t❝❤ ♦✈❡r t♦ ♣❤❛s❡ ✸✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t② ♠✉st ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳ ❚❤✐s

❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ θ = µ = 0 ✐♥ ♣❤❛s❡ ✸ ❛♥❞ t❤❡ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❤❛s❡ t♦

t❤❡ ♥❡①t✳✷✷ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✐ts❡❧❢ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝❡✐❧✐♥❣✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❝❛✉s❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥

✷✷❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r♦♦❢✳
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✐ts ✉s❛❣❡ ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

s❝❛r❝✐t②✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s q✉✐t❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ R✳ ❆t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱

t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦ SR ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧②

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣✳ ❚❤❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞✉❝❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ R ❝❛✉s❡s ❛♥

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❜❛❝❦st♦♣ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ ❘✫❉ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡❝❧✐♥❡s✳

❚❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛t❤ ♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ❛r❡ ❛♠✲

❜✐❣✉♦✉s✳ ❚❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t② ❜✉t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛❧t❡r t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ♣r✐❝❡s ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ λ0 ❛♥❞ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ τ0 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s❝❛r❝✐t②✳✷✸

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❤❛❞♦✇ ♣r✐❝❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s✐♠✐❧❛r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ❤♦❧❞s✳

❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦♦r ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ❝❛♣✐t❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❛♥❞ r✐❝❤ ♦♥❡s ✇✐t❤

❛ ❤✐❣❤ ❝❛♣✐t❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥t✳ ❆s st❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ❛ ♣♦♦r ❡❝♦♥♦♠② ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦❝❛t❡❞

❜❡❧♦✇ t❤❡ ❙✐P ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❙✐P ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❘✫❉ ❜② ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤✉s✱ ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♦♥❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t②✱ ✐❢ ✐t r❡❛❝❤❡s

t❤❡ ❙✐P ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✶ ♦r ✷✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② st❛rts ❘✫❉ ❛t ❛ ❧♦✇❡r ❝❛♣✐t❛❧

st♦❝❦ t❤❛♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ❡❛r❧✐❡r ✐♥ ✐ts ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✳✷✹ ■♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❧❡ss ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦r ♣♦♦r❡r ✇❤❡♥ ✐t st❛rts ❘✫❉✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❘✫❉

✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥t♦ t❤❡

❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② ❧♦✇❡r✳ ■❢ ❛♥ ♣♦♦r ❡❝♦♥♦♠② ✐❣♥♦r❡s t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦♣t✐♦♥

❛t ❛❧❧ ✭✐✐✳ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✮ ♦r ✐s ♦♥❧② ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✶ ❛♥❞

✷✱ ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉s❡ ♦❢ ❜❛❝❦✲

st♦♣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦sts ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❡ss

♥❡t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ♦r ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②

str❡t❝❤ t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦❝❡ss r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❛❧❧♦✇✐♥❣

❘✫❉✳

❆ r✐❝❤ ❡❝♦♥♦♠② ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❙✐P ❝❛♥ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥ t✇♦

✇❛②s✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❙✐P ✇✐t❤ ♠❛①✐♠❛❧ ❘✫❉✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❡✐❧✲

✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ ❡❛r❧② ♣❡r✐♦❞s ❧❡ss ♥❡t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ✐♥✈❡st❡❞ ✐♥t♦ r❡s❡❛r❝❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❛✛❡❝t❡❞✱ ✐❢

✷✸❆ s❤♦rt ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ❛❧t❡r❡❞ λ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳
✷✹◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✧❡❛r❧②✧ ✐s ❤❡r❡ ♥♦t r❡✈❡r✐♥❣ t♦ t✐♠❡ ❜✉t t♦ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❧❡✈❡❧✳

✶✼



t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇♦✉❧❞ r❡❛❝❤ t❤❡ ❙✐P ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❛t ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s

❡✐t❤❡r t♦ ♣❤❛s❡ ✶ ♦r ✷✳ ❆s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❘✫❉ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss

❜② str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❙✐P ✐♥ t✐♠❡✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② s✇✐t❝❤❡s t♦ s✐♥❣✉❧❛r r❡s❡❛r❝❤

❛t ❛ ❧♦✇❡r ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ♠❛② ❡①t❡♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❘✫❉✳ ■❢ t❤✐s

t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❡①t❡♥❞❡❞✱ ✐t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ♥❡t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② s✇✐t❝❤❡s t♦ s✐♥❣✉❧❛r ❘✫❉ ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t st❛❣❡✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r

t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❧❡✈❡❧✳ ❆s ❛❜♦✈❡✱ ♠♦r❡ ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♠♣❧② t❤❛t ❧❡ss ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ♠❛❞❡

✐♥t♦ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱ ♦r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❘✫❉ ♠♦r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s ❝♦♥s✉♠❡❞✳ ■❢ t❤❡

❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥❞✉❝ts ♠❛①✐♠❛❧ ❘✫❉ ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✶ ❛♥❞ ✷ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣

❡①✐sts ♦r ♥♦t✱ ✐✳❡✳ ✐❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② r✐❝❤✱ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t②

❧♦✇❡rs ♦♥❧② t❤❡ ♥❡t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❘✫❉ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❙✐P ✭✐✳ ❡①❝❡♣t✐♦♥

❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✮ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣❡r ✉♥✐t ❡♥❡r❣② ❝♦sts ♠❛② s❤♦rt❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ✉♥t✐❧ t❤❡

❡❝♦♥♦♠② r❡❛❝❤❡s ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❙❙P✳

■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❡①❤✐❜✐t t❤❡

s❛♠❡ ❙✐P ✭❛♥❞ ❙❙P✮ ❛❢t❡r t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦ SR ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡♥

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❘✫❉ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤

❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦ st❛♥❞❛r❞ ❝❛s❡s ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛t❤ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛

❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❝♦♥♦♠② ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤♦✉t t❤❡

❝❡✐❧✐♥❣ ❛t s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐✐✳ ❡①❝❡♣t✐♦♥✱ ❛♥ ♣♦♦r ❡❝♦♥♦♠② ❞♦❡s

♥♦t ❝♦♥❞✉❝t ❘✫❉ ❜✉t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ❙❙P✳ P♦s✐t✐✈❡ ❘✫❉ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡

r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② r❡❛❝❤❡s ❛ ❧❡✈❡❧ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❛♥ ❡①❤❛✉st❡❞ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✉s❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t② ❤❛❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡

s❝❛r❝✐t② t♦ t❤✐s ❧❡✈❡❧✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ ♦r st❛② ❛t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤

❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♠✉st ❜❡ ✐♥ ♣❤❛s❡ ✶ ♦r ✷ t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

s❝❛r❝✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♠❛② ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡

✐✳ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s r✐❝❤ ❡❝♦♥♦♠② ❢♦❧❧♦✇s ❛ ▼❘❆P ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛❜♦✈❡

t❤❡ ❙✐P✳ ■❢ t❤❡ ▼❘❆P ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❘✫❉ ✐s ♦♥❧② ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛t❤✱ ❛♥❞ ✇❛s

♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② ❛ ♣❛rt ✇✐t❤ ♠❛①✐♠❛❧ ❘✫❉✱ ❤✐❣❤❡r ✭❧♦✇❡r✮ ♥❡t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❡❛r❧② ♣❡r✐♦❞s

♠❛② ❝❛✉s❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✭❧♦✇❡r✮ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮ ✐s ❜❛s❡❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢ ❢♦ss✐❧

❢✉❡❧✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐♥ ❛ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ ❡①✲

✶✽



♣❧❛✐♥ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❝❛r❝✐t② ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ❛t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮ ♥❡❡❞❡❞ t❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♠❛♥❞✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ❛ r✐s✐♥❣ ✭❞❡❝❧✐♥✐♥❣✮

❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮ ❡♥❡r❣② ❞❡♠❛♥❞✳✷✺ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣ ❛❜s♦r❜s ❛❧❧

❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♠❛♥❞ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛t t❤❡ ❝❡✐❧✲

✐♥❣✳✷✻ ❆ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❝❛r❝✐t② ✐s ❝❛✉s❡❞ ❤❡r❡ ❜② ❘✫❉✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐① ❞❡❝❧✐♥❡s✳✷✼ ❚❤❡

♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❝❛r❝✐t② ❛t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦

♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐①✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❡✐t❤❡r

❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦r ❛ s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❢♦ss✐❧

❢✉❡❧ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❋✐❣✳ ✶ ❛❧❧♦✇s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡

st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ❉✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✶ ✭✸✮ R ❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡❧❛✲
t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① mq

1 ✭mq
3✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✉♥✐t ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣✳ ❖♥

t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣❤❛s❡ ✷ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❝♦♥st❛♥t ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✺ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡

❡♠✐ss✐♦♥ st♦❝❦ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ♣❛t❤✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ st♦❝❦ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

❚❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ Eb s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥ t❤❡

✷✺❙❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳
✷✻■❢ b = 0✱ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣✮ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❧♦✇❡r ✭❤✐❣❤❡r✮ ❡♥❡r❣② ❞❡♠❛♥❞ ✐♠♣❧✐❡s

❛ ❧♦✇❡r ✭❤✐❣❤❡r✮ s❝❛r❝✐t② t♦ ❡♥s✉r❡ E = Ē✳
✷✼❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❣❡t ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❞✉❡ t♦ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✲ ❜② ✲ ❞♦✐♥❣ ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s

t❤❡ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣✳

✶✾



❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛t❤✱ Eu✱ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② t❤❛t ✐s

✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♥❡ ❛t t = 0 ❜✉t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡

r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦ ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r Eb ❛♥❞ ✉♥❞❡r Eu ❡q✉❛❧s SR✳ ❚❤✉s✱

t❤❡ ❛r❡❛ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ D1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ t❤❛t ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❛t ❡❛r❧②

♣♦✐♥ts ♦❢ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❛♠♦✉♥t ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r

♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛r❡❛ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② D2✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛r❡❛s ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ♣❛t❤s ❛r❡

❡q✉❛❧✱ D1 = D2 ♠✉st ❤♦❧❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t Eb ♠✉st ♥♦t ❧✐❡ ❜❡❧♦✇ EU ❛t t = 0✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦t❤

❡❝♦♥♦♠✐❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣ t✐♠❡✱ t❤✐s ♦♥❧② ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t②

✐♥❞❡① mq
1(0) =

τ(0)+|θ1(0)|
λ(0)

✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣

mq
u(0) =

τu(0)
λu(0)

✳ ❊✈❡♥ ✐❢ τu(0) = τ(0) ❤♦❧❞s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✛❡❝ts ❧❡❢t✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡

❤❛♥❞ |θ1(0)| > 0 ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ mq
1(0)✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❧❡ss ✉s❛❣❡ ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧✳ ❖♥

t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ λ(0) ❝❛♥ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ λu(0)✳ ❉✉❡ t♦ ✭✼✮ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❧♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞

❡✛❡❝t ♦✉t✇❡✐❣❤s t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❛♥❞ Eb(0) > Eu(0)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❝♦♥♦♠②

✉s❡s ♠♦r❡ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡s ❧❡ss✳ ❇♦t❤ ✐♠♣❧② ❛ ❤✐❣❤❡r ♥❡t ✐♥❝♦♠❡ Y n✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡✐t❤❡r ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦r r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② t❡♥❞s t♦ ❛❞❥✉st t♦

t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ r❛t❤❡r ✇✐t❤ str♦♥❣ ♠❡❛s✉r❡s t❤❛♥ ❜② ❣❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r②

♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛♣♣❡♥s r❛t❤❡r ✐❢ Eb(0) < Eu(0)✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥

✐s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ s✉❣❣❡sts✱ s✐♥❝❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢

♣♦❧❧✉t✐♦♥✱ ❛s ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧❧② ❢r✐❡♥❞❧② ♠❡❛s✉r❡✱ s❤♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦ss✐❧

❢✉❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ Eu(0) < Eb(0) ❤♦❧❞s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛ ❣r❡❡♥ ♣❛r❛❞♦①✳✷✽ ❍♦✇❡✈❡r✱

✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❙✐♥♥ ✭✷✵✵✽❛✮ ❛♥❞ ❙✐♥♥ ✭✷✵✵✽❜✮ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ✉s❛❣❡ ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✐s ♣❛rt ♦❢

❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❤♦❧❞s✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐❧❧ ✉s❡ ♠♦r❡ ❜❛❝❦st♦♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧♦✇❡r

♥❡t ✐♥❝♦♠❡✳ ❇✉t t❤❡ ❧♦✇❡r ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✉s❡ ❡①t❡♥❞s t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜✐♥❞s✳

✹✳ ▼❛r❦❡t ❊❝♦♥♦♠②

❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ✭❝♦♥str❛✐♥❡❞✮ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ✇❡ t✉r♥ t♦ ❛ ♠❛r❦❡t ❡❝♦♥♦♠②

✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ t❛① ♥❡❡❞s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❚❤❡

✷✽❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❣r❡❡♥ ♣❛r❛❞♦① ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙✐♥♥ ✭✷✵✵✽❛✮ ❛♥❞ ❙✐♥♥ ✭✷✵✵✽❜✮ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛
s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ t✐❣❤t❡r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣♦❧✐❝② ♦♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❤✐❣❤❡r s✉♣♣❧②
♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❣♦♦❞s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛r♠✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♥❣ ✐t✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
❤❡r❡ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡♥s❡✳

✷✵



❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❣r❡❛t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞ ♣r♦❞✉❝❡rs

❛s ✇❡❧❧ ❛s t✇♦ r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥✐♥❣ ❝♦♠♣❛♥✐❡s✳✷✾ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦✇♥ ❛❧❧ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✐♥ t❤❡

Y ✲ ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡ s❡❝t♦r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳ ❚❤❡② ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧

✉t✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞

s❡❝t♦r r❡♥t ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❜✉② r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❡♥❡r❣②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❢❛❝❡ ❛♥

✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡② ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ♣r♦✜t ❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ t✇♦ r❡s♦✉r❝❡

♦✇♥❡rs s❡❧❧ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣ ♦✇♥✐♥❣ ❝♦♠♣❛♥②✱ ❝♦♥❞✉❝t

r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦✜t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡✐t❤❡r t❤❡

r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦ ♦r t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❈♦✉r♥♦t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡

♠❛r❦❡t ❛♥❞ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠❛r❦❡ts✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❤❛s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②

♦❢ t❛①✐♥❣ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧✱ ✇✐t❤ φ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✐t② t❛① r❛t❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱

❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ s✉❜s✐❞✐③❡❞ ✇✐t❤ sR ♦r sb✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❜✉❞❣❡t✱ t❤❡

❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ❧❡✈② ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠ t❛① ♦r ❣r❛♥t ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠ tr❛♥s❢❡r✱ ❜♦t❤ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤

T S 0✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡✱ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢❛❝❡s t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠✲

♣♦r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

max
C

∞
∫

0

[

U(C)e−ρtdt
]

,

s✉❜❥❡❝t t♦ K̇ =
r

pY
K +

π

pY
+
πb

pY
+
πR

pY
+

T

pY
− C. ✭✷✸✮

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② r ❛♥❞ pY r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ π✱ πb ❛♥❞ πR ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞ ♣r♦❞✉❝❡rs ❛♥❞ t❤❡ t✇♦

r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s λH = U ′(C) ❛♥❞ λ̂H = ρ− r
pY

✇❡ ❣❡t✸✵

Ĉ =

r
pY

− ρ

η
. ✭✷✹✮

λH r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛♥❞ η t❤❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮

❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ U ′(C)✳ ❚❤❡ ❘❛♠s❡② r✉❧❡ ✭✷✹✮ st❛t❡s t❤❛t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s

t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ λH = U ′(C)✱

t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❡q✉❛❧s λH ✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣r✐❝❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇♦✉❧❞ ♣❛② ❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢

✷✾❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs ❛♥❞ ❛ ❈♦✉r♥♦t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧
❦♥♦✇♥ ♣❛t❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ t❤❡♦r②✳ ❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❘♦♠❡r ✭✶✾✾✵✮✳ ❆ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ✜r♠s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❛❧t❡r t❤❡ r❡s✉❧ts✳

✸✵❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷

✷✶



❤✐s ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳ ❋♦r ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞ ♠❛r❦❡t λH = pY ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜✉② ♠♦r❡ ✭❧❡ss✮ Y ❢♦r ✐♥✈❡st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛♥❞

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ✐❢ λH < pY ✭λH > pY ✮✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞ ♣r♦❞✉❝❡rs ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ s♦❧✈❡ ❛♥ ✐♥t❡rt❡♠✲

♣♦r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥st❡❛❞ t❤❡② ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ♣r♦✜t ❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✳

❖♠✐tt✐♥❣ ❛ ✜r♠ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ✇✐t❤ pb ❛♥❞ pR ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ♣r✐❝❡s✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡

♣r♦❞✉❝❡r✬s ♣r♦✜t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② π = pY F (K, b+R)− rK − pbb− (pR + φ)R✳ ❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ∂F
∂K

= r
pY

❛♥❞ ∂F
∂x

= pb
pY

= pR+φ
pY

st❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛♥② ✐♥♣✉t

❤❛s t♦ ❡q✉❛❧ ✐ts r❡❛❧ ♣r✐❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞ ♣r♦❞✉❝❡rs ❤❛✈❡ ♥♦ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r✱

t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✱ ✐❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛r❦❡t ❛r❡ ❝❧❡❛r❡❞✳ ❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ r
pY

✐♥t♦ ✭✷✹✮ ✇❡ ❣❡t t❤❡ s♦❝✐❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❘❛♠s❡② r✉❧❡ ✭✶✺✮✳

❚❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs ❦♥♦✇ t❤❡ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞

♣r♦❞✉❝❡rs ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r✐❝❡✲❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s pY Fx(K, b+R) =

pb = pR+φ✳✸✶ ❚❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

πR = [pY Fx(K, b+R)− φ]R− pYM(R) + sRR, ✭✷✺✮

πb = pY Fx(K, b+R)b−MbB(A)b+ sbb− pY I. ✭✷✻✮

❚❤❡ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ♦✇♥❡r ♠❛①✐♠✐③❡s ✐ts ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✢♦✇ ♦❢ ♣r♦✜ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ SR ≥ 0 ❛♥❞

ṠR = −R ≤ 0✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ R ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Fx(K, b+R) =M ′(R)− Fxx(K, b+R)R +
φ

pY
−
sR

pY
+
τM

pY
. ✭✷✼✮

τM ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ❣r♦✇s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t r❛t❡

ρ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ τ0M ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱ t❤❡ t❛①✱

t❤❡ s✉❜s✐❞② ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ pY ❛r❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s t♦ ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡r ❛♥❞ τM ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② τ0M ✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✼✮ ❞❡✜♥❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♦✉r❝❡ s✉♣♣❧② R∗ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ s✉♣♣❧✐❡❞ ❜❛❝❦st♦♣✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② R∗ = R∗(b)✳

❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣ ♦✇♥❡r ✇❡ ❣❡t ❢♦r b > 0✿✸✷

Fx(K, b+R) =MbB(A)− Fxx(K, b+R)b−
sb

pY
. ✭✷✽✮

✸✶❋♦r t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡rs t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐s ❛ ❦♥♦✇♥ ❜✉t ❡①♦❣❡♥♦✉s ❢❛❝t♦r✳
✸✷❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✳

✷✷



✭✷✽✮ ❞❡✜♥❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❛❝❦st♦♣ s✉♣♣❧② s✉❜❥❡❝t t♦ R ❛♥❞ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❧❡✈❡❧

A✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ♦✇♥❡r✬s ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ❲❡ ❣❡t b∗ = b∗(R,A)✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❘✫❉ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ I✱ ✇✐t❤ κM ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❝♦st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✿

I∗ = 0, ✐❢ − pY + κM < 0,

0 ≤ I∗ ≤ Ī , ✐❢ − pY + κM = 0, ✭✷✾✮

I∗ = Ī , ✐❢ − pY + κM > 0.

κM ❡✈♦❧✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ κ̂M = ρ + pY
κM
MbB

′(A)b✳ ❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ R∗(b) ❛♥❞ b∗(R,A) ✐♥

✭✷✼✮ ❛♥❞ ✭✷✽✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ◆❛s❤ ✲ ❈♦✉r♥♦t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡♥✿

Fx(K, b
∗(R∗, A) +R∗) =M ′(R∗)− Fxx(K, b

∗(R∗, A) +R∗)R∗ +
φ

pY
−

sR

pY
+
τM

pY
, ✭✸✵✮

Fx(K, b
∗ +R∗(b∗)) =MbB(A)− Fxx(K, b

∗ +R∗(b∗))b∗ −
sb

pY
. ✭✸✶✮

❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ t❤❡ s♦❝✐❛❧❧②

♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❘❛♠s❡② r✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧

♦♣t✐♠✉♠ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✇❡

s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞ ♣r♦❞✉❝❡r✱ ✭✷✺✮✱ ✭✷✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s

❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t T = φR− sbb− sRR ✐♥t♦ K̇ = r
pY
K + π

pY
+ πb

pY
+ πR

pY
+ T

pY
−C✳ ❋♦r t❤❡

❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ✈❛❧✉❡s ❝❛♣✐t❛❧✱ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡

st♦❝❦ SR✱ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ A ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

λ = λH = pY ✱ τ = τM ❛♥❞ κ = κM ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❘✫❉ ❛r❡

✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐♥ ♣❤❛s❡ ✸✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts φ = 0✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✉❜s✐❞✐❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢

R ❛♥❞ b ♦❢ t❤✐s ♣❤❛s❡✳ ❲❡ ❣❡t

sb = −pY Fxxb > 0, ✭✸✷✮

sR = −pY FxxR > 0. ✭✸✸✮

❯s✐♥❣ ✭✸✸✮ ✇❡ ❣❡t ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛①

φ(t) =



























|θ1(t)|, ✐❢ t ∈ [0, t1),

µ2(t)− θ2(t), ✐❢ t ∈ [t1, t2),

0, ✐❢ t ≥ t2.

✭✸✹✮

✷✸



P❤❛s❡ ❖♥❡ P❤❛s❡ ❚✇♦ P❤❛s❡ ❚❤r❡❡ ▼❛r❦❡t ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❘❛♠s❡② ✲ r✉❧❡ Ĉ = FK−ρ

η
Ĉ = FK−ρ

η

♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ R Fx =M ′(R) + τ−θ
λ

Fx =M ′(R) + τ−θ+µ
λ

Fx =M ′(R) + τ
λ

Fx =M ′(R)−FxxR+ φ
pY

− sR
pY

+
τM
pY

♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ b Fx =MbB(A) Fx =MbB(A)− Fxxb−
sb
pY

❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ K̇ = F (K,x)−MbB(A)b−M(R)− I − C K̇ = r
pY
K+ π

pY
+ πb

pY
+πR

pY
+ T

pY
−C

❘✫❉

κ̂ = ρ+ λ
κ
MbB

′(A)b κ̂M = ρ+ pY
κM

MbB
′(A)b

I∗ = 0, ✐❢ − λ+ κ < 0 I∗ = 0, ✐❢ − pY + κM < 0

0 ≤ I∗ ≤ Ī, ✐❢ − λ+ κ = 0 0 ≤ I∗ ≤ Ī, ✐❢ − pY + κM = 0

I∗ = Ī, ✐❢ − λ+ κ > 0 I∗ = Ī, ✐❢ − pY + κM > 0

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

✷✹



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✱ ✐❢ λ = λH ✱ τ = τM
❛♥❞ κ = κM ❤♦❧❞s✱ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s ✐s s✉❜s✐❞✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✷✮ ❛♥❞ ✭✸✸✮✱
❛♥❞ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✐s t❛①❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✹✮✳

❉✉❡ t♦ ✭✶✷✮ t❤❡ t❛① ✐♥❝r❡❛s❡s ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✶ ❛t t❤❡ r❛t❡ ρ+γ✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❡♠✐ss✐♦♥ st♦❝❦✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛s t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ st♦❝❦

✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡✇ ❡♠✐ss✐♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r t❛①✳ ❉✉r✐♥❣

♣❤❛s❡ ✷✱ t❤✐s ❛♠♦✉♥t ✐s ✜①❡❞ ❛t Ē = γS̄E✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② ❛ ❝♦♥st❛♥t

t❛① ❜✉t✱ ✭✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✮ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s❝❛r❝✐t② ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧

✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t❛① ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛t t = t2 ❡q✉❛❧s φ(t2) = 0✳ ❆s t❤❡

❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ µ2 ✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✱ φ2(t) ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡❝r❡❛s❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❋✐❣✳ ✻

s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ t❛① ❝❛♥ ♦♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞ ♣r✐❝❡ pY ❣r♦✇s ❢❛st ❡♥♦✉❣❤✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s❝❛r❝✐t② τ
pY

✐s s♠❛❧❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❛① ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✷

φ

pY
✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ E(t) = Ē t❤❡ t❛① ♥❡❡❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ p̂Y = ρ− FK ✱ ❛

❤✐❣❤ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❘❛♠s❡②

r✉❧❡ ✭✷✹✮✱ ❛ ❧♦✇ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♠♣❧✐❡s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❇② ✉s✐♥❣

φ̂2 = ρ + γ − µ2
φ2
[ρ − µ̂2] ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠✉st ✐♥❞❡❡❞ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐❢ t❤❡ t❛①

✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ t❛① ✐♥❝r❡❛s❡s ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ FK + γ − µ2
ψ
[ρ− µ̂2]− γ τ

ψ
> FK − ρφ2

ψ
❤♦❧❞s✳

❚❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❡q✉❛❧s m̂q
2✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦♥❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ♦r st❛② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

0 > FK −ρφ2
ψ
❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ φ2 < ψ ✐t ❢♦❧❧♦✇s FK −ρ < 0✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❘❛♠s❡② r✉❧❡

✭✷✹✮ FK − ρ < 0 ✐♠♣❧✐❡s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

❧✐❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❙❙P✳ ❚❤✉s✱ ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✷ t❤❡ t❛① ❝❛♥♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣♦♦r

❡❝♦♥♦♠②✳

✷✺



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① ✐♥❝r❡❛s❡s ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✶ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♠✐ss✐♦♥
st♦❝❦✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s❝❛r❝✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ t❛① ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ③❡r♦ ❞✉r✐♥❣
♣❤❛s❡ ✷✳ ■❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❡❝❧✐♥❡s✱ t❤❡ t❛① ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥
t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ ✷✳

✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❘✫❉ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ♦❢ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧✲

❧✉t✐♦♥ st♦❝❦✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚s✉r ❛♥❞

❩❡♠❡❧ ✭✷✵✵✺✮ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❛s ❦♥♦✇♥

❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♠❛✐♥❧②

❛✛❡❝ts t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t② ♦♥

❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❘✫❉✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛r❝✐t②

✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❘✫❉ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s♥❡ss✳ ■❢ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s❝❛r❝✐t②✱

t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② ❝♦sts

❞❡❝r❡❛s❡ ❛t ❧❡❛st ✐♥ ❡❛r❧② ♣❡r✐♦❞s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧ ♦r ❘✫❉

✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❛✛❡❝t❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❡❝♦♥✲

♦♠② ✐s ♥❡✐t❤❡r t♦♦ ♣♦♦r ♥♦r t♦♦ r✐❝❤✳ ❆ ♣♦♦r ❡❝♦♥♦♠② ✇✐❧❧ ❝♦♥❞✉❝t ❘✫❉ ❛t ❛♥ ❡❛r❧②

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t st❛❣❡✳ ■♥ ❛ r✐❝❤ ❡❝♦♥♦♠② t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❘✫❉ ♠❛② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❧❡✈❡❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜♦t❤ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✐♥✈❡st ❢❡✇❡r

✐♥t♦ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥❞✉❝ts s♦♠❡ s✐♥❣✉❧❛r ❘✫❉✱ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ❤❛r❞❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

♣❛t❤ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ t♦ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝

♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ ♠❛② ❜❡ ❛❧t❡r❡❞✳ ■❢ ❘✫❉ ✐s ♦♠✐tt❡❞✱ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❤❛s ❛❧s♦ ♥♦ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡

❝❡✐❧✐♥❣ ♠❛② ❛❧t❡r t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❘✫❉ ✐s ❝❛♥❝❡❧❡❞

✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❘✫❉✳

❆s ✐♥ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮✱ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❜✮✱ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱

❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ▲❛✛♦r❣✉❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ t✐♠❡

♣❤❛s❡s✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮✱ t❤❡ ♦♥❧② s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤r❡❡

♣❤❛s❡s st❛rts ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❜✐♥❞✐♥❣ ❝❡✐❧✐♥❣ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜✐♥❞ ❧❛t❡r ♦♥ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛♥❞ st❛② ♥♦♥✲

❜✐♥❞✐♥❣ ❛❢t❡r✇❛r❞s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❍♦t❡❧❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t♦t❛❧

❡♥❡r❣② ❞❡♠❛♥❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✷✮ ❛ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ s❝❛r❝✐t② ❛t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

❧❡✈❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❘✫❉ ✐s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❘✫❉ ❝❛♥ ❜❡ ❛❜❛♥❞♦♥❡❞✱

✇❤✐❧❡ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❛ss✉♠❡s ❛ ❝♦st r❡❞✉❝✐♥❣ ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜②✲❞♦✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ■♥ ❜♦t❤

✷✻



❝❛s❡s✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐① ✈❛♥✐s❤❡s ❛s t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✐♥t❡♥s✐✜❡❞✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ s✐♥❝❡ ✐t ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♣❧❛t❡❛✉

❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✷✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ s✉❣❣❡sts ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ st❛rt✲

✐♥❣ t✐♠❡ t♦ ❞❡❧❛② t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ❜✐♥❞✐♥❣✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❧s♦ ♣❡r♠✐t s♦♠❡

❦✐♥❞ ♦❢ ❛ ❣r❡❡♥ ♣❛r❛❞♦①✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s❝❛r❝✐t② ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡

❝❡✐❧✐♥❣ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♥s✉♠❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

❣r❡❛t❡r ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛♥❞✴♦r r❡s❡❛r❝❤ t♦ ❛❞❥✉st t♦ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♠❛r❦❡t ❡❝♦♥♦♠②✱ ✐❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t

s✉❜s✐❞✐③❡s ❜♦t❤ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❝♦✉♥t❡r ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ❡✛❡❝ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❈♦✉r♥♦t ❝♦♠♣❡✲

t✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛r❦❡t✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ❤❛s t♦ ❜❡ t❛①❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡s ✶ ❛♥❞

✷ t♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❉✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✶✱ t❤❡ t❛① ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧②✱ r❡✢❡❝t✐♥❣

t❤❡ r✐s✐♥❣ ❡♠✐ss✐♦♥ st♦❝❦✳ ❉✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✷✱ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ st♦❝❦ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s❝❛r❝✐t② ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t❛① ❜❡✐♥❣ ❛❜♦❧✐s❤❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞

♦❢ ♣❤❛s❡ ✷✳ ■❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✱ t❤❡ t❛① ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣❤❛s❡ ✷ t❡♠♣♦r❛r②✳ ■♥

t❤✐s ❝❛s❡✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② r✐❝❤ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■t ✐s ♥♦t❡✲

✇♦rt❤② t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t s✉♣♣♦rt s✉❜s✐❞✐❡s ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣ t❤❛t ❛r❡ ❣r❛♥t❡❞ ❢♦r

♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ r❡❛s♦♥s✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s r❛t❤❡r ❛ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ✐t ✐❣♥♦r❡s s❡✈❡r❛❧ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✉s❡❞

✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛❦r❛✈♦rt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❛❜❛t❡♠❡♥t ✐♥✈❡st♠❡♥ts✱

❞✐✛❡r❡♥t❧② ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❡❞ ❝❛r❜♦♥ s✐♥❦s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❢♦r♠❡r

s❡❡♠s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s ❛❜❛t❡♠❡♥t ♠❛② s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r ❘✫❉✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐❣♥♦r❡❞ t❤❛t t❤❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ♠❛② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡

❜❛❝❦st♦♣ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦st str✉❝t✉r❡✳ ❆♥♦t❤❡r ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞

✐s t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r✱ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧

✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❜② ❛ ♠✉❧t✐❧❛t❡r❛❧ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❇② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞

t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳
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❆✳ ❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✶✳ ❏✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts

❚❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t ❛ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t j ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝❡✐❧✐♥❣ t❤❛t ❜❡❝♦♠❡s ❜✐♥❞✐♥❣ ✭❡♥tr② ♣♦✐♥t✮ ✐s✸✸

Γ+(j) = Γ−(j) + B
∂[S̄E − SE]

∂ΓV
, B ≥ 0, ✭❆✳✶✮

✇✐t❤ Γ = τ, θ, λ❀ ΓV ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ SR, SE, K ❛s ✇❡❧❧ ❛s + ❛♥❞ −

❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❥✉st ❛❢t❡r ❛♥❞ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t s❤♦✇s

t❤❛t τ ❛♥❞ λ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇❤✐❧❡ θ ♠❛② ❥✉♠♣✳ ❆t ❛ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣

❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥✲❜✐♥❞✐♥❣ ✭❡①✐t ♣♦✐♥t✮ ❛❧❧ ❝♦st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳✸✹ ❉✉❡ t♦ ✭✼✮✱ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ λ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣❛t❤✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s

✉s❡❞ ❢♦r ✭✻✮✱ t❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✸✺

θ+(j) = θ−(j) + µ+(j)− µ−(j) + Bθ, Bθ ≥ 0. ✭❆✳✷✮

❉✉❡ t♦ ✭✶✻✮✱ µ = 0 ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✶ ❛♥❞ ✸✳ ■♥ ♣❤❛s❡ ✸ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ✐s ♥♦♥✲❜✐♥❞✐♥❣ ❛♥❞

✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦r ✉t✐❧✐t② ❞✐r❡❝t❧②✱ ✐t

✐s t❤❡♥ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r✳ ❚❤✉s✱ θ ♠✉st ❜❡ ③❡r♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡

s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① ✐♥ ♣❤❛s❡ ✶✱ ♣❤❛s❡ ✷ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✸ ✐s τ−θ
λ
✱ τ−θ+µ

λ
❛♥❞ τ

λ
✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆t ❛

❥✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t t❤❡ ✉s❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❥✉♠♣✱ ❜❡❝❛✉s❡ E ✐s

❛ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■❢ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ❜✐♥❞✐♥❣ ❛t t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ❛ ❥✉♠♣ ✉♣✇❛r❞s

✐s ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ■❢ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥✲❜✐♥❞✐♥❣✱ t❤❡

❝❡✐❧✐♥❣ ✐ts❡❧❢ ♣r❡✈❡♥ts ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ❥✉♠♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❥✉♠♣s ❞♦✇♥✇❛r❞ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❜♦t❤

❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝❤❛♥❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✶✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r ✇❤❡t❤❡r t❤❡

❜❛❝❦st♦♣ ✐s ✉s❡❞✳ ❆s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ Fx ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ❢✉♥❝t✐♦♥

M ′(E) ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ❛ s✉❞❞❡♥ ❞r♦♣ ✐♥ E ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡

r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛r❝✐t② ✐♥❞❡① ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❤♦❧❞ ❛t ❥✉♥❝t✐♦♥

♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤❛s❡ ✶ ❛♥❞ ✷ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤❛s❡ ✷ ❛♥❞ ✸✳

• ❆t ❛ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t t1 ❢r♦♠ ♣❤❛s❡ ✶ t♦ ♣❤❛s❡ ✷✿
τ−(t1)−θ−(t1)

λ−(t1)
≤ τ+(t1)−θ+(t1)+µ+(t1)

λ+(t1)
⇔ θ+(t1) ≤ θ−(t1) + µ+(t1)

✸✸❈❢✳ ❋❡✐❝❤t✐♥❣❡r ❛♥❞ ❍❛rt❧ ✭✶✾✽✻✮✱ ♣✳ ✶✻✻ ❡t s❡q✳
✸✹❙❡❡ ❋❡✐❝❤t✐♥❣❡r ❛♥❞ ❍❛rt❧ ✭✶✾✽✻✮✱ ♣✳✶✼✵✳
✸✺❈❢✳ ❈❤✐❛♥❣ ✭✶✾✾✷✮✱ ♣✳ ✸✵✵ ❡t s❡q✳ ❛♥❞ ❋❡✐❝❤t✐♥❣❡r ❛♥❞ ❍❛rt❧ ✭✶✾✽✻✮✱ ♣✳ ✶✼✶✲✶✼✷✳

✷✽



• ❆t ❛ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t t2 ❢r♦♠ ♣❤❛s❡ ✷ t♦ ♣❤❛s❡ ✸✿
τ−(t2)−θ−(t2)+µ−(t2)

λ−(t2)
≤ τ+(t2)

λ+(t2)
⇔ µ−(t2) ≤ θ−(t2)

• ❆t ❛ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t t3 ❢r♦♠ ♣❤❛s❡ ✷ t♦ ♣❤❛s❡ ✶✿
τ−(t3)−θ−(t3)+µ−(t3)

λ−(t3)
≤ τ+(t3)−θ+(t3)

λ+(t3)
⇔ θ+(t3) ≤ θ−(t3)− µ−(t3)

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭❆✳✷✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❤♦❧❞ ❡q✉❛❧❧②✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡

❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ E✱ s✐♥❝❡ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♣✐t❛❧ K ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② A ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✲

✉♦✉s✱ t♦♦✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥♣✉t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ K ❛♥❞ A✱ s♦ t❤❛t ✐ts ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ❛s

✇❡❧❧ t❤❛t ♦❢ b = x(K,A) − E(K,A)✱ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤✉s✱ ❜♦t❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❛r❡

❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ Y ✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ C r❡s✉❧ts ❢r♦♠

t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ λ ❛♥❞ ✭✼✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② s✇✐t❝❤❡s s♠♦♦t❤❧② ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❤❛s❡ t♦

t❤❡ ♥❡①t✳

■❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t

t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛s θ2(t1) = θ1(t1)+µ2(t1)✱ θ2(t2) = µ2(t2) ❛♥❞ θ2(t3) = θ1(t3)+µ2(t3)✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤✉s✱ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡

❜❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤❛s❡ ✶ ❛♥❞ ✷✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❤♦❧❞ ❢♦r

t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ✭✶✷✮ ❛♥❞ ✭✶✻✮ ❢♦r θ1✱ θ2

❛♥❞ µ2✱ ✐✳❡✳ θ1(t) = θ01e
(ρ+γ)t✱ θ2(t) = θ02e

(ρ+γ)t − γµ02e
(ρ+γ)t

∫

e−(ρ+γ)t+ρ
∫
ξ(t)dtdt ❛♥❞

µ2(t) = µ02e
ρ
∫
ξ(t)dt✱ ✇✐t❤ θ01 < 0✱ θ02 ❛♥❞ µ02 > 0 ❛s ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞

ξ(t) ≤ 1✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

θ02e
(ρ+γ)t − γµ02e

(ρ+γ)t

∫

e−(ρ+γ)t+ρ
∫
ξ(t)dtdt = θ01e

(ρ+γ)t + µ02e
ρ
∫
ξ(t)dt

⇔
θ02 − θ01

µ02

= e−(ρ+γ)t+ρ
∫
ξ(t)dt + γ

∫

e−(ρ+γ)t+ρ
∫
ξ(t)dtdt, ❢♦r t = t1, t3 ✭❆✳✸✮

❛♥❞

θ02e
(ρ+γ)t − γµ02e

(ρ+γ)t

∫

e−(ρ+γ)t+ρ
∫
ξ(t)dtdt = µ02e

ρ
∫
ξ(t)dt

⇔
θ02

µ02

= e−(ρ+γ)t+ρ
∫
ξ(t)dt + γ

∫

e−(ρ+γ)t+ρ
∫
ξ(t)dtdt, ❢♦r t = t2. ✭❆✳✹✮

❚❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭❆✳✸✮ ❛♥❞ ✭❆✳✹✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ Tf (t)✳ ■t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ dTf
dt

< 0

❢♦r ξ(t) < 1✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ µ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡✱ Tf

❞❡❝r❡❛s❡s str✐❝t❧②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❜♦t❤ ✭❆✳✸✮ ❛♥❞ ✭❆✳✹✮ ❤♦❧❞ ♦♥❧② ❢♦r ♦♥❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤

✐♠♣❧✐❡s ❥✉st ♦♥❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♣❤❛s❡ ✶ ❛♥❞ ✷ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤❛s❡ ✷ ❛♥❞ ✸✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ θ01 ♠✉st ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤❛s❡ ✷ ❛♥❞ ✸

✷✾



✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤❛s❡ ✶ ❛♥❞ ✷ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❧✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤

✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ ✸✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧

♣❤❛s❡s ✐s ✶✱ ✷✱ ✸✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ξ(t) = 1 t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭❆✳✸✮ ❛♥❞ ✭❆✳✹✮ r❡❞✉❝❡s t♦

③❡r♦✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s θ02 = θ01 = 0✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣❛t❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥❧② t❛♥❣❡♥t

t♦ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ θ2(t1) = θ1(t1)+µ2(t1) r❡✈❡❛❧s t❤❛t θ ❥✉♠♣s ❛t t❤❡ ❡♥tr② ♣♦✐♥t✱ ✐❢ µ(t1) > 0✳

❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ❝♦st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t t❤❡ ❡①✐t ♣♦✐♥t ❛♥❞ θ = 0 ✐♥ ♣❤❛s❡ ✸✱ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ θ2(t2) = µ2(t2) ✐♠♣❧✐❡s θ−(t2) = µ−(t2) = 0✳

❆✳✷✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s✿

H = U(C) + λH

[

r

pY
K +

π

pY
+
πb

pY
+
πR

pY
+

T

pY
− C

]

✭❆✳✺✮

❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∂H

∂C
= U ′(C)− λH = 0 ✭❆✳✻✮

∂H

∂K
= λH

r

pY
= ρλH − λ̇H ✭❆✳✼✮

lim
t→∞

e−ρtλH(t)[K(t)−K∗(t)] ≥ 0 ✭❆✳✽✮

❆✳✸✳ ❘❡s♦✉r❝❡ ❖✇♥❡rs

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ♦✇♥✐♥❣ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s✿

H = [pY Fx(K, b+R)− φ]R− pYM(R) + sRR− τMR ✭❆✳✾✮

❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∂H

∂R
= pY Fxx(K, x)R + pY Fx(K, x)− φ− pYM

′(R) + sR − τM = 0 ✭❆✳✶✵✮

∂H

∂SR
= 0 = ρτM − τ̇M ✭❆✳✶✶✮

τM(TR) = γSR
✭❆✳✶✷✮

γSR
≥ 0, γSR

SR(TR) = 0 ✭❆✳✶✸✮

H(TR) =



























≤ 0, ✐❢ TR = 0

= 0, ✐❢ 0 < TR <∞

≥ 0, ✐❢ TR = ∞

✭❆✳✶✹✮

✸✵



TR ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ st♦❝❦ SR ❜❡❝♦♠❡s ❡①❤❛✉st❡❞✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ♦✇♥✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦st♦♣ ✐s✿

H = pY Fx(K, b+R)b− pYMbB(A)b+ sbb− pY I + κMI ✭❆✳✶✺✮

❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∂H

∂b
= pY Fxx(K, x)b+ pY Fx(K, x)− pYMbB(A) + sb = 0 ✭❆✳✶✻✮

∂H

∂A
= −pYMbB

′(A)b = ρκM − κ̇M ✭❆✳✶✼✮

lim
t→∞

e−ρtκM(t)[A(t)− A∗(t)] ≥ 0 ✭❆✳✶✽✮

❚❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ I ❣✐✈❡s✿

I∗ = 0, ✐❢ − pY + κM < 0 ✭❆✳✶✾✮

0 ≤ I∗ ≤ Ī , ✐❢ − pY + κM = 0 ✭❆✳✷✵✮
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