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❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ t✇♦ ✜r♠s ❜✐❞ ♥♦♥✲

❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡❧② ❢♦r ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦st✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡

❛✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ t❤❡s❡ ✜r♠s ❝♦♠♣❡t❡ ❛❣❛✐♥st ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ❛ ❞✉♦♣♦❧✐st✐❝

✐♥❞✉str②✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦st r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② ✜r♠ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✜r♠✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ✐s t❤❡

❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥♥♦✉♥❝❡s ✇❤❡t❤❡r s❤❡ ✇✐❧❧ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❜✐❞s

❛❢t❡r t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❡r ❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ♠❛❦❡s ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ✜❣✉r❡ ♦✉t

t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜✐❞ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛r❦❡t

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❖✉r ✜♥❞✐♥❣s s✉❣❣❡st t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❇❡rtr❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ t❤❡

r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❋♦r t❤❡ ❈♦✉r♥♦t
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❚❤❡ s❛❧❡ ♦❢ ❧✐❝❡♥s❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❝❡rt❛✐♥ ✜r♠s ✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉str② t♦ ✉s❡ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
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♦❢ ❧✐❝❡♥s❡s t♦ ❛ ✜①❡❞ ❧✐❝❡♥s❡ ❢❡❡ ❛♥❞ t♦ ❛ ♣❡r ✉♥✐t r♦②❛❧t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛t❡♥t❡❡✬s ♣r♦✜t✱ ❧✐❝❡♥s❡❡s✬

♣r♦✜ts✱ ✐♥❞✉str② str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t ♣r✐❝❡✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ❛✉❝t✐♦♥✐♥❣ ❧✐❝❡♥s❡s ✐s t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ str❛t❡❣② ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t t♦♦ s♠❛❧❧ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r

❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✮✳ ❈r❛♠t♦♥ ❛♥❞ ❑❡rr ✭✷✵✵✷✮ s✉❣❣❡st t❤❛t ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♣❡r♠✐ts ✐s

t❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝❛r❜♦♥ ❝❛♣s s❡t ❜② ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ t♦ ❧✐♠✐t ❣❧♦❜❛❧ ❝❧✐♠❛t❡ ❝❤❛♥❣❡✳

❲✐t❤ t❤✐s ❜❛❝❦❞r♦♣ ✇❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧✐st✐❝ ✐♥❞✉str②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤

t❤❡ ✜r♠s ❝❛♥ ✉s❡ s♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐❝❡♥s❡s ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤✐s

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r♠✐tt❡❞ t♦ ✉s❡ s✉❝❤

❛ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡

❛♥❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❛✉t❤♦r✐t② t❤❛t ❝❛♥ s❡❧❧ t❤❡s❡ ❧✐❝❡♥s❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❧✐❝❡♥s❡s ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡

❛❧❧♦❝❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛✉❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r

t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝tr✉♠ ❧✐❝❡♥s❡s ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✳ ■♥ t❤❡ ②❡❛r ✷✵✵✵✱ t❤❡ ❯❑ ●♦✈❡r♥♠❡♥t

❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ s❡❧❧✐♥❣ ✜✈❡ ❧✐❝❡♥s❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡r❡ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❜✐❞❞❡rs t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐❝❡♥s❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s❡❧❧s ❛

r❡s♦✉r❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✏❧✐♠✐t❡❞✑ ✐♥ ❛♠♦✉♥t t❤r♦✉❣❤ ❛✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♦❢ ❧❛♥❞ ❛✉❝t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s s❡❧❧✐♥❣ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐❝❡♥s❡s ❢♦r

❛ ❝♦st r❡❞✉❝✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❞✉❡ t♦ ✐ts ❧✐♠✐t❡❞ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡

✇❤❡r❡✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ t✇♦ ✜r♠s ❜✐❞ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❧❡❛❞s

t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦✛❡rs t♦ s❡❧❧ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧✐❝❡♥s❡ ❢♦r t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤r♦✉❣❤

❛✉❝t✐♦♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ t❤❡s❡ ✜r♠s ❝♦♠♣❡t❡ ❛❣❛✐♥st

❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ❛♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧✐st✐❝ ✐♥❞✉str②✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦st r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② ✜r♠ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡

❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st r❡❞✉❝✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✜r♠✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ✜r♠ s✉❜♠✐ts ❛ ❜✐❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦st r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜r♠ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥st✐t✉t❡s

✐ts t②♣❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ t②♣❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧②

❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱

t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ❛♥❞ ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐s❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✳✶ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥

t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞❡❝✐❞❡s ❛♥❞ ❛♥♥♦✉♥❝❡s ✇❤❡t❤❡r t♦ ❞✐s❝❧♦s❡ ♦r s✉♣♣r❡ss t❤❡ ❜✐❞s✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ♠❛❦❡s

❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ✜❣✉r❡ ♦✉t t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜✐❞ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t

✶❚❤❡ ❙♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳

✷



♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❧✐❣♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ✜rst

♦❢ ❛ ❈♦✉r♥♦t t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦❢ ❛ ❇❡rtr❛♥❞ t②♣❡✳

▼❛♥② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✐♠✐❧❛r t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡

♦❢ t❤❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝❧♦s❡ t♦ ♦✉r ✇♦r❦✱ ❤❡r❡✳ ●♦❡r❡❡ ✭✷✵✵✸✮ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ♠❛t✉r❡ ♠❛r❦❡t ✐♥

✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❡t✐t♦rs ❦♥♦✇ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✬s ❝♦sts✳ ❚❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛

❝♦st r❡❞✉❝✐♥❣ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦t❡❝t❡❞ ❜② ❛ ♣❛t❡♥t✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇✐♥♥❡r ✐s ❣r❛♥t❡❞ t❤❡ ❧✐❝❡♥s❡

t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ✜rst ♦❢ ❛ ❈♦✉r♥♦t t②♣❡

❛♥❞ t❤❡♥ ♦❢ ❛ ❇❡rtr❛♥❞ t②♣❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ♠♦❞❡

♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❢t❡r♠❛r❦❡t ♦♥ t❤❡ ❜✐❞❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♣r✐❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

❊♥❣❧✐s❤ ❛✉❝t✐♦♥s✳ ❚✇♦ ♠❛❥♦r ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ t❤❛t ✜rst✱ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❊♥❣❧✐s❤ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥s ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜r❡❛❦s

❞♦✇♥ ❞✉❡ t♦ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳

❉❛s ❱❛r♠❛ ✭✷✵✵✸✮ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡s ❛ s✐♠✐❧❛r t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r ❛ ✜rst✲♣r✐❝❡

s❡❛❧❡❞✲❜✐❞ ❛✉❝t✐♦♥ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣st ♦❧✐❣♦♣♦❧✐sts ❡♥❣❛❣❡❞ ✐♥

❡✐t❤❡r ❈♦✉r♥♦t ♦r ❇❡rtr❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❤❡ ❤❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛

✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧♦❝❛t✐✈❡❧②

❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❈♦✉r♥♦t t②♣❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜✉t ♥♦t ❢♦r ❛ ❇❡rtr❛♥❞ t②♣❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥ t❤❡

❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❧✐❣♦♣♦❧✐st✐❝ ♠❛r❦❡t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♠❛r❦❡t ❜❡❝♦♠❡s ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✱

t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s r❡st♦r❡❞✳ ❚❤✉s t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢

✏❡✣❝✐❡♥t ❛✉❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ t♦ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡s✑✳

▼♦❧♥❛r ❛♥❞ ❱✐r❛❣ ✭✷✵✵✽✮ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡ t❤❛t st✉❞✐❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣♦st✲❛✉❝t✐♦♥

♠❛r❦❡t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ r❡✈❡♥✉❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

❍❡r❡ t❤❡ ❜✐❞❞❡rs ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ s✐❣♥❛❧ t❤❡✐r t②♣❡s t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦st✲

❛✉❝t✐♦♥ ♠❛r❦❡t ❣❛♠❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t r❡✈❡❛❧✐♥❣ ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✇✐♥♥❡r ✐s r❡✈❡♥✉❡✲

♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ♣♦st✲❛✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ❈♦✉r♥♦t ❛♥❞ r❡✈❡❛❧✐♥❣ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡

✇✐♥♥❡r ✐s r❡✈❡♥✉❡✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ♣♦st✲❛✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ❇❡rtr❛♥❞✳ ❚❤❡✐r ♣❛♣❡r ❛❧s♦ s❤♦✇s

t❤❛t ✐❢ ❜✐❞❞❡rs ❤❛✈❡ ❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡✐r tr✉❡ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧❡❞ t②♣❡s✱ t❤❡♥

r❡✈❡❛❧✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡✈❡♥✉❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡① ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧❡❞ t②♣❡✱

✇❤✐❧❡ ❤✐❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡✈❡♥✉❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❛✈❡✳

❑❛t③♠❛♥ ❛♥❞ ❘❤♦❞❡s✲❑r♦♣❤ ✭✷✵✵✽✮ ❞✐s❝✉ss ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛♥

❛✉❝t✐♦♥ ♦❢ r✐❣❤t t♦ ❡♥t❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦♥♦♣♦❧✐st ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞

st❛❣❡✱ t❤❡ ✇✐♥♥❡r ♦❢ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ s♦ ❢❛r ♠♦♥♦♣♦❧✐st ✜r♠✳ ❙♦✱

✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ ✜r♠s ✇❤♦ ❛r❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

❝♦st ♦❢ ❡❛❝❤ ✜r♠ ✐s ❛ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡s ✐ts t②♣❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ✐ts t②♣❡ ❡✈❡r② ✜r♠

s✉❜♠✐ts ❛ ❜✐❞ ✐♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜✐❞s ❛r❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t②♣❡s✳ ❚❤❡ t②♣❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦

✸



❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣

✜r♠s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst st❛❣❡ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❛♥♥♦✉♥❝❡ t❤❡ ❜✐❞s ❝♦♠✲

♣❧❡t❡❧②✱ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r ♥♦t ❛t ❛❧❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♣♦st ❛✉❝t✐♦♥ ♣r♦✜ts

❜❡❛r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ✐♥✈❡rs❡ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ r✐✈❛❧ ❜❡❧✐❡❢s✱ t❤❡ ✜r♠s ❡✐t❤❡r ❜✐❞ ♠♦r❡ ❛❣❣r❡ss✐✈❡❧② ♦r s✐❣♥❛❧

♣♦♦r❡r t②♣❡s✳ ❙♦ ✇❤❡♥ ♣♦st ❛✉❝t✐♦♥ ♣r♦✜ts ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ r✐✈❛❧ ❜❡❧✐❡❢s✱ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t

♦❢ ❜✐❞s ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✈❡♥✉❡ t♦ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r✳ ❋♦r t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡✱ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢

❜✐❞s ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ r❡✈❡♥✉❡✳ ❚❤❡✐r ♠♦❞❡❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞✐❞♥✬t ♠❛❦❡ ❛♥② ❣❡♥❡r❛❧ st❛t❡♠❡♥t

r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ❜r♦✉❣❤t ❛❜♦✉t ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s✳

❙❝❛r♣❛t❡tt✐ ❛♥❞ ❲❛ss❡r ✭✷✵✵✾✮ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱

t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲✉♥✐t ❛✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦st r❡❞✉❝✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛❣❡

t❤✐s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❜② ✜r♠s ✐♥ ❛♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧✐st✐❝ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✜r♠ ❤❛s ❛ ♣r✐✈❛t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✐ts ❝♦st str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❝♦st r❡❞✉❝✐♥❣ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss

t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✜r♠s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛✉❝t✐♦♥✱ ♦♥❧② t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ❜✐❞s ♦r ❛❧❧

t❤❡ ❜✐❞s ❝❛♥ ❜❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ♣✉❜❧✐❝❧② ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❢♦r s✐❣♥❛❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

❛ tr✉t❤❢✉❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜✐❞s tr✉❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦sts✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

t❤❡ t②♣❡ ❛♥❞ ❛❣❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❛♥❞

t❤❡ ♣♦❧✐❝② r❡❣❛r❞✐♥❣ ❜✐❞ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡♣❛r❛t✐♥❣

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❝❤♦s❡♥✳

❚❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛❧❧ ❜✐❞s ❢♦r ❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r② ♦r ❛ ✉♥✐❢♦r♠✲♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦s❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢

♥♦♥✲❝r❡❞✐❜❧❡ s✐❣♥❛❧s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♠♦r❡ ❣r❛✈❡✱ s♦ t❤❛t ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✏✐♥

t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ❧♦s❡r ✑✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❜❡❝♦♠❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❇❡rtr❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳ ✏❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡

s✐❣♥❛❧✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✑ ❣❡ts r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡

♦❢ ❛ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❞❡r ❇❡rtr❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s

❧✐❦❡❧② t♦ ❡①✐st ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ✇✐♥♥❡r ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r② ❛✉❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ✜rst✲♣r✐❝❡

❛✉❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✐❢ ♦♥❧② t❤✐s ✇✐♥♥✐♥❣ ❜✐❞ ✐s ❞✐s❝❧♦s❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠✲♣r✐❝❡

❛✉❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧♦s✐♥❣ ❜✐❞ ✐s ❛♥♥♦✉♥❝❡❞✳

❖✉r ♣❛♣❡r ❛❧s♦ ❝♦♥❝❡r♥s ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦st✲r❡❞✉❝✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛♥❞ ❛ ❞✉♦♣♦❧✐st✐❝ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳ ❲❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

❤❛✈❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ♦✉rs❡❧✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ r❡✈❡♥✉❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ✜rst ♣r✐❝❡ s❡❛❧❡❞ ❜✐❞ ❛✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣r✐❝❡ s❡❛❧❡❞ ❜✐❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥

❛❧❧✲♣❛② ❛✉❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧✐❝❡♥s❡ ❢♦r ❛ ❝♦st r❡❞✉❝✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✷✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥❛❧②③❡s ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t✇♦ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✭✇❤♦ ❛r❡ ❜✐❞❞✐♥❣ ❢♦r

t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛✉❝t✐♦♥✮✱ ✜rst ✉♥❞❡r ❛ ❈♦✉r♥♦t✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉♥❞❡r ❛

✷❖t❤❡r ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts ❡✳❣✳ ❆❧❧ P❛② ❆✉❝t✐♦♥✱ ❙❡❝♦♥❞ Pr✐❝❡ ❙❡❛❧❡❞ ❇✐❞ ❆✉❝t✐♦♥ ❡t❝✱ ✇✐❧❧ ♥♦t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②✳

✹



❇❡rtr❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥s ✇❡ st✉❞② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡

✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐❞ r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❙♦ t❤✐s ♣❛♣❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤r❡❡ ❦❡② q✉❡st✐♦♥s✿

✶✳ ●❡♥❡r❛❧❧② ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜✐❞s ❛r❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❡r❡ tr② t♦ s❡❡

✇❤❡t❤❡r ✉♥❞❡r ❛♥② ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞s ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❤❡♥

t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳

✷✳ ❲❡ ❛❧s♦ tr② t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦r r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❞s ✐s ❛♥②❤♦✇

❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❞❞✐♥❣ ✜r♠s ❛♥❞ ✐❢ s♦✱ ❤♦✇✳

✸✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② tr② t♦ ✜❣✉r❡ ♦✉t ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ❤❛s ❛♥② ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝②✳

❲❡ ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❦♥♦✇s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t♦ r❡✈❡❛❧

♦r s✉♣♣r❡ss t❤❡ ❜✐❞s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥s ✇❡ ❛r❡ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞

✇✐t❤ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✸✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ s❡❝t✐♦♥ ✷ s♣❡❝✐✜❡s

t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❛♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✹ ❡❧❛❜♦r❛t❡ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❈♦✉r♥♦t ❛♥❞ ❇❡rtr❛♥❞

❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② s❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❛♣❡r✳

✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧✿ ❙tr✉❝t✉r❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❜♦✉t t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥

t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♦❧✐❣♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❧✐❣♦♣♦❧✐st✐❝ ✐♥❞✉str②✳ ❚❤❡s❡ ✜r♠s ❛r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❜✐❞❞❡rs ✐♥

t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ✜r♠✬s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦

❜❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❛t ✜r♠ ✐♥ ♦✉r ♣❛♣❡r✳ ❲❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ t❤✐s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✜r♠

i ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ θ̂i s✉❝❤ t❤❛t θ̂i ∈ [θ, θ] ✇✐t❤ 0 < θ < θ✳ ❚❤✉s θ̂i ❝♦♥st✐t✉t❡s t②♣❡ ♦❢ ✜r♠ i

❤❡r❡✱ ✇❤❡r❡ i = 1, 2✳ θ̂i ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ F (.) ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ f(.) ❤❛✈✐♥❣ ❢✉❧❧ s✉♣♣♦rt✳ ❚❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜r♠✬s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡

❛ss✉♠❡ t❤❛t θ̂W ❛♥❞ θ̂L ✭✇❤❡r❡ W ❛♥❞ L st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮

❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ F (.)✱ θ ❛♥❞ θ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡

✜r♠s✳ ❚❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ θ̂i✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② θi ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦

✜r♠ i✳

✸■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❞❡❝✐❞❡
✇❤❡t❤❡r t♦ r❡✈❡❛❧ ♦r s✉♣♣r❡ss t❤❡ ❜✐❞s ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❡① ❛♥t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s❡♣❛r❛t❡ r❡s❡❛r❝❤
q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❤❡r❡✳

✺



◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✉♦♣♦❧✐st✐❝ ✐♥❞✉str② ✇✐t❤ ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ s❧♦♣✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

P = a − bQ✱ ✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡✱ Q ✐s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ a, b > 0✳ ❚❤❡ t✇♦ ✜r♠s ❛r❡

♣❧❛②✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛ ❈♦✉r♥♦t ♦r ❛ ❇❡rtr❛♥❞ ❣❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str②✹✳ ❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ❛r❡

✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ cqi ∀i = W,L✱ ✇❤❡r❡ qi ✐s ♦✉t♣✉t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ it❤ ✜r♠ ❛♥❞ c > 0 ❛♥❞

❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤❡♥ ♥♦ ❝♦st r❡❞✉❝✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ s✉❝❤

❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

ci =







c− θi if i wins the auction

c if i loses the auction

✇❤❡r❡ θ < θ < c < c + θ < a✺✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✜r♠s ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❤❡r ♦✇♥ ❡①♣❡❝t❡❞

♣r♦✜t✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s s❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦st r❡❞✉❝✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜② ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛

✜rst ♣r✐❝❡ s❡❛❧❡❞ ❜✐❞ ❛✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✱

✇❤❡r❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s✱ ♣r♦❞✉❝❡r s✉r♣❧✉s✱ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t

s✉r♣❧✉s✻✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥♥♦✉♥❝❡s t❤❡ ❜✐❞ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✱ s♦

t❤❛t ✇❤✐❧❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ t❤❡ ✜r♠s ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❜✐❞s ❛❢t❡r t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥

✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ♦r ♥♦t✳ ■♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜✐❞❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ∀θW
dq∗

W

dθW
> 0 ✇✐t❤ qW ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ✜r♠ W ❛♥❞ θW ❜❡✐♥❣ ❤❡r t②♣❡✼✳

✸ ❈❛s❡ ♦❢ ❈♦✉r♥♦t ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥

✸✳✶ ■♥❞✉str② ✇✐t❤ ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s

❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ♥♦t ❞✐s❝❧♦s❡ ❛♥② ❜✐❞s✳ ❙♦✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥

✜r♠s ❦♥♦✇ t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ♥♦t ❛♥♥♦✉♥❝❡ ❛♥② ❜✐❞s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥ ♦✉r

✹❲❡ ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐❧❧ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✳
✺❚❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t s♦ ❞r❛st✐❝ ❛s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ❜✐❞❞❡r t❤❡ s♦❧❡ ♣r♦❞✉❝❡r

✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳
✻●♦✈❡r♥♠❡♥t s✉r♣❧✉s ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡✈❡♥✉❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t r❡❝❡✐✈❡s ❛❢t❡r t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✜rst ♣r✐❝❡ s❡❛❧❡❞ ❜✐❞ ❛✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s✉r♣❧✉s ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t t❤❡ ❜✐❞ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ❜✐❞❞❡r✳
✼❚♦ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❤✐❣❤❡r t②♣❡ ♠❡❛♥s ❧♦✇❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ✐❢ t❤❡ ✜r♠ ✇✐♥s t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✳

❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❡ ✜r♠ s❤♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❤✐❣❤❡r ♦✉t♣✉t ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢

✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s
dq∗

W

dc
< 0 ❤♦❧❞s ❛❧✇❛②s✳ ❙♦✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s

t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤♦❧❞s✳ ❆❧s♦ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✜r♠ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐❢ s❤❡ ✇✐♥s t❤❡
❛✉❝t✐♦♥✱ s♦ ❢r♦♠ t❤❛t ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛❧s♦ ✐t ✐s ✭❣❡♥❡r❛❧❧②✮ ❜❡tt❡r ❢♦r t❤❡ ✜r♠ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡
♠♦r❡✳

✻



❛♥❛❧②s✐s ❢r♦♠ st❛❣❡ 2✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥ st❛❣❡ 1 ❜♦t❤ t❤❡ ✜r♠s ❜✐❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r tr✉❡

t②♣❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜✐❞s ❛r❡ ♥♦t ❞✐s❝❧♦s❡❞✱ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ❜✐❞❞❡r W ♣♦ss❡ss❡s

❛❜♦✉t t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ❜✐❞❞❡r L ✐s t❤❛t t❤❡ ❜✐❞ s✉❜♠✐tt❡❞ ❜② L ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t s✉❜♠✐tt❡❞ ❜② W ✳

◆♦✇✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❜✐❞❞❡r ❜✐❞s tr✉t❤❢✉❧❧②✱

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❜✐❞s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t②♣❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❜✐❞s t❤❡ t②♣❡s

♦❢ t❤❡ ❜✐❞❞❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✉s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜✐❞ ✇♦✉❧❞ ❝❡rt❛✐♥❧② ✐♠♣❧② ❛ ❧♦✇❡r t②♣❡✳ ❙♦✱

❛❢t❡r t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠ ❦♥♦✇s t❤❛t θL ∈ [θ, θW ]✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠ ❦♥♦✇s t❤❛t

θW ∈
[

θL, θ
]

✳

✸✳✶✳✶ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t♣✉ts ❛♥❞ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✜r♠s

■♥ st❛❣❡ 2 t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✜r♠s ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❤❡r ♦✇♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥

♦✉t♣✉t ❧❡✈❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ a − b(qW + qL)

✇✐t❤ qW ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ✜r♠ W ✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ✜r♠s ❜✐❞ tr✉t❤❢✉❧❧② ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡

❛✉❝t✐♦♥✽✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇

ΠW =
θW
∫

θ

{[a− c+ θW ] qW − b (qW + qL (θL)) qW} dF (θL |θL < θW )

= [a− c+ θW ] qW − bq2W − bqW
F (θW )

θW
∫

θ

qL (θL) dF (θL)

❙✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇

ΠL =
θ
∫

θL

{[a− c] qL − b (qW (θW ) + qL) qL} dF (θW |θW > θL )

= [a− c] qL − bq2L − bqL
(1−F (θL))

θ
∫

θL

qW (θW ) dF (θW )

❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❜✐❞❞✐♥❣ tr✉t❤❢✉❧❧② ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♦✉t♣✉t ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ tr✉❡ t②♣❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❇❛②❡s✐❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r ♦✉r ❝♦♥❝❡r♥❡❞

t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡✳

❋r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ❣❡t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r

t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇

2qW +
1

F (θW )

θW
∫

θ

qL (θL) dF (θL) =
a− c+ θW

b
✭✸✳✶✮

✽▲❛t❡r ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❜✐❞❞✐♥❣ tr✉t❤❢✉❧❧② ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✼



❛♥❞

1

(1− F (θL))

θ
∫

θL

qW (θW ) dF (θW ) + 2qL =
a− c

b
✭✸✳✷✮

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t♣✉ts ❜② q∗W ❛♥❞ q∗L✳ ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
1

F (θW )

θW
∫

θ

qL (θL) dF (θL)

❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠✬s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ s✐♠✐✲

❧❛r❧② 1
(1−F (θL))

θ
∫

θL

qW (θW ) dF (θW ) ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦s✐♥❣

✜r♠✬s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ t❡r♠s✱ ❣✐✈❡♥ ❜② 1
F (θW )

θW
∫

θ

qL (θL) dF (θL) +

1
(1−F (θL))

θ
∫

θL

qW (θW ) dF (θW )✱ ❛s t❤❡ ❚♦t❛❧ ❊①♣❡❝t❡❞ ❖✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ■♥❞✉str② ✭❚❊❖■✮✳ ◆♦✇ ✇❡ ❛r❡

✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ st❛t❡ ♦✉r ✜rst t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s s♦♠❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥
dq∗

W

dθW
❛♥❞

dq∗
L

dθL
✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳ ✭✐✮ ❋♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ t②♣❡ θW ✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t♣✉t ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣

✜r♠ q∗W ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θW ✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ t②♣❡ θL✱ t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t♣✉t ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠✱ q∗L ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θL✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t

∀θW
dq∗W
dθW

> 0 iff ∀θL
dq∗L
dθL

< 0 ✭✸✳✸✮

✭✐✐✮ ❋♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ t②♣❡ θW ✱ ✐❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t♣✉t ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠ q∗W ✐s

❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θW ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t♣✉t ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠✱ q∗L ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θL✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t

if ∀θW
dq∗W
dθW

< 0 then ∀θL
dq∗L
dθL

> 0 ✭✸✳✹✮

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❖♥❝❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡

t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜r♠s✳ ❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ ❡①❛❝t❧② ❞♦❡s t❤✐s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳ ✐❢ ∀θW
dq∗

W

dθW
> 0 t❤❡♥ ∀θW

dΠ∗

W

dθW
> 0 ❛♥❞ ∀θL

dΠ∗

L

dθL
< 0✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇

✽



❇❡❢♦r❡ ✇❡ ♠♦✈❡ ♦♥ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✱ ✇❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❛♥❞

t❤❡♦r❡♠ st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜✐❞❞✐♥❣ str❛t❡❣② ❢♦r

❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✳

✸✳✶✳✷ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜✐❞❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ t✇♦ ✜r♠s

❋✐rst ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♦♥❧②✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s ❡①✲♣♦st ❡✣❝✐❡♥❝② ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✜r♠ ✇❤♦s❡ t②♣❡ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❣❡ts t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✮✳

❈♦♥s✐❞❡r ✜r♠ i✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ t②♣❡ ❢♦r ✜r♠ i ✐s θi✳ ❇✉t s✉♣♣♦s❡ ✜r♠ i ❜✐❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ zi✳ ▲❡t t❤❡

s②♠♠❡tr✐❝ ❜✐❞❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② h(.)✳ ❋♦r t❤❡ t✐♠❡ ❜❡✐♥❣ ❛ss✉♠❡ t❤❛t h/(.) > 0✳ ❚❤❡

❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ♦❢ ✜r♠ i ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇

[ΠWi (θi)− h (zi)]F (zi) + ΠLi (θi) (1− F (zi))

✇❤❡r❡ ΠWi(.) ✐s t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ✐♥ st❛❣❡ 2 ✐❢ s❤❡ ✇✐♥s t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✐♥ st❛❣❡ 1 ❛♥❞ ΠLi(.) ✐s t❤❡

♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ✐♥ st❛❣❡ 2 ✐❢ s❤❡ ❧♦s❡s t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✐♥ st❛❣❡ 1✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳ ■❢ ∀i and ∀θi
dq∗

Wi

dθi
> 0✱ ✇❤❡r❡ q∗Wi ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ✜r♠ i ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str②

❛♥❞ ✐❢ ✜r♠ i ✇✐♥s t❤✐s ❛✉❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡

❛❜♦✈❡ ❛✉❝t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ t❤❡ ✜r♠ i ❢♦r♠✉❧❛t❡s ✐ts ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐ts

❝♦♥t❡♥❞❡r✬s t②♣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐ts tr✉❡ t②♣❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ st❛❣❡s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ✜r♠s ❜✐❞❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r tr✉❡ t②♣❡s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♣❡r❢❡❝t ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤✐s t✇♦ st❛❣❡

❣❛♠❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛❧❧ t❤❡ ✜r♠s ❜✐❞❞✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r tr✉❡ t②♣❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r tr✉❡ t②♣❡s✱ ✐s ❛ P❡r❢❡❝t ❇❛②❡s✐❛♥✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ t❤❛t ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ✜r♠s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡✐r tr✉❡ t②♣❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛✉❝t✐♦♥ t❤❡② ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜✐❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡✐r tr✉❡ t②♣❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐❢ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ t❤❡② ❛r❡ ❜✐❞❞✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡✐r tr✉❡ t②♣❡s✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡♠ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r tr✉❡ t②♣❡s ✐♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜✐❞❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞

st❛❣❡✱ ❜♦t❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r tr✉❡ t②♣❡s✱ ❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳

✾



✸✳✷ ■♥❞✉str② ✇✐t❤ ❢✉❧❧② r❡✈❡❛❧❡❞ ❜✐❞s

❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ❛♥♥♦✉♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❜✐❞s ❛❢t❡r t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ t❛❦❡s

♣❧❛❝❡✳ ❙♦✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✜r♠s ❦♥♦✇ t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ❛♥♥♦✉♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡

❜✐❞s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❣❛✐♥ ❜❡❣✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❢r♦♠ st❛❣❡ 2 ✇❤❡♥ ❛❢t❡r t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✜r♠

✶ ✇✐♥s t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡ts t❤❡ ❝♦st r❡❞✉❝✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❆ss✉♠❡ ✐♥ st❛❣❡ ✶ ❜♦t❤ t❤❡

✜r♠s ❜✐❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r tr✉❡ t②♣❡s✳ ❙♦ ❛❢t❡r t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠ ❦♥♦✇s t❤❡ ❛❝t✉❛❧

✈❛❧✉❡ ♦❢ θL✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠ ❦♥♦✇s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θW ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts

❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ t❤❡ ✜r♠s✱ s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✱ ❜♦t❤ t❤❡

✜r♠s ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ r✐✈❛❧ ✜r♠✳

✸✳✷✳✶ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❖✉t♣✉ts ❛♥❞ Pr♦✜ts

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥ st❛❣❡ 2 t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜r♠ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❤❡r ♦✇♥ ♣r♦✜t ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣

❛♥ ♦✉t♣✉t ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ΠW = [a− c+ θW ] qW −

b (qW + qL) qW ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ΠL = [a− c] qL −

b (qW + qL) qL✳

❘❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

2q∗W + q∗L = a−c+θW
b

q∗W + 2q∗L = a−c
b

✭✸✳✺✮

❋r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✱ ✇❡ ❣❡t q∗W = a−c+2θW
3b

❛♥❞ q∗L = a−c−θW
3b

✳ ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t Π∗

W = bq∗2W =
(a−c+2θW )2

9b
❛♥❞ Π∗

L = bq∗2L = (a−c−θW )2

9b
✾✳

✸✳✷✳✷ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❇✐❞❞✐♥❣ ❙tr❛t❡❣✐❡s

❆❣❛✐♥ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦♥❧②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✜r♠ i✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧

θ ❢♦r ✜r♠ i ✐s θi✳ ❇✉t ❧❡t ✜r♠ i ❜✐❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ zi ✭✐✳❡✳ ✜r♠ i s✐❣♥❛❧s ✐ts t②♣❡ t♦ ❜❡ zi ✐♥st❡❛❞

♦❢ θi✮✳ ▲❡t t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❜✐❞❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② h(.)✳ ❋♦r t❤❡ t✐♠❡ ❜❡✐♥❣ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

h/(.) > 0✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ♦❢ ✜r♠ i ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇

[

(a− c+ 2θi)
2

9b
− h (zi)

]

F (zi) +







θ
∫

zi

(a− c− θj)
2

9b
dF (θj)






(1− F (zi))

✾◆♦t❡ t❤❛t ❤❡r❡ ∀θW
dΠ∗

W

dθW
> 0 ❤♦❧❞s✳

✶✵



❋r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ❣❡t

h (θi) =
1

F (θi)

θi
∫

θ

[

(a− c+ 2zi)
2

9b
−

∫ θ

zi

(a− c− θj)
2

9b
dF (θj)−

(a− c− zi)
2 (1− F (zi))

9b

]

dF (zi)

❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ h(.)✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r♦✉t✐♥❡❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t h/ (.) > 0 ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s✳

◆♦✇ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞

r❡❣✐♠❡s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

✸✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢♦r ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺✳ ■❢ ∀i and ∀θi
dq∗

Wi

dθi
> 0 t❤❡♥ ✐♥❞✉str② ♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ✭QL = qL∗W +qL∗L ✮

❛♥❞ ✐♥❞✉str② ♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ✭QF = qF∗

W + qF∗

L ✮ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

QF T QL iff
2 (a− c) + θW

3b
S TOEI

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠ ❜❛s✐❝❛❧❧② s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥❞✉str② ♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r

❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s✱ QF ❛♥❞ QL❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❚❊❖■✳ ■❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❚❊❖■ ❡①❝❡❡❞s ❛

❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✶✵ t❤❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ②✐❡❧❞s ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥❞✉str② ♦✉t♣✉t

t❤❛♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✉♥❞❡r ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s q✉✐t❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢ ❚❖❊■ ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤

t❤❡♥ ❜♦t❤ t❤❡ ✜r♠s ❛r❡ ❡①♣❡❝t✐♥❣ t❤❛t ❤❡r r✐✈❛❧ ✜r♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❤✐❣❤ ♦✉t♣✉t s♦

t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❤❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ♦✉t♣✉t t❤❛♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉❧❧② r❡✈❡❛❧❡❞ ❜✐❞s

✇❤❡r❡ s❤❡ ❦♥♦✇s ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❤❡r r✐✈❛❧ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦❞✉❝❡✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s❡s ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞

❜✐❞s r❡❣✐♠❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✻✳ ■❢ ∀i and ∀θi
dq∗

Wi

dθi
> 0 t❤❡♥ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ✉♥❞❡r ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ✭CSL✮ ❛♥❞

✐♥❞✉str② ♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ✭CSF ✮ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

✶✵❙✉r♣r✐s✐♥❣❧② t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥❞✉str② ♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s✳

✶✶



CSF T CSL iff
2 (a− c) + θW

3b
S TOEI

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊

❚❤❡ ♥❡t ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠ ✐s ✐ts ♣r♦✜t ❡❛r♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str② ✭✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✮ ♥❡t ♦❢

✐ts ♣❛②♠❡♥t ❛s ✐ts ❜✐❞ ✐♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♥❡t ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠ ✐s s✐♠♣❧② ✐ts ♣r♦✜t

❡❛r♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str②✳ ❚❤❡ ♣r♦✜t ✭s✉r♣❧✉s✮ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✭●❙✮ ✐s t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ❜✐❞✮✳ ❚♦t❛❧ Pr♦❞✉❝❡r ❙✉r♣❧✉s ✭P❙✮ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥❡t ♣r♦✜ts

♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✜r♠s✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ΠF
W > ΠF

L ✱ Π
L
W > ΠL

L✱ Π
F
W > ΠF

L → qFW > qFL ❛♥❞ ΠL
W > ΠL

L → qLW > qLL ✳ ❍❡r❡✱ ΠF
w ❛♥❞

ΠL
W ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠ ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

qFW ❛♥❞ qLW ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠ ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ΠF
L ❛♥❞ ΠL

L ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠ ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞

❜✐❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ qFL ❛♥❞ qLL ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠ ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❛♥❞

✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r ❝❛s❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❈❛s❡ ✶✿ qFW > qLW ❛♥❞ qFL > qLL ✭❤❡r❡ ✐♥❞✉str② ♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐♥❞✉s✲

tr② ♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s✮✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ 2(a−c)+θW
6b

< 1
F (θW )

θW
∫

θ

q∗L (θL) dF (θL)+

1
(1−F (θL))

θ
∫

θL

q∗W (θW ) dF (θW )

❈❛s❡ ✷✿ qFW > qLW ❛♥❞ qFL < qLL ✭❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✉str② ♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞

❜✐❞s ❛♥❞ ✐♥❞✉str② ♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✮

❈❛s❡ ✸✿ qFW < qLW ❛♥❞ qFL > qLL ✭❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✉str② ♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞

❜✐❞s ❛♥❞ ✐♥❞✉str② ♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✮

❈❛s❡ ✹✿ qFW < qLW ❛♥❞ qFL < qLL ✭❤❡r❡ ✐♥❞✉str② ♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✐♥❞✉str②

♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s✮✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ 2(a−c)+θW
6b

> 1
F (θW )

θW
∫

θ

q∗L (θL) dF (θL) +

1
(1−F (θL))

θ
∫

θL

q∗W (θW ) dF (θW )

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❣r♦ss ♣r♦✜t ♦❢ ❛ ✜r♠ ❜② t❤❡ ♣r♦✜t ❡❛r♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜r♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str②✳ ❙♦✱ t❤❡

❣r♦ss ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥❡t ♣r♦✜t ❛♥❞ t❤❡ ♣❛②♠❡♥t ♦❢ ✐ts ❜✐❞ t♦ t❤❡

❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❣r♦ss ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠ ✐s s✐♠♣❧② ✐ts ♥❡t ♣r♦✜t✳ ▲❡t GP ❜❡ t❤❡

❣r♦ss ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str②✳ ❙♦✱ GP = GPW + GPL = NPW + NPL + GS = PS + GS✳ ◆♦✇✱

GP F = b
(

qFW
)2

+ b
(

qFL
)2

❛♥❞ GPL = b
(

qLW
)2

+ b
(

qLL
)2

✱ ✇❤❡r❡ GP ❞❡♥♦t❡s ❣r♦ss ♣r♦✜t✱ GPW

✶✷



❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣r♦ss ♣r♦✜t ❢♦r t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠✱ GPL ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❤❡ ❣r♦ss ♣r♦✜t ❢♦r t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠✱

NPW ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥❡t ♣r♦✜t ❢♦r t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠✱ NPL ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥❡t ♣r♦✜t ❢♦r t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠✱

GS ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s s✉r♣❧✉s✱ PS ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r s✉r♣❧✉s✱ GP F ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣r♦ss

♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str② ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s✱ GPL ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣r♦ss ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str② ✉♥❞❡r

✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ∆GP = GP F −GPL = b
[

(

qFW
)2

+
(

qFL
)2

−
(

qLW
)2

−
(

qLL
)2
]

❛s t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦ss ♣r♦✜t ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ❛♥❞ t❤❛t ✉♥❞❡r ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s✳ ❚❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ∆GP ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✼✳ ■❢ ∀i and ∀θi
dq∗

Wi

dθi
> 0 t❤❡♥ ❢♦r ❈❛s❡ ✶ ✇❡ ❤❛✈❡ ∆GP > 0✱ ❛♥❞ ❢♦r ❈❛s❡ ✷ ❛♥❞ ❈❛s❡

✸ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∆GP ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✐✳❡✳ ✇❡ ❤❛✈❡ ∆GP R 0 ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❢♦r ❝❛s❡ ✹ ✇❡ ❤❛✈❡ ∆GP < 0✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋

❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ s❤♦✇s t❤❛t ❣r♦ss ♣r♦✜t ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ✭✐✳❡✳ ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ✐s ❛♥

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ t②♣❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✽✳ ●P ✐s ❛ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ t②♣❡ ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s✱

❛♥❞ ❞♦❡s♥✬t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ t②♣❡✳

Pr♦♦❢✳ ❚r✐✈✐❛❧✳

❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✭SW ✮ ✉♥❞❡r t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ △SW = SW F −SWL ❛♥❞ △CS = CSF −CSL✱ ✇❤❡r❡ SW F

❛♥❞ SWL ❛r❡ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❧❡✈❡❧s ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✾✳ ■❢ ∀i and ∀θi
dq∗

Wi

dθi
> 0 t❤❡♥ ❢♦r ❈❛s❡ ✶ ✇❡ ❤❛✈❡ ∆SW > 0✱ ❛♥❞ ❢♦r ❈❛s❡ ✷ ❛♥❞

❈❛s❡ ✸ ✇❡ ❤❛✈❡ ∆SW T 0 ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❢♦r ❈❛s❡ ✹ ∆SW < 0✳

Pr♦♦❢✳ ◆♦t❡ t❤❛t SW = CS + GP ✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ∆SW = ∆CS + ∆GP ✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s

tr✐✈✐❛❧✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t

t♦ ❞✐s❝❧♦s❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✐t ✐s t❤❡ ❜✐❞ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠✮✳ ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦✉r

❝❛s❡ ✐t ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✉str② ♦✉t♣✉ts ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s t❤❛t

❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❧❡✈❡❧s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞✉str✐❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❙♦ ♦✉r ✜♥❛❧

t❤❡♦r❡♠ ❢♦r t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝✐❞❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❧❡✈❡❧s ♦❢ s♦❝✐❛❧

✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞✉str✐❛❧ str✉❝t✉r❡s✳

✶✸



❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✵✳ ■❢ ∀i and ∀θi
dq∗

Wi

dθi
> 0 t❤❡♥

∆SW T 0 iff
2 (a− c) + θW

3b
S TEOI

Pr♦♦❢✳ ❚r✐✈✐❛❧

❋✐rst✱ ❚❊❖■ ♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s❤♦✉❧❞ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❜✐❞s ♦❢ t❤❡

✜r♠s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✉✐❞✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡♠s✱ ✸✳✺ ❛♥❞ ✸✳✻ ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣❛❝t✐♥❣ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣

♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧s s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐❞ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ r❡❣✐♠❡s✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡

❞✐s❝✉ss❡❞ ❝❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✶✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t q∗i = αi + βiθi ✇❤❡r❡ i = W, L ✭✇❤❡r❡ W st❛♥❞s ❢♦r ✇✐♥♥❡r

❛♥❞ L ❢♦r ❧♦s❡r✮ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❛t θis ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1]✳ ❍❡r❡ ♦✉r

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❞❡r ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞

✐♥ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✜r♠ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts t②♣❡✶✶✳

❙♦ t❤❡ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ❢♦r t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ❜✐❞❞❡r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ΠW =

(a− c+ θW ) qW − bq2W − bqW
(

αL + 1
2
βLθW

)

✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ q∗W = a−c+θW
2b

− 1
2

(

αL + 1
2
βLθW

)

✳ ❋r♦♠

t❤✐s ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐❢② t❤❛t
dq∗

W

dθW
= 1

2b
− 1

4
βL✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ❜✐❞❞❡r✱ t❤❡ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ΠL = (a− c) qL − bq2L −

bqL
[

αW + 1
2
βW (1 + θL)

]

✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ q∗L = a−c
2b

− 1
2

[

αW + 1
2
βW (1 + θL)

]

✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧②

✈❡r✐❢② t❤❛t
dq∗

L

dθL
= −1

4
βW ✳

❆❣❛✐♥✱ ❢r♦♠ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
dq∗

W

dθW
= βW ❛♥❞

dq∗
L

dθL
= βL✳ ❋r♦♠

t❤❡s❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ s✉r❡❧② ✐♥❢❡r t❤❛t ∀βL < 0 iff ∀βW > 0✳ ❙♦ t❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡

r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳ ◆♦✇ s✐♥❝❡
dΠ∗

W

dθW
= 2bq∗W

dq∗
W

dθW
❛♥❞

dΠ∗

L

dθL
= 2bq∗L

dq∗
L

dθL
✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠❡❞✳

❋r♦♠ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ✭❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷✮ ✇❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❛t

qW (θi) ❛♥❞ qL (θi) ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♦❧✈❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❢♦r♠s ♦❢ qW (θi) ❛♥❞ qL (θi) ♠❛❦❡s ✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ✉s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡♠✳ ❋♦r ♦✉r ❝❛s❡ ✇✐t❤

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✇❡ ❛ss✉♠❡ qL (θL) = αL + βLθL ❛♥❞ qW (θW ) = αW + βW θW ✮✱ ✇❡

❣❡t 2αW + αL = a−c
b

−
(

2βW + βL

2
− 1

b

)

θW ❛♥❞ αW + 2αL = a−c
b

− βW

2
−

(

βW

2
+ 2βL

)

θL✳

◆♦✇✱ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ αW ❛♥❞ αL ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ θW ❛♥❞ θL✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡✱ 2βW +
βL

2
− 1

b
= 0 ❛♥❞ βW

2
+ 2βL = 0✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱ βW = 8

15b
❛♥❞ βL = − 2

15b
✳

❚❤✉s ✇❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥ αW = 1
45b

[15 (a− c) + 4] ❛♥❞ αL = 1
45b

[15 (a− c)− 8]✳

✶✶◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❲❡ ❛r❡ ❛ss✉♠❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ❤❡r❡ ✜rst
♦❢ ❛❧❧ ♦♥❧② t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡✐r ❛t ❧❡❛st ❡①✐sts ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥
❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✳

✶✹



❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❣❡t ♦✉r ✐♥t❡♥❞❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠s r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧② ❛s qLW (θW ) = 15(a−c)+4+24θW
45b

❛♥❞ qLL (θL) =
15(a−c)−8−6θL

45b
✳

❚❤❡ ♥❡①t ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ θW ❛♥❞ θL✱ ✇❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞

❝❛s❡s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✷✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t qFW = a−c+2θW
3b

= a−c
3b

+ 2
3b
θW ✱ qFL = a−c−θW

3b
= a−c

3b
− 1

3b
θW ✱

qLW (θW ) =
(

a−c
3b

+ 4
45b

)

+ 8
15b

θW ❛♥❞ qLL (θL) =
(

a−c
3b

− 8
45b

)

− 2
15b

θL✳

◆♦t❡ t❤❛t qFW (θW ) T qLW (θW ) iff θW T 2
3
✱ qFL (θW ) T qLL (θL) iff θL S

(

−4
3
+ 5

2
θW

)

❛♥❞ qLW (θW )+

qLL (θL) =
2(a−c)

3b
+ 8

15b
θW − 2

15b
θL − 4

45b
✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱

2(a−c)+θW
3b

S
[

1
F (θW )

∫ θW
θ

q∗L (θL) dF (θL) +
1

(1−F (θL))

∫ θ

θL
q∗W (θW ) dF (θW )

]

⇔ 2
13
θL + 4

39
T θW

❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ θW ≦ 4
39
✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❜❡tt❡r ❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡

t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥ ✐❢ θW > 2
13
θL + 4

39
✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ❞✐s❝❧♦s❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡

❛✉❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ 2
13
θL + 4

39
= θW ✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s✉♣♣r❡ss✐♥❣ ♦r

❞✐s❝❧♦s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✸✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❡❝♦♥❞ Pr✐❝❡ ❙❡❛❧❡❞ ❇✐❞ ❆✉❝t✐♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ΠW = (a− c+ θW ) qW − b (qW + qL (θL)) qW ❛♥❞ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠

✐s ΠL =
θ
∫

θL

[(a− c) qL − b (qW (θW ; θL) + qL) qL] dF (θW |θW > θL)✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥

✜♥❞ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s 2qW + qL (θL) =
a−c+θW

b
❛♥❞ 2qL + 1

1−F (θL)

θ
∫

θL

qW (θW ; θL) dF (θW ) =

a−c
b
✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t

∆SW T 0 iff
2 (a− c) + θW

3b
S

[

q∗L (θL) +
1

(1− F (θL))

∫ θ

θL

q∗W (θW ; θL) dF (θW )

]

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜✐❞❞✐♥❣ str❛t❡❣② ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❢♦r ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② h (θi) =

Πi
W (θi; θi)−Πi

L (θi) ❛♥❞ t❤❛t ❢♦r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② h (θi) =
(a−c+2θi)

2

9b
−

θ
∫

θi

(a−c−θj)
2

9b
dF (θj)−

(1− F (θi)) f (θi)
(a−c−θi)

2

9b
✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✹✳ ❋♦r ❛♥ ❛❧❧✲♣❛② ❛✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s

t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣r✐❝❡ s❡❛❧❡❞✲❜✐❞ ❛✉❝t✐♦♥✳ ❖♥❧② t❤❡ ❜✐❞❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ h (θi) =
θi
∫

θ

[

(a−c+2zi)
2

9b
−

θ
∫

zi

(a−c−θj)
2

9b
dF (θj)−

(a−c−zi)
2

9b
(1− F (zi))

]

dF (zi) ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜✐❞❞✐♥❣ str❛t✲

✶✺



❡❣② ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❢♦r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ❛♥❞ t❤❛t ❢♦r ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② h (θi) =
θi
∫

θ

[ΠWi (zi)− ΠLi (zi)] dF (zi)✳

✹ ❈❛s❡ ♦❢ ❇❡rtr❛♥❞ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥

✹✳✶ ❇✐❞❞✐♥❣ ❙tr❛t❡❣✐❡s

❇❧✉♠❡ ✭✷✵✵✸✮ ❤❛s ❛♥❛❧②③❡❞ ❇❡rtr❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛r❣✐♥❛❧

❝♦sts ❛♥❞ ❤❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✉♥❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡

✏❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡✑ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✏t❤❡ ❧♦✇✲❝♦st ✜r♠ ❝❤❛r❣❡s ❛ ♣r✐❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤✲❝♦st ✜r♠✬s

❝♦st ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❞❡r st❛♥❞❛r❞ r❛t✐♦♥✐♥❣ r✉❧❡ t❤❛t ❜♦t❤ ✜r♠s s♣❧✐t t❤❡ ♠❛r❦❡t

✐❢ t❤❡✐r ♣r✐❝❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t s✉♣♣♦rts t❤✐s ♦✉t❝♦♠❡ ❤❛s t❤❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣

♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s✳✑ ❍❡r❡✱ ✐t s❡❡♠s ❛ ❣♦♦❞ ✐❞❡❛ t♦

❡❧❛❜♦r❛t❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♦♥ ❇❧✉♠❡✬s ❛♥❛❧②s✐s✳

❇❧✉♠❡ ✭✷✵✵✸✮ ❝♦♥s✐❞❡rs t✇♦ ✜r♠s ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts c1 ❛♥❞ c2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

✇❤❡r❡ c1 < c2✳ ❇♦t❤ t❤❡ ✜r♠s ♣r♦❞✉❝❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ❢❛❝❡ ❛ str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ D (p) ♦♥ [0, p] ✇✐t❤ c2 < p ≤ ∞✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇✲

❝♦st ✜r♠ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛r❣❡✱ ✐♥ ❝❛s❡ ✐t ✇❡r❡ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✱ pm (c1) , s❛t✐s✜❡s c2 < pm (c1)✳ ❇❧✉♠❡ ✭✷✵✵✸✮

❝❧❛✐♠s t❤❛t✱ ❢♦r s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ η > 0✱ t❤❡ ❧♦✇✲❝♦st ✜r♠ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛ ♣r✐❝❡ c2❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤✲❝♦st ✜r♠

r❛♥❞♦♠✐③✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♦✈❡r [c2, c2 + η]✱ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❚❤✉s✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❇❧✉♠❡ ✭✷✵✵✸✮✱ ✇❡ ❝❛♥ str❛✐❣❤t❛✇❛② ✜♥❞ ♦✉t t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣

♣r✐❝❡ ❛♥❞ t❤✉s q✉❛♥t✐t② ❧❡✈❡❧s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ ♦✉r ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❣❛♠❡✳ ❱❡r② ❡✈✐❞❡♥t❧② t❤❡

♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ P = c ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✜r♠s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s❛❧❡ ♦❢ t❤❡

❝♦st✲r❡❞✉❝✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ✐t r❡♠❛✐♥s t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠ ✐♥ t❤❡ ✜rst

st❛❣❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✭❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❤✐❣❤✲❝♦st ✜r♠✮✳ ❚❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠ ✐♥

t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦✜t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ s✐♥❝❡ ✐ts ❝♦st ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡

✐s (c− θW ) ❛♥❞ ✐t ❝❤❛r❣❡s ❛ ♣r✐❝❡ c✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞s ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❡r②

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠✬s ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠ ✐s s✉✣❝✐❡♥t

t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♥ ♦✉t❝♦♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❧♦✇✲❝♦st ✜r♠ ❝❤❛r❣❡s ❛ ♣r✐❝❡ P = c

✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠✬s t②♣❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞ ❜❡✐♥❣ ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❛❢t❡r

t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣r♦✜t ❡❛r♥❡❞ ❜② t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✐s

ΠW = θW q (c)

✶✻



❚❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❧✇❛②s ❡❛r♥s ❛ ③❡r♦ ♣r♦✜t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

♣❛②♦✛ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❢♦r ❛ ✜rst ♣r✐❝❡ s❡❛❧❡❞✲❜✐❞ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ✜r♠ i ✱ ✇❤❡♥ ✐t s✉❜♠✐ts ❛ ❜✐❞

b (zi)✱ ♣r❡t❡♥❞✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ❛ t②♣❡ zi ✇❤❡♥ ✐ts tr✉❡ t②♣❡ ✐s θi ✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

E [Πi] = F (zi) (θiq (c)− b (zi))

❋r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∂E[Πi]
∂zi

= 0

⇒ θiq (c) f (zi)− [b (zi)F (zi)]
/ = 0

❆t ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ zi = θi ✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s

θiq (c) f (θi)− [b (θi)F (θi)]
/ = 0

⇒ b (θi) = q (c)

[

θi −
1

F (θi)

θi
∫

θ

F (y) dy

]

❚♦ ❝❤❡❝❦ ✜rst ✇❤❡t❤❡r b (θi) ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ θi ✱ ✇❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡

❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θi ✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦❜t❛✐♥ b/ (θi) > 0✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❛ ♠❛①✐♠✉♠✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞

t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s ∂2E[Πi]

∂z2i
|zi=θi = −q (c) f (θi) < 0 ✳ ❚❤✉s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ b (θi) ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r t❤✐s ✜rst ♣r✐❝❡

s❡❛❧❡❞✲❜✐❞ ❛✉❝t✐♦♥✳

✹✳✷ ▲❡✈❡❧ ♦❢ ❙♦❝✐❛❧ ❲❡❧❢❛r❡

❍❡r❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r s✉r♣❧✉s

s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛②♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❡❛r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❙♦ ✐♥ t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s♦❝✐❛❧ s✉r♣❧✉s✱ t❤❡s❡ ♣❛②♠❡♥ts ❛♥❞ r❡✈❡♥✉❡ t❡r♠s ✇✐❧❧ ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦✉t✳

❚❤❡ t♦t❛❧ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ✭CS✮ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡r

s✉r♣❧✉s ✭PS✮ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥s✶✷✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ CS ❛♥❞ PS ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐♥❝❡ t❤❡

♣r✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ q✉❛♥t✐t②✱ ❛r❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t②♣❡ ♦r t❤❡

♣❛②♠❡♥t r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐❢② t❤❛t CS = 1
2
(a−c)2

b
❛♥❞ PS = (a−c)

b
θW ✳

❚❤✉s t❤❡ t♦t❛❧ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ SW = CS + PS = (a−c)(a−c+2θW )
2b

✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡

❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❇❡rtr❛♥❞ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞

st❛❣❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜✐❞ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥✳

✶✷❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s t❤❛t ✐♥ ❈♦✉r♥♦t✳

✶✼



❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❡❝♦♥❞ Pr✐❝❡ ❙❡❛❧❡❞ ❇✐❞ ❆✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

✇r✐tt❡♥ ❛s E [Πi] = F (zi) (θiq (c)− E (b (θj) |θj < zi)) = F (zi) θiq (c)−
zi
∫

θ

b (θj) f (θj) dθj✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣

t❤❡ r♦✉t✐♥❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐❞❞✐♥❣ str❛t❡❣② ✐♥ ❛ tr✉t❤❢✉❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❛s b (θi) = θiq (c)✳

E [Πi] = F (zi) θiq (c)− b (zi) ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ❢♦r t❤❡ ❛❧❧✲♣❛② ❛✉❝t✐♦♥✳

❆❣❛✐♥ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜✐❞❞✐♥❣ str❛t❡❣② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② b (θi) = q (c)
θi
∫

θ

yf (y) dy✳

❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥s t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ r❡♠❛✐♥ ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐❞ ❞✐s❝❧♦s✉r❡

♣♦❧✐❝②✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛ ❝♦st✲r❡❞✉❝✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s s♦❧❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✜rst✲♣r✐❝❡ s❡❛❧❡❞ ❜✐❞ ❛✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② t✇♦ ❜✐❞❞❡rs

❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✇❤♦ ❛r❡ ❝♦♠♣❡t✐t♦rs ✐♥ ❛♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧✐st✐❝ ♠❛r❦❡t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳ ❙✐♥❝❡

t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ❝♦st✲r❡❞✉❝✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✜r♠ ❝❛♥ ♠❛❦❡

✉s❡ ♦❢ ✐t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦st r❡❞✉❝✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱

t❤❡ ❝♦st str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤❡

❝♦st r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡

❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ ✜r♠s ❛♥❞ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜r♠✳ ❚❤✉s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦st r❡❞✉❝t✐♦♥

❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜r♠ ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡

❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s t②♣❡✱ ❡❛❝❤ ✜r♠ s✉❜♠✐ts ❛ ❜✐❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst

♣❡r✐♦❞ ❛✉❝t✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜r♠s ❝♦♠♣❡t❡ ✐♥ ❛♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧✐st✐❝ ♠❛r❦❡t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡s✱ ♦♥❡ ✐s ❛ ❈♦✉r♥♦t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s ❛ ❇❡rtr❛♥❞

❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s t❤❡ ❜✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r t♦

❜❡ ❛ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛❣❡♥t ✇❤♦♠ ✇❡ ❤❛✈❡ t❡r♠❡❞ ❛s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t

❝❤♦♦s❡s t♦ ❛♥♥♦✉♥❝❡ ♦r ♥♦t t♦ ❛♥♥♦✉♥❝❡ t❤❡ ❜✐❞s ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❣❡ts ♦✈❡r

❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ st❛rts✳ ❲❤❡t❤❡r t❤❡ ❜✐❞s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐s❝❧♦s❡❞ ♦r

s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✐s ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❜✐❞s ✐s r❡✈❡❛❧❡❞✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ✐♥ ❛ ❈♦✉r♥♦t

t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛r❦❡t ✈❛r②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❧❡✈❡❧s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡s❡

✶✽



❝❛s❡s ✉♥❞❡r ❛ ❈♦✉r♥♦t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐❝

r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉str② ♦✉t♣✉t✱ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s♦❝✐❛❧

✇❡❧❢❛r❡ ✐♥ ❛ ❈♦✉r♥♦t t②♣❡ ♦❢ ✐♥❞✉str② ✐s ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❤♦♦s❡s t♦ ❛♥♥♦✉♥❝❡ t❤❡

❜✐❞s ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛✉❝t✐♦♥✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str② ✉♥❞❡r t❤❡

✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞ r❡❣✐♠❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥❞✉str② ♦✉t♣✉t ✐♥ t❤❡ ❈♦✉r♥♦t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤

❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❛s❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ♣r✐❝❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s r❡♠❛✐♥ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st

♦❢ t❤❡ ✜r♠s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st✲r❡❞✉❝✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② t✇♦

✜r♠s ❛r❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❇❡rtr❛♥❞ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❜✐❞ r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ✇✐❧❧

❤❛✈❡ ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✇❤❡♥ t❤❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❧✐❣♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥

✐s ♦❢ ❛ ❇❡rtr❛♥❞ t②♣❡✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♦♣t✐♠✉♠

❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❜✐❞s ❛s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❞♦ ❛❢t❡r t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧✐t②✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❛s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r

❇❡rtr❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♥♦✇ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❜✐❞s ♦r ♥♦t ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t

t❤❡ ❛❢t❡r✲♠❛r❦❡t t②♣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛♣❡r ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❜✐❞

r❡✈❡❧❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ✜♥❞ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t r❡✈❡❛❧s t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ t❤❡

❛✉❝t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈♦✉r♥♦t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣

♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ✜r♠s ✇❤❡♥ t❤❡ ❜✐❞s ❛r❡ ♥♦t ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛✉❝t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r✲

❡st✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❞❡❝✐❞❡

✇❤❡t❤❡r t♦ r❡✈❡❛❧ ♦r s✉♣♣r❡ss t❤❡ ❜✐❞s ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❡① ❛♥t❡✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s

❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✉♣ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❇❧✉♠❡✱ ❆✳ ✭✷✵✵✸✮ ❇❡rtr❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❋✉❞❣❡✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✼✽✱ ✶✻✼✲ ✶✻✽✳

❬✷❪ ❈r❛♠t♦♥✱ P✳ ❛♥❞ ❙✳ ❑❡rr ✭✷✵✵✷✮ ❚r❛❞❡❛❜❧❡ ❈❛r❜♦♥ P❡r♠✐t ❆✉❝t✐♦♥s✱ ❊♥❡r❣② ♣♦❧✐❝②✱ ✸✵✱ ✸✸✸✲✸✹✺✳

❬✸❪ ❉❛s ❱❛r♠❛✱ ●✳ ✭✷✵✵✸✮ ❇✐❞❞✐♥❣ ❢♦r ❛ Pr♦❝❡ss ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❯♥❞❡r ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ▼♦❞❡s ♦❢ ❈♦♠♣❡✲

t✐t✐♦♥✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥❞✉str✐❛❧ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ✷✶✱ ✶✺✲✸✼✳

❬✹❪ ●♦❡r❡❡✱ ❏✳❑✳ ✭✷✵✵✸✮ ❇✐❞❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❋✉t✉r❡✿ ❙✐❣♥❛❧✐♥❣ ✐♥ ❆✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❆❢t❡r♠❛r❦❡t✱ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✵✽✱ ✸✹✺✲✸✻✹✳

✶✾



❬✺❪ ❑❛♠✐❡♥✱ ▼✳■✳✱ ❙✳ ❙✳ ❖r❡♥ ❛♥❞ ❚❛✉♠❛♥ ❨✳ ✭✶✾✾✷✮ ❖♣t✐♠❛❧ ▲✐❝❡♥s✐♥❣ ♦❢ ❈♦st ❘❡❞✉❝✐♥❣ ■♥♥♦✈❛✲

t✐♦♥✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✶✱ ✹✽✸✲✺✵✽✳

❬✻❪ ❑❛t③♠❛♥✱ ❇✳ ❛♥❞ ▼✳ ❘❤♦❞❡s✲❑r♦♣❢ ✭✷✵✵✽✮ ❚❤❡ ❈♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡✈❡❛❧❡❞ ✐♥ ❆✉❝✲

t✐♦♥s✱ ■ss✉❡ ■ ✭❆✉❝t✐♦♥s✮✱ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤ ❇✉❧❧❡t✐♥✱ ❙♣❡❝✐❛❧✱ ✺✸ ✲ ✽✼✳

❬✼❪ ▼♦❧♥❛r ❏✳ ❛♥❞ ●✳ ❱✐r❛❣ ✭✷✵✵✽✮ ❘❡✈❡♥✉❡ ▼❛①✐♠✐③✐♥❣ ❆✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ▼❛r❦❡t ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞

❙✐❣♥❛❧✐♥❣✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✾✾✭✷✮✱ ✸✻✵✲✸✻✸✳

❬✽❪ ❙❝❛❡♣❛t❡tt✐✱ ❇✳❱✳ ❛♥❞ ❈✳ ❲❛ss❡r ✭✷✵✵✾✮ ❙✐❣♥❛❧✐♥❣ ✐♥ ❆✉❝t✐♦♥s ❆♠♦♥❣

❈♦♠♣❡t✐t♦rs✱ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ❙❡r✐❡s✱ ❙♦❝✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ◆❡t✇♦r❦✱

❤tt♣✿✴✴♣❛♣❡rs✳ssr♥✳❝♦♠✴s♦❧✸✴♣❛♣❡rs✳❝❢♠❄❛❜str❛❝t❴✐❞❂✶✺✼✻✾✾✶✳

❬✾❪ ❱✐✈❡s✱ ❳ ✭✶✾✾✾✮ ❖❧✐❣♦♣♦❧② Pr✐❝✐♥❣✿ ❖❧❞ ■❞❡❛s ❛♥❞ ◆❡✇ ❚♦♦❧s✱ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✿ ❚❤❡

▼■❚ Pr❡ss✳

❆♣♣❡♥❞✐①

❆ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶

❋✐rst✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θW✇❡ ❣❡t

2
dq∗

W

dθW
− f(θW )

F 2(θW )

∫ θW
θ

q∗L (θL) dF (θL) +
1

F (θW )
q∗L (θW ) f (θW ) = 1

b
dq∗

W

dθW
= 1

2b
+ f(θW )

2F (θW )

[

1
F (θW )

∫ θW
θ

q∗L (θL) dF (θL)− q∗L (θW )
]

dq∗
W

dθW
= 1

2b
+ f(θW )

2F (θW )

[

1
F (θW )

[

q∗L (θW )F (θW )−
∫ θW
θ

q
∗/
L (θL)F (θL) dθL

]

− q∗L (θW )
]

dq∗
W

dθW
= 1

2b
− f(θW )

2F (θW )2

∫ θW
θ

q
∗/
L (θL)F (θL) dθL

❙♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ✜r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θW ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

❜❡❧♦✇

dq∗W
dθW

=
1

2b
−

f (θW )

2F (θW )2

∫ θW

θ

q
∗/
L (θL)F (θL) dθL ✭❆✳✶✮

◆❡①t✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θL✇❡ ❣❡t

✷✵



2
dq∗

L

dθL
+ f(θL)

(1−F (θL))
2

∫ θ

θL
q∗W (θW ) dF (θW )− 1

1−F (θL)
q∗W (θW ) f (θW ) = 0

dq∗
L

dθL
= − f(θL)

2(1−F (θL))

[

1
1−F (θL)

∫ θ

θL
q∗W (θ1) dF (θW )− q∗W (θL)

]

dq∗
L

dθL
= − f(θL)

2(1−F (θL))

[

q∗W (θL) +
1

1−F (θL)

[

[

q∗W
(

θ
)

− q∗W (θL)
]

−
∫ θ

θL
q
∗/
W (θW )F (θW ) dθW

]

− q∗W (θL)
]

dq∗
L

dθL
= − f(θL)

2(1−F (θL))
2

[

[

q∗W
(

θ
)

− q∗W (θL)
]

−
∫ θ

θL
q
∗/
W (θW )F (θW ) dθW

]

❙♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t♣✉t ♦❢ ✜r♠ t❤❡ ❧♦s✐♥❣ ✜r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θL ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❧♦✇

dq∗L
dθL

= −
f (θL)

2 (1− F (θL))
2

[

[

q∗W
(

θ
)

− q∗W (θL)
]

−

∫ θ

θL

q
∗/
W (θW )F (θW ) dθW

]

✭❆✳✷✮

❋r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❆✳✶ ❛♥❞ ❆✳✷ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s tr✐✈✐❛❧✳

❇ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷

❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳

❋✐rst❧② ♥♦t❡ t❤❛t ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ ✇❡ ❣❡t

2qW + 1
F (θW )

∫ θW
θ

qL (θL) dF (θL) =
a−c+θW

b
∫ θW
θ

qL (θL) dF (θL) = F (θW )
(

a−c+θW
b

− 2qW
) ✭❇✳✶✮

❛♥❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷ ✇❡ ❣❡t

1
(1−F (θL))

∫ θ

θL
qW (θW ) dF (θW ) + 2qL = a−c

b
∫ θ

θL
qW (θW ) dF (θW ) = (1− F (θL))

(

a−c
b

− 2qL
)

✭❇✳✷✮

◆♦✇✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✶ ✐♥ ΠW ✇❡ ❣❡t

Π∗

W

= [a− c+ θW ] q∗W − bq∗2W −
bq∗

W

F (θW )

∫ θW
θ

q∗W (θW ) dF (θW )

= [a− c+ θW ] q∗W − bq∗2W −
bq∗

W

F (θW )
F (θW )

(

a−c+θW
b

− 2qW
)

= bq∗2W (θW )

✭❇✳✸✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❇✳✷ ✐♥ ΠL ✇❡ ❣❡t

✷✶



Π∗

L

= [a− c] qL − bq2L − bqL
(1−F (θL))

∫ θ

θL
qW (θW ) dF (θW )

= [a− c] qL − bq2L − bqL
(1−F (θL))

(1− F (θL))
(

a−c
b

− 2qL
)

= bq∗2L (θL)

✭❇✳✹✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t

dΠ∗

W

dθW
= 2bq∗W (θW )

dq∗W
dθW

✭❇✳✺✮

❛♥❞

dΠ∗

L

dθL
= 2bq∗L (θL)

dq∗L
dθL

✭❇✳✻✮

❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❇✳✺ ❛♥❞ ❇✳✻ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶ ✇❡ ❝❛♥ tr✐✈✐❛❧❧② ♣r♦✈❡ t❤✐s t❤❡♦r❡♠✳

❈ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸

❋r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ❣❡t

ΠWi (θi) f (zi)− h/ (zi)F (zi)− f (zi)h (zi)− ΠLi (θi) f (zi) = 0

[ΠWi (θi)− ΠLi (θi)] f (zi) dzi = d [F (zi)h (zi)]

h (θi) =
1

F (θi)

∫ θi
θ
[ΠWi (zi)− ΠLi (zi)] dF (zi)

h (θi) =
1

F (θi)

[

[ΠWi (θi)− ΠLi (θi)]F (θi)−
∫ θi
θ

[

Π
/
Wi (zi)− Π

/
Li (zi)

]

F (zi) dzi

]

h (θi) = [ΠWi (θi)− ΠLi (θi)]−
1

F (θi)

∫ θi
θ

[

Π
/
Wi (zi)− Π

/
Li (zi)

]

F (zi) dzi

✭❈✳✶✮

❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❣❡t

h/ (θi) =
f (θi)

F (θi)
2

∫ θi

θ

[

Π
/
Wi (zi)− Π

/
Li (zi)

]

F (zi) dzi > 0 ✭❈✳✷✮

❚❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ∀i and ∀θi
dq∗

Wi

dθi
> 0✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s❡❝♦♥❞

♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞❞❡r i ✐s θi

❜✉t s❤❡ ❜✐❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t②♣❡ θ̃i✳ ❍❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳

✷✷



EΠi

(

θi, θ̃i

)

= F
(

θ̃i

) [

ΠWi (θi)− h
(

θ̃i

)]

+
(

1− F
(

θ̃i

))

ΠLi (θi)

= F
(

θ̃i

)

[

ΠWi (θi)−

[

[

ΠWi

(

θ̃i

)

− ΠLi

(

θ̃i

)]

− 1

F(θ̃i)

∫ θ̃i
θ

[

Π
/
Wi (zi)− Π

/
Li (zi)

]

F (zi) dzi

]]

+
(

1− F
(

θ̃i

))

ΠLi (θi)

= ΠLi (θi) + F
(

θ̃i

) [

[ΠWi (θi)− ΠLi (θi)]−
[

ΠWi

(

θ̃i

)

− ΠLi

(

θ̃i

)]]

+
∫ θ̃i
θ

[

Π
/
Wi (zi)− Π

/
Li (zi)

]

F (zi) dzi

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ EΠi (θi, θi) = ΠLi (θi) +
∫ θi
θ

[

Π
/
Wi (zi)− Π

/
Li (zi)

]

F (zi) dzi

❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❣✐✈❡♥ θi✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
[

EΠi (θi, θi)− EΠi

(

θi, θ̃i

)]

❤❛s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠

❛t θ̃i = θi✱ ❛♥❞ t❤❛t ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛t θ̃i = θi✱
[

EΠi (θi, θi)− EΠi

(

θi, θ̃i

)]

=

0✳

◆♦t❡ t❤❛t

[

EΠi (θi, θi)− EΠi

(

θi, θ̃i

)]

=
∫ θi
θ̃i

[

Π
/
Wi (θj)− Π

/
Li (θj)

]

F (θj) dθj

−F
(

θ̃i

) [

{ΠWi (θi)− ΠLi (θi)} −
{

ΠWi

(

θ̃i

)

− ΠLi

(

θ̃i

)}]

✭❈✳✸✮

✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ θ̃i✱ ❣✐✈❡♥ θi✳

❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ②✐❡❧❞s

− [ΠWi (θi)− ΠLi (θi)] f
(

θ̃i

)

+
[

ΠWi

(

θ̃i

)

− ΠLi

(

θ̃i

)]

f
(

θ̃i

)

= 0

OR, [ΠWi (θi)− ΠLi (θi)] =
[

ΠWi

(

θ̃i

)

− ΠLi

(

θ̃i

)]

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❛t θ̃i = θi✳ ❙♦
[

EΠi (θi, θi)− EΠi

(

θi, θ̃i

)]

✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛t θ̃i = θi✳

❚♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ♦r ♥♦t ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤✐s

♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇

− [ΠWi (θi)− ΠLi (θi)] f
/
(

θ̃i

)

+
[

ΠWi

(

θ̃i

)

− ΠLi

(

θ̃i

)]

f /
(

θ̃i

)

+
[

Π
/
Wi

(

θ̃i

)

− Π
/
Li

(

θ̃i

)]

f
(

θ̃i

)

|θ̃i=θi

=
[

Π
/
Wi (θi)− Π

/
Li (θi)

]

f (θi) > 0

✷✸



❚❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ∀i and ∀θi
dq∗

Wi

dθi
> 0✳

❙♦✱ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❈✳✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤✐s t❤❡♦r❡♠✳

❉ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺

◆♦t❡ t❤❛t

2q∗W + 1
F (θW )

∫ θW
θ

q∗L (θL) dF (θL) =
a−c+θW

b

2q∗W = a−c+θW
b

− 1
F (θW )

∫ θW
θ

q∗L (θL) dF (θL)

❛♥❞

1
(1−F (θL))

∫ θ

θL
q∗W (θW ) dF (θW ) + 2q∗L = a−c

b

2q∗L = a−c
b

− 1
(1−F (θL))

∫ θ

θL
q∗W (θW ) dF (θW )

❆❞❞✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡ ❣❡t

q∗W + q∗L =
2 (a− c) + θW

2b
−

1

2

[

1

F (θW )

∫ θW

θ

q∗L (θL) dF (θL) +
1

(1− F (θL))

∫ θ

θL

q∗W (θW ) dF (θW )

]

❚❤❡r❡❢♦r❡✱

QF T QL

⇔ 2(a−c)+θW
3b

− 2(a−c)+θW
2b

+ 1
2

[

1
F (θW )

∫ θW
θ

q∗L (θL) dF (θL) +
1

(1−F (θL))

∫ θ

θL
q∗W (θW ) dF (θW )

]

T 0

⇔ 2(a−c)+θW
6b

S 1
2

[

1
F (θW )

∫ θW
θ

q∗L (θL) dF (θL) +
1

(1−F (θL))

∫ θ

θL
q∗W (θW ) dF (θW )

]

❊ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✻

❈♦♥s✉♠❡r ❙✉r♣❧✉s ✭❈❙✮ ✉♥❞❡r ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

CSF =
1

2
b
(

qFW + qFL
)2

❈♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ✉♥❞❡r ✉♥❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜✐❞s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

✷✹



CSL =
1

2
b
(

qLW + qLL
)2

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ tr✐✈✐❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠ ✭❚❤❡♦r❡♠✿✸✳✺✮✳

❋ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✼

◆♦t❡ t❤❛t

∆GP

= b
[

(

qFW
)2

+
(

qFL
)2

−
(

qLW
)2

−
(

qLL
)2
]

= b
[(

qFW + qLW
) (

qFW − qLW
)

+
(

qFL + qLL
) (

qFL − qLL
)]

❈❛s❡ ✶✿ ✭qFW > qLW ❛♥❞ qFL > qLL✮ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s tr✐✈✐❛❧✳

❈❛s❡ ✷✿ ✭qFW > qLW ❛♥❞ qFL < qLL✮

∆GP

= b
[(

qFW + qLW
) (

qFW − qLW
)

+
(

qFL + qLL
) (

qFL − qLL
)]

T 0

❙✐♥❝❡
(

qFW + qLW
)

T
(

qFL + qLL
)

❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t

(

qFW + qFL
)

T
(

qLW + qLL
)

⇒
(

qFW − qLW
)

T
(

qLL − qFL
)

> 0

❈❛s❡ ✸✿ ✭qFW < qLW ❛♥❞ qFL > qLL✮ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈❛s❡ ✷✳

❈❛s❡ ✹✿ ✭qFW < qLW ❛♥❞ qFL < qLL✮ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s tr✐✈✐❛❧✳

✷✺
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