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❆❜str❛❝t✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥❛❧②③❡s ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛r❦❡ts ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥t t②♣❡s ❛r❡ ♥✲✈❡❝t♦rs ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✕✐✳❡✳
♣♦✐♥ts ✐♥ R

n✕❛♥❞ ❛❣❡♥t ♣r❡❢❡r ♠❛t❝❤❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ♦♥ t❤✐s s❡t
✭❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✮✳ ❋✐rst✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢❡✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
✐♥ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛❣❡♥ts ♠❛t❝❤ t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ t②♣❡✳ ■ s❤♦✇ t❤❛t r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❛s ♦♥❡r♦✉s ❛s t❤❡② ♠❛② s❡❡♠✱ ❛s ❛ r✐❝❤ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❤❛♥❞✱ ■ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❤✐❣❤❧② st②❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡
❞❛t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ t❤❛t ❤❡❧♣s ❝♦♥s✉♠❡rs ✜♥❞ ❛♥❞ ❝♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛t❝❤❡s✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❤❛✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s
♦✈❡r ♠❛♥② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❡✳❣✳ ❤❡✐❣❤t✱ ✐♥❝♦♠❡✱ ❛❣❡✱ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ t♦ ♣❛② t♦ ❥♦✐♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠
♦r ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ ♠❛t❝❤ ♦✛ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ■ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✜r♠✬s ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ str❛t❡❣② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝♦♠✐t❛♥t
♠❛r❦❡t ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❛❞❞r❡ss ❛♥ ✉♥❛♥s✇❡r❡❞ q✉❡st✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✕❝❛♥
♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ✭❡✳❣✳ ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ q✉❛❧✐t②✮ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡
s❛❧✐❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❄ ■ ✜♥❞ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❞❛t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ♠♦❞❡❧ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❝♦♥s✉♠❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s
❝❛♥ ❜❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ t♦ ✜r♠ str❛t❡❣② ♦r ♠❛r❦❡t ♦✉t❝♦♠❡s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s♦♠❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡✲t②♣❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♣r❡✈❛❧❡♥t ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❛♥❞✱ ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t✐♥❣ t♦ ❞❛t✐♥❣ ❛♥❞
♠❛rr✐❛❣❡✱ ♥♦♥tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t② ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥ ❛❣❡♥ts ✐♥ ❛ ❞❛t✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♠❛t❝❤✱ ✐t
✐s ♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♦♥❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥♥♦t ♦✛❡r ❛ tr❛♥s❢❡r t♦ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛t❝❤ t♦ ❡♥t✐❝❡ t❤❡♠✱ ♣❡r❤❛♣s ❜❡❝❛✉s❡
s✉❝❤ ❛♥ ♦✛❡r ♠❛② ❜❡ s♦❝✐❛❧❧② ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♦r ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐❧❧ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ♣♦♦❧✐♥❣ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s r❡❣❛r❞❧❡ss✳
❋✉rt❤❡r✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛r❡ ♦✈❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡rt✐❝❛❧✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧
❛❣❡♥ts s❤❛r❡ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r t②♣❡s✱ ❡✳❣✳ ✇❡❛❧t❤❀ ♦r ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ♣r❡❢❡r t❤❡✐r ♦✇♥ t②♣❡✱
❡✳❣✳ r❡❧✐❣✐♦♥✱ r❛❝❡✱ ❡t❝✳ ❋♦r ❜♦t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭❇❡❝❦❡r❬✷❪✮ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭❈❧❛r❦ ✭✷✵✵✸✮❬✺❪✱ ❈❧❛r❦ ✭✷✵✵✼✮❬✼❪✱
❛♥❞ ❑❧✉♠♣♣❬✶✵❪✮✱ s✐♠♣❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ■ ❞❡r✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱
✇❤❡r❡ ❛❣❡♥t t②♣❡s ❛r❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ R

n ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ♣r❡❢❡r ♠❛t❝❤❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡✳
❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛❜♦✉t ❛ s❡♣❛r❛t✐♥❣
❤②♣❡r♣❧❛♥❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✐♥ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ■ t❡st ✐t✬s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r
❜♦t❤ ♠♦❞❡st ❛♥❞ ♠♦❞❡r❛t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♥❡❛r❧② s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ s②♠♠❡tr②
t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ ❝❧♦s❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❤❡♦r②✳ ■ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ❞❛t✐♥❣ ♠❛r❦❡t ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛♥❞ ■✬♠ ❛❜❧❡ t♦
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭❡✳❣✳ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❡t❤♥✐❝ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ♣r❡❢❡r t❤❡✐r ♦✇♥ ❝❛t❡❣♦r②✮✱ ❛♥❞
❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s✐♥❣❧❡ ♣❡❛❦❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭❡✳❣✳ ✇♦♠❡♥ ♠♦st ♣r❡❢❡r ♠❡♥ ✇❤♦ ❛r❡ ✽✵✪ t❤❡✐r ❤❡✐❣❤t ♣❧✉s
✶✽ ✐♥❝❤❡s✱ ✇✐t❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤✐s ✐❞❡❛❧✮✱ ❛s ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t②♣❡s ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐st ♦❜s❡r✈❡s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ✈❡rt✐❝❛❧✱ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ♦r s✐♥❣❧❡ ♣❡❛❦❡❞
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t t❡rr✐❜❧② ♦♥❡r♦✉s ❛♥❞ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♠❛②
♣❧❛✉s✐❜❧② ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛r❦❡ts✳

✶
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❚❤✐s ♣❛♣❡r ❢♦❧❧♦✇s ❛ r✐❝❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ❜② ●❛❧❡
❛♥❞ ❙❤❛♣❧❡② ❬✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞❡r✐✈✐♥❣ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤❡s ❣✐✈❡♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞
❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❤✐❣❤❧② ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ✉t✐❧✐③❡s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ♠✉st ❜❡ r✉♥
❜❡❢♦r❡ ♠❛t❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s q✉✐t❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❧❡♥❞ ✐ts❡❧❢ t♦
❜❡✐♥❣ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❇❡❝❦❡r ❬✷❪ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡r❡
✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t②♣❡s ❛♥❞ ♥♦♥tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡✕t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥ t❤❡
t✇♦ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❝❛♥✬t ❜❛r❣❛✐♥ ♦✈❡r t❤❡ ❛♣♣♦rt✐♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✕❛♥❞ t❤❛t ❛ss♦rt❛t✐✈❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧s♦ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ✉t✐❧✐t② ✐s tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
✐♥ t❤❡ t✇♦ ❛❣❡♥ts✬ t②♣❡s✳ ❯♥❧✐❦❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡②✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ♥♦ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ♣❛✐r ✉♣ ❛❣❡♥ts✱ s♦ ✐t ✐s
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✉s❡ ✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t t❤❡ ❢❛✐r❧② ♦♥❡r♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✕❤✐❣❤❡r t②♣❡s
❛r❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❧♦✇❡r t②♣❡s✕❧✐♠✐ts ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡❣r♦s ❛♥❞ ◆❡✇♠❛♥ ❬✾❪ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞
♥❡❣❛t✐✈❡ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s✉❧ts t♦ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛rt✐❛❧❧② ♥♦♥tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡
❛r❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦♠❡ ♦r ❛❧❧ ❛❣❡♥ts t♦ tr❛♥s❢❡r ✉t✐❧✐t② t♦ t❤❡✐r ♠❛t❝❤✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ✇❛♥t t♦ ♠❛t❝❤ t♦ t❤❡✐r ♦✇♥ t②♣❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❇❡❝❦❡r✱
❈❧❛r❦ ✭✷✵✵✸✮ ❬✺❪ ❣✐✈❡s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s ✐♥ ❛ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts✳ ❈❧❛r❦
✭✷✵✵✼✮ ❬✼❪ t❤❡♥ tr❡❛ts t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s✉❧t✳
❈❧❛r❦ ✭✷✵✵✻✮ ❬✻❪ ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ❛ ✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳❑❧✉♠♣♣ ❬✶✵❪ ❞❡r✐✈❡s ❛ ✈❡r②
s✐♠♣❧❡ ✏✐♥s✐❞❡✲♦✉t✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❛❣❡♥ts✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ 2.1 ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ ❛♥
♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ t②♣❡ ❛♥❞ ✜♥❞s s❡r✐♦✉s s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❙❡❝t✐♦♥ 2.2 s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❙❡❝t✐♦♥ 3.1 ❞❡r✐✈❡s t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ s②♠✲
♠❡tr✐❝ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ 3.2 ❝♦♥tr❛sts t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝
❝❛s❡s ❛♥❞ ❣✐✈❡s s♦♠❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❛❜♦✉t ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛r❦❡ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ 4.1 ♦✉t❧✐♥❡s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ 4.2 ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳
❙❡❝t✐♦♥ 5 r❡✈✐❡✇s t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ 6 ❞❡✈❡❧♦♣s ❛♥❞ s♦❧✈❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st ♦♥❧✐♥❡ ❞❛t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠
✉s✐♥❣ t❤✐s ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ 7 s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♣❛♣❡r ❛♥❞ s✉❣❣❡sts ❛✈❡♥✉❡s ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤✳
❙❡❝t✐♦♥ 8✱ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ♣r♦✈✐❞❡s s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♦❢s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✷✳✶✳ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❡✬❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐s ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ t✇♦ s✐❞❡s✱ ♦r s❡ts ♦❢
❛❣❡♥ts✱ A ❛♥❞ B✳ ❲❡✬❧❧ ❞❡♥♦t❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛❣❡♥ts ✐♥ A ❛s a✱ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝ ❛❣❡♥ts ✐♥ B ❛s b✳ ❚❤❡s❡ s✐❞❡s ❝♦✉❧❞
❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥ ✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦s❡①✉❛❧ ❞❛t✐♥❣ ♠❛r❦❡t✳ ❆❣❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ s✐❞❡ s❡❡❦
❡①❝❧✉s✐✈❡ ♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤ ❛❣❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✳ ❚❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❝♦st❧❡ss❧② ❛♥❞ ♣❡r❢❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❡ ❡✈❡r②
♦t❤❡r ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❝♦st❧❡ss❧② ♣r♦♣♦s❡ ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t ♦r r❡❥❡❝t ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛t❝❤❡s✳ ❚✐♠❡ ✐s ♥♦t
♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✕❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❤❛♣♣❡♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛♥❞ ✇✐t❤ ♥♦ t✐♠❡ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣✳ ❆❣❡♥ts ❤❛✈❡
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛t❝❤❡s✱ ❛♥❞ ✐❢ b1 ≻

a
b2 ✇❡✬❧❧ s❛② a str✐❝t❧② ♣r❡❢❡rs b1 t♦ b2✱ ❛♥❞ ✐❢ b1 <

a
b2 ✇❡✬❧❧ s❛②

a ♣r❡❢❡rs b1 t♦ b2 ♦r ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ ✜♥❞ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s ✐♥ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛

♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ µ : A∪B → A∪B s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t x ∈ A ♦r x ∈ B✱ µ(x) ✐s ❛♥ ❛❣❡♥t ♦♥ t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡ ♦r t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ✭♥♦ ♠❛t❝❤✮✱ ❛♥❞ µ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✳ ❆ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
a ❛♥❞ b s✉❝❤ t❤❛t b ≻

a
µ(a) ❛♥❞ a ≻

b
µ(b)✳ ❙✉❝❤ ❛♥ (a, b) ✐s ❛ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣❛✐r✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❛t❝❤✐♥❣s

❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ ♦✉t ❤♦✇ ❛❣❡♥ts ♣❛✐r ✉♣ ✐♥ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t♦
st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s ❛s ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ✐❢ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✐♥ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✇❛②✱ ✐t✬s ❧✐❦❡❧② t❤❛t s♦♠❡ ♠❛t❝❤❡s
✇✐❧❧ ❞✐ss♦❧✈❡✱ ✇❤❡r❡❛s ✇✐t❤ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s✱ s♦ ❧♦♥❣ ❛s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ s❤♦✉❧❞
r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✳

Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦✉t❧✐♥❡❞ s♦ ❢❛r✱ ❜✉t ✇❡✬❧❧ r❡str✐❝t t❤❡♠ t♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✕t❤❛t ✐s✱ ❛❣❡♥ts ♣r❡❢❡r ♠❛t❝❤❡s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡♠✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡r❡
❛❣❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ❙ ❤❛✈❡ n ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✕t❤❛t ✐s✱ t❤❡✐r t②♣❡ ✐s ❛♥ n✲✈❡❝t♦r✱ θs ∈ R

n✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ t❤❡s❡
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦♠❡✱ ❤❡✐❣❤t✱ ❇▼■✱ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❣❡♥ts
♣r❡❢❡r ♠❛t❝❤❡s ✇❤♦s❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t②♣❡ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡✐r ♦✇♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t②♣❡ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝
♦♥ R

n✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② ✇❡✬❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳ ▼❛♣♣✐♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠♦❞❡❧

❲❡✬❧❧ ❛❧s♦ s♣❡❝✐❢② ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❲❡✬❧❧ ❛ss✉♠❡ ♥♦♥tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t②
✐♥ t❤✐s ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ s♦ t❤❛t ❛❣❡♥ts ❝❛♥♥♦t ♦✛❡r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r ♠❛t❝❤✐♥❣ ✉t✐❧✐t② t♦ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛t❡ t♦
✐♥❞✉❝❡ t❤❡♠ t♦ ♠❛t❝❤✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦♥❧② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ✇❤❡♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s t❤❡ ✉t✐❧✐t② t❤❡② ❣❡t ❢r♦♠ t❤❡✐r
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛t❡✬s t②♣❡✕❛❣❡♥ts ❝❛♥✬t str❛t❡❣✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss t♦ ♦t❤❡rs✳

✷✳✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❱❛r✐♦✉s Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ❚②♣❡s ✐♥ ❛ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱
✇❡✬r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r n ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ✇❛♥t ♠❛t❝❤❡s ❝❧♦s❡r
t♦ t❤❡✐r ♦✇♥ t②♣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡s❡ n ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ♠❛♥② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ♠❛♥✐❢❡st❧②
♥♦t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❢♦r ♠♦st ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣❡♦♣❧❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r❡❢❡r ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣❛rt♥❡rs✱ ♥♦t ❛
♣❛rt♥❡r ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss✳ ▲✉❝❦✐❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s r❡str✐❝t✐✈❡✱
r❡q✉✐r✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s❤❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ n ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✐t st✐❧❧ ❛❧❧♦✇s
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ♠❛♥② t②♣❡s ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

■♥ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ♣❡♦♣❧❡ ♣r❡❢❡r ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ■❢ ❡✈❡r②♦♥❡ ❝❛♥
❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❛♥② t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ❛♥❞ ❡✈❡r②♦♥❡ ♣r❡❢❡rs ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ t♦ ❧❡ss
❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r ❛ s✐♥❣❧❡ t②♣❡ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭t❤❡
❤✐❣❤❡r t❤❡ t②♣❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛♣ t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡
r❡❛❧ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧❡❛st✲❞✐st❛♥❝❡✳ ❆ ❛❣❡♥t t②♣❡s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ♥❡✇ ❇ ❛❣❡♥t t②♣❡s ❡q✉❛❧ t♦
❛ ❝♦♥st❛♥t ♠✐♥✉s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜ ❛❣❡♥t t②♣❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤
❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ❜❡st ❇ ❛❣❡♥t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ t②♣❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❡st ❆ ❛❣❡♥t✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r t②♣❡ ❆ ❛❣❡♥ts ✭❧♦✇❡r
t②♣❡ ❇ ❛❣❡♥ts✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜② ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐♥❣ s✐❞❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss
❢♦r ❆ ❛♥❞ ❇✱ αA ❛♥❞ αB ✱ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛♣ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❆ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ α′

A = αA ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❇ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥ss ✉s✐♥❣ α′
B = 2− αB ✳ ❙✐♥❝❡ ❤✐❣❤❡r t②♣❡ ❆ ❛❣❡♥ts ✭❧♦✇❡r t②♣❡

❇ ❛❣❡♥ts✮ ❤❛❞ ❜❡tt❡r ✈❡rt✐❝❛❧ t②♣❡s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❧♦s❡r t♦ ❛♥❞ t❤✉s ♠♦r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜② ❛❧❧ ❇ ✭❆✮ ❛❣❡♥ts✱ ✇❡
♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣s ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ ❡①♣❡❝t ❛❣❡♥ts t♦ ❤❛✈❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❛
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇❡✬❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❛t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
♠♦❞❡❧ ✇❡✬✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❜❡st ❆ ❛❣❡♥t t♦ ❜❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❡st ❇ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
♠❛♣♣✐♥❣✱ ❡❧s❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ♣r❡❢❡r t❤❡✐r ♦✇♥ t②♣❡ t♦ t❤❡ ❜❡st t②♣❡✳

❯s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ♠❛♣♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡✈❡♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❧❛r❣❡r ❝❧❛ss ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣❡❛❦❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢
✇❤✐❝❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s✳ ❙✐♥❣❧❡ ♣❡❛❦❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts
❤❛✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛❧ t②♣❡ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r ♠❛t❝❤❡s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❛t ✐❞❡❛❧ t②♣❡ t♦ ♠❛t❝❤❡s ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛❧
t②♣❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭θ1✮ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✭θ2✮ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡
♣❡❛❦❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✱ ✇❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♥♦r ✈❡rt✐❝❛❧✱ ❜✉t t❤❛t ❜ ♠♦st ♣r❡❢❡rs ❛ ✭❜✬s ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❣r❡❡♥✱ ❛♥❞ ♥♦ ♦t❤❡r
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ▼❛♣♣✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❡❛❦❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t♦ t✇♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ▼❛♣♣✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

❛❣❡♥t ✐♥ ❆ ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❛t r❛❞✐✉s✮✱ ❛♥❞ ❛ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ t②♣❡ t❤❛♥ ❜✱ ❜✉t ❜ ❞♦❡s ♥♦t ♠♦st ♣r❡❢❡r
t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❆✳ ❋♦r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✇❡ s✐♠♣❧❡ ✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✕s❛②✱
❤❡✐❣❤t✕s♦ t❤❛t θ1 ✐s ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ♣r❡❢❡r ❤❡✐❣❤ts ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡✐rs✳ ■♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛
♠❛♣♣✐♥❣ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝❛s❡ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❧❡t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❡✐❣❤t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❜❡ ❡q✉❛❧
t♦ ❤❛❧❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❤❡✐❣❤t ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❇ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❛t ✐s✱ bθ2 = bθ1/2✱ ✇❤❡r❡ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜② ✷ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
❞✐s✉t✐❧✐t② ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❤❛❧❢ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❋♦r ❆ ❛❣❡♥ts✱ s❡t t❤❡
❤❡✐❣❤t ✐♥ ♠❡t❡rs t♦ aθ2 = (2.5− aθ1)/2✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ s✉♣♣♦rt ❛❧♦♥❣
❧✐♥❡s ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s✐♥❣❧❡ ♣❡❛❦❡❞✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ♥♦♥✲♦r❞✐♥❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❛♥② ✐♥✲
❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ str♦♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r r❛❝❡✱ ♣r❡❢❡rr✐♥❣ ♠❛t❝❤❡s ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ r❛❝❡ t♦ ♦t❤❡rs✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦
♠❛♣ t❤✐s ✐♥t♦ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋♦r ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇✐t❤ k ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ❛❞❞ k
❞✐♠❡♥s✐♦♥s t♦ ♦✉r n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ❛♥❞
❛❣❡♥ts ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛❝❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡✐r ♦✇♥ r❛❝❡✬s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ③❡r♦❡s ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡rs✱ ✇❤❡r❡
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t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ✈❛r✐♦✉s
r❛❝❡ ♣❛✐rs✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ ✇❡ s❡❡ t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ ✸ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡
❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ r❛❝✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✵ ✐❢ ②♦✉ ❛r❡ ♥♦t t❤❛t r❛❝❡ ❛♥❞ s♦♠❡
♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐❢ ②♦✉ ❛r❡✳ ❚❤❡♥ ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ❛①✐s ❛♥❞ ③❡r♦ ❛❧♦♥❣ ❛❧❧
♦t❤❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✱ di✱ ✇✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❛t r❛❝❡
♣❛✐r✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❞✐s✉t✐❧✐t② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❛❣❡♥ts ✐♥ ❛ ♣❛✐r✱ ❜✉t
✇❡ ❤❛✈❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❧❡❡✇❛② t♦ ✈❛r② t❤❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐rs✳

❚❤✉s✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥❧② ❡①t❡♥❞ t♦ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❡
s❡❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❛ ♠✉❝❤ r✐❝❤❡r s❡t ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ♥♦♥✲❤♦r✐③♦♥t❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥t♦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

✷✳✸✳ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❙✐♥❣❧❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆♥ ♦❜✈✐♦✉s q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❝❛♥ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡❄ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡✬❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✷✳✶✱ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ t②♣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❛❧♦♥❣ t❤❛t ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❡❛❝❤
❛❣❡♥t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❛❧✐❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✷✳✶✳ ■❞❡❛❧❧②✱ ✇❡✬❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣r❡s❡r✈❡
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✳

❖♥❡ r♦✉t❡ ✇❡ ♠✐❣❤t ❝♦♥s✐❞❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ s✐♠♣❧② ❧♦♦❦ ❛t ♦♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥ ✐s♦❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤✐s ♣r❡s❡♥ts
❝❧❡❛r ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥str✉❝t✐✈❡✿ ♦❢t❡♥✱ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❞❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛rr✐❛❣❡
❛r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ t②♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✇❡❛❧t❤ ❢♦r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t♦ ❞❛t✐♥❣ ♦r ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡ts✱ ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦t❤❡r t❤❛♥ ✇❡❛❧t❤✳ ❖♥❡ s✉❝❤
❢❛❝t♦r ✐s ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡♥ t❤❛t ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ✇❡❛❧t❤
✐♥ ✇♦♠❡♥ ❛♥❞ ♣❡r❢❡❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ✇❡❛❧t❤ ✐♥ ♠❡♥✳ ❋✉rt❤❡r✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❛t ✇❡❛❧t❤ ❛♥❞
❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦✈❡r [0, 1] ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤
✐s t❤❡ ♣❛rt♥❡r✬s ✇❡❛❧t❤ ♣❧✉s t✇✐❝❡ t❤❡✐r ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤ ✐s ❞❡❝❡❛s✐♥❣ ✐♥ ✇❡❛❧t❤ ♦♥ t❤❡
✇♦♠❡♥✬s s✐❞❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✇❡❛❧t❤ ♦♥ t❤❡ ♠❡♥✬s s✐❞❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐❧❧ ❡①❤✐❜✐t ♥❡❣❛t✐✈❡
❛ss♦rt❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❡❛❧t❤✕t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♠❛♥✬s ✇❡❛❧t❤✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ ❤✐s ♠❛t❝❤✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥❧② ✇❡❛❧t❤ ❣✐✈❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦rt❛t✐♦♥✕❤✐❣❤❡r ✇❡❛❧t❤
♠❡❛♥s ❛ ❤✐❣❤❡r ✇❡❛❧t❤ ♠❛t❝❤✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❜str❛❝t✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡ ❣❛✈❡ ✉s t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✦ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡❧② ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞
♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ✇❡ ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❤❡rr②✲♣✐❝❦✐♥❣ ❛
s✐♥❣❧❡ tr❛✐t ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ✉s ❛♥ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡✳

❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✿ ❝❛♥ ✇❡ s♦♠❡❤♦✇ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ t②♣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡
t②♣❡ ❛♥❞ r❡t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡❄ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ t②♣❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛♣❡rs
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s ✏♣✐③❛③③✑ ✐♥ ❇✉r❞❡tt ❛♥❞ ❈♦❧❡s ✭✶✾✾✼✮❬✹❪✳ ❲✐t❤ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ t②♣❡✱ ✇❡
❝♦✉❧❞ ✉s❡ ❛ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳

■❢ ✇❡ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r ❡❛❝❤ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡①t❡♥❞s t♦ t②♣❡
n✲✈❡❝t♦rs✕t❤❛t ✐s✱ t❤❛t ❡✈❡r②♦♥❡ ❛❣r❡❡s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ t②♣❡ ♣r♦✜❧❡s✕t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r②
♥✐❝❡ r❡s✉❧t✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥ ❛ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t②♣❡ ✐s str✐❝t❧②
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ q✉❛❧✐t②✳ ■❢ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♣♦s❡ s♦♠❡
♠♦❞❡st str✉❝t✉r❡✕♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥❧② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛❣❡♥ts✳
❚❤❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✉t✐❧✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ✐❢ ♦♥❡✬s ♦✇♥ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♦♣♣♦s✐♥❣ ❛❣❡♥t ❞✐✛❡rs ❢♦r t✇♦ ♦✇♥✲t②♣❡ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ q✉❛❧✐t② ❧❡✈❡❧ ✭s❛♠❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛♥② ♦♣♣♦s✐♥❣ ❛❣❡♥t✮ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✉t✐❧✐t② ✐♥
t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ st✐❧❧
❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ tr✉❡ ✉t✐❧✐t② ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t ❛r❡ ♠❛♥✐❢❡st❧② ♥♦t ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛r❡ ❤✐❣❤❧② r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♠❛t❝❤✲
✐♥❣✳ ❲✐t❤ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❧✐❦❡ ❡t❤♥✐❝✐t② ❛♥❞ r❡❧✐❣✐♦♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❧✐❦❡ ❧✐❢❡ ❣♦❛❧s ❛♥❞
✈❛❧✉❡s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ✐♥st❡❛❞ ❡①♣❡❝t t♦ s❡❡ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡ ♣r❡❢❡rr✐♥❣ t❤❡✐r ♦✇♥ t②♣❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇✐❧❧ ❛❧♠♦st ❝❡rt❛✐♥❧② ②✐❡❧❞ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ♠❛t❝❤✲
✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ s♦ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ r❡❧❛t❡ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
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♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❤❡♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡r❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ r❡❛s♦♥ t♦
❡①♣❡❝t ♠♦r❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ❲❤✐❧❡
♠❛♥② tr❛✐ts t❤❛t ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r ♠❛t❝❤✐♥❣
♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ t②♣❡s ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ t②♣❡s ♥❡❡❞
♥♦t ❜❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇♦♠❡♥ ❢r♦♠ ❝✉❧t✉r❡s ✇✐t❤ ♠❛♥② s❤♦rt ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠❛② ♣r❡❢❡r ♠❡♥ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❝✉❧t✉r❡
✭s❛♠❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ t②♣❡✮ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♣r❡❢❡r t❛❧❧❡r ♠❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜❡✐♥❣ ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢
t❤❡✐r ❝✉❧t✉r❡✳ ▼❛t❝❤✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ ❤❡✐❣❤t ✇♦✉❧❞ ♠❛t❝❤ t❤❡ ✇♦♠❡♥ ❛❧♠♦st ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② t♦ ♠❡♥ ♦❢ ♦t❤❡r ❝✉❧t✉r❡s✱
✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥tr❛r② t♦ ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ♠✉st t✉r♥ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ▼❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ n t♦ 1
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✇❡ ❣❡t ✇✐❧❧ ❜❡ ✇❡❛❦❡r✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❛t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ♥❡❡❞ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s✳

❋✐rst✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✮ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✇✐❧❧
❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♠❛♣ ✐t ✐♥t♦ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s
✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✐s t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ♦r ❉❡❢❡rr❡❞ ❆❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡♥❞ ✐ts❡❧❢ t♦ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥t♦ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❑❧✉♠♣♣ ❞❡r✐✈❡s ❛♥ ✏✐♥s✐❞❡
♦✉t✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❬❄❪✱ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♠❛t❝❤❡s t❤❡
❝❧♦s❡st ❛❣❡♥ts t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ❛♥❞ r❡♠♦✈❡s t❤❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts✱ ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ❝❤♦♦s❡ (a1, b1) ∈ argmin

a∈❆✱❜∈❇
d((a, b))✳ ❚❤✐s

✐s ♦✉r ✜rst ♣❛✐r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇❡✬r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣✳ ❙✉♣♣♦s❡ k − 1 ♣❛✐rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛t❝❤❡❞
♦✉t✳ ❉❡✜♥❡ Ak−1 = {a1, a2, ..., ak−1} ❛♥❞ Bk−1 = {b1, b2, ..., bk−1}✳ ■♥ t❤❡ kt❤ st❡♣✱ ❝❤♦♦s❡ (ak, bk) ∈

argmin
a∈A\Ak−1,b∈B\Bk−1

d((a, b)) Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡✬❧❧ ♠❛t❝❤ ♦✉t ❛❣❡♥ts ✉♥t✐❧ ♦♥❡ ♦r ❜♦t❤ s✐❞❡s ❛r❡ ❢✉❧❧②

♠❛t❝❤❡❞ ♦✉t✳
❙✐♥❝❡✱ ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❛❣❡♥ts ♣r❡❢❡r ❝❧♦s❡r ♠❛t❝❤❡s✱ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧

♣❛✐r ♦❢ ❆ ❛♥❞ ❇ ❛❣❡♥ts ♠✉st ❜❡ t❤❡ ♠✉t✉❛❧❧② ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠❛t❝❤ ❜② t❤❡ ♣❛✐r ❛♠♦♥❣ ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥♠❛t❝❤❡❞
❛❣❡♥ts✱ ❛♥❞ ❛❧r❡❛❞② ♠❛t❝❤❡❞ ❛❣❡♥ts ✇❡❛❦❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ t❤❡✐r ♠❛t❝❤ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❛t❝❤❡s✱ s♦ t❤❡ ♠❛t❝❤❡s ❛r❡
st❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❣✐✈❡♥ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳
❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ d ♦✈❡r Rn✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ s❦❡t❝❤ ❢♦r ❑❧✉♠♣♣✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❜♦✈❡ r❡❧✐❡s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝✱ s♦
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛❞❥✉st♠❡♥t s♦ ❧♦♥❣ ❛s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡
❞✐❝t❛t❡❞ ❜② ❛ s❤❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ♦✈❡r t❤❡ n✲✈❡❝t♦r t②♣❡s✳

❲✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡ n t♦ ✶ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❋✐rst✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐s❝r❡t❡
n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ fn ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② ❑❧✉♠♣♣✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❛❦❡ ❛❧❧ ♠❛t❝❤❡s ✇❤❡r❡
d > 0 ❛♥❞ ❛ss✐❣♥ t❤❡♠ ❛ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ t②♣❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❤❛❧❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♠❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱
♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② −1 ❢♦r B ❛❣❡♥ts✳ ◆♦✇✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♠❛t❝❤ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ✵ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥t
♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t②♣❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐❞❡ ❤❛s ❛ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ♥♦♥③❡r♦ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛ss✐❣♥ t❤❡♠ ❤❛❧❢ t❤❛t ♥♦♥③❡r♦ ❞✐st❛♥❝❡
❛s t❤❡✐r ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ t②♣❡✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ✲✶ ❢♦r ❇ ❛❣❡♥ts✱ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥ t❤❡✐r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♠❛t❝❤ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ t♦
t❤❛t t②♣❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❛❣❡♥ts ✇❤♦s❡ t②♣❡ ♦♥❧② r❡❝❡✐✈❡s ♣❡r❢❡❝t ♠❛t❝❤❡s✱ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ t②♣❡ ✵✳
❈❛❧❧ t❤✐s ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ f1✳

❚♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠❛t❝❤❡s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♠❛t❝❤❡s✱ t❛❦❡ a ✐♥ A s✉❝❤
t❤❛t µn(a) = b✳ ❙✉♣♣♦s❡ θ1b = θ1a✳ ❚❤❡♥ dn(a, b) = 0 ❛♥❞ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t②♣❡ ♦❢ ❜♦t❤ ✐s ✵✱ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❛ ✈❛❧✐❞ ♠❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♦r a✬s t②♣❡ ✐s θna 6= 0 ✳ ❚❤❡♥ b ♠✉st ❜❡ t②♣❡ θna ❛s
✇❡❧❧✱ s✐♥❝❡ ✐t ✇❛s a✬s ♠❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✉♣♣♦s❡ θnb 6= θna✳ ▲❡t dn(a, b) = D✳ ❚❤❡♥
∀a′ ∈ A ✇❤❡r❡ d1(a

′, b) < D✱ t❤❡♥ |θ1a′ | < D/2✱ s♦ d1(a
′, µ1(a

′)) = 2|θ1a′ | < |θ1b| + |θ1a′ | = d1(a
′, b)✱ s♦ ❜

❝❛♥♥♦t ❞❡✈✐❛t❡ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❛✬✳ ❇② ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❛r❣✉♠❡♥t✱ a ❤❛s ♥♦ ♠♦r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❛t❝❤
t❤❛♥ b✱ s♦ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣❛✐r ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ♠❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
t❤✐s ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥❧② ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♠❛t❝❤❡s✱ ♥♦t t❤❡ t②♣❡s t❤❛t ♠❛t❝❤ t♦❣❡t❤❡r✳ ❲❤✐❧❡ ♥♦ ♠❛t❝❤✐♥❣
♦✈❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t②♣❡ ✇✐❧❧ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ t②♣❡s t❤❛t ♠❛t❝❤✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
t✇♦ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❛t❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ tr❛❞❡❞ ❛♠♦♥❣st t❤❡♠s❡❧✈❡s
✇✐t❤♦✉t ✈✐♦❧❛t✐♥❣ st❛❜✐❧✐t②✱ ✐♥ t❤✐s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ st❛❜❧② ♠❛t❝❤ ❛❣❡♥ts t❤❛t ❝❛♥♥♦t ♠❛t❝❤
✐♥ t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦
❛❣❡♥ts ❛♥❞ ❛❧❧ ❢♦✉r ❢♦r♠ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡✱ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t✇♦ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛✐rs✱

✶s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✽✳✸ ❢♦r ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳ ▼❛♣♣✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝r❡❛t❡s ❡①✲
tr❛♥❡♦✉s ♠❛t❝❤❡s

✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❛❣❡♥t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱
t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♠❛ss ♣♦✐♥t ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❛t s✐❞❡✬s ❛❣❡♥ts✱ ❛♥❞ ❡✐t❤❡r ♣❛✐r✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ st❛❜❧❡✱
✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛✐r✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛✈❡ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✇♦rs❡ ♦✛ ❛♥❞ t❤✉s ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡✳
❆❧s♦✱ ❛❣❡♥ts ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t②♣❡s t❤❛t ♠❛t❝❤ t♦ t②♣❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥③❡r♦ ❞✐st❛♥❝❡s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ✐♥
t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ✶✲t②♣❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
t❤❡✐r ♥✲t②♣❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡
♠❛t❝❤ q✉❛❧✐t② t❤❛t ❛❣❡♥ts r❡❝❡✐✈❡✱ t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ❝❛♥ st✐❧❧ ❥✉st✐❢② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ t②♣❡ ✐♥
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ r❡q✉✐r❡s t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ s♦❧✈❡ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❜② t✉r♥✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ ♠♦r❡ tr❛❝t❛❜❧❡
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♠❛② st✐❧❧ ✜♥❞ ✉s❡ ❢♦r ✐t ❛s ❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞♦♥✬t ♥❡❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ ♦✉r ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛r❦❡t t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✇❡ ❥✉st ✇❛♥t t♦ ❦♥♦✇ t❤❛t ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s❛❧✐❡♥t✳ ■❢ ❛❧❧ t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣
♦✉t❝♦♠❡ r❡♠❛✐♥ st❛❜❧❡✱ t❤❡♥ ❝❧❡❛r❧② t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✉✣❝✐❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦♥❧②
r❡t❛✐♥s t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡✱ ♥♦t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ◆♦r ❞♦❡s ✐t ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❢✉❧❧
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣s✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ②♦✉r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ♦♣♣♦s✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♠❛t❝❤✱ ♥♦t ❢r♦♠ ②♦✉✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ a3♣r❡❢❡rs b2 t♦ b1✱ ❜✉t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥a1 ❛♥❞b1 ❛♥❞ a3 ❛♥❞ b3 ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ s♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ a3 ❛♥❞ b1 ✐♥ t❤❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♣✲
♣✐♥❣ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ a1 ❛♥❞ b1✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ a3 ❛♥❞ b2 ✐s ❣r❡❛t❡r✱ s✐♥❝❡ b2
✐s ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ a2✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡✳❣✳ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❛❣❡♥ts
♦r ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ s❡❛r❝❤ ❢r✐❝t✐♦♥s✮✱ t❤❡
♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ✐♥❝♦rr❡❝t r❡s✉❧ts ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡s✳

❚❤✉s✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛s ❧✐♠✐t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
♦✉t❝♦♠❡s ♠❛② ❞✐✛❡r s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡r❡ st✐❧❧ ♠❛② ❜❡ s♦♠❡ ✉s❡ ❢♦r ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡s t♦ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s t♦♣✐❝ ✐s ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳ ▼❛♣♣✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣s

✸✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❙②♠♠❡tr✐❝ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s

✸✳✶✳ ◆♦♥tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ❯t✐❧✐t② ▼❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■❢ ✇❡ ❝❛♥✬t r❡❞✉❝❡ ❛♥ n✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♥❡✱ ✇❡ ♠✉st t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦✇ t♦ ❞✐r❡❝t❧② s♦❧✈❡ ❛♥
n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤
s✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❡✈❡♥
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♦♥❡✬s ♠❛t❝❤ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡✬s ♦✇♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❡r❡ ✐s
st✐❧❧ t❤❡ ♦♥❡ ♦✉t❧✐♥❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✇✐t❤ ❞✐s✉t✐❧✐t② ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ d(a, b)✱
✇❤❡r❡ ❞ ✐s s❤❛r❡❞ ❜② ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s✳ ❆❣❡♥t ❛ ❤❛s t②♣❡ θa ∈ R

♥✱ ❛♥❞ ❛❣❡♥t ❜ ❤❛s t②♣❡ θb ∈ R
♥✳

❉❡♥♦t❡ t❤❡ ✉♥✐t ♥♦r♠ t♦ ❤ ✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥ ❛t ③❡r♦ η(h). ❉❡♥♦t❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ h ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ ❤ ❛♥❞
t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❛t ❛ ♣♦✐♥t a η(h, a) ❉❡♥♦t❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦r ❍♦✉s❡❤♦❧❞❡r ♠❛tr✐① ♦❢ h R(h) = I − 2η(h)η(h)T ✳
❉❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛❧❧ ③❡r♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❡①❝❡♣t ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶ ❛t ❝♦♠♣♦♥❡♥t i ei✳ ❉❡✜♥❡ dη(a, b) ❛s t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ a ❛♥❞ b ❛❧♦♥❣ ✈❡❝t♦r η ❛♥❞ dhi

(a, b) ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ a ❛♥❞ b ❛❧♦♥❣ t❤❡ it❤ ❜❛s✐s
✈❡❝t♦r ♦❢ h✳ ❉❡✜♥❡ d(a, h) ≡ ||η(h, a)|| = dη(a, h)✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❛♥❞
t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❤✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❛♥❞ ❛✬s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ h✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ ❛ r❡s✉❧t ❢r♦♠
❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✿ d(a,R(h).a) = a−2η(h, a)✳ ❲❡✬❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ s❡✈❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t♦ ❣❡t ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥✿

• ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ✭❙❊P✮ ✿ ∃h = {x : ax = k} ❢♦r s♦♠❡ x ❛♥❞ k s✉❝❤ ❤ s❡♣❛r❛t❡s ❆ ❛♥❞ ❇✳ ❚❤❛t ✐s✱
ay < k < az ∀y ∈ A,z ∈ B✳

❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣❡t t❤❡✐r ♦✇♥ t②♣❡ ❛s ❛ ♠❛t❝❤✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡②
✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❛❝❝❡♣t✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❣❡♥ts✱ ❜✉t t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡s❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐❧❧ st✐❧❧ ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛t✐s❢② t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
s✐♥❝❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡♣❛r❛t❡
t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞
❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❙❊P ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳
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• ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ✭❘❊❋✮ ✿ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❆ ✐s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❇✳ ❚❤❛t ✐s✱
∀a ∈ A✱∃b ∈ B s✉❝❤ t❤❛t R(h).a = b✱ ❛♥❞ ∀b ∈ B✱∃a ∈ A s✉❝❤ t❤❛t R(h).b = a✳

❲❡✬❧❧ ♥❡❡❞ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❛❣❡♥t ❤❛s ❛ r❡✢❡❝t❡❞ ❛❣❡♥t✱ ✇❤✐❝❤✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❤❛r❡❞
❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝✱ ✇✐❧❧ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♠❛t❝❤ ❡✈❡r② ❛❣❡♥t t♦ t❤❡✐r r❡✢❡❝t✐♦♥ st❛❜❧②✳

• ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ ✭❊❯❈✮ ✿ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❡✬❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡st❛t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❛t ❤②♣❡r✲
♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❜♦t❤ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ t❤❛t ❛❣❡♥ts ♠♦st ♣r❡❢❡r ♠❛t❝❤✐♥❣ t♦ t❤❡✐r r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞
❢♦r ❛❝t✉❛❧❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❛t t❤❛t r❡s✉❧t ✐s tr✉❡ ✭✐t ✇♦♥✬t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ ❢♦r ♦t❤❡r ♥♦r♠s✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ✐s t❤❛t ✐t ✐s r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝✕t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ♦❢
❛♥② ❛❣❡♥t ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ✐s ❛ ❤②♣❡rs♣❤❡r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s r♦t❛t✐♦♥❛❧
s②♠♠❡tr②✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡✱ s❛②✱ ✶✲♥♦r♠ ♦r s✉♣♥♦r♠✱ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❤②♣❡r❝✉❜❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ r♦t❛t✐♦♥✳

❲❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞♦✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②✱ ✐s ✇❤❛t ✐s s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ t❛❦❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❆ ❛♥❞ ❇ r❡✢❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐♥ ❛♥② s♦rt ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t②♣❡s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ s♦❧✈❡ ❛♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✱ s♦ t❤❛t ❛♥
❛❣❡♥t ❛♥❞ ✐ts r❡✢❡❝t✐♦♥ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ♦t❤❡rs ✉♥❞❡r t❤❡ r♦♦t ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❜✉t s✉❝❤ ❛ r♦t❛t✐♦♥✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②
❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠✱ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❧❡ss t❤❡ ♥♦r♠ ❤❛s r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②✳

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ✭❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❙②♠♠❡tr✐❝ ◆❚❯ ▼❛t❝❤✐♥❣✮ ●✐✈❡♥ ❛ t✇♦ s✐❞❡❞ ◆❚❯ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ s✐❞❡s
❆ ❛♥❞ ❇✱ s✉♣♣♦s❡ ∃ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ h ⊂ R

♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❙❊P ❛♥❞ ❘❊❋✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❛❣❡♥ts ♣r❡❢❡r ❝❧♦s❡r ♠❛t❝❤❡s ✐♥
t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡♥ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ♠❛t❝❤ t♦ t❤❡✐r r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱µ(a) = a−2η(h, a)❂R(h).a✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣
♣❛✐r (a1, b2) s✉❝❤ t❤❛t b2 ≻

a1

µ(a1) = b1 ❛♥❞ a1 ≻
b2

µ(b2) = a2✳ ❚❤❡♥ d(a1, b2) < min{d(a1, b1), d(a2, b2)}✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ ♣❛✐rs (a1, b1) ❛♥❞ (a2, b2) ❛r❡ ❡❛❝❤ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛t❝❤❡s✱ ✇❡ ❦♥♦✇
d(a1, b1) = 2d(a1, h) = dη(a1, h)✱ d(a2, b2) = 2d(b2, h) = dη(b2, h)✳ ❇✉t✱ s✐♥❝❡ ❞ ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱

d(a1, b2) =

√

∑ n
i = 1

di(a1, b2)2

❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

d(a1, b2) =

√

∑ n− 1
i = 1

dhi
(a1, b2)2 + dη(a1, b2)2

≥
√

dη(a1, b2)2

= dη(a1, b2)

= dη(a1, h) + dη(b2, h)

= (d(a1, b1) + d(a2, b2))/2

≥ min{d(a1, b1), d(a2, b2)}

❈♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ �

❉❡✜♥✐♥❣ ❛ r♦t❛t❡❞ t②♣❡s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ h ❛s t❤❡ ✜rst ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ n− 1 ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s♣❛♥♥✐♥❣
✈❡❝t♦rs ♦❢ h ❛s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ n−1 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞❡r✐✈❡ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤✐s r❡s✉❧t✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳
∂µ(a)

∂a1
= −e1✱

∂µ(a)

∂ai
= ei ❢♦r i > 1

Pr♦♦❢✳ ◆♦t❡ t❤❛t µ(a) = a− 2η(h, a) = a− 2d(h, a)e1✳ ❚❤❡♥
∂µi(a)

∂ai
= ei − 2

∂d(h, a)e1
∂ai

❛♥❞
∂d(h, a)e1

∂ai
✐s ✵

✐❢ i > 1 ❛♥❞ ei ✐❢ i = 1✱ s✐♥❝❡✱ ❛s ♦♥❡ ✈❛r✐❡s ai✱ a ♠♦✈❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✳ �
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❈♦r♦❧❧❛r② ✷ ❤❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✕❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱
t❤❛t ✐s✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛❝r♦ss ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢❛❝❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡①❤✐❜✐ts ♥❡❣❛t✐✈❡
❛ss♦rt❛t✐♦♥✳ ❆❧♦♥❣ ✈❡❝t♦rs ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✜rst✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ❛ss♦rt❛t✐✈❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♠❛t❝❤
t②♣❡ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ ♦✇♥ t②♣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❛t s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r② ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❣✐✈❡♥
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✳ ■♠❛❣✐♥❡ ♠♦✈✐♥❣ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t
♦r ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❛ ♠✐rr♦r ✭♠♦✈✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♠✐rr♦r✮✳ ❨♦✉r r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠♦✈❡s ❡①❛❝t❧② ❛s ②♦✉
❞♦✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ②♦✉r r❡✢❡❝t✐♦♥s ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❛r✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛♥❞ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ✇✐t❤ ②♦✉r ♠♦✈❡♠❡♥t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ②♦✉ ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♠✐rr♦r✱ ②♦✉r r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠♦✈❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ♠✐rr♦r t♦♦✱ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥
♠♦✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ②♦✉rs✱ ❛♥❞ ✐❢ ②♦✉ ♠♦✈❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐rr♦r ②♦✉r r❡✢❡❝t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r❧②
♠♦✈❡s ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✸✳✷✳ ❚r❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ❯t✐❧✐t② ▼❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ♥♦✇ ♠♦✈❡ ♦♥ t♦ ❛♥ ❛♥❛✲
❧♦❣✉❡s ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t②✳ ❏✉st ❛s ❇❡❝❦❡r s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❚❯ ❛♥❞ ◆❚❯✲st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s ❝♦✐♥❝✐❞❡
❢♦r ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❤❡♥ ♠❛t❝❤ ✉t✐❧✐t② ✐s s✉♣❡r♠♦❞✉❧❛r ✐♥ t②♣❡s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ◆❚❯✲
st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❞❡r✐✈❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ❛❧s♦ ❚❯✲st❛❜❧❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❢♦r s✉♣❡r♠♦❞✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤✐s
❢r❛♠❡✇♦r❦✕t❤❛t ✐s✱ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡r
♣❛✐rs ❜❡✐♥❣ ♠♦✈❡❞ ❢✉rt❤❡r ❛♣❛rt ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❢✉rt❤❡r ♣❛✐rs ❜❡✐♥❣ s❡♣❡r❛t❡❞ ❢✉rt❤❡r✳
❈♦♥✈❡①✐t② ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ❚❯ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❡❝❛✉s❡✱ s✐♥❝❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❢r❡❡ t♦ ❜❛r❣❛✐♥ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦✈❡r
t❤❛t ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❝❤ s✉r♣❧✉s✱ ❚❯✲st❛❜✐❧✐t② r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♠❛t❝❤ ✉t✐❧✐t✐❡s ❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✉s✱
❛s ✇✐t❤ ❇❡❝❦❡r ❛♥❞ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧t✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝❧♦s❡r ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ❝❧♦s❡r✱
❢✉rt❤❡r ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ❢✉rt❤❡r✳ ❈♦♥✈❡①✐t② ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛ ❞✐st❛♥t ♣❛✐r✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❝❧♦s❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❤❛s ❛
❤✐❣❤❡r t♦t❛❧ ♠❛t❝❤ s✉r♣❧✉s t❤❛♥ t✇♦ ♠❡❞✐♦❝r❡ ♣❛✐r✐♥❣s✱ s♦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ♠❛t❝❤ s✉r♣❧✉s t❤❡ ❝❧♦s❡st
♣❛✐rs ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ♠❛t❝❤❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ❆❧♦♥❣ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ♠❛t❝❤ t♦ t❤❡✐r ♦✇♥ t②♣❡
✭❛❢t❡r t❤❡ t②♣❡s♣❛❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r♦t❛t❡❞✮✱ ❛s t❤✐s ✐s ✐❞❡❛❧✳

●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r ❚❯✲st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t✱ s✐♥❝❡ ♦♥❡ ♠✉st ✜♥❞ ♥♦t ❥✉st t❤❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ❜✉t ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t s✉♣♣♦rt t❤❛t ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛s st❛❜❧❡✳ ❋✐♥❞✐♥❣ t❤♦s❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t✱ ❜✉t ❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡✈❡♥ s♣❧✐ts ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤ s✉r♣❧✉s
❛♥❞ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✐s st❛❜❧❡✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ s❤❛❞♦✇ ♣r✐❝❡ ❢♦r t❤❡
❛❣❡♥t✬s ♣r❡s❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛r❦❡t❬✸❪✱ ❛♥❞ ❛s s✉❝❤ st❛❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✈❛r② ✇✐❞❡❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤✕❝♦❧❧♦q✉✐❛❧❧②✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ✐♥ s❤♦rt❛❣❡ ♦r s✉r♣❧✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡✬✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛❝❤✐♥❣ ❛❣❡♥ts ♠❛t❝❤ t♦ t❤❡✐r
♠✐rr♦r t②♣❡✱ s♦ ❡✈❡r② ❛❣❡♥t✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠✐rr♦r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡✐r ♠✐rr♦r ♠❛t❝❤✱
❛♥❞ ♥❡✐t❤❡r ❤❛s ❛♥② s♦rt ♦❢ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦r ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ s♣❧✐t✱ s♦
❛♥ ❡✈❡♥ s♣❧✐t ✐s s✉♣♣♦rt❛❜❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ✭❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❙②♠♠❡tr✐❝ ❚❯ ▼❛t❝❤✐♥❣✮ ●✐✈❡♥ ❛ t✇♦ s✐❞❡❞ ❚❯ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ s✐❞❡s
❆ ❛♥❞ ❇✱ s✉♣♣♦s❡ ∃ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ h ⊂ R

♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❙❊P ❛♥❞ ❘❊❋✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❛❣❡♥ts ♣r❡❢❡r ❝❧♦s❡r ♠❛t❝❤❡s ✐♥
t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❝❤ ✉t✐❧✐t② ✐s ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡♥ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts
♠❛t❝❤✐♥❣ t♦ t❤❡✐r r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s st❛❜❧❡✳ ❚❤❛t ✐s✱µ(a) = a − 2η(h, a)❂R(h).a✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❡✈❡r② ♣❛✐r s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡
♠❛t❝❤ s✉r♣❧✉s ❡q✉❛❧❧② ✐s ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡✐♥❣ st❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜❧♦❝❦✲
✐♥❣ ♣❛✐r (a1, b2) s✉❝❤ t❤❛t u(d(a1, b2)) > u(d(a1, b1))/2 + u(d(a2, b2))/2 ✳ ❇✉t ❜② ❝♦♥✈❡①✐t②✱ ✇❡ ❦♥♦✇
u(d(a1, b1))/2+u(d(a2, b2))/2 ≥ u((d(a1, b1)+d(a2, b2))/2)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ ♣❛✐rs (a1, b1) ❛♥❞ (a2, b2) ❛r❡
❡❛❝❤ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛t❝❤❡s✱ ✇❡ ❦♥♦✇ d(a1, b1) = 2d(a1, h) = dη(a1, h)✱ d(a2, b2) = 2d(b2, h) =
dη(b2, h)✳ ❙✐♥❝❡ ❞ ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱

d(a1, b2) =

√

∑ n
i = 1

di(a1, b2)2

❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

d(a1, b2) =

√

∑ n− 1
i = 1

dhi
(a1, b2)2 + dη(a1, b2)2

≥
√

dη(a1, b2)2
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝

= dη(a1, b2)

= dη(a1, h) + dη(b2, h)

= (d(a1, b1) + d(a2, b2))/2

❚❤✉s

u(d(a1, b1))/2 + u(d(a2, b2))/2 ≥ u((d(a1, b1) + d(a2, b2))/2) ≥ u(d(a1, b2))

❈♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ �

✸✳✸✳ ◆❚❯ ▼❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❆s②♠♠❡tr✐❝ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡✬r❡ ✈❡r② ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❡♥❝♦✉♥t❡r ♣❡r❢❡❝t❧② s②♠♠❡tr✐❝
s✐❞❡s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❝❛♥✬t ❡①♣❡❝t t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ ❡①❛❝t r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ n✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇♦♠❡♥ ❛❜♦✉t ❛ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ t♦ ❛s❦✱ t❤❡♥✱ ✐s
✇❤❡t❤❡r t❤❡ s♦rt ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr② ✇❡ ♠✐❣❤t r❡❛s♦♥❛❜❧② ❤♦♣❡ t♦ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❡①❤✐❜✐ts ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛r❦❡ts ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t✳

❲❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ s♦♠❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s✱ t❤♦✉❣❤✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❛ss♦rt❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ❛r❡
st✐❧❧ ❛t ✇♦r❦ ✐♥ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛r❦❡t✳ ■♥ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ❧✐❦❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✱ ❛❣❡♥ts st✐❧❧ ✇❛♥t ❝❧♦s❡r ♠❛t❝❤❡s✱
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❆ ❛❣❡♥ts ❝❧♦s❡r t♦ ❇ ✭♠♦r❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❛❧❧✮ ✇✐❧❧ ♠❛t❝❤ t♦ ❛❣❡♥ts ✐♥ ❇ t❤❛t ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❝❧♦s❡ t♦
❆ ✭❛❧s♦ ♠♦r❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛❣❡♥ts ♦♥ t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ♦❢ ❇ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♠❛t❝❤ t♦ ❛❣❡♥ts ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡
♦❢ ❆✱ ✇❤♦ t❤❡② ♣r❡❢❡r ❛♥❞ t♦ ✇❤♦♠ t❤❡②✬r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♦♣t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s♥✬t
❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛t❝❤ ❢♦r ❛❧❧ ❛❣❡♥ts✱ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦r ❛♥♦t❤❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ s❤♦rt❛❣❡ ❛t ✈❛r✐♦✉s t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ♦✉t
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s♦ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐st♦rt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✳ ❚❤✉s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t
s♦♠❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♦✇♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛t❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧②
s♦♠❡ ♠♦❞❡st ❡✛❡❝t ♦❢ ♦✇♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦♥ ♥♦♥✲❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛t❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ◆♦t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t
✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t ♠❛t❝❤✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡r❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ t❤❛t ♠❛♣s✱ s❛②✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ ❆ ♦♥t♦
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ ❇✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❆t ❧❡❛st ♦♥❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇✐❧❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡
t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ✐♥ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ♦r t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥s✱
✇❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦ ✜t ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ t❤❛t ❜♦t❤ s❡♣❛r❛t❡s ❛♥❞ r❡✢❡❝ts
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❘♦t❛t✐♥❣ t❤❡ t②♣❡s♣❛❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤✉s✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ s②♠♠❡tr② ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡✱ ❣❡tt✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
r❡✢❡❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣✳

✹✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦

✹✳✶✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❙❡t✉♣✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦✇ t♦ t❡st t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
r❡s✉❧ts ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❲❡✬❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✿ ✜rst✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❜❡st ❝❛s❡
s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❆ ❛♥❞ ❇ ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❜✉t t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡
❞r❛✇♥ r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ t❤✉s ❞♦♥✬t ❡①❤✐❜✐t ♣❡r❢❡❝t s②♠♠❡tr②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡
♠❛t❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✇❡ r❡❧✐❡❞ ♦♥ ❢♦r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ s✐♥❝❡ ❛❣❡♥ts ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤❛✈❡ ♠✐rr♦r ♠❛t❝❤❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧♠♦st
✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧❡ss ♦♣t✐♠✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧②
s②♠♠❡tr✐❝✱ ❜✉t ❡①❤✐❜✐t ♠♦❞❡r❛t❡ ❛s②♠♠❡tr② ✇❤❡♥ r❡✢❡❝t❡❞ ♦♥t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱ ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡
✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t s❛♠❡✲❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡✛❡❝ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡❧♦✇ ♦♥❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❡✛❡❝ts ♠❛② ❜❡ ♥♦♥③❡r♦✳

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t②♣❡s♣❛❝❡✳ ■♥
❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ sq✉❛r❡ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst
❝❛s❡✱ t❤❡② ❛r❡ st❛❝❦❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛s ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t❤❛♥❞ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛❜♦✉t
❤✱ ❤ ✐s ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✇♥✲❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡✛❡❝ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧♦♥❣ θ1❛♥❞ θ2✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦✛s❡t ❛❧♦♥❣ θ1✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ♠❛r❦❡t ❧✐❦❡ t❤❛t s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❤ ✐s ♥♦t
❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ❛♥❞ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✛❡❝ts t♦ t❤❡ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r♦t❛t❡ t❤❡
t②♣❡s♣❛❝❡ s✉❝❤ t❤❛t ❤ ❜❡❝♦♠❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ❛s t❤♦s❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇✐❧❧ ♥♦t
❜❡ ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts ❞✐✛❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s②♠♠❡tr② ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s
♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ♦✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡r✐✈❡❞ ❡❛r❧✐❡r ♥❡❡❞ ♥♦t ❤♦❧❞✳

✹✳✷✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❜♦t❤ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✷✵✵ ❛❣❡♥ts ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐❞❡✱
❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜✐✈❛r✐❛t❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ ✵ t♦ ✺✳ ■♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✱
t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦✛s❡t ❜② ✶✵ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✭t❤✉s✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✱ ❆
❛❣❡♥ts r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✲✺ t♦ ✵ ❛♥❞ ❇ ❛❣❡♥ts r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✺ t♦ ✶✵✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ t❤❡②✬r❡ ♦✛s❡t ❜② ✶✵
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶

Symmetric Asymmetric

Side A 1.076 1.011

Side B 1.022 0.976

Relative Preference for Characteristic 2

❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛♥❞ ✷✳✺ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜rst s♦ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝ ❛❜♦✉t t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡
t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♠✐rr♦rs t❤❡♠✳

❲✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛❣❡♥ts ✐♥ ❤❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s s♣❡❝✐✜❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② r✉♥ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡②
❛❧❣♦r✐t❤♠✷ t♦ ✜♥❞ t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s✱ ✇❡
❝❛♥ t❤❡♥ r✉♥ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❜ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❜♦t❤ a = µ(b) ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❛s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦♥
t❤❡ ❜ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ■♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t♦ ❜❡ ✶ ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
✶ ♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✶✱ ✲✶ ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✷ ♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✷✱ ❛♥❞ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❡♣s ✇❡ ♠✉st t❛❦❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♠✉st ✜♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢♦r ❜♦t❤ s✐❞❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞
r♦t❛t❡ t❤❡ t②♣❡s♣❛❝❡ t♦ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❜❡❢♦r❡ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ■
✉s❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣s ✐s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs ✭❙❙❊✮ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥
µ(b)✳ ❙✐♥❝❡ ■ ❛♠ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✱ ■ ❝❤♦♦s❡ ❡q✉❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❛s t❤❡ ✏tr✉❡✑ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢♦r ❜♦t❤ s✐❞❡s✱ t❤❡♥
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ✇❡✐❣❤ts t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✉❡ss❡❞ ✇❡✐❣❤ts t♦
✜♥❞ t❤❡ ❙❙❊✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❙❙❊ ✐s ❛ st❡♣✇✐s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✉❡ss❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ✐s ♥♦t s✐♥❣❧❡ ♣❡❛❦❡❞✱
s♦ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ■ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ ❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✜tt✐♥❣ ✉s✐♥❣ ✺✵ ❙❙❊✬s ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥ ✇❡✐❣❤t✲♣❛✐rs✱ t❤❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇
✺✵ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss❡s ❢r♦♠ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ ✭✶✱✶✮✱ r✉♥♥✐♥❣ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ✺✵ tr✐❛❧s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡s❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣s✱ ■ ✜♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ✭♠❡❛♥✮ ♦❢ ❆
t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ ❇✱ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① t❤❛t ♠❛♣s t❤❛t ✈❡❝t♦r t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s✳ ■
t❤❡♥ r♦t❛t❡ t❤❡ t②♣❡s♣❛❝❡✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ♥❡✇ ✏s②♥t❤❡t✐❝✑ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✶ ❛♥❞ ✷ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
✈❡❝t♦rs ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛ss♦rt❛t✐✈❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ r✉♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛s ❜❡❢♦r❡
✉s✐♥❣ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

✺✳ ❘❡s✉❧ts

❋✐rst✱ ✇❡✬❧❧ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ■♥ ❜♦t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡
✇❡ ❤❛✈❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ tr✉❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ✶✳ ❚❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞
❜② ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❙❙❊ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❜② ❞r❛✇✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥ts ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

◆♦✇ ✇❡✬❧❧ ❧♦♦❦ ❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✶✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ s✐❞❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ❜❡❢♦r❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐❧❧ ♦✈❡r❧❛♣ ❛❢t❡r r♦t❛t✐♦♥✳
■t✬s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛❢t❡r r♦t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✷ ✐s ✈❡rt✐❝❛❧ ❛❢t❡r r♦t❛t✐♦♥✳
❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡✲❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss t❤❛♥ ✶✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ③❡r♦✳ ❙♦♠❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛s ✇❛s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞✱ ❜✉t t❤❡ s❛♠❡✲❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡✛❡❝t ✐s
st✐❧❧ ✈❡r② str♦♥❣ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ ✶✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✷ ❛❢t❡r
r♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❧❡ss t❤❛♥ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ♠✐♥♦r ❛s t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ♥♦ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥② r♦t❛t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ s♦❧❡❧② t♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞r❛✇s✳
❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ s②♠♠❡tr② t♦ ❛s②♠♠❡tr② ✐s t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs r✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ R2 ❞❡❝r❡❛s❡s✳

✷❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✽✳✸ ❢♦r ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷

Original Rotated Original Rotated

a1 0.81 0.8112 0.714 0.825

(0.0273) (0.0273) (0.0411) (0.0432)

a2 0.066 -0.05 -0.46 0.0418

(0.0288) (0.0288) (0.0437) (0.0432)

R
2

0.82 0.81 0.66 0.65

Symmetric Asymmetric

Predicting µ1(a) by a

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸

Original Rotated Original Rotated

a1 0.026 -0.01 -0.413 -0.006

(0.0055) (0.0055) (0.0105) (0.007)

a2 -0.942 -0.943 -0.88 -0.991

(0.0058) (0.0058) (0.0111) (0.007)

R
2

0.99 0.99 0.98 0.99

Predicting µ2(a) by a

Symmetric Asymmetric

❚❤✉s t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✱ ❜✉t ❧✐♥❡❛r s❛♠❡✲❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❡✛❡❝ts st✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛❡❝t ❞♦❡s♥✬t ❝❤❛♥❣❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✷✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❛♠❡✲
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡✛❡❝ts ❡①♣❧❛✐♥ ✈✐rt✉❛❧❧② ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s
✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ✲✶✱ s❤♦✇✐♥❣ ♦♥❧② ♠✐♥♦r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ❢❛❝t ✐s ❡✈❡♥ ❝❧♦s❡r ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
✐t ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ✲✶✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✲❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛❧s♦ q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱
❛❧t❤♦✉❣❤ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡
❧♦ss ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ♣♦✇❡r ✇❤❡♥ ✇❡ ❞r♦♣ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r②✳ ❊✈❡♥ ✐♥ ✈❡r② s♠❛❧❧✱ ❝♦❛rs❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛r❦❡ts ♦❢ ❛ ❢❡✇
❤✉♥❞r❡❞ ❛❣❡♥ts✱ t❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ r❡s✉❧t ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② q✉❡st✐♦♥ ✇❡✬r❡
❧❡❢t ✇✐t❤ ✐s ✇❤② t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✬s ❡✛❡❝t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❡❛❦❡r ❛♥❞ ✇❤② ✐t ❡①♣❧❛✐♥s ❧❡ss ♦❢ t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st ♦❜✈✐♦✉s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞✱ ✉♥❞❡r
t❤❡ ✐❞❡❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ♦✉t❝♦♠❡✱ ❛❣❡♥ts ❞✐✛❡r❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♠❛t❝❤ ♦♥❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ t❤✉s
s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ t❤✐s ♦✉t❝♦♠❡ ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦st❧② ✐♥ ✉t✐❧✐t② t❡r♠s ✐❢ t❤❡② r❡s✉❧t ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ t❤❛♥
✐❢ t❤❡② r❡s✉❧t ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤✉s✱ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤✐s ✐❞❡❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❞✉❡ t♦ s❤♦rt❛❣❡ ♦r s✉r♣❧✉s ♦❢
❛❣❡♥ts ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s✐❞❡ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ♣r✐♠❛r✐❧② ✈✐❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧❡ss ❝♦st❧②✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ❛s ❛ t✐♥②
✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳



▼❆❚❈❍■◆● ▼❆❘❑❊❚❙ ❲■❚❍ ◆✲❉■▼❊◆❙■❖◆❆▲ ❍❖❘■❩❖◆❚❆▲ P❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙ ✶✺

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹

✻✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✻✳✶✳ ▼♦❞❡❧✳ ❙♦ ❢❛r✱ ✇❡✬✈❡ ❧♦♦❦❡❞ ❛t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ❜✉t ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❜r✐❡✢② ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❤♦✇ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡♦r② ✇♦r❦✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st ✜r♠✸

s❡❧❧✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛t s✐♥❣❧❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r ❛❧❧ ❛❣❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ♦♥ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡
n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ♠❛t❝❤❡s t♦ ❛♥② ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✕
t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞❡❧✐♥❡❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✕❧❡❛❞✐♥❣ t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳
❆❣❡♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ ♠❛t❝❤ ♦♥ t❤❡✐r ♦✇♥✱ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ r❡❝❡✐✈✐♥❣
❛ s✐♥❣❧❡ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s ❛ st②❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ t❤❛t
♣r♦✈✐❞❡s ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛t❝❤❡s ❛♥❞ ❤❡❧♣s t❤❡♠ ♠❛❦❡ ❝♦♥t❛❝t✱ ❡✳❣✳ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ❞❛t✐♥❣
✇❡❜s✐t❡✳

❋♦r ❝♦♥❝r❡t❡♥❡ss✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t✇♦ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❥♦✐♥t❧②
✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❆ ❛♥❞ ❇✱ ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt ♦♥ [0, 1]× [0, 1

n−1
]n−1 ❛♥❞ [2, 3]× [0, 1

n−1
]n−1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

✜rst ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥✲✶ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡
❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✉♣♣♦rt ❤❡r❡ ❛♣♣❡❛rs ♣❡❝✉❧✐❛r✱ ❜✉t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♦♥❝❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s♦❧✈❡❞✳

❉❡s♣✐t❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❡❛r❧✐❡r ❞✉❡ t♦ ✐ts r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s✇✐t❝❤ t♦ t❤❡
✶✲♥♦r♠ ❤❡r❡ ❢♦r tr❛❝t❛❜✐❧✐t②✳✹ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇ ✐♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ✉s
❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢♦r ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✱ s♦

✸❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♠♦❞❡❧ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛r❦❡t ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❧♦✇❡r ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② s❤✐❢t❡❞ ❝✉t♦✛ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♠♦r❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❥♦✐♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✳

✹◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ✶✲♥♦r♠ ❛s ✇❡❧❧✱
s♦ ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞♦♥✬t r❡q✉✐r❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s t♦ s❡t t❤❡ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✜rst ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
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✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✶✲♥♦r♠✱ ❛♥❞ ❧❛t❡r ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ❝❛s❡ r❡❧❛t❡s✳ ❚❤❡
✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ✶✲♥♦r♠ t❤❛t ✇❡ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡✳

❲❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✏♣✐③❛③③✑ ♠♦❞❡❧ ❧✐❦❡ ❇✉r❞❡tt ❛♥❞ ❈♦❧❡s❬✹❪✱
✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❤❛✈✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣✉rs✉❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ n−1 ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❝❛❧❡ ❞♦✇♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s♦ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ n✱ ✇✐t❤ t❤❛t ❞✐st❛♥❝❡ s♣❧✐t ❛♠♦♥❣st ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♠♦r❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✭❧♦✇❡r n✮ ✈❡rs✉s ❧♦✇❡r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✭❤✐❣❤❡r n✮✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ♦r ❣❡tt✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
❜✉t ❝❛♥♥♦t ❞♦ ❜♦t❤✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ss✉♠❡s t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ✏s♠❛❧❧✑ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❥♦✐♥ t❤❡
♣❧❛t❢♦r♠ ❞♦♥✬t ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛❣❡♥ts ♦❢ t❤❡✐r t②♣❡ ♦✛ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✳✺ ❆s ✇✐t❤ ❛❧❧ t✇♦ s✐❞❡❞ ♠❛r❦❡t
♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ♠❛② ❤❛✈❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♥♦ ♦♥❡ ❜❡❧✐❡✈❡s ❛♥②♦♥❡ ❡❧s❡ ✇✐❧❧ ❥♦✐♥ ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♥♦ ♦♥❡ ❥♦✐♥s✳
❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛❧❧♦✇s ❡✈❡r②♦♥❡ t♦ ❥♦✐♥ ❢♦r ❢r❡❡ ❛♥❞ t❤❡② ❞♦✳
❚❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ t❤❡♥ ♦✛❡rs t❤❡♠ t❤❡✐r ♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ♠❛t❝❤ ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❛❝❝❡♣t
✐t ♦r r❡❥❡❝t ✐t ❛♥❞ ❣❡t ❛ r❛♥❞♦♠ ♦✛ ♣❧❛t❢♦r♠ ❞r❛✇✳ ❚❤❡♥ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ❥♦✐♥✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇❤♦s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✭■❘✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✇✐❧❧ ❛❝❝❡♣t t❤❡✐r ♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ♠❛t❝❤✱ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
s②♠♠❡tr✐❝ ❜❡t✇❡❡♥ s✐❞❡s ❆ ❛♥❞ ❇✱ t❤❡✐r ♠❛t❝❤✬s ■❘ ✐s ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡❞✳

❖✉r ✜rst ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ s❡❛r❝❤✐♥❣ ♦✛ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❉❡✜♥❡ ❛
❝♦♥s✉♠❡r✬s t②♣❡ ✈❡❝t♦r x = (x1, x2, ..., xn) ❛♥❞ ❉❡✜♥❡ x¬1 = (x2, ..., xn). ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ x1 =
f(x¬1) ❢♦r s✐❞❡ ❆ ✭❚❤❡ ❝✉t♦✛ ❢♦r ❇ ✇✐❧❧ ❜❡ ✸✲f(x¬1)✮✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s❡t ✉♣✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ✭❢✉❧❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ♠❛t❝❤❡s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✕t❤❛t ✐s✱ t❤❛t t❤❡② ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡
❛❧♦♥❣ t❤❡ ✷♥❞ t♦ ♥t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠✐rr♦r❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜rst✳ ❚❤✉s t❤❡ ♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ✉t✐❧✐t② ❢♦r
❛♥ ❛❣❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝✉t♦✛ ✇✐t❤ t②♣❡ (f(x¬1), x¬1) ✇✐❧❧ ❜❡ 2f(x¬1) − 3 − p✳✻ ❖✛ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ❛♥ ❆ ❛❣❡♥t ♦❢ t②♣❡
(f(x∗

¬1
), x∗

¬1
) ❣❡ts ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇ ✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s✉t✐❧✐t② ✭♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡✮

−

1

n−1
ˆ

0

1

n−1
ˆ

0

...

1

n−1
ˆ

0

(n− 1)n−1(

3
ˆ

2

|x1 − f(x∗
¬1
)|+

n
∑

i=2

|xi − x∗
i |)dx1dx2...dxn

❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♥ ❛♥❞ ♦✛ ♣❧❛t❢♦r♠ ✉t✐❧✐t② ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♥❣ t❤❡♠ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✽✳✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

2f(x∗
¬1
)− 3− p = −3 + f(x∗

¬1
)−

n
∑

i=2

((n− 1)x∗
i − 1)x∗

i

f(x∗
¬1
) = p+

n
∑

i=2

(1− (n− 1)x∗
i )x

∗
i

❆s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡ ✐s 5/12 ❛♥❞ t❤❡ ❝✉t♦✛ ✐s

f(x∗
¬1
) = 5/12 +

n
∑

i=2

(1− (n− 1)x∗
i )x

∗
i

✇❤❡♥ t❤❡ ✜r♠ ♠❛①✐♠✐③❡s ♣r♦✜t✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s t❤❡ ❝✉t♦✛ t❛❦❡s st❛② ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ ❬✵✱✶❪ ✇❤❡♥ n ≥ 2✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✉♣♣♦rt ❛❧♦♥❣ t❤❡ n−1 ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝✉t♦✛ ❣♦❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
❲❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣♣♦rt ✜①❡❞ ❛t [0, 1] t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✕✐❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛❧s♦
s❝❛❧❡❞ ❞♦✇♥✱ ✇❡✬❞ r✉♥ ✐♥t♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✉t♦✛ ✐s ❜❡❧♦✇ ♦r ❛❜♦✈❡ [0, 1

n−1
] ❢♦r s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ x¬1✱

❛♥❞ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❛t ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s t♦♦ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❲❡ ❝❛♥ ❥✉st✐❢② t❤✐s
❜② ❛ss✉♠✐♥❣ n− 1 ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❛❣r❡❡ ♦♥ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡
♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r n − 1✲✈❡❝t♦rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❲❡ ❝❛♥
t❤❡♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❚❤✐s ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇✐❧❧
t❤❡♥ ❤❛✈❡ s✉♣♣♦rt [0, (n− 1) 1

n−1
] = [0, 1]✱ ❛s ✇❡✬✈❡ ❛ss✉♠❡❞✳

✺❆ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t②♣❡ ❝❛♥ ❥♦✐♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ♦✛ ♣❧❛t❢♦r♠ t②♣❡s ❛s t❤❡ ♦♥❧② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛t❝❤❡s ♦✛
♣❧❛t❢♦r♠✱ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❜✉t ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✳

✻❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❞❞ ❛ ❜❡♥❡✜t t❡r♠ t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ✉t✐❧✐t② ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❜✉t ✐t ✇♦✉❧❞ ❛❞❞ ♥♦t❤✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛s ✇❡ ✇♦♥✬t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ t♦ r❡♠❛✐♥ ✉♥♠❛t❝❤❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✕✶✲◆♦r♠

✻✳✷✳ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋✐rst✱ ❝❧♦s❡r ❛❣❡♥ts ❛❧♦♥❣
t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇✐❧❧ ❥♦✐♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇❤✐❧❡ ❢✉rt❤❡r ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ✜♥❞ ❛ ♠❛t❝❤ ♦✛ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ❛s ✐♥
❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛❣❡♥ts
❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ n− 1 ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝✉t♦✛ ✐♥ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✕t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ✜♥❞ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡✐r ♦✉ts✐❞❡
♦♣t✐♦♥ t❤❛♥ ❛❣❡♥ts ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥✲✶ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇✐❧❧
r❡q✉✐r❡ ❛ ❜❡tt❡r ♠❛t❝❤ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡♠ t♦ ❥♦✐♥✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡✿ ❢♦r ❆ ❛❣❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s

✐♥ ♦♥❡s ♦✇♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❜② t✇✐❝❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ❚❤❛t ✐s✱
∂E[−d(x, µP (x))]

∂①1
=

2✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♦♥❡s ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♦✇♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ t②♣❡✳ ❚❤❛t ✐s✱
∂E[−d(x, µP (x))]

∂①i
= 0✱ i > 1✳ ❖✛ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ❛❣❡♥ts ❣❡t ❛ r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✱ s♦ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s

♦♥❧② ✶ ❢♦r ✶ ✇✐t❤ ♦✇♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ❚❤❛t ✐s✱
∂E[−d(x, µO(x))]

∂①1
= 1✱ ❛♥❞✱ i > 1✳ ❆❧s♦✱ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤

❤♦r✐③♦♥t❛❧ t②♣❡s ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛t❝❤❡s ♦♥ t❤❡
♦t❤❡r s✐❞❡✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ s♦ t❤❡✐r ♦✛ ♣❧❛t❢♦r♠ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇ ✐s ❧♦✇❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✲❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡

■t ♠❛② ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ ❤❡r❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r
r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ♦♥❝❡ ♠❛t❝❤❡❞✱ ♣❛✐rs ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ♠❛♥② ❥♦✐♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s t❤❡② ♠❛❦❡
✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧② ✇✐❧❧ t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡✐r ♣❛rt♥❡r✳ ❚❤✉s✱ ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ♣r❡❢❡r ♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤ r✐s❦
❛✈❡rs✐♦♥ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡♠✱ s♦ t❤❛t t❤❡② ✇♦♥✬t ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ♦♣t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❛ ❝♦♠♣✉❧s✐✈❡ ❣❛♠❜❧❡r ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❧② r✐s❦ ❛✈❡rs❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐❧❧ ❧✐❦❡❧② ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❝♦♥✢✐❝ts ♦✈❡r ❤♦✇ t♦ s♣❡♥❞
♠♦♥❡②✳

❙✉♣♣♦s❡ ❛❣❡♥ts ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ✐♥❝♦♠❡✳ ❆s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✱ s✉♣♣♦s❡ ✇❡✬✈❡ ♠❛♣♣❡❞ r✐s❦
❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ❬✵✱✶❪ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ t♦ ❬✵✱✶❪ ❢♦r ❆ ❛♥❞ ❬✷✱✸❪ ❢♦r ❇✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝✉t♦✛ r❡❣✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛r❛❜♦❧❛s ❢❛❝✐♥❣
❛✇❛② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❥♦✐♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ t♦ ❣❡t t❤❡ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤ t❤❡②✬r❡
❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇✱ ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♦r ❧♦✇ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ t❡♥❞ t♦ ♣r❡❢❡r t❤❡
♣❧❛t❢♦r♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❣❡♥t a1 ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ t❛❦❡ ❛ ❝❤❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇✱ s✐♥❝❡ ❤❡r
✐♥❝♦♠❡ ✐s ♦♥❧② ♠♦❞❡r❛t❡✱ ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ❤❡r ❛ ❤✐❣❤ ✐♥❝♦♠❡ ♠❛t❝❤✱ ❛♥❞ ❤❡r r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡r❛t❡✱ s♦
t❤❛t ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇ ✐s ♥♦t t♦♦ ❣r❡❛t✳ ❆❣❡♥t a2✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ✈❡r② r✐s❦
❛✈❡rs❡✱ s♦ ✇❤✐❧❡ ❤❡r ✐♥❝♦♠❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❡r r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠
❞r❛✇ ✐s ❣r❡❛t❡r✱ t❤✉s t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ ❛ ♣❡r❢❡❝t r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ♠❛t❝❤ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡
t♦ ❤❡r ❛♥❞ s❤❡ ❥♦✐♥s t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✳
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❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ✇❡ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ t❤❡ ❢✉rt❤❡r
t❤❡② ❛r❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤✐❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts ✐s ❤❡❧❞ ❝♦♥st❛♥t✱ ♣r✐❝❡✱ q✉❛♥t✐t② ❥♦✐♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ✜r♠ ♣r♦✜ts
❛❧❧ st❛② ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t♦ ♣r✐❝✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s ✐♥
♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛r❦❡ts✱ ❛s ✐t s✉❣❣❡sts t❤❛t✱ ✐❢ ♦✉r ✐♥t❡r❡st ✐s s♦❧❡❧② ✐♥ ♣r✐❝❡s✱ ♣r♦✜ts✱ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥
t❤②❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s❛❧✐❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✶✲♥♦r♠✱ ❛♥❞ ♥♦r♠s t❤❛t ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
✶✲♥♦r♠ ♠❛② r❡s♣♦♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② t♦ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ ✐♥ ♠❛r❦❡ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✉t♦✛s ❣♦ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥t✐❛❧❧② ❛✈♦✐❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡✱ t❤❡♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ♦♣t✐♠❛❧
♣r✐❝❡s✱ ❡t❝✳

❆s ♥♦t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✇❡✬✈❡ ❜❡❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❛ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✶✲♥♦r♠✳ ❚❤✐s ✐s ✜♥❡ ✐❢ t❤❛t ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❤❛✈❡✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡①❤✐❜✐t s②♠♠❡tr② ❛❜♦✉t ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♥♦r♠❛❧
t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❤❛✈❡ t❤✐s ♥✐❝❡ ♣r♦♣❡rt②✱
s♦ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ❛♥❞ ✐ts r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② t♦ ❣❡t t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s✉❧t✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❝❛♥✬t
s♦❧✈❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ s❡❡ ✐❢
t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r✳ ■♥ ❢❛❝t ✐t ✐s✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✱ ✇✐t❤ ❛❧♠♦st ✭❜✉t ♥♦t
q✉✐t❡✮ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝✉t♦✛s✳ ❈♦♥s✉♠❡rs ✇✐t❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ t②♣❡s ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s ✜♥❞ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡
❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ✶✲♥♦r♠ ❝❛s❡✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛❦❡s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ t②♣❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t
✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✳ ■❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐s♥✬t ♥♦r♠❛❧ t♦ ❛♥② ♦♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t
t♦ s❡❡ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ s♦rt ♦❢ ❝✉t♦✛✱ ❜✉t t❤❡ ❝✉t♦✛ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❜❡ r♦t❛t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✱
❛♥❞ t❤✉s ✐ts r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❤♦✇ ✐t ✇❛s r♦t❛t❡❞✳

❲❡ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ s❡❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛s❡s✱ ❡①❝❡♣t
t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛s ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❡✬❧❧ ♥❡❡❞ t♦
s❤r✐♥❦ t❤❡ s✉♣♣♦rts ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 1√

n−1
✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ 1

n−1
✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ s✉♠s str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡

❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳
❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡❧❛t❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ s❡❛r❝❤ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❆❜♦✈❡✱ ✇❡✬✈❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❛

♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ❣❡t ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥♦ ❢r✐❝t✐♦♥s ♠❛t❝❤❡s ♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ ❣❡t r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤❡s ♦✛
♣❧❛t❢♦r♠✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ❛s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛ s❡❛r❝❤ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ❛ s❧♦✇ s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛s
t❤❡✐r ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ▼♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡❧②✱ ❛❣❡♥ts
❞r❛✇ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛t❝❤❡s ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ✐❢ ❜♦t❤ ❛❝❝❡♣t t❤❡② ✇✐❧❧ ♠❛t❝❤✳ ❖♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ❞r❛✇s ❝♦♠❡ ✈❡r②
q✉✐❝❦❧② ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ t✐♠❡ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r✐♦❞s✳
❖✛ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞r❛✇s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ❣❡t ❞r❛✇s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❧♦✇❧②✱ s♦
t❤❡r❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t t✐♠❡ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥
❞r❛✇s ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t② ♦✛ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ t♦ ✵ ♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ r❛♥❞♦♠
❞r❛✇ ✭❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ ②♦✉✬❞ ❤❛✈❡ t♦ ✇❛✐t ❢♦r❡✈❡r t♦ ❣❡t ❛♥♦t❤❡r✮✱ ❛♥❞ ♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡s ✇✐❧❧
❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② ❆❞❛❝❤✐❬✶❪✳ ❚❤✉s✱ ✇❤✐❧❡ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s❡❛r❝❤ ♠♦❞❡❧ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❞✐r❡❝t❧② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✱ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ♦✛ ♣❧❛t❢♦r♠✱
❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✕❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛s✕t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ s❡❡ str♦♥❣❧② s✉♣♣♦rt t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ r❡s✉❧t✬s ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② t♦ ♠♦❞❡st❧② ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛r❦❡ts✳
❲❤✐❧❡✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ s❛♠❡✲❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥ ♠❛t❝❤❡s✱ t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ ✶ ♦r ✲✶ ❡✈❡♥ ✐♥ s♠❛❧❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛r❦❡ts ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛s❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✛❡❝ts ❡①♣❧❛✐♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❊✈❡♥ ❢♦r
t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✱ ♥❡❛r❧② ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦st
♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞
s❛♠❡✲❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡✛❡❝ts✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❛✈❡♥✉❡s ❜② ✇❤✐❝❤ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ♠♦st ♦❜✈✐♦✉s ✇♦r❦ ②❡t t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥
t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s✐❞❡ ✐s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r t❤❡ ♠❛t❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❡ ♣❛✐r ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❜✉t
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❤♦❧❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢
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❛s②♠♠❡tr✐❡s✱ s♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛✐rs ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ❝♦♥✜r♠ ♦r r❡❥❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳
❆❧s♦✱ ✇❤✐❧❡ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✱ ❛♥♦t❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
♠❛② ♥♦t ❤♦❧❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐s t❤❡ s❤❛r❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣s✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ t♦ t❡st t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss
♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ s❤❛r❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❡♥❧✐❣❤t❡♥✐♥❣ t♦
s❡❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r t♦
r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❞❛t❛ ✐s t❤❡ ❝❧❡❛r ♥❡①t st❡♣ ❢♦r t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛♥❞ t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❛r❜✐t❡r ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t✬s ✉s❡❢✉❧♥❡ss✳

✽✳ ❆♣♣❡♥❞✐①

✽✳✶✳ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❙②♠♠❡tr✐❝ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❛❣❡♥ts✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡✬✈❡ ♣r♦✈❡♥ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸ t❤❛t t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s st❛❜❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡♥✬t ♣r♦✈❡♥ t❤❛t ✐t ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞♦❡s♥✬t ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♦♥❧②
♣♦ss✐❜❧❡ t②♣❡ ♦❢ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s ✐s ❛
s✐♥❣❧❡t♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ✭❋✐♥✐t❡ ❙②♠♠❡tr✐❝ ▼❛t❝❤✐♥❣✮ ❙✉♣♣♦s❡ ∃ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ h ⊂ R
♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢

❛❣❡♥ts ❆ ✐s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts ❇ ❛❜♦✉t ❤ ❛♥❞ ❤ s❡♣❛r❛t❡s ❆ ❛♥❞ ❇✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❛❣❡♥ts
♣r❡❢❡r ❝❧♦s❡r ♠❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡♥ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ♠❛t❝❤ t♦ t❤❡✐r r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❛t
✐s✱µ(a) = a− 2η(h, a)❂R(h).a✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ ❑❧✉♠♣♣✬s ✐♥s✐❞❡✲♦✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❛ ♣❛✐r (a, b) s✉❝❤ t❤❛t d(a, b) ✐s ❞✐st❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ a ∈ A ❛♥❞ b ∈ B ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t a ❛♥❞ b ❛r❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss
♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛✬s ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙✉♣♣♦s❡ d(a, b) > d(a, b′)✱ ✇❤❡r❡b′ = R(h).a✳ ❚❤❡♥ ✭❛✱❜✮ ✐s♥✬t
❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡d(a, b) ≤ d(a, b′) ✇❤❡r❡ ❜✬❂❘✭❤✮✳❛ ❛♥❞ b 6= b′. ❙✐♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡ ✐s r♦t❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ♥✲✶ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✈❡❝t♦rs s♣❛♥♥✐♥❣ ❤ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❞✭❛✱❜✮ ✐♥t♦

❞✐st❛♥❝❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❧♦♥❣ ❤✱

√

∑ n− 1
i = 1

dhi
(a, b)2 + dη(a, b)2✳ ❚❤❡♥

√

∑ n− 1
i = 1

dhi
(a, b)2 + dη(a, b)2 ≤

√

∑ n− 1
i = 1

dhi
(a, b′)2 + dη(a, b′)2

❙✐♥❝❡ ❜✬ ✐s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❛❜♦✉t ❤✱ dhi
(a, b′) = 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡

√

∑ n− 1
i = 1

dhi
(a, b)2 + dη(a, b)2 ≤

√

dη(a, b′)2

∑ n− 1
i = 1

dhi
(a, b)2 + dη(a, b)

2 ≤ dη(a, b
′)2

dη(a, b)
2 < dη(a, b

′)2

dη(a, b) < dη(a, b
′)

◆♦t❡ t❤❛t ❞✐st❛♥❝❡ dη(a, b) = d(a, h) + d(b, h), s♦ ✇❡ ❤❛✈❡

d(a, h) + d(b, h) < 2d(a, h)

d(b, h) < d(a, h)

❇✉t ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛✬❂❘✭❤✮✳❜ ✐s ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ ❆ s✐♥❝❡ ❆ ✐s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❇ ❛❜♦✉t ❤✱ ❛♥❞ d(a′, b) =

2d(b, h) < d(a, h) + d(b, h) = dη(a, b) <

√

∑ n− 1
i = 1

dhi
(a, b)2 + dη(a, b)2 = d(a, b)✱ s♦ ✭❛✱❜✮ ✐s♥✬t ❞✐st❛♥❝❡

♠✐♥✐♠❛❧✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❈♦♥t✐♥✉✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②✱ ✐❢ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣s ✐♥ t❤❡ ✐♥s✐❞❡✲♦✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛✈❡
r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ♠✐rr♦r ♣❛✐rs ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t✱ ❡✈❡r② ❛❣❡♥t r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ ❤❛s ❛ ♠✐rr♦r ♣❛✐r st✐❧❧ ✉♥♠❛t❝❤❡❞✱
❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❥✉st ♣r♦✈❡❞ ❛♣♣❧✐❡s✳ ❚❤✉s ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❣❡tt✐♥❣ ❛ ♠✐rr♦r ♠❛t❝❤ ✐s ❛ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t
❤❛✈✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇✐❧❧ ❡♥s✉r❡ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s✱ ❛❧❧
❛❣❡♥ts ✐♥ ❆ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜♦✈❡ ✭❜❡❧♦✇✮ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✐♥ ❇✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ❥✉st ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ♦✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱



▼❆❚❈❍■◆● ▼❆❘❑❊❚❙ ❲■❚❍ ◆✲❉■▼❊◆❙■❖◆❆▲ ❍❖❘■❩❖◆❚❆▲ P❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙ ✷✶

t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠✬s ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✱ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧② t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤ ❣✐✈❡♥ str✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳❬✶✵❪ �

✽✳✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❖✛ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ❛♥ ❆ ❛❣❡♥t ♦❢ t②♣❡ (f(x∗
¬1
), x∗

¬1
) ❣❡ts ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇

✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s✉t✐❧✐t② ✭♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡✮ −
´

1

n−1

0

´

1

n−1

0
....
´

1

n−1

0

´

3

2
(n − 1)n−1(|x1 − f(x∗

¬1
)| +

∑n
i=2

|xi −
x∗
i |)dx1dx2...dxn ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✶✲♥♦r♠ ✐s ❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤✐s ❛s

(−

3
ˆ

2

|x1 − f(x∗
¬1
)|dx1 −

n
∑

i=2

1

n−1
ˆ

0

(n− 1)|xi − x∗
i |dxi)/

3
ˆ

2

(n− 1)n−1f(x∗
¬1
)dx1

= −5/2 + f(x∗
¬1
)−

n
∑

i=2

1

2(n− 1)
− x∗

i (1− (n− 1)x∗
i )

= −5/2−
1

2
+ f(x∗

¬1
)−

n
∑

i=2

((n− 1)x∗
i − 1)x∗

i

❚❤❡♥ ❛t t❤❡ ❝✉t♦✛ ✇❡ ❤❛✈❡

2f(x∗
¬1
)− 3− p = −3 + f(x∗

¬1
)−

n
∑

i=2

((n− 1)x∗
i − 1)x∗

i

s♦ f(x∗
¬1
) = p+

∑n
i=2

(1− (n− 1)x∗
i )x

∗
i ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉t♦✛ r❡❣✐♦♥ ✇✐❧❧ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

♣❛r❛❜♦❧♦✐❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r r❡❣✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝✉t♦✛ ❛♥❞ ❝✉t♦✛s ❞r♦♣♣✐♥❣ ❛s ♦♥❡ ♠♦✈❡s ❛✇❛② ❢r♦♠
t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❛❣❡♥ts t❤❛t ❡♥t❡r t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❜② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
♦❢ ❆ t❤❛t ✐s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝✉t♦✛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛② ❜❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉t♦✛ ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❆✳ ❲❡ ✇❡ s❡❡✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❡❞ t❤❛t ✇♦♥✬t ❜❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s t❤❡♥

Q(p, n) =

1

n−1
ˆ

0

...

1

n−1
ˆ

0

(n− 1)n−1(1− f(x¬1))dx2...dxn

=

1

n−1
ˆ

0

...

1

n−1
ˆ

0

(n− 1)n−1(1− (p+

n
∑

i=2

(1− (n− 1)x∗
i )x

∗
i )dx2...dxn

= 5/6− p

■t ✐s ♥♦✇ ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜r♠✬s ♣r♦✜t✱ Π(p, n) = p(5/6− p)✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡ ✐s 5/12✳ ❚❤❡ ❝✉t♦✛ ✐s
f(x∗

¬1
) = 5/12+

∑n
i=2

(1− (n− 1)x∗
i )x

∗
i ✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ x

∗, t❤❡ ❝✉t♦✛ r❡♠❛✐♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✳

✽✳✸✳ ❚❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ♦r ❉❡❢❡rr❡❞ ❆❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ✇✐❞❡❧②
✉s❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s❡❛r❝❤ ❢r✐❝t✐♦♥s ♦r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s t♦
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✉t✐❧✐t② ✐s ♥♦♥tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❛♥ ♠❛t❝❤
♦♥❧② t♦ ❛❣❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛t❝❤❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✱ ✐t ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❛t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♠♦♥❣st t❤❡ s❡t ♦❢ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦
❘♦t❤✿

• ❙t❡♣ ✵✳ ■❢ s♦♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t str✐❝t✱ ❜r❡❛❦ t✐❡s ❛r❜✐tr❛r✐❧②✱ ❛ss✐❣♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛s
✏♠❡♥✑ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❛s ✏✇♦♠❡♥✑

• ❙t❡♣ ✶
✕ ❛✳ ❊❛❝❤ ♠❛♥ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❤✐s ♠♦st ❞❡s✐r❡❞ ♠❛t❝❤✱ ✐❢ ❛♥② ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳
✕ ❜✳ ❊❛❝❤ ✇♦♠❛♥ r❡❥❡❝ts ❛❧❧ ❜✉t ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♣r♦♣♦s❛❧✱ ✐❢ ❛♥② ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳

• ❙t❡♣ ❦
✕ ❛✳ ❆♥② ♠❛♥ r❡❥❡❝t❡❞ ❛t st❡♣ k − 1 ♠❛❦❡s ❛ ♥❡✇ ♣r♦♣♦s❛❧ t♦ ✐ts ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♠❛t❡

✇❤♦ ❤❛s♥✬t ②❡t r❡❥❡❝t❡❞ ❤✐♠✳ ✭■❢ ♥♦ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s r❡♠❛✐♥✱ ❤❡ ♠❛❦❡s ♥♦ ♣r♦♣♦s❛❧✳✮
✕ ❜✳ ❊❛❝❤ ✇♦♠❛♥ r❡❥❡❝ts ❛❧❧ ❜✉t ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♣r♦♣♦s❛❧ t♦ ❞❛t❡✳

• ❙❚❖P✿ ✇❤❡♥ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ♣r♦♣♦s❛❧s ❛r❡ ♠❛❞❡✱ ❛♥❞ ♠❛t❝❤ ❡❛❝❤ ✇♦♠❛♥ t♦ t❤❡ ♠❛♥ ✭✐❢ ❛♥②✮ ✇❤♦s❡
♣r♦♣♦s❛❧ s❤❡ ✐s ❤♦❧❞✐♥❣✳
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