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Abstract

This paper describes the different swaps markets and develops several pricing formulas on
the assumptions of general equilibrium and absence of credit risk. Most of these contracts
can be analyzed as the difference between two coupon-bearing bonds, one with fixed coupon
rate and the other with floating coupon rate. Also, this research presents the bootstrapping
method useful to estimate the curve of zeros associated with the coupon-bearing bond
with fixed coupon rate. Finally, the paper discusses about the relation between swaps and

forward contracts of interest rate.
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Entendiendo los mercados de swaps:

Un enfoque de equilibrio general

Francisco Venegas-Martinez
Escuela Superior de Economia

IPN

Resumen

En esta investigacion se describen los distintos mercados de swaps y se desarrollan varias
férmulas de valuacién sobre los supuestos de equilibrio general y ausencia de riesgo crédito.
La mayoria de estos contratos pueden analizarse como la diferencia entre dos bonos cupo-
nados, uno de tasa cupén fija y el otro de tasa cupén flotante. Asimismo, se presenta el
método de “bootstrapping” ttil para estimar la curva de ceros asociada al bono cuponado
de tasa cupén constante. Por 1ltimo, se discute la relacién entre swaps y contratos forward

de tasa de interés.

JEL Classification: G1, G13
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1. Introduction

Un “swap” (o permuta) es un acuerdo entre dos partes para intercambiar flujos de efectivo
en varias fechas futuras con base en una férmula predeterminada. Un contrato forward
puede ser visto como el ejemplo méas simple de un swap, en donde el intercambio de flujos
de efectivo se realiza en una sola fecha futura. Reciprocamente, un swap puede verse como

la suma de varios contratos forward.

Para fijar ideas suponga que las empresas &; y &; solicitan cada una de ellas un
crédito, del mismo monto N, a los bancos By y Bs, respectivamente. La empresa £; tiene
expectativas a la alza en las tasas de interés, mientras que la empresa £, presenta expec-
tativas contrarias. Por lo anterior, £ desea que su crédito sea a tasa fija, Ry, mientras
que & lo quiere a tasa variable. Por razones de calidad crediticia de estas empresas, B ha
decidido, en contra de lo solicitado por &1, otorgar el crédito solo si éste es a tasa variable
y, al mismo tiempo, By ha decidido otorgar el crédito a £ sdlo si éste se pacta a tasa
fija. Qué mala suerte para ambas empresas ;Qué pueden hacer £ y £ ante tal situacion?
Una posible solucién es que las empresas acuerden aceptar los créditos en las condiciones
que los bancos han impuesto e intercambiar entre ellas las diferencias por intereses, en las
fechas de pago. Asi, si en una fecha de pago, la tasa de mercado es superior a R g, entonces
&, le paga a & la diferencia de intereses del periodo en cuestion. En caso contrario &7 le
paga a &y dicha diferencia. Se acostumbra que una tercera parte, una institucion financiera
(intermediario financiero), a cambio de una comisién, le de seguimiento al intercambio de
flujos. Usualmente, para asegurar el cumplimiento de las obligaciones adquiridas por parte
de las empresas, la institucién financiera pide a las empresas garantias (colaterales) que

quedan bajo su custodia.

La conclusién mas importante del esquema anterior es que una de las empresas ha

transformado un crédito de tasa variable en otro de tasa fija y viceversa. Asi, una parte
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recibe a tasa flotante y paga a tasa fija (la posicién larga) y la contraparte recibe tasa fija

y paga tasa flotante (la posicién corta).

El swap mas comun en el mercado es el de tasa de interés (o IRS por las iniciales
en inglés de “Interest Rate Swap”). Este producto derivado de tasa de interés es muy
popular en los mercados sobre mostrador. En este tipo de contratos, un agente acuerda
pagar los flujos de efectivo que se generan al aplicar una tasa de interés fija a un principal
preestablecido, en varias fechas futuras. A cambio, recibe los flujos de efectivo que se
generan al aplicar una tasa de interés flotante sobre el mismo principal y en las mismas
fechas futuras especificadas. El intercambio del principal, o nominal, no se lleva a cabo,
siendo éste solo una referencia en los términos del contrato. A la tasa de interés fija se
le llama tasa swap. El valor de estos contratos al inicio y al vencimiento es cero. Por
ultimo, es importante destacar que estos contratos presentan un alto grado de liquidez en

el mercado.

El otro tipo de swap, menos comun, que se encuentra en el mercado es el de tipo de
cambio (o CS por las iniciales en inglés de “Currency Swap”, en ocasiones también son lla-
mados FXS “Foreign Exchange Swaps). En este tipo de contratos las partes intercambian
el principal y los intereses en una divisa por el principal y los intereses en otra divisa. Se
puede pensar que el contrato transforma un crédito en una divisa en un crédito en otra

divisa. Usualmente, los principales se intercambian al final del contrato.

En ausencia de riesgo crédito, un swap se puede ver como la diferencia de dos bonos
cuponados, uno de tasa cupon fija y el otro de tasa cupon flotante. Es usual llamar al
bono cuponado de tasa cupon fija como “pata fija”y al bono cuponado de tasa cupdn
flotante como “pata flotante”. Por esta razon es importante hacer una revisién breve sobre
la valuacién de bonos cuponados y las curvas de ceros (curvas de rendimiento de bonos

cupén cero) asociadas a dichos bonos.
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2. Bonos cuponados con tasa cupdén constante

En esta seccion se valiia un bono que paga cupones con tasa cupéon constante. Por simpli-

cidad, se supone que sélo se efectian tres pagos en periodos de igual magnitud.

Considere un bono que se coloca en t = 0 y paga cupones en tres fechas futuras, T4,
Ty y T3, igualmente espaciadas. Suponga que el principal, o nominal, es N > 0. Si en cada

una de estas fechas los cupones se calculan como

01 ZRKTlN, CQZRK(TQ—T1>N y CgZRK(Tg—TQ)N,

donde Rx > 0 es una tasa de interés anualizada y constante, entonces el precio del bono,

utilizando interés simple para descontar, esta dado por

0 C1 Ca C3+ N
fia= = b
14+ Ry 1+ Ro 1+ Rj3
donde

R, = R(O,TZ')(TZ' — 0) = R(O, Ti)Tia 1=1,2,3.

Si, en virtud de que Ty, To y T3 estan igualmente espaciados, se reescribe ﬁK = R AT;,

1=1, 2, 3, y N =1, se sigue que

R R Ry +1
B = 4 DK KT (2)
1+Ry 14+Ry 1+Rs
6
o~
B{) = Rk (B1 + B + Bs) + Bs, (3)

donde B; = B(0,T;) = 1/(1 + ﬁz), i = 1,2,3. De esta manera, R(0,T) puede verse como
una curva de ceros, asociada al bono cuponado de tasa constante, B;, la cual puede ser

una estimacién con base en precios de mercado o definirse mediante algiin modelo tedrico.
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3. Bonos cuponados con tasa cupén flotante

En esta seccién se valiia un bono cuponado con tasa cup6n flotante (también llamado FRN

por las iniciales en inglés de “Forward Rate Note”).

Considere un bono que se coloca en t = 0 y paga tres cupones en las fechas futuras,

Ty, T2 y T3. Suponga que el principal es N > 0. Si los cupones se calculan como
C1 = RN, Ca = f12N y C3 = fa3N,
donde

fro=FO,T1, To)(To = T1) y  faz = f(0,To, T3)(T3 — Ta)

son, respectivamente, las tasas forward en [T4,Ts] y [T, T3] aplicadas en sus corres-

pondientes periodos, entonces el precio del bono satisface

(0) _ RN n f1aN +(‘F23+1>N
T 14R, 1+Ry  1+Rs

(4)

donde R(0,T;) = ﬁi/Ti,i = 1,2, 3. En equilibrio, es decir, en ausencia de oportunidades

de arbitraje, las tasas forward implicitas se obtienen mediante las siguientes relaciones:

(14 R)(1+ f12) =1+ Ry

(14 R2)(1 4 fa3) = 1+ Rs.

Por lo tanto,

fi2 = ~ — 1 (5)
1+ Ry
y ~
~ +R
1—|—f23: ~3. (6)
Ry



Si se sustituyen (5) y (6) en (4), se sigue que

RN N 1+R N 1+R
B = —— 4+ ——= 1)+ —— =2
1+ R, 14Ry \1+4 R, 14+ Rs \ 1+ Ry

RN N N N

= — _ )+ - .
1+R, \1+4+R, 14+Ry) 1+Rs (7)
RN N

— — —|— —
1+ R, 1+R,

—N.

Es decir, un bono cuponado con tasa cupén flotante se negocia a la par. Observe que
aunque el ejercicio anterior toma en cuenta tres periodos, el mismo resultado se obtiene
para cualquier nimero de periodos. Evidentemente, si se valia el bono inmediatamente
después del primer pago y se conoce la curva de rendimiento R (74, T), entonces el precio del
bono es B&)t = N. Observe ademas que si se escribe B; = B(0,7;) = 1/(1 + ﬁl), i=1,2,3,

y N =1, entonces, a partir de (7), se tiene que
1 = R1B1 + fi12B2 + f23B3 + Bs. (8)

Asi, R(0,T) puede verse como una curva de ceros, B;, asociada al bono cuponado de tasa

flotante. Este resultado, sera utilizado mas adelante.

4. Estimacion de una curva de rendimiento con base en la tasa

forward

A continuacién, bajo condiciones de equilibrio, se estima la curva de rendimiento de un

bono cuponado, con tasa cupon flotante, cuando se conocen las tasas forward futuras.

Si se conocen Igll y flg, entonces se puede determinar la tasa ﬁg/Tg = R(0,T3) de

plazo, T, asociada a un bono cupén cero mediante

- 1+ R ) - ~ -
fi2 = ~— — 1 0 Ry = (fiz+1)(1+ Ry) — 1.
14+ Ry

Si se conoce fo3 y no hay oportunidades de arbitraje, entonces R3 puede estimarse como

fas=—=2-1 6 Rs=(fs+1)(1+Ry) -1



De esta manera, se puede proceder inductivamente.

5. Estimacion de una curva de rendimiento con el método de alam-

brada

En esta seccion se presenta el método de alambrada para estimar una curva de rendimien-
to. Suponga que se conocen Ry y R3 y se desea estimar la curva de rendimiento en tiempo

intermedio, Rs, entonces se puede calcular la tasa forward

A continuacién, se obtiene fi2 con base en fi3, de tal forma que

- ~ N\ (To—T1)/(T5—T1)
1—|—f12:<1+f13> .

Por ultimo, a partir de la relaciéon

(14 R1)(1+ f12) = 1+ Ro,

lo cual implica que

Ry = (1+ §1)(1 + f12) - 1.

Lamentablemente, en esta ecuacién son posibles las oportunidades de arbitraje.

6. Método Bootstrapping para estimar la curva de ceros asociada

a un bono cuponado de tasa constante

En la seccién anterior se estimé una curva de rendimiento con base en valores conocidos
de la tasa forward. Sin embargo, no siempre se conocen las tasas forward. En este caso, el
método Bootstrapping proporciona una alternativa para estimar la curva de rendimiento
de un bono cupén cero asociada al bono cuponado. De acuerdo con (2), si N = 1, se sigue

que _ _ _
R R Rk +1
Bf(g;: K_ | K KT
1+Ry 1+Rs 1+ R3

(10)



En lo que sigue, se supone que B( ) Ay R1 son conocidos ;Cémo se pueden estimar Rg y R3
Justamente, el método Bootstrapping resuelve este problema. En primer lugar recuerde
que la ecuacién de una recta que pasa por dos puntos, (zg,y0) y (z1,91), estd dada por la
expresién y —yo = (y1 — yo/x1 — xo)(x — z¢). Con base en esta ecuacion, se puede escribir
la siguiente interpolacion lineal de R en términos de Eg y El,

~  R3— R,

Ry— Ry = 3L, 1)),
2 1 T3—T1<2 1)

En este ejemplo, se ha elegido llevar a cabo interpolacion lineal, pero cualquier otro método
de aproximacién que exprese ﬁg en términos de §3 y ﬁl podria ser utilizado, por ejemplo,
el método de alambrada. Evidentemente, la interpolacién lineal no elimina oportunidades
de arbitraje. Si se despeja ﬁg de la expresion anterior, se obtiene que

-~ R3y—R,

Ry=R; + 2L, — 1)), 11
2 1+T3—T1<2 1) ( )

Después de sustituir (11) en (10), se tiene

R R Ry +1
0= —Bj) + —= = + = (12)
14+ Ry 1+R +R3 R11(2 Tl) 1+R3
Dado que ﬁl = R} es conocido, la ecuaciéon anterior puede verse como f(.ﬁg) = 0, al

resolverse se obtiene un valor R3. El método de Newton-Raphson es utilizado con mucha
frecuencia para encontrar dicha solucién. Posteriormente, la solucién R3 se sustituye en

(11) para obtener el valor

*

R_
R =R —— (T2 — T 13
2 1+T3_T1(2 1). (13)

De esta manera, R}/T1, R5/T2> y R3/T3 constituyen puntos sobre una curva de ceros

asociada al bono cuponado de tasa constante.

A continuacién se presenta otro ejemplo de ilustracion del método de Boostrapping.

De hecho, el ejemplo que a continuacién se desarrolla extiende el ejemplo anterior a seis
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periodos. Considere ahora un bono cuponado con tasa cupdén constante, Rx, que paga
cupones en seis fechas futuras T;, i = 1,2, ...,6. Si el nominal es 1, entonces, de (2),
o Rk Rg Rk Ry Ry Rk +1

Bﬁja_ — + — + — + — + — + —. (14)
1+ Ry 1+ Ro 1+ Rj3 14+ Ry 1+ Rj5 1+ Rg

Si se utiliza la informacion obtenida en el ejemplo anterior para las primeras tres fechas de
pago de cupones R}, R5 y R3, entonces se emplean las siguientes interpolacionales lineales

para §4 y §5, en términos de R3 y §6,

Ri—Ri="S""B(,-T 15
4 — R3 TG—T3(4 3) (15)
y N
iy * RG_R§
Rs — Ry, = ——(15 — T3). 16
5 — I3 T6—T3(5 3) (16)

Evidentemente, la eleccién de Rj en (15) y (16) se debe a su cercania con R4y Rs. Sise
despejan §4 y ﬁg, de las ecuaciones anteriores y se sustituyen sus valores en la ecuacion
(14), la ecuacién resultante queda en términos de R}, R3 y Rj, y puede reescribirse como
g(ﬁg) = 0. La solucién de esta ecuacién se denota por Rg. Posteriormente, se utilizan las
ecuaciones en (11) para obtener Ry y Rs. Si el problema se extiende a 9 fechas de pago
de cupones, entonces se utiliza la informacién obtenida en la etapa anterior: R}, R3, R3,
R}, Ry Ri. Después, se llevan a cabo interpolaciones lineales de §7 y ﬁg en términos de
Rgy ﬁg. Por supuesto, resolver de 3 en 3 periodos no es una regla. Para pasar de 3 a 4
periodos, se requiere un simple despeje. De 3 a 5 periodos, se utiliza

Rs — R}

R4—R§:ﬁ

(T4 — Ts) (17)

y se obtiene una ecuacién de la forma f(Rs5) = 0. La solucién de esta ecuacién se sustituye

(17) para estimar Ry.
7. Swaps de tasas de interés

Las tasas de interés flotante que se emplean en los contratos swaps son tasas de fondeo

entre instituciones financieras (v.g. tasas interbancarias), por ejemplo, TIIE28, Libor91,
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u otras de la misma naturaleza. Estas tasas de referencia representan el costo de fondeo
de las instituciones financieras. En términos generales, la duracion de los contratos tipo
swap oscila entre 2 y 20 anos, siendo los de 5 y 9 anos los mas populares en el mercado.
La frecuencia de los pagos puede ser mensual, trimestral, semestral o anual, y usualmente

es un multiplo de la tasa de fondeo de referencia.

En ausencia de riesgo crédito, un swap de tasa de interés se puede ver como la diferen-
cia de dos bonos cuponados, uno de tasa cupon fija y otro de tasa cupén flotante, como ya se
habia mencionado antes. Es usual llamar al bono cuponado de tasa cupon fija como “pata
fija”y al bono cuponado de tasa cupon flotante como “pata flotante”. En este sentido, las
curvas de ceros de los bonos, ya sea con tasa cupon fija o flotante, pueden pensarse como

“equivalentes” a las “estructuras de plazo” de la tasa de fondeo de referencia.

El valor presente de las diferencias en intereses en un swap de tasa de interés esta

dado por

Ri— RN (fia— Rx)N  (faz — Ry )N
Vo:( 1 ~K> +(f12 ~K) +(f23 ~K)
1+ Ry 1+ Ry 1+ Rj3

RN flaN fos N RxkN  RxgN  RgN
<1_|_f12 +f23 >_<K+K+K>

1+R, 1+Ry 1+Rs 1+ R, 1+Rs 1+R;s

RiN | fi2N | [N N
= =~ + ~— + =~ + ~ (18)
1+ Ry 1+ Ry 1+ Rg 1+ R3

RxN  RxgN  RxN N

. KN + K~ + K~ + _

1+ Ry 1+ Ry 1+ R3 1+ Rj3
_p0 _ O

flot fija*

Observe que para escribir el valor presente de las diferencias en intereses en un swap como
la diferencia de dos bonos cuponados, uno de tasa flotante y otro de tasa constante, se ha

sumado y restado, en (18), la cantidad N /(1 + ﬁg) Asimismo, si Vy = 0, entonces

0= <§1B1+J?1232+J72333> — R (By + By + Bs), (19)
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donde B; = B(0,T;) =1/(1 4+ R;), i =1, 2, 3. De esta manera, la tasa swap de equilibrio

esta dada por

[ R1B1 + fi12B2 + f23Bs 1 — B3

B1+ By + B3 B1+ Bs + B3

8. Valuacién de un swap de tasa de interés

En el momento en que se pacta un swap, su precio es cero. Inmediatamente después, su
precio ya no es cero, a menos que sea por pura casualidad. Observe que con respecto de
la pata flotante, inmediatamente después de cualquier pago, el precio del bono con tasa
cup6n flotante es N. Por ejemplo, inmediatamente después del primer pago Bg;)t =N,
t =T, +dT; con dTy > 0. Asi,

~ 1 1 N
14+ Ry 14+ Ry 1+ Ry

donde ]/%\Z = R(t,Ti+1)(Ti+1 — t), i = 1,2. Ahora bien, inmediatamente antes de T; se
espera el pago del primer cupodn, por esta razén la pata flotante vale N + ElN. Para valuar
el swap, es necesario traer N + ﬁlN a valor presente y deducir los pagos a tasa fija, es

decir,

~ 1 ~ 1 1 1 N
Vi= (N + RiN) — | — RgN — + — + — | - —,
1+ R, 1+ Ry 1+ Ry 1+ Rj3 1+ Rj3

donde t =Ty — d7T7 con dT7 > 0, y Ez = R(t,Ti)(TZ' — t), 1=1,2,3.

9. Método Bootstrapping para estimar los precios de un bono

cupon cero asociado a la tasa swap

Si se conoce Rk para swaps con intercambios de flujos de efectivo a diferentes plazos, para
lo cual es conveniente escribir Rk (0,7), entonces, a partir de la ecuacién (20), se pueden
calcular los precios de los bonos cupén cero. En efecto, si se escribe

1— B,
By

Ry (0,70)Th =
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se obtiene que
1
1+ Ry(0, 7))y

De la misma manera,

1— Bf

B .
14+ Rk (0,T2)T>

En general, se tiene que

* * ES —1 %
E 1+ Rk(0,T;)T; 1+ Ri(0,T)T;

10. Método Bootstrapping para estimar la curva de ceros asociada

al bono cuponado de tasa cupon constante en un swap

A continuacion se presenta el método Bootstrapping para estimar la curva de ceros asociada
al bono cuponado de tasa cupon constante en un swap. En este caso, el precio del bono
cuponado de tasa constante es la unidad. Dicha curva de ceros puede pensarse como
“equivalente”a la “estructura de plazo”de la tasa de fondeo de referencia del swap. De

acuerdo con la ecuacién (18), se sigue que

RN FloN foa N N
Vo = < 1 n f12 . fa3 n >

1+R;, 1+Ry 1+Rs 1+Rjs

RxkN  RxgN  RgN N
. K~ + K~ + K~ 4 _ .
1+R;, 1+Rys 1+Rs 1+Rs

Dado que el primer sumando es N, se sigue que

R R Rp+1
LY S SN0 Sy
1+ Ry 1+ Ro 14+ R3

De esta manera, el método que se introdujo en la seccién 13.6 y que partia de (10), ahora
parte de la ecuacién anterior. En tal caso, lo tinico que se requiere es que sean conocidos
R1 y RK.
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11. Contratos forward de tasa de interés

En esta seccién se revisa el concepto de contrato forward de tasa de interés (también
llamado FRA por las iniciales en inglés de “Forward Rate Agreement”). Un contrato
forward de tasa de interés es un acuerdo en el que una de las partes pagara, a la contraparte,
la cantidad que se genere al aplicar una tasa de interés fija a un principal predeterminado

en dos fechas futuras.

Suponga que el tiempo en que se establece el contrato forward de tasa de interés es
t = 0, la tasa fija acordada es R, los tiempos futuros entre los que se aplica dicha tasa son
T,y To y el principal es N. Al tiempo T una de las partes tiene que pagar Rx (T2 —T1)N.
Si la tasa forward de mercado es f(0,Ty,T>), entonces el valor de dicho contrato forward,
en t = 0, se calcula mediante

12) (f(0,71,T2) — Rg)(T1 — T2)N

Pl
0 1+ R(0,T5)(To — t)

0, en la notacién mas breve,
p(2) _ (fi2— Rx)N
0 1+ R
De esta manera, de acuerdo con (17), un contrato swap se puede escribir como
_(R1— Rg)N n (fi2— Rg)N . (fa3 — Rg)N

1+ R, 1+ Ry 1+ Ry (21)
:V(()Ol) +V(()12) +V0(23).

Vo

Es decir, un contrato swap de tasa de interés es la suma de contratos forward de tasa de

interés.

12. Swaps de tipo de cambio

Otro tipo de swap comin en el mercado es el swap de tipo de cambio. En este tipo de
contratos las partes intercambian el principal y los intereses en una divisa por el principal

y los intereses en otra divisa. Usualmente, los principales se intercambian al final del
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contrato. En este caso las dos tasas son flotantes y, por simplicidad seran etiquetadas

como doméstica y extranjera.

El precio de un swap de tipo de cambio con dos patas flotantes, en moneda doméstica

esta dado por

vo=BY —5,B0O

d,flot f,flot’

donde Bfif)got es un bono cuponado con tasa cupén flotante en moneda doméstica, BJE%ot es
un bono cuponado con tasa cupon flotante en moneda extranjera, Sy es el tipo de cambio
de contado, los nominales se calculan de tal manera que Ny = SNy donde St es una
estimacion del tipo de cambio, en términos de las tasa de interés doméstica y extranjera,
en la fecha de vencimiento del contrato. Por supuesto, swaps con dos patas fijas o con

una pata fija y la otra flotante se valian de manera similar. Por tltimo, es importante

mencionar que en ocasiones también hay intercambio de principales al inicio del contrato.

13. Conclusiones

Se ha desarrollado un modelo de equilibrio general para valuar diferentes tipos de contratos
swaps en ausencia de riesgo crédito. Los contratos swaps se examinaron como la diferencia
entre dos bonos cuponados, uno con tasa cupén fija y el otro con tasa cupon flotante, lo
cual fue muy 1til en el proceso de valuacién. Se present6 el método “bootstrapping” para
estimar curvas de ceros y se discutio6 sobre la relacion entre swaps y contratos forward. Por
ultimo, se present6 el método de alambrada para estimar una curva de rendimiento, en el

cual son posibles las oportunidades de arbitraje.
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