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t❤❡✐r ♣❡r ♣❡r✐♦❞ ✉t✐❧✐t② s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡✐r ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ♣❡r ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❞❞s s❡✈❡r❛❧

❢r✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ s❤♦❝❦s t♦ ●❛❧í ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ♥❛♠❡❧②✿ ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❤❛❜✐t t♦ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s

❛♥❞ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ✜r♠s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ r❡♦♣t✐♠✐③❡ ♣r✐❝❡s ✐♥ ❛ ❈❛❧✈♦

✭✶✾✽✸✮ ♣r✐❝❡ s❡tt✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳✶ ■t ❛❧s♦ ❛❞❞s ✜✈❡ ♦t❤❡r s❤♦❝❦s✿ ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❡✣❝✐❡♥❝② s❤♦❝❦ ❛♥❞

❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦❝❦ ♦♥ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s❀ ❛ ❧❛❜♦r✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦

♦♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ✜r♠s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❛ ♣r✐❝❡ ♠❛r❦✉♣ s❤♦❝❦ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦sts❀ ❛♥❞✱ ❛ ♠♦♥❡t❛r②

♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ❚❛②❧♦r✲t②♣❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r✉❧❡✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ◆❑ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❞❞s ♥♦♠✐♥❛❧ r✐❣✐❞✐t✐❡s✱ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞

♦t❤❡r ❢r✐❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❘❡❛❧ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡ ✭❘❇❈✮ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣

s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts t❤❡s❡ ❢❛✐❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✿ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ ♣❡rt✐♥❡♥t r♦❧❡ ✐♥

✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ s❤♦rt✲r✉♥ r❡❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡ st✐❝❦✐♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ st❛❣❣❡r❡❞

♣r✐❝❡s à ❧❛ ❈❛❧✈♦ ✭✶✾✽✸✮ ♦r à ❧❛ ❚❛②❧♦r ✭✶✾✽✵✮ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ r❡❧❡✈❛♥t

t♦ ❝♦✉♥t❡r❛❝t ❝②❝❧✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ st❛♥❞❛r❞ ✢❡①✐❜❧❡✲

♣r✐❝❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s❧✉❣❣✐s❤ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞

♣❡rs✐st❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛❢t❡r ❛ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②

s❤♦❝❦✳ ❨✉♥ ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❞ ❈❤r✐st✐❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝❛♣t✉r❡❞

✐♥✢❛t✐♦♥ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ♣❡❛❦ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t♦ ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣ s❤♦❝❦ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡

♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❘❇❈ ♠♦❞❡❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs ✉s✐♥❣ ❱❡❝t♦r ❆✉t♦❣r❡ss✐♦♥s ✭❱❆❘✮

✶❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❤❛❜✐ts ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞✱ ❛s ✐♥ ❆❜❡❧ ✭✶✾✾✵✮✱ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♥ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t
✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❖t❤❡r ❢❡❛t✉r❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ✇❛❣❡ st✐❝❦✐♥❡ss ❛s ✐♥ ❊r❝❡❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦sts ❛s ✐♥ ❇❡r♥❛♥❦❡ ❡t
❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ♦r ❙♠❡ts ❛♥❞ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✸✮✳

✶



❤❛✈❡ ♣♦✐♥t❡❞ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭P❡r♦tt✐✱ ✷✵✵✹✮ ♦r ❛t ❜❡st ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✭▼♦✉♥t❢♦r❞ ❛♥❞ ❯❤❧✐❣✱ ✷✵✵✹✮

r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ ♣❛♣❡rs t❡♥❞s t♦ ❢❛✈♦r t❤❡ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t

✐♥ ♥♦r♠❛❧ t✐♠❡s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❡s♣♦♥❞s ♣♦s✐t✐✈❡❧② t♦ ❛ r✐s❡ ✐♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣✳✷

❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡✲♦❢✲t❤✉♠❜ ❝♦♥s✉♠❡rs ✐s ♠❡❛♥t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✜s❝❛❧ ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦s

♦♥ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡

♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ ❝✉rr❡♥t

✐♥❝♦♠❡✳✸ ●❛❧í ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ st✐❝❦②✲♣r✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞❡✜❝✐t ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❜②

✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛♥❞ r✉❧❡✲♦❢✲t❤✉♠❜ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡✐r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧

❝❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣ s❤♦❝❦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦

●❛❧í ❡t ❛❧✳✱ ❈♦❡♥❡♥ ❛♥❞ ❙tr❛✉❜ ✭✷✵✵✺✮ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡

❙♠❡ts ❛♥❞ ❲♦✉t❡rs ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✜s❝❛❧ ♣♦❧✐❝② ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡② ♣♦✐♥t

t♦ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ s❤❛r❡ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ ❡✉r♦ ❛r❡❛ ❛♥❞ t♦ ❛ s❧✐❣❤t

r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t♦ ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣ s❤♦❝❦ ✇✐t❤ ❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s

✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡✐r ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ s♠♦♦t❤ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞✳✹

▲❛st❧②✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐♥t❡♥❞s t♦ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡

❡✛❡❝t ♦❢ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥ ❛ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧✳ ■t s❤❡❞s ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t

❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱

✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝❧❛r✐✜❡s t❤❡

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ r✉❧❡✲♦❢✲t❤✉♠❜ ❝♦♥s✉♠❡rs ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♠❛② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❧t❡r ♦✈❡r❛❧❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡

r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ P♦rt✉❣✉❡s❡ ❡❝♦♥♦♠②✳

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst st✉❞② t❤❛t ❡st✐♠❛t❡s ✐t✳✺

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ s❡❝t✐♦♥ ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡❝♦♥♦♠②❀

s❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♣r✐♦rs ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ P♦rt✉❣✉❡s❡ ❡❝♦♥♦♠②❀ ❛♥❞

❢♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s s❡❝t✐♦♥ ✹ ❛♥❛❧②③❡s ♣♦st❡r✐♦r ❡st✐♠❛t❡s✱ t❤❡

r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤✱ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❤♦rt✲t❡r♠ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ t♦ str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s✱ ❛s

✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r s♦✉r❝❡s ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❛♣❡r✳

✷◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t P❡r♦tt✐ ✭✶✾✾✾✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ♣❡r✐♦❞s
♦❢ ❧❛r❣❡ ✜s❝❛❧ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥s✳

✸●❛❧í ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ ✜♥❞ t❤❛t ❛♥ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r✉❧❡ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❚❛②❧♦r ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ♥♦♠✐♥❛❧
✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠✉st r❡s♣♦♥❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥✮ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡✲♦❢✲t❤✉♠❜
❝♦♥s✉♠❡rs ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r✉❧❡✳

✹❋♦r♥✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❛❞❞ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t♦ ❈❤r✐st✐❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✜s❝❛❧ ♣♦❧✐❝② ❤❛s
❛ ♠✐❧❞ ❡✛❡❝t ♦♥ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

✺❆❧♠❡✐❞❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ♣r❡s❡♥t ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❝♦♥s✉♠❡rs ✭❛t
✹✵✪✮ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s s❡❝t♦r✳

✷



✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡❝♦♥♦♠②

❇❛s❡❞ ♦♥ ●❛❧í ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ t❤✐s ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❤♦✉s❡✲

❤♦❧❞s✿ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❛♥❞ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡❝♦♥♦♠② ❛❧s♦ ❢❡❛t✉r❡s t❤r❡❡ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts✿

✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ✭♦r r❡t❛✐❧✮ ✜r♠s ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ✭♦r ✇❤♦❧❡s❛❧❡✮ ✜r♠s❀ ❛♥❞ ❛ ♠♦♥❡t❛r② ❛✉t❤♦r✐t②✱

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜s❝❛❧ ❛✉t❤♦r✐t②✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❉❙●❊

♠♦❞❡❧✱ ❛❣❡♥ts ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✬s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❤♦❝❦s ❛❢✲

❢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❆❣❡♥ts ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r ✭❞②♥❛♠✐❝✮ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ♠❛r❦❡ts ❝❧❡❛r ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣

♦✈❡r ❛❣❡♥ts✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✳✻

✷✳✶ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s

❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡❧②✲❧✐✈❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ♦❢ t✇♦

t②♣❡s✿ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ (1− λ) ✐s ❛ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✉t✐❧✐t②

♦✈❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡✐s✉r❡ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❝❛♣✐t❛❧ ♠❛r❦❡ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♠♦♦t❤

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡❀ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ λ ✐s ❛ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ✐ts ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ■ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❝♦♥s✉♠❡rs t♦

♦♣t✐♠❛❧❧② ❝❤♦♦s❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡✐s✉r❡ ♣❡r ♣❡r✐♦❞✳

❇♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ♥♦♥✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s ❛♥❞ t♦

s✉♣♣❧② ♥♦♥✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❧❛❜♦r t♦ ✜r♠s✳ ❚♦t❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Ct = (1− λ)C1,t + λC2,t

❛♥❞ t♦t❛❧ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧✐❡❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s Nt = (1− λ)N1,t + λN2,t✱ ✇❤❡r❡ C1,t ❛♥❞ N1,t ❛r❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ♦❢ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ❛♥❞ C2,t ❛♥❞ N2,t ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❛♥❞ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✳✶✳✶ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s

Pr❡❢❡r❡♥❝❡s

❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✱ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② i ∈ [0, 1− λ)✱ ♠❛①✐♠✐③❡s ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ❧✐❢❡t✐♠❡

✉t✐❧✐t② ♦✈❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡✐s✉r❡ ❛s Et

∞
∑

s=0
βsU (C1,t+s (i) , N1,t+s (i))✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛t t✐♠❡ t ✐t

❞❡r✐✈❡s ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❣♦♦❞s C1,t ♥❡t ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❤❛❜✐t Ht✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❧❡✐s✉r❡

L1,t ❞❡✜♥❡❞ ❛s L1,t = 1−N1,t✿

Et

∞
∑

t=0

βt







exp
(

vdt
)

(

(C1,t (i)−Ht)
(1−̺) (1−N1,t (i))

̺
)1−σc

− 1

1− σc






, ✭✶✮

✻❉❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

✸



✇❤❡r❡ β ∈ (0, 1) ✐s t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s r❛t❡ ♦❢ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱ σc ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧

❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ ̺ ✐s ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦✈❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡✐s✉r❡✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❤❛❜✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❧❛❣❣❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

Ht = χC1,t−1✱ ✇✐t❤ χ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤❛❜✐t ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳ vdt ✐s ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

s❤♦❝❦ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❆❘✭✶✮ ♣r♦❝❡ss vdt = ρdv
d
t−1 + εdt ✱ ✇❤❡r❡ εdt ∼ N

(

0, σ2
d

)

✳

❇✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t

❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢❛❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ r❡❛❧ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✿

C1,t (i) + I1,t (i) ≤
Wt

Pt
N1,t (i) +RtK1,t (i)− T1,t (i) +D1,t (i) , ✭✷✮

✇❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t❤❡

❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ I1,t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t ✐♥

r❡❛❧ t❡r♠s ✱ Wt ✐s t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✇❛❣❡ ❢r♦♠ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t✱ Pt t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①

❛♥❞ Rt t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧✳ T1,t ❞❡♥♦t❡s ❧✉♠♣✲s✉♠ t❛①❡s ❛♥❞ D1,t ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞s ❢r♦♠

♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ✜r♠s ♦✇♥❡❞ ❜② ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ❜♦t❤ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ r❡❛❧ t❡r♠s✳

❚❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❜② t❤❡ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡✈♦❧✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

K1,t+1 (i) = (1− δ)K1,t (i) + exp
(

vit
)

[

1− S

(

I1,t (i)

I1,t−1 (i)

)]

I1,t (i) , ✭✸✮

✇❤❡r❡ K1,t+1 ✐s t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ♦✇♥❡❞ ❜② ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♣❡r✐♦❞ t+1 ✭♦r

❡♥❞✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ t ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✮✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ♥❡t ♦❢ ❛ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥

r❛t❡ δ ∈ [0, 1] ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♣❡r✐♦❞ t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♠❛❞❡ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞ ♥❡t ♦❢ ❛

♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙♠❡ts ❛♥❞ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✼✮✱ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

s❛t✐s✜❡s S (1) = S′ (1) = 0 ❛♥❞ S′, S′′ ≥ 0✱ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦sts

❞✐s❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✳ ■ts ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② S (Xt) = φX (Xt − 1)2✱ ✇❤❡r❡ φX ✐s ❛♥

❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝② s❤♦❝❦ vit✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s

❛♥ ❆❘✭✶✮ ♣r♦❝❡ss vit = ρiv
i
t−1 + εit✱ ✇❤❡r❡ εit ∼ N

(

0, σ2
i

)

✳

❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

(i) t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✴s❛✈✐♥❣s ❞❡❝✐s✐♦♥✮

UC1,t
(i)Q1,t (i) = βEt

[

UC1,t+1
(i) (Rt+1 +Q1,t+1 (i) (1− δ))

]

; ✭✹✮

(ii) t❤❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥tr❛t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✴❧❡✐s✉r❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✮

✹



UN1,t
(i)

UC1,t
(i)

= −
Wt

Pt
; ✭✺✮

❛♥❞✱ (iii) t❤❡ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥

Q1,t (i) exp
(

vit
)

[

1− S

(

I1,t (i)

I1,t−1 (i)

)

− S′

(

I1,t (i)

I1,t−1 (i)

)

I1,t (i)

I1,t−1 (i)

]

+

βEt

[

Q1,t+1 (i)
λ1,t+1 (i)

λ1,t (i)
exp

(

vit+1

)

S′

(

I1,t+1 (i)

I1,t (i)

)(

I1,t+1 (i)

I1,t (i)

)2
]

= 1. ✭✻✮

UC1,t
(i) ❛♥❞ UN1,t

(i) ❛r❡ t❤❡ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ✐♥

♣❡r✐♦❞ t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

UC1,t
(i) = exp

(

vdt

)

(1− ̺) (C1,t (i)− χC1,t−1)
(1−̺)(1−σc)−1 (1−N1,t (i))

̺(1−σc) ✭✼✮

❛♥❞

UN1,t
(i) = −exp

(

vdt

)

̺ (C1,t (i)− χC1,t−1)
(1−̺)(1−σc) (1−N1,t (i))

̺(1−σc)−1 . ✭✽✮

Q1,t (i) ✐s t❤❡ ❚♦❜✐♥✬s ◗✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ♦✈❡r t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉✲

❧❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✈❡r t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✱

Q1,t (i) =
µ1,t (i)

λ1,t (i)
. ✭✾✮

✷✳✶✳✷ ▲✐q✉✐❞✐t②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s

Pr❡❢❡r❡♥❝❡s

◆♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② h ∈ [1− λ, 1]✱ ❞♦ ♥♦t ❢❛❝❡ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❤❛❜✐t✱

✇❤✐❝❤ s✉st❛✐♥s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❧✐q✉✐❞✐t②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❞♦ ♥♦t ❜♦t❤❡r t♦ ✏❝❛t❝❤ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡

❏♦♥❡s❡s✑✱ ♥♦r ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦❝❦✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❢❛s❤✐♦♥

tr❡♥❞s✳ ❯♥❧✐❦❡ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡✐s✉r❡✿

U (C2,t (h) , N2,t (h)) =
C2,t (h)

1−ς

1− ς
−

N2,t (h)
1+ϕ

1 + ϕ
, ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ ς ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ ϕ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❋r✐s❝❤

❡❧❛st✐❝✐t②✳

✺



❇✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t

❆ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♦♥❧② r❡❝❡✐✈❡s ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐t s♣❡♥❞s ♦♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s✿

PtC2,t (h) ≤ WtN2,t (h) . ✭✶✶✮

❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❚❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②

❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st s❛t✐s❢②✿

N2,t (h)
ϕC2,t (h)

ς =
Wt

Pt
✭✶✷✮

❛♥❞ ❜② t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✭r❡❛❧✮ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✱ C2,t (h) =
Wt

Pt
N2,t (h)✳

✷✳✷ ❋✐r♠s

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✜r♠s ✐♥ t❤✐s ❡❝♦♥♦♠②✿ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ✜r♠s ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ✜r♠s✳

❆❝t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛r❦❡t✱ r❡t❛✐❧ ✜r♠s ❜✉② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s Yt (j)

❢r♦♠ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇❤♦❧❡s❛❧❡ ✜r♠s✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝♦♠❜✐♥❡ t♦ s✉♣♣❧② t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤

❛ s✐♥❣❧❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ Yt✳

✷✳✷✳✶ ❋✐♥❛❧ ❣♦♦❞s s❡❝t♦r✿ ❘❡t❛✐❧ ✜r♠s

❉✐①✐t✲❙t✐❣❧✐t③ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ♣r✐❝❡s

❋✐♥❛❧ ❣♦♦❞s ✜r♠s ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ❛s ✐♥♣✉t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ Yt ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

Yt =





1
ˆ

0

Yt (j)
ζ−1

ζ dj





ζ

ζ−1

, ✭✶✸✮

✇❤❡r❡ ζ ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s✳ ❘❡t❛✐❧ ✜r♠s ❝❤♦♦s❡ Yt (j)

❛t ♣r✐❝❡ Pt (j) t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡✐r t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
´ 1
0 Pt (j)Yt (j) dj s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t

r❡t✉r♥s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✸✮✳ ❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❛ s❡t ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞s ❢♦r

❡❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❣♦♦❞ j ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ Pt (j) ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r✐❝❡

✐♥❞❡① Pt✿

Yt (j) =

(

Pt (j)

Pt

)−ζ

Yt, ✭✶✹✮

✇❤❡r❡ Yt ❛♥❞ Pt ❛r❡ t❤❡ ❉✐①✐t✲❙t✐❣❧✐t③ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ③❡r♦✲♣r♦✜t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡

♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❣♦♦❞s ❛s✿

✻



Pt =





1
ˆ

0

Pt (j)
1−ζ dj





1

1−ζ

. ✭✶✺✮

✷✳✷✳✷ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s s❡❝t♦r✿ ❲❤♦❧❡s❛❧❡ ✜r♠s

Pr♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✜r♠s✱ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② j ∈ (0, 1)✱ ❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝✐♥❣

❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❣♦♦❞ ✉s✐♥❣ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❛s ✐♥♣✉ts✳ ❲❤♦❧❡s❛❧❡ ✜r♠s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s r❡♣✲

r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ st❛♥❞❛r❞ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧❛❜♦r✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

s❤♦❝❦✿

Yt (j) = max
{

[exp (vat )Nt (j)]
αKt (j)

1−α , 0
}

, ✭✶✻✮

✇❤❡r❡ Yt (j) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡s❛❧❡ ✜r♠✱ Nt (j) t❤❡ ❤♦✉rs ♦❢ ❧❛❜♦r ❞❡✲

♠❛♥❞❡❞ ❛♥❞ Kt (j) t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧✳ vat ✐s ❛ ❧❛❜♦✉r✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦✱ ❝♦♠✲

♠♦♥ t♦ ❛❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ♣r♦❞✉❝❡rs✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❆❘✭✶✮ ♣r♦❝❡ss vat = ρav
a
t−1 + εat ✱ ✇✐t❤

εat ∼ N
(

0, σ2
a

)

✳

❋❛❝t♦r ❞❡♠❛♥❞s

❲❤♦❧❡s❛❧❡ ✜r♠s s♦❧✈❡ ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ t❤❡② s♦❧✈❡ t❤❡✐r ❝♦st ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠ ❜② ♦♣t✐♠❛❧❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ t❤❡② ♥❡❡❞ ✭❢r♦♠ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✲

✐t✐✈❡ ❢❛❝t♦r ♠❛r❦❡ts✮✳ ❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ②✐❡❧❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❢❛❝t♦r ❞❡♠❛♥❞✿

Kt (j)

Nt (j)
=

1− α

α

Wt/Pt

Rt
✭✶✼✮

❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st

MCt = exp (vat )
−α α−α (1− α)−(1−α)

(

Wt

Pt

)α

R
(1−α)
t . ✭✶✽✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✜r♠ j ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✜r♠s ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s✉❜❥❡❝t t♦

t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❤♦❝❦✳

Pr✐❝✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ✜r♠s ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ Pt (j) t❤❛t ♠❛①✐♠✐s❡s t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ s✉♠ ♦❢ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞

♣r♦✜ts ✐♥ ❛ ❈❛❧✈♦✲st②❧❡ ✭✶✾✽✸✮ st❛❣❣❡r❡❞ ♣r✐❝❡ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ r❡♦♣✲

t✐♠✐s❡ ♣r✐❝❡s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1− ξ) ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ P 0
t (j) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡

❛❧❧ ✜r♠s ✇♦✉❧❞ s❡t ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛❞❥✉st ✐t✳ ◆♦t❡ t❤❛t (1− ξ) ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥

✼



♦❢ ✜r♠s ❛❜❧❡ t♦ r❡s❡t t❤❡✐r ♣r✐❝❡s ❛♥❞ 1
1−ξ

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

❲✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ξ ❛ ✜r♠ ❞♦❡s ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ t♦ ❛❞❥✉st ✐ts ♣r✐❝❡ ❜✉t ✐t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦

♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❞❡① ✐t t♦ ❧❛❣❣❡❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

Pt (j) = Πγ
t−1Pt−1 (j) , ✭✶✾✮

✇❤❡r❡ γ ∈ [0, 1] ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ t♦ ❧❛❣❣❡❞ ✐♥✢❛t✐♦♥✳

❋✐r♠s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ r❡s❡t ♣r✐❝❡s ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t ♠❛①✐♠✐s❡ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ s✉♠ ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥♦♠✐♥❛❧

♣r♦✜ts s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❉✐①✐t✲❙t✐❣❧✐t③ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭✶✸✮✿

max
Pt(j)

Et

∞
∑

s=0

ξsDt,t+s

(

s
∏

τ=1

Πγ
t+τ−1Pt (j)− Pt+sMCt+sexp

(

vpt+s

)

)

Yt+s (j) ,

✇❤❡r❡ Dt,t+s ≡ βs λ1,t+s

λ1,t
✐s t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✭✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛s

❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ✇❤❡r❡ λ1,t ✐s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♦♥ t❤❡✐r ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✮ ♦✈❡r t❤❡

✐♥t❡r✈❛❧ [t, t+ s]✱ MCt ❛♥❞ Pt ❛r❡ t❤❡ r❡❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ vpt ✐s ❛ ♣r✐❝❡ ♠❛r❦✲✉♣ s❤♦❝❦✱ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ♣r♦❞✉❝❡rs✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜② vpt = ρpv
p
t−1 + εpt ✱ ✇✐t❤ εpt ∼ N

(

0, σ2
p

)

✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡✲s❡tt✐♥❣ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✜r♠ j ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡ P 0
t (j) ✐♥

♣❡r✐♦❞ t ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Et

∞
∑

s=0

ξsDt,t+s





(

s
∏

τ=1

Πγ
t+τ−1

Πt+τ

)1−ζ
(

P 0
t (j)

Pt

)

−

−
ζ

ζ − 1

(

s
∏

τ=1

Πγ
t+τ−1

Πt+τ

)−ζ

MCt+sexp
(

vpt+s

)



Yt+s = 0, ✭✷✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦✜ts ❜② s❛❧❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞s✳ ■❢ ♣r✐❝❡s

✇❡r❡ ❢✉❧❧② ✢❡①✐❜❧❡ (ξ = 0)✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❜② ✜r♠ j ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♠❛r❦✲✉♣ ♦✈❡r r❡❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts

P 0
t (j) = ζ

ζ−1PtMCtexp (v
p
t )✱ ✇❤❡r❡ ζ ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ξ = 1✱

t❤❡ ✜r♠ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥st❛♥t ♣r✐❝❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②✿

P 1−ζ
t = ξ

(

Πγ
t−1

)1−ζ
P 1−ζ
t−1 + (1− ξ)

(

P 0
t

)1−ζ
. ✭✷✶✮

◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r✐❝❡s✱ ✇❡

♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r✐s❡❞ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❢♦r✇❛r❞✲❧♦♦❦✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛✲

t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❝✉rr❡♥t ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝✉rr❡♥t r❡❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♠❛r❦✲✉♣ s❤♦❝❦✱

✽



❧❛❣❣❡❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢✉t✉r❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡✿

πt = ♠m (mct + vpt ) + ♠fEtπt+1 + ♠bπt−1, ✭✷✷✮

✇❤❡r❡ ♠m = (1−ξ)(1−βξ)
ξ(1+βγ) ✱ ♠f = β

1+βγ
❛♥❞ ♠b =

γ
1+βγ

✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s ✐♥✢❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♣❡rs✐st❡♥t✳ ❘❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✜rst

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐♥❣ ✐t ❢♦r✇❛r❞s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s s♦❧❡❧②

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ♠❛r❦✲✉♣ s❤♦❝❦s✿

πt − γπt−1 =
(1− ξ) (1− βξ)

ξ
(mct + vpt ) + β (Etπt+1 − γπt) ,

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

πt − γπt−1 = ♠m (1 + βγ)Et

∞
∑

s=0

βs (mct+s + vpt )

❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✐❢ ♣r✐❝❡s ✇❡r❡ ✢❡①✐❜❧❡✱ ξ → 0✱ t❤❡♥ ♠m → ∞ ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st

✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ♦♥❡✲❢♦r✲♦♥❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ξ → 1✱ t❤❡♥

♠m → 0 ❛♥❞ t❤❡ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥

r❛t❡ ✇♦✉❧❞ t❡♥❞ t♦ ③❡r♦✳

✷✳✸ ❋✐s❝❛❧ ♣♦❧✐❝②

●♦✈❡r♥♠❡♥t ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛r❡ ✜♥❛♥❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❧✉♠♣✲s✉♠ t❛①❡s ♦♥ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛♥❞ t❤❡

❜✉❞❣❡t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♥♦♠✐♥❛❧ t❡r♠s ✇❡ ❤❛✈❡✿

PtGt = (1− λ)PtT1,t. ✭✷✸✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ❧♦❣✲❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡✈♦❧✈❡s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❛❝✲

❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

gt = ρggt−1 + εgt , ✭✷✹✮

✇✐t❤ εgt ∼ N
(

0, σ2
g

)

✳

✷✳✹ ▼♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②

■♥ t❤✐s ❝❧♦s❡❞✲❡❝♦♥♦♠② s❡t✉♣✱ ■ ❛ss✉♠❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② t♦ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❝❡♥tr❛❧

❜❛♥❦ ✇❤✐❝❤ s❡ts t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❚❛②❧♦r✲t②♣❡ r✉❧❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥

r❡❛❞s✿

✾



log

(

Rn,t

Rn

)

= ρrlog

(

Rn,t−1

Rn

)

+ (1− ρr)

(

θπlog

(

Πt

Π

)

+ θylog

(

Yt
Ȳt

))

+ εrt ,

♦r

rn,t = ρrrn,t−1 + (1− ρr) (θππt + θyy
gap
t ) + εrt , ✭✷✺✮

✇❤❡r❡ rn,t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ ygapt t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✼✳ Rn ❛♥❞ Π ❛r❡ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡

✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ Ȳt r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧♦♥❣✲t❡r♠

tr❡♥❞✳ εrt ✐s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❛♥❞ ♥♦♥✲s②st❡♠❛t✐❝ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦ ❞❡✜♥❡❞ ❛s εrt ∼ N
(

0, σ2
r

)

✳

✷✳✺ ❙❤♦❝❦s

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s s✐① ❡①♦❣❡♥♦✉s st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✽✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐s✲

tr✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ♥❛♠❡❧②✿ ♦♥ t❤❡ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ εdt ✱ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✲

♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥✱ εit❀ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ✜r♠s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ εat ✱ ❛♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ str❛t❡❣②✱

εpt ❀ ♦♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♣❛tt❡r♥✱ εgt ❀ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ❛✉t❤♦r✐t② ❚❛②❧♦r✲t②♣❡ r✉❧❡✱

εrt ✳

✷✳✻ ▼❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣

●♦♦❞s ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞✱ ✐✳❡✳ t♦ t❤❡

s✉♠ ♦❢ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❛♥❞ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t

❡①♣❡♥❞✐t✉r❡✿

Yt = Ct + It +Gt, ✭✷✻✮

✇❤❡r❡ It =
´ 1−λ

0 I1,t (i) di✳ ❚❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ✐s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛❜♦✉r ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❜② ✐♥t❡r✲

♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ✜r♠s ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❛♥❞ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s

❛t t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇❛❣❡ r❛t❡✿

ˆ 1−λ

0
N1,t (i) di+

ˆ 1

1−λ

N2,t (h) dh =

ˆ 1

0
Nt (j) dj ≡ Nt. ✭✷✼✮

✼
y
gap
t ✇❛s ✜rst ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦❣✲❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✢❡①✐❜❧❡✲♣r✐❝❡ ♦✉t♣✉t ❛s ✐♥ ❙♠❡ts ❛♥❞ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✸✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❧♦❝❛❧❧② ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ●❛❧í ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ✇❤♦
r❡♣♦rt t❤❛t ❛♥ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r✉❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❚❛②❧♦r ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

✽◆♦t❡ t❤❛t t♦ ❛✈♦✐❞ st♦❝❤❛st✐❝ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❉②♥❛r❡ r❡q✉✐r❡s ❛t ❧❡❛st ❛s
♠❛♥② s❤♦❝❦s ♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ❛s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐s ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r✳

✶✵



❚❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❝♦♥s✉♠❡rs s✉♣♣❧② ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧

❡q✉❛❧s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧ ❜② ✇❤♦❧❡s❛❧❡ ✜r♠s ❛t t❤❡ ♠❛r❦❡t r❡♥t❛❧ r❛t❡✿

ˆ 1−λ

0
K1,t (i) di =

ˆ 1

0
Kt (j) dj ≡ Kt. ✭✷✽✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ♣r♦❞✉❝❡rs s❡t t❤❡ s❛♠❡

♣r✐❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ♣r✐❝❡✱ Pt = Pt (j)✱

❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ❡q✉❛❧s t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ✜r♠s ♦✉t♣✉t✱ Yt = Yt (j)✱ ❢♦r ❛❧❧ j✳

✸ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r P♦rt✉❣❛❧✿ ❞❛t❛✱ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r✐♦rs

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡✲

❧✐❤♦♦❞✳✾ ❋r♦♠ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ▼♦♠❡♥ts✱ ❈❧❛ss✐❝❛❧ t♦ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❛①✐♠✉♠

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐✲

♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧s ❜② ❉❡❏♦♥❣✱ ■♥❣r❛♠ ❛♥❞ ❲❤✐t❡♠❛♥ ✭✷✵✵✵✮✱ ❙❝❤♦r❢❤❡✐❞❡ ✭✷✵✵✵✮ ❛♥❞ ❖tr♦❦

✭✷✵✵✶✮✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❣✐✈❡♥ ✐ts ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥ ❡st✐✲

♠❛t✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ■t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❦❡② str✉❝t✉r❛❧

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♥❡st❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ♣❡❛❦ ✐♥ str❛♥❣❡

r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❢r♦♠✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✏❞✐❧❡♠♠❛ ♦❢

❛❜s✉r❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s✑✮✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛r❡ st✐❧❧ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇❤❡♥

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞ ✭❋❡r♥á♥❞❡③✲❱✐❧❧❛✈❡r❞❡ ❛♥❞ ❘✉❜✐♦✲❘❛♠ír❡③ ✭✷✵✵✹✮✮✳

❉❛t❛

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ q✉❛rt❡r❧② ❞❛t❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✾✺◗✶ t❤r♦✉❣❤ ✷✵✶✷◗✶ ❢♦r r❡❛❧

●❉P✱ ●❉P ❞❡✢❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ P♦rt✉❣✉❡s❡ ❞❛t❛ ✇❛s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡

❖❊❈❉ ✐♥ ❏✉♥❡ ✷✵✶✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ st❛t❡ s♣❛❝❡✱ ♦✉t♣✉t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠

❛ ❝♦♥st❛♥t st❡❛❞②✲st❛t❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛s ✐♥ ❙♠❡ts ❛♥❞ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✼✮✱ ■ t♦♦❦ t❤❡ ❧♦❣ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢

r❡❛❧ ●❉P ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ●❉P ♣r✐❝❡ ❞❡✢❛t♦r t✐♠❡s ✶✵✵✳ ❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s t❛❦❡♥ ❛s ✐t ✐s✱ ✐♥

♣❡r❝❡♥t❛❣❡ t❡r♠s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ q✉❛rt❡rs✳✶✵ ❆❧❧ s❡r✐❡s ❛r❡ s❡❛s♦♥❛❧❧② ❛❞❥✉st❡❞✳

✾❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
❛❜♦✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❦❡r♥❡❧ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧✐❦❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ♦r ●✐❜❜s ✭t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✮ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭●❡✇❡❦❡✱ ✶✾✾✾✮✳ ❉❡❏♦♥❣ ❛♥❞ ❉❛✈❡ ✭✷✵✵✼✮✱ ❈❛♥♦✈❛
✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ❆♥ ❛♥❞ ❙❝❤♦r❢❤❡✐❞❡ ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ♣r❡s❡♥ts ❛ s✉♠♠❛r② ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ ♣❛♣❡r✳

✶✵■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦♥t❤ ✐♥t❡r❜❛♥❦ r❛t❡ ❢♦r P♦rt✉❣❛❧ ♣r✐♦r ❢r♦♠ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡✉r♦ ❛♥❞ t❤❡r❡❛❢t❡r t♦ t❤❡
❊✉r♦♣❡❛♥ ■♥t❡r❜❛♥❦ ❖✛❡r❡❞ ❘❛t❡

✶✶



▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✬s ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❛r❡ ❣✐✈❡♥

❜②✿

















❘❡❛❧ ●❉P ❣r♦✇t❤t

■♥✢❛t✐♦♥t

◆♦♠✐♥❛❧ ■♥t❡r❡st r❛t❡t

















=



















log
(

Yt

Ȳt

)

− log
(

Yt−1

Ȳt−1

)

+ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤

log
(

Πt

Π

)

+ ❝♦♥st❛♥tΠ

log
(

Rn,t

Rn

)

+ ❝♦♥st❛♥tRn



















,

✇❤❡r❡ t❤❡ tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② log
(

Ȳt
)

− log
(

Ȳt−1

)

✳ ❋♦r ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❝♦♥st❛♥tΠ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥tRn ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ Ȳt✱ Π ❛♥❞ Rn ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞

❛❜♦✈❡✳

❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❋♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✜①❡❞ ❡①✲❛♥t❡ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿ t❤❡ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡✲

❤♦❧❞s ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r β ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦✈❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡✐s✉r❡ ̺❀ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧

❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ δ ❛♥❞ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣✲t♦✲♦✉t♣✉t r❛t✐♦✱ gy = G
Y
✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t

❢❛❝t♦r ✐s s❡t t♦ ✵✳✾✾✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ r❡❛❧ ❣r♦ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♦❢ ✹✪ ♣❡r ❛♥♥✉♠✳

❋r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡✱

̺ =
1−N

1 +
(

cy(1−χ)
α

− 1
)

N
, ✭✷✾✮

❛♥❞ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤♦✉rs ✇♦r❦❡❞✱ N ✱ t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✶✵ ❤♦✉rs s♣❡♥t

❛t ✇♦r❦ ♣❡r ❞❛② ✭✐✳❡✳ ✵✳✹✷✮✱ ̺ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✽✸✸✳ cy = C
Y
✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲t♦✲

♦✉t♣✉t r❛t✐♦✱ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ cy = 1 − iy − gy ❢r♦♠ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳✶✶ ❆s ✐♥

❆❧♠❡✐❞❛ ✭✷✵✵✾✮✱ gy ✐s s❡t t♦ ✵✳✶✹ ❛♥❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t✲t♦✲♦✉t♣✉t r❛t✐♦✱ iy✱ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ✉s✐♥❣

t❤❡ ❧❛❜♦✉r ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡ ✐♥ t♦t❛❧ ♦✉t♣✉t✱ α✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡

r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✿

iy =
(1− α) δ

R
. ✭✸✵✮

δ ✐s ✵✳✵✷✺ ♣❡r q✉❛rt❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✶✵✪ ❛♥♥✉❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❛♥❞ α r❡♣r❡s❡♥ts

✼✵✳✺✪ ♦❢ t♦t❛❧ ♦✉t♣✉t t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t✲♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ❝❧♦s❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ (iy = 0.21)✳ ❚❤❡

q✉❛rt❡r❧② ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲❝②❝❧✐❝❛❧ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s s❡t t♦ ③❡r♦ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧

✶✶❚❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦✉rs ✇♦r❦❡❞ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦♥❣ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
s♦ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦❢ ♦♥❡ ❤❛❧❢✱ t❤❡② ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡✐r ❛❣❣r❡❣❛t❡
❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳

✶✷



✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✇❡❧❧ ♠❛♣♣❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❈❛❧✐❜r❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❡❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡s

P❛r❛♠❡t❡rs ❱❛❧✉❡

❈❛❧✐❜r❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

β ✵✳✾✾

̺ ✵✳✽✸✸

δ ✵✳✵✷✺

gy ✵✳✶✹

■♠♣❧✐❡❞ st❡❛❞②✲st❛t❡

NSS ✵✳✹✷

cy ✵✳✻✺

iy ✵✳✷✶

R ✵✳✵✸✺

λ ✵✳✺✵

Pr✐♦rs

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❡❛♥

✵✳✶ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✷✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐s ✵✳✺ ❛♥❞

st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✷✳✼✺✳ ❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦♦s❡ ❛♥❞ ❤❛r♠♦♥✐s❡❞ ♣r✐♦rs ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡

❞❛t❛ ✐s ♦❢t❡♥ ✈❡r② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ s❤♦❝❦s✳ ❚❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

♦❢ s❤♦❝❦ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❜❡t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ✵✳✻ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

✵✳✷✳ ❚❤❡ q✉❛rt❡r❧② tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✷✺ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✵✳✶✳ ❚❤❡ q✉❛rt❡r❧② st❡❛❞②✲st❛t❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❝②❝❧✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞

✇✐t❤ ♣r✐♦r ♠❡❛♥ ✵✳✻✷✺ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✵✳✶✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❛♥❞ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛s✲

t✐❝✐t✐❡s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ✶✳✺ ❛♥❞ ✶✳✷✺✱ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

✵✳✸✼✺ ❛♥❞ ✵✳✸✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❋r✐s❝❤ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢♦❧❧♦✇s

❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ ✷ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✵✳✼✺✳ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❤❛❜✐t ♣❡r✲

s✐st❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❜❡t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r✐♦r ♠❡❛♥ ✵✳✼ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✵✳✶✳ ❚❤❡

✐♥✈❡st♠❡♥t ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ✷ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

✶✳✺✳

❚❤❡ ❈❛❧✈♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r✐❝❡ s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❜❡t❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✼✺ ❛♥❞ ✵✳✺ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❢♦✉r t✐♠❡s ♣❡r

②❡❛r✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ✵✳✶ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♥❞ ✵✳✶✺ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❚❤❡ ❧❛❜♦✉r ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡

✐♥ t♦t❛❧ ♦✉t♣✉t ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❜❡t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧✱ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ✵✳✼ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✵✳✵✺✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❚❛②❧♦r r✉❧❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✱ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❜❡t❛

✶✸



❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ✵✳✼✺ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✵✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞

♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❆s ♥♦t❡❞ ✐♥ ●❛❧í ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✱ t♦ ❡♥s✉r❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛❝②✱

t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❜♦✈❡ ✉♥✐t②✳ ❍❡♥❝❡✱

■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ❛✉t❤♦r✐t② t♦ ❜❡ t♦✉❣❤ ♥♦s❡❞✿ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞

t♦ ❤❛✈❡ ♣r✐♦r ♠❡❛♥ ✹✳✺ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ✵✳✽✷✺✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ✵✳✼✺ ❛♥❞

✵✳✷✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ s✐① s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ t❡st❡❞✿

• ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✿ ■♥ ❛ ✜rst st❛❣❡✱ λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r✐♦r ❜❡t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ✵✳✺

❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✵✳✶ ❛s ✐♥ ❈♦❡♥❡♥ ❛♥❞ ❙tr❛✉❜ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆❢t❡r ✐♥✐t✐❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡

♠♦❞❡❧ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✵✳✻✹ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✹✳✶ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✇❛s

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r❀

• ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✳✶✿ λ ✐s ✜①❡❞ ❛t ✵✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ r✉❧❡✲♦❢✲t❤✉♠❜ ❝♦♥✲

s✉♠❡rs❀

• ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✳✷✿ λ ✐s ✜①❡❞ ❛t ✵✳✷✺✱ s♦ t❤❛t ✷✺✪ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛r❡ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥❀

• ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✳✸✿ λ ✐s ✜①❡❞ ❛t ✵✳✺✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❤❛❧❢ ♦❢ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢

❝♦♥s✉♠❡rs❀

• ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✳✹✿ λ ✐s ✜①❡❞ ❛t ✵✳✼✺✱ s♦ t❤❛t ✼✺✪ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛r❡ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥❀

• ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✳✺✿ λ ✐s ✜①❡❞ ❛t ✶✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡❝♦♥♦♠② ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❧✐q✉✐t②✲

❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳

✶✹



❚❛❜❧❡ ✷✿ Pr✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

P❛r❛♠❡t❡rs ❉✐str✐❜✳ ▼❡❛♥ ❙t❞✳ ❞❡✈✳

❍♦✉s❡❤♦❧❞s

λ ❇❡t❛ ✵✳✺✵ ✵✳✶✵

σc ◆♦r♠❛❧ ✶✳✺✵ ✵✳✸✼✺

χ ❇❡t❛ ✵✳✼✵ ✵✳✶✵

ς ◆♦r♠❛❧ ✶✳✷✺ ✵✳✸✺

ϕ ◆♦r♠❛❧ ✷✳✵✵ ✵✳✼✺

φX ◆♦r♠❛❧ ✷✳✵✵ ✶✳✺✵

❋✐r♠s

α ❇❡t❛ ✵✳✼✵ ✵✳✵✺

ξ ❇❡t❛ ✵✳✼✺ ✵✳✶✵

γ ❇❡t❛ ✵✳✺✵ ✵✳✶✺

❚❛②❧♦r r✉❧❡

ρr ❇❡t❛ ✵✳✼✺ ✵✳✶✵

θπ ◆♦r♠❛❧ ✹✳✺✵ ✵✳✷✺

θy ◆♦r♠❛❧ ✵✳✽✷✺ ✵✳✵✺

❙❤♦❝❦s

ρd, ρa, ρi, ρp, ρg ❇❡t❛ ✵✳✻✵ ✵✳✷✵

σd, σa, σi, σp, σr ■♥✈✳ ●❛♠♠❛ ✵✳✶✵ ✷✳✵✵

σg ■♥✈✳ ●❛♠♠❛ ✵✳✺✵ ✷✳✼✺

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs

tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ◆♦r♠❛❧ ✵✳✷✺ ✵✳✶✵

constantΠ ●❛♠♠❛ ✵✳✻✷✺ ✵✳✶✵

✹ ❘❡s✉❧ts

✹✳✶ ■♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝② ✉♥❞❡r λ = 0.75 ❛♥❞ λ = 1

●❛❧í ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ r❡♣♦rt t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡✲♦❢✲t❤✉♠❜ ❝♦♥s✉♠❡rs ❝❛♥ ❛❧t❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r✉❧❡ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❚❛②❧♦r ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

●❛❧í ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝② ♠❛② ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢

♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r✐❝❡ st✐❝❦✐♥❡ss✳

❚❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♣r✐❝❡ st✐❝❦✐♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ξ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✼✺ ❧✐❦❡ ✐♥ ●❛❧í ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞

❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s ✉♥❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❡st❡❞✱ ❇❧❛♥❝❤❛r❞✲❑❛❤♥ ✭✶✾✽✵✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t

s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ λ = 0.75 ❛♥❞ λ = 1✳ ❆♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦ st❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡

❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝② r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ st❛rts ✇❤❡♥

t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s λ > 0.64✱ ❛ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ t❤❛♥ ●❛❧í ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✼✮ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✳

✶✺



✹✳✷ ◆♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❞r✐✈✐♥❣ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✹ t♦ ✼✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡✱ ♠❡❛♥✱

st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✺ ❛♥❞ ✾✺ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡

✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ❍❛r♠♦♥✐❝ ▼❡❛♥ ❊st✐♠❛t♦r✳ ❋✐❣✉r❡s ✼ t♦ ✶✵ s❤♦✇ t❤❡

♣r✐♦r ❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❣r❛② ❛♥❞ ❜❧❛❝❦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦❞❡

✐♥ ❣r❡❡♥✳

❚❛❜❧❡ ✸ ❜❡❧♦✇ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❡❝✲

✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ λ✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥

❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✭s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ a✮✳ ❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ ♦❢ λ ✐s ✺✼✳✽✪✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❤✐❣❤❡r

t❤❛♥ ✇❤❛t ❈♦❡♥❡♥ ❛♥❞ ❙tr❛✉❜ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❋♦r♥✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❡✉r♦ ❛r❡❛ ✭✷✺✲✸✼✪

❛♥❞ ✸✹✲✸✼✪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❜✉t ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✺✵✪ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❛♥❞ ▼❛♥❦✐✇ ✭✶✾✽✾✮ r❡♣♦rt ❢♦r t❤❡

♣r❡✲✶✾✾✵ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✳ ❆❧s♦✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr✉♥❝❛t❡❞ ❜❡t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r✐♦r✱

λ ❛ss✉♠❡s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❣r❡❛t❡r ✈❛❧✉❡ ✭❝❧♦s❡ t♦ ✵✳✻✮✳ ❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡

♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐s ✈❡r②

♠✉❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ r✉❧❡✲♦❢✲t❤✉♠❜ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ λ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞

λ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦ ❙♠❡ts ❛♥❞ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✸✮ ❢♦r t❤❡

❡✉r♦ ❛r❡❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ λ ✐s s❡t ❛t ✵ ♦r ✵✳✷✺✱ ✈❛❧✉❡s ❢♦r σc ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞✱ s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♦♥❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥s✉♠❡rs✱

t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❋r✐s❝❤ ❡❧❛st✐❝✐t② s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♠♦r❡

✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ ✇❤❡♥ λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡rs

❢r♦♠ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ λ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❤❛❜✐t ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t s❡❡♠ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ χ✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s

❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❆❧♠❡✐❞❛ ✭✷✵✵✾✮ ❢♦r P♦rt✉❣❛❧✱ t❤❡② ♠❛t❝❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❙♠❡ts

❛♥❞ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✸✮ ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❛r♦✉♥❞ ✹✳✺

❢♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s a ❛♥❞ b.3 ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✸✳✸ ❢♦r λ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵ ❛♥❞ ✵✳✷✺✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ♣r✐♦r ❜✉t ❛r❡ st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣♦rt❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥

❆❞♦❧❢s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❢♦r t❤❡ ❡✉r♦ ❛r❡❛✳

✶✻



❚❛❜❧❡ ✸✿ ❊st✐♠❛t❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ λ

P❛r❛♠❡t❡rs
Pr✐♦r P♦st❡r✐♦r ▼❡❛♥

❉✐str✐❜✳ ▼❡❛♥ λ ❡st✐♠❛t❡❞ λ = 0 λ = 0.25 λ = 0.5

❍♦✉s❡❤♦❧❞s

λ ❇❡t❛ ✵✳✺✵ ✵✳✺✼✽ ✲ ✲ ✲

σc ◆♦r♠❛❧ ✶✳✺✵ ✶✳✷✷✸ ✵✳✸✺✵ ✵✳✶✼✷ ✶✳✺✻✽

χ ❇❡t❛ ✵✳✼✵ ✵✳✻✶✷ ✵✳✺✾✻ ✵✳✺✼✹ ✵✳✺✾✻

ς ◆♦r♠❛❧ ✶✳✷✺ ✶✳✹✵✺ ✲ ✶✳✷✾✻ ✶✳✷✸✺

ϕ ◆♦r♠❛❧ ✷✳✵✵ ✶✳✽✼✵ ✲ ✶✳✾✾✹ ✶✳✾✾✾

φX ◆♦r♠❛❧ ✷✳✵✵ ✹✳✺✽✺ ✸✳✺✶✵ ✸✳✶✷✽ ✹✳✹✽✷

❋✐r♠s

α ❇❡t❛ ✵✳✼✵ ✵✳✻✽✹ ✵✳✻✾✶ ✵✳✻✾✹ ✵✳✻✷✾

ξ ❇❡t❛ ✵✳✼✺ ✵✳✷✸✺ ✵✳✼✸✺ ✵✳✺✸✵ ✵✳✶✾✵

γ ❇❡t❛ ✵✳✺✵ ✵✳✸✸✻ ✵✳✶✽✶ ✵✳✷✸✹ ✵✳✸✻✺

❚❛②❧♦r r✉❧❡

ρr ❇❡t❛ ✵✳✼✺ ✵✳✽✸✵ ✵✳✾✺✵ ✵✳✾✷✷ ✵✳✽✻✶

θπ ◆♦r♠❛❧ ✹✳✺✵ ✹✳✺✾✽ ✹✳✵✶✷ ✸✳✾✾✸ ✹✳✹✹✽

θy ◆♦r♠❛❧ ✵✳✽✷✺ ✵✳✸✸✹ ✵✳✷✹✹ ✵✳✵✺✺ ✵✳✸✺✹

❙❤♦❝❦s

ρd ❇❡t❛ ✵✳✻✵ ✵✳✾✹✽ ✵✳✽✹✸ ✵✳✽✼✸ ✵✳✾✺✺

ρa ❇❡t❛ ✵✳✻✵ ✵✳✻✾✺ ✵✳✼✹✶ ✵✳✾✼✶ ✵✳✻✽✽

ρi ❇❡t❛ ✵✳✻✵ ✵✳✻✵✻ ✵✳✻✵✸ ✵✳✺✾✼ ✵✳✻✵✶

ρp ❇❡t❛ ✵✳✻✵ ✵✳✼✽✶ ✵✳✺✾✽ ✵✳✻✵✻ ✵✳✼✺✽

ρg ❇❡t❛ ✵✳✻✵ ✵✳✻✾✾ ✵✳✺✾✼ ✵✳✺✾✺ ✵✳✻✾✹

σd ■♥✈✳ ●❛♠✳ ✵✳✶✵ ✶✳✷✺✾ ✸✳✸✹✻ ✶✳✾✺✷ ✶✳✹✾✹

σa ■♥✈✳ ●❛♠✳ ✵✳✶✵ ✵✳✵✺✺ ✽✳✵✼✵ ✸✳✺✾✽ ✵✳✵✺✻

σi ■♥✈✳ ●❛♠✳ ✵✳✶✵ ✵✳✵✾✵ ✵✳✵✽✶ ✵✳✵✽✶ ✵✳✵✽✹

σp ■♥✈✳ ●❛♠✳ ✵✳✶✵ ✹✳✸✼✽ ✵✳✶✶✾ ✵✳✵✽✶ ✹✳✺✶✺

σg ■♥✈✳ ●❛♠✳ ✵✳✺✵ ✵✳✷✼✼ ✵✳✹✹✺ ✵✳✹✻✶ ✵✳✷✼✻

σr ■♥✈✳ ●❛♠✳ ✵✳✶✵ ✵✳✸✻✼ ✵✳✶✸✼ ✵✳✶✻✼ ✵✳✷✾✶

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs

tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ◆♦r♠❛❧ ✵✳✷✺ ✵✳✸✺✼ ✵✳✷✼✵ ✵✳✶✽✻ ✵✳✸✺✽

constantΠ ●❛♠♠❛ ✵✳✻✷✺ ✵✳✻✾✶ ✵✳✼✵✺ ✵✳✼✶✼ ✵✳✻✾✶

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ ✜r♠s ♦♣t✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❈❛❧✈♦ ♣r✐❝❡ st✐❝❦✐♥❡ss

♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐✛❡r ❣r❡❛t❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❧✐q✉✐❞✐t②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞

❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡ ❝♦♥tr❛❝ts ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦♥❡ ②❡❛r ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ t♦

♦t❤❡r st✉❞✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺

♦r ❡st✐♠❛t❡❞✱ ♣r✐❝❡s ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss st✐❝❦② ❛♥❞ ❛r❡ r❡♦♣t✐♠✐s❡❞ ❡✈❡r② q✉❛rt❡r ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡

❛t ♦❞❞s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ P♦rt✉❣✉❡s❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇❤❡r❡ ♣r✐❝❡s ❞♦ ♥♦t ♣♦✐♥t t♦ s✉❝❤ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡

♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ❆❞♦❧❢s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱

✶✼



s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ♣r✐❝❡s ❛r❡ ✇❡❛❦❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❛st ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡ ✐s ♠♦st❧②

❢♦r✇❛r❞✲❧♦♦❦✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛♣♣❡❛r r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ λ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵

♦r t♦ ✵✳✷✺✳

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦✬s ❚❛②❧♦r r✉❧❡

❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❙♠❡ts ❛♥❞ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✸✮ ✇❤❡♥ ♥♦ ♦r ✷✺✪ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛r❡

❛ss✉♠❡❞✿ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥s ❛r❡ ✵✳✾✺ ❛♥❞ ✵✳✾✷✷✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❤❡♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡✲♦❢✲t❤✉♠❜

❝♦♥s✉♠❡rs ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ρr ❛r❡ ❧♦✇❡r ❜✉t ❝❧♦s❡r t♦ ❙♠❡ts ❛♥❞ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✼✮ ❢♦r

t❤❡ ❯❙ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ t❤♦✉❣❤✲

♥♦s❡❞ ♣r✐♦r ✇❤❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r λ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵ ♦r t♦

✵✳✷✺✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s st✐❧❧ ♣♦✐♥t t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ❛r♦✉♥❞ ✹✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t

r❡s♣♦♥s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛r❡ ✈❡r② ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ♣r✐♦rs ❢♦r ❛♥② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❡st❡❞✳

❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ ✇❤❡♥ λ ✐s ✵✳✷✺ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡r t♦ ✈❛❧✉❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❡✈❡♥ ❢♦r

s✉❝❤ ❛ ❤✐❣❤ ♣r✐♦r ♠❡❛♥✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ θy ✐s st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❤✐❣❤✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡

♦❢ ✵✳✷✹ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ❛r♦✉♥❞ ✵✳✸✹ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✳

❚✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❝♦♥✲

s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦❝❦ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ♣r✐♦rs✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ λ

✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺ ♦r λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞✱ t❤❡ s❤♦❝❦ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ♣❡rs✐st❡♥t ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐t r♦♦t✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦ r✉❧❡✲♦❢✲t❤✉♠❜ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥

✵✳✽✹✸ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❙♠❡ts ❛♥❞ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✸✮✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r λ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✷✺ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

✐s ❝❧♦s❡r t♦ ❆❞♦❧❢s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❧② ♣❡rs✐st❡♥t ❢♦r

t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ b.2✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❧✐❡ ❜❡✲

t✇❡❡♥ ✵✳✻✾ ❛♥❞ ✵✳✼✹✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❡✣❝✐❡♥❝② s❤♦❝❦✱

t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❣r❡❛t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♦r ✉♥❞❡r ❛♥② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❛r❡

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ♦t❤❡r ♣❛♣❡rs r❡♣♦rt❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s

♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♠❛r❦✉♣ ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣ s❤♦❝❦s ✇❤❡♥ λ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵ ♦r t♦ ✵✳✷✺✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤

t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ ✢✉❝t✉❛t❡s ❛r♦✉♥❞ ✵✳✻✳ λ s❡❡♠s t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡✐r ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥

♦❢ r✉❧❡✲♦❢✲t❤✉♠❜ ❝♦♥s✉♠❡rs ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺✳

❚❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ s❤♦❝❦s ✐s ❛❧s♦ str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ λ✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❤♦❝❦s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✈♦❧❛t✐❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s

✐s s❡t t♦ ③❡r♦✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♠❛r❦✉♣ s❤♦❝❦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❤✐❣❤❧② ✈♦❧❛t✐❧❡ ✇❤❡♥

λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱

❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦s s❡❡♠ ♥♦t t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ λ✳

❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♣r✐♦rs

❚❛❜❧❡s ✽ ❛♥❞ ✾ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠✲

❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ λ✳ ■♥ ❛ ✜rst ❛tt❡♠♣t✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✶✽



✇❡r❡ r❡❛❞❥✉st❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✭✶✵✪ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✮✳

❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r ♠♦st ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜✉t ♥♦t s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②✳ ❙♦♠❡ ❡①✲

❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡ ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣✿ ✇❤❡♥ λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡s ♦❢

t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡r ❛r❡ ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡✐r ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

♠♦❞❡❧❀ ✉♥❞❡r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s a ❛♥❞ b.1✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢

s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣r✐♦rs✳ ❆ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢

t❤❡ ♦✉t♣✉t r❡s♣♦♥s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❚❛②❧♦r r✉❧❡ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r λ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✷✺✳ ❋✉rt❤❡r✲

♠♦r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ q✉✐t❡ ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠

t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦❞❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✳

■♥ ❝❛s❡ ✷✱ t❤❡ ♣r✐♦r ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s❡t t♦ ✵✳✶✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱

✐ts ♣♦st❡r✐♦r ♠♦❞❡ ✐s ③❡r♦ ❢♦r ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ λ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❈❛❧✈♦

♣r✐❝❡ st✐❝❦✐♥❡ss ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ λ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵ ♦r t♦ ✵✳✷✺✱ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❚❛②❧♦r r✉❧❡ ♦✉t♣✉t r❡s♣♦♥s❡ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s✳

■♥ ❝❛s❡ ✸✱ t❤❡ ❈❛❧✈♦ ♣r✐❝❡ st✐❝❦✐♥❡ss ♣r✐♦r ♠❡❛♥ ✐s s❡t t♦ ✵✳✶✳ ❋♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ λ✱

t❤❡ ❈❛❧✈♦ ♣r✐❝✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ♥❡❛r❧② ✵ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ✢✉❝t✉❛t❡s ❛❜♦✈❡ ✵✳✺✳

❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡r ❛r❡ ✵ ❢♦r λ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦

✵ ♦r ✵✳✷✺ ❜✉t ✢✉❝t✉❛t❡s ❛r♦✉♥❞ ✷✱ t❤❡ ♣r✐♦r ♠❡❛♥✱ ✇❤❡♥ λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺✳ ❚❤❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ s❤♦❝❦s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞

✐♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ s♦♠❡ s❡♥s✐❜✐❧✐t② t♦ ♣r✐♦rs ❢♦r ❝❡rt❛✐♥

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉✐t❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳

✹✳✸ ■♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ s❤♦❝❦s ❞✐✛❡rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ λ

❋✉rt❤❡r ❧✐❣❤t ✐s s❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥

❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤✱ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st

r❛t❡ t♦ ❛ ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s❤♦❝❦✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦❝❦

❋✐❣✉r❡ ✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ■❘❋s t♦ ❛ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦❝❦✳ ❆s r❡✈❡❛❧❡❞

✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✱ ♦✉t♣✉t r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ λ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵

♦r t♦ ✵✳✷✺✳ ■♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❛❢t❡r s❡✈❡♥

q✉❛rt❡rs✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇❡r

❧❡❢t ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ ❜❡❧❧✲s❤❛♣❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞

♦r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ s❤♦❝❦ ✐s ♣❡rs✐st❡♥t ✉♥❞❡r ❛❧❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳

✶✾



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❡❞ ■❘❋s t♦ ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦❝❦
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λ estimated

λ =0

λ =0.25

λ =0.5

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦

❋✐❣✉r❡ ✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ■❘❋s t♦ ❛ ❧❛❜♦✉r✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ λ ✐s

❡st✐♠❛t❡❞ ♦r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺✱ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤✱ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❯♥❞❡r t❤❡ ♦t❤❡r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ t♦ t❤❡ s❤♦❝❦ ✐s ❡①tr❡♠❡❧②

❤✐❣❤✳ ■♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r❡s♣♦♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ s❤♦❝❦ ❜✉t ✇❤❡♥ λ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵

t❤❡ r❡❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✐s ♠♦r❡ s❧✉❣❣✐s❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧

✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❞❥✉st t♦ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✉♥t✐❧ ❛t ❧❡❛st ✷✵ q✉❛rt❡rs ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦✳

✷✵



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❡❞ ■❘❋s t♦ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦
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λ estimated

λ =0

λ =0.25

λ =0.5

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❡✣❝✐❡♥❝② s❤♦❝❦

❋✐❣✉r❡ ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ■❘❋s t♦ ❛ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥✈❡st♠❡♥t ❡✣❝✐❡♥❝② s❤♦❝❦✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢

t❤❡ s❤♦❝❦ ♦♥ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✉♥❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ λ✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r❡s♣♦♥s❡ ✇❤❡♥ λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺ ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞

t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❡❞ ■❘❋s t♦ ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❡✣❝✐❡♥❝② s❤♦❝❦
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λ estimated

λ =0

λ =0.25

λ =0.5

✷✶



❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♣r✐❝❡ ♠❛r❦✉♣ s❤♦❝❦

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ✈❡r② ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤✱ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡

✇❤❡♥ λ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵ ♦r ✵✳✷✺✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ♦t❤❡r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❛ st❡❡♣

❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛❢t❡r ❛ ♣r✐❝❡ ♠❛r❦✉♣ s❤♦❝❦✱ r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❛❢t❡r

t❡♥ q✉❛rt❡rs✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s♠❛❧❧✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❡❞ ■❘❋s t♦ ❛ ♣r✐❝❡ ♠❛r❦✉♣ s❤♦❝❦
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λ estimated

λ =0

λ =0.25

λ =0.5

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣ s❤♦❝❦

❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣ s❤♦❝❦ ❤❛s ❛ ✈❡r② s❧✐❣❤t ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤✱ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❆ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ✇❤❡♥ λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺ ❜✉t ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t

♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✐s ❜❡❧♦✇ ✵✳✵✹✳

✷✷



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❡❞ ■❘❋s t♦ ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣ s❤♦❝❦
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λ estimated

λ =0

λ =0.25

λ =0.5

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ λ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥

t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ♦♣♣♦s✐t❡ s❝❡♥❛r✐♦s✿ ✇❤❡♥ λ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵

♦r ✵✳✷✺✱ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r❡s♣♦♥❞s ♣♦s✐t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ s❤♦❝❦❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞

♦r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ ✐s ♥❡❛r❧② ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜✉t ❝✉r✐♦✉s❧② t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ s♠❛❧❧

❞❡❝r❡❛s❡ ✉♣♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦✳ ❚❤✐s ♠❛② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞

❝♦♥s✉♠❡rs ❤❛s ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ❜❡❛r t❤❡ ❝♦sts ♦❢ t❤❡

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦✬s ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳

✷✸



❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❡❞ ■❘❋s t♦ ❛ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦
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λ estimated

λ =0

λ =0.25

λ =0.5

✹✳✹ ▼❛✐♥ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ λ

❱❛r✐❛♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❚❛❜❧❡s ✶✵ t♦ ✶✸ r❡♣♦rt t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤✱

✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦r✐③♦♥s✿ ✶✲✹ q✉❛rt❡rs✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❤♦rt r✉♥❀ ✶✵

q✉❛rt❡rs✱ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ r✉♥❀ ❛♥❞ ✷✵ q✉❛rt❡rs✱ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳ ❚❤❡ ❢♦r❡❝❛st✲❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ♣❡r✐♦❞✬s t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋r♦♠ t❤❡ s❤♦rt t♦ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♦✉t♣✉t ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ λ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵ ♦r ✵✳✷✺✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥

✾✼✪ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s ✇❤❡♥ λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺ ♠♦st ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡

❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r✐❝❡ ♠❛r❦✉♣ s❤♦❝❦ ✭♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✾✽✪✮✳ ❯♥❞❡r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s a ❛♥❞ b.3✱ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts

✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✵✪ ✇❤❡♥

λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✼✺✪ ✇❤❡♥ λ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦❝❦

❣❛✐♥s s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ q✉❛rt❡rs ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✶✹✪ ✐♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ a ❛♥❞ ✷✵✪ ✐♥ b.3✳ ■t ✐s

❛❧s♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r✐✈❡rs ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ✇❤❡♥ λ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵ ❛♥❞ t♦ ✵✳✷✺✿

✸✺ ❛♥❞ ✸✼✪ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦ ❡①♣❧❛✐♥s ❣r❡❛t ♣❛rt ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥

♠♦✈❡♠❡♥ts ✉♥❞❡r t❤❡s❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✿ ❢r♦♠ ✹✶ ✐♥ t❤❡ ✜rst q✉❛rt❡r t♦ ✹✻✪ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥❀ ❛♥❞ ❢r♦♠

✷✸ t♦ ✷✹✪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦s ❛r❡ ✷✺ ❛♥❞ ✹✵✪ ✉♥❞❡r

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s b.1 ❛♥❞ b.2✳

❚❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦❝❦ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ♠♦✈❡♠❡♥ts ✐♥

t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ■t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✵✪ ✇❤❡♥ λ ✐s

❡st✐♠❛t❡❞ ♦r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺✳ ❋♦r λ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✷✺✱ ✐t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✹✷✪ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ❛♥❞
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❛❧♠♦st ✼✸ ✐♥ q✉❛rt❡r ✷✵✳ ❲❤❡♥ λ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✱ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦❝❦ ❛❝❝♦✉♥ts

❢♦r ✸✺✪ ✐♥ q✉❛rt❡r ✶ ❛♥❞ ✹✷ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦ ❛❝❝♦✉♥t

❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✻✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt

r✉♥✱ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✸✵✪ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❡✐t❤❡r ✉♥❞❡r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

b.1 ♦r b.2✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡

❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣ s❤♦❝❦s s❡❡♠ t♦ ❜❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤✱ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st

r❛t❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳

❍✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❋✐❣✉r❡s ✶✶ t♦ ✷✷ s❤♦✇ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❤♦❝❦ t♦ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤✱ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❲❤✐❧❡ ✉♥❞❡r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s a ❛♥❞ b.3 ❝②❝❧✐❝❛❧ ♣❡❛❦s

❛♥❞ tr♦✉❣❤s ♦❢ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② ♣r✐❝❡ ♠❛r❦✉♣ s❤♦❝❦s✱ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

✇❤❡♥ λ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✵ ♦r ✵✳✷✺ ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡s ♦❢ s❤✐❢ts ✐♥

✐♥✢❛t✐♦♥ ♦✈❡r ✶✾✾✻ t♦ ✷✵✶✶ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦❝❦s

✇❤❡♥ λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺✳ ❲❤❡♥ λ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵ ♦r ✵✳✷✺✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦s

❛r❡ ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛r❡ t♦ ❛

❧❛r❣❡ ❡①t❡♥t ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦❝❦s ✇❤❡♥ λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺✳

Pr✐❝❡ ♠❛r❦✉♣ s❤♦❝❦s ♣❧❛②❡❞ ❛ r❡❧❡✈❛♥t r♦❧❡✱ ❛s ✇❡❧❧✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❛r❧② ✷✵✵✸s t♦ ✷✵✵✽✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡

♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t r✉❧❡✲♦❢✲t❤✉♠❜ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦❝❦s ❛❝❝♦✉♥t

❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦s ❧♦s❡ t❤❡✐r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✐♥t❡r❡st r❛t❡

✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ λ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✵✳✷✺✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥ ❛ ◆❡✇

❑❡②♥❡s✐❛♥ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧✱ ❜❡ ✐t ❡st✐♠❛t❡❞ ♦r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✱ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ tr✐✈✐❛❧✳ ❉✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

❧❡❛❞ t♦ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✳ ❋✐rst ❛♥❞ ❢♦r❡♠♦st✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡✲♦❢✲t❤✉♠❜ ❝♦♥s✉♠❡rs ✐s

❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ q✉✐t❡ ❤✐❣❤ ✭✺✽✪✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❛♥❞ ▼❛♥❦✐✇ ✭✶✾✽✾✮ ❢♦r t❤❡ ♣r❡✲✶✾✾✵

✐♥ t❤❡ ❯❙✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ♠❛② s❡❡♠ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ P♦rt✉❣✉❡s❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✇❤❡r❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ s❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛s ♥♦ ♠❡❛♥s t♦ s♠♦♦t❤ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱

♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞✐✛❡r ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ✭✐✮ t❤❡

✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s❀ ✭✐✐✮ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t

❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡r❀ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r✐❝❡ st✐❝❦✐♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r❀

✭✐✈✮ t❤❡ ♦✉t♣✉t r❡s♣♦♥s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ❚❛②❧♦r✲t②♣❡ r✉❧❡❀ ❛♥❞ ✭✈✮ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡

❛♥❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ s❤♦❝❦s ❛r❡ q✉✐t❡ ❞✐st✐♥❝t ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ λ✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

✇❤❡♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✈❛❧✉❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✻✹✪✱ t❤❡
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s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r✐s❡❞ ♠♦❞❡❧✬s ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐s ♥♦t

✉♥✐q✉❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s✉♣♣♦rts t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ●❛❧í ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ ❛♥❞ ●❛❧í ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣♦rt

t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❚❛②❧♦r ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r✐❝❡ st✐❝❦✐♥❡ss ✇✐t❤

❛ ❧❛r❣❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♠❛② r❡♥❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r✉❧❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡✳

❊r❣♦✱ r❡s♣♦♥s❡s t♦ s❤♦❝❦s ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡✲♦❢✲t❤✉♠❜ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

✇✐t❤ ♥♦ ♦r ✷✺✪ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♣r❡❞✐❝ts ❛ ❣r❡❛t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤

❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ♣❡rs✐st❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ t♦ ❛ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦❝❦✳ ❘❡s♣♦♥s❡s t♦ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦ ❛r❡ ❛❧♠♦st ♥♦♥❡①✐st❡♥t ❢♦r ❤✐❣❤

✇❡✐❣❤ts ♦❢ ♥♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❡✣❝✐❡♥❝② s❤♦❝❦ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ s♣❡❝✐✜❝❛✲

t✐♦♥s ❝❛✉s❡s ❛ ❣r❡❛t❡r ✐♠♣❛❝t ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♣r✐❝❡

♠❛r❦✉♣ s❤♦❝❦ ♦♥ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐s ❣r❡❛t❡r ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ✳

❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤✱ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠❛② ❜❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t

str✉❝t✉r❛❧ s❤♦❝❦s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡✲♦❢✲t❤✉♠❜ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❋♦r ❧♦✇❡r s❤❛r❡s ✭✵ ♦r

✷✺✪✮✱ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦s✱ ✇❤✐❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞

♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦s✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ✱ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞r✐✈❡♥

❜② ♣r✐❝❡ ♠❛r❦✉♣ s❤♦❝❦s✱ ✇❤✐❧❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥✱

❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦❝❦s ❞r✐✈❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ s♦♠❡ ❝❛✈❡❛ts ♠✉st ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ Pr✐♠❛r✐❧②✱ t❤❡ ✜s❝❛❧ ♣♦❧✐❝② s❡t ✉♣ ✐s r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡✱

✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦ r♦❧❡ ❢♦r ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲

❡❝♦♥♦♠② ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♣❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐❜❡ ❞❛t❛ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t

❢♦r ❡①t❡r♥❛❧ s❤♦❝❦s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❙●❊✲❱❆❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❉❡❧ ◆❡❣r♦ ❛♥❞ ❙❝❤♦r❢❤❡✐❞❡ ✭✷✵✵✹✮ ❛♥❞ ❉❡❧ ◆❡❣r♦ ❡t

❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣♦❧✐❝② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ss❡ss t❤❡

♠♦❞❡❧✬s ❢♦r❡❝❛st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ss✉♠❡ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❝♦❣♥✐t✐✈❡

❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ✇❤♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐❛♥s ❞♦ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣

r✉❧❡ ✭❊✈❛♥s ❛♥❞ ❍♦♥❦❛♣♦❤❥❛✱ ✷✵✵✶✮✳ ❆s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ▼✐❧❛♥✐ ✭✷✵✵✼✮✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦

r✐❣✐❞✐t✐❡s ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧✳

✷✻



❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜❣✉r❡s

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❋♦r❡❝❛st ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ λ = 0.5

P❛r❛♠❡t❡rs
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❤♦❝❦ ✭✐♥ ♣❡r❝❡♥t✮

εd εa εi εp εg εr

❋♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✿ ✶ q✉❛rt❡r

❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✵✳✵✵ ✵✳✵✶ ✵✳✵✵ ✾✾✳✻✺ ✵✳✵✹ ✵✳✸✵

■♥❢❧❛t✐♦♥ ✶✾✳✾✵ ✵✳✺✶ ✵✳✵✵ ✶✳✾✺ ✵✳✹✽ ✼✼✳✶✻

■♥t❡r❡st r❛t❡ ✾✸✳✾✻ ✷✳✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✺✸ ✷✳✹✽ ✵✳✼✸

❋♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✿ ✹ q✉❛rt❡rs

❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✵✳✸✶ ✵✳✵✶ ✵✳✵✵ ✾✽✳✾✸ ✵✳✵✻ ✵✳✻✾

■♥❢❧❛t✐♦♥ ✶✾✳✽✹ ✵✳✺✼ ✵✳✵✵ ✸✳✵✶ ✵✳✺✼ ✼✻✳✵✵

■♥t❡r❡st r❛t❡ ✽✵✳✻✶ ✶✳✶✾ ✵✳✵✶ ✶✻✳✻✶ ✶✳✶✾ ✵✳✷✾

❋♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✿ ✶✵ q✉❛rt❡rs

❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✵✳✸✸ ✵✳✵✶ ✵✳✵✵ ✾✽✳✾✸ ✵✳✵✻ ✵✳✻✼

■♥❢❧❛t✐♦♥ ✶✾✳✼✼ ✵✳✺✼ ✵✳✵✵ ✹✳✷✶ ✵✳✺✼ ✼✹✳✽✽

■♥t❡r❡st r❛t❡ ✽✵✳✹✺ ✵✳✾✶ ✵✳✵✶ ✶✼✳✹✷ ✵✳✾✾ ✵✳✷✷

❋♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✿ ✷✵ q✉❛rt❡rs

❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✵✳✸✸ ✵✳✵✶ ✵✳✵✵ ✾✽✳✾✸ ✵✳✵✻ ✵✳✻✼

■♥❢❧❛t✐♦♥ ✷✵✳✺✷ ✵✳✺✻ ✵✳✵✵ ✹✳✷✵ ✵✳✺✻ ✼✹✳✶✻

■♥t❡r❡st r❛t❡ ✽✷✳✺✹ ✵✳✽✶ ✵✳✵✶ ✶✺✳✺✼ ✵✳✽✽ ✵✳✶✾

✷✼



❋✐❣✉r❡ ✼✿ Pr✐♦r ❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞

✷✽



❋✐❣✉r❡ ✽✿ Pr✐♦r ❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ λ = 0

✷✾



❋✐❣✉r❡ ✾✿ Pr✐♦r ❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ λ = 0.25

✸✵



❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ Pr✐♦r ❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ λ = 0.5

✸✶



❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✇❤❡♥ λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞
✭✻✸ q✉❛rt❡rs ✲ ✶✾✾✻✲✷✵✶✷✮

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✇❤❡♥ λ = 0
✭✻✸ q✉❛rt❡rs ✲ ✶✾✾✻✲✷✵✶✷✮

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✇❤❡♥ λ = 0.25
✭✻✸ q✉❛rt❡rs ✲ ✶✾✾✻✲✷✵✶✷✮

✸✷



❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✇❤❡♥ λ = 0.5
✭✻✸ q✉❛rt❡rs ✲ ✶✾✾✻✲✷✵✶✷✮

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ■♥✢❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞
✭✻✸ q✉❛rt❡rs ✲ ✶✾✾✻✲✷✵✶✷✮

❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ■♥✢❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ λ = 0
✭✻✸ q✉❛rt❡rs ✲ ✶✾✾✻✲✷✵✶✷✮

✸✸



❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ■♥✢❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ λ = 0.25
✭✻✸ q✉❛rt❡rs ✲ ✶✾✾✻✲✷✵✶✷✮

❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ■♥✢❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ λ = 0.5
✭✻✸ q✉❛rt❡rs ✲ ✶✾✾✻✲✷✵✶✷✮

✸✹



❋✐❣✉r❡ ✶✾✿ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ◆♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✇❤❡♥ λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞
✭✻✸ q✉❛rt❡rs ✲ ✶✾✾✻✲✷✵✶✷✮

❋✐❣✉r❡ ✷✵✿ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ◆♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✇❤❡♥ λ = 0
✭✻✸ q✉❛rt❡rs ✲ ✶✾✾✻✲✷✵✶✷✮

❋✐❣✉r❡ ✷✶✿ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ◆♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✇❤❡♥ λ = 0.25
✭✻✸ q✉❛rt❡rs ✲ ✶✾✾✻✲✷✵✶✷✮

✸✺



❋✐❣✉r❡ ✷✷✿ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ◆♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✇❤❡♥ λ = 0.5
✭✻✸ q✉❛rt❡rs ✲ ✶✾✾✻✲✷✵✶✷✮

✸✻



❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❛❜❧❡s

❚❛❜❧❡ ✻✿ P♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞

P❛r❛♠❡t❡rs
P♦st❡r✐♦r

▼♦❞❡ ▼❡❛♥ ❙t❞✳ ❞❡✈✳ ✺✪ ✾✺✪ ●✲❘ ❙t❛t✳

❍♦✉s❡❤♦❧❞s

λ ✵✳✺✼✼✸ ✵✳✺✼✼✼ ✵✳✵✸✶✼ ✵✳✺✷✻✾ ✵✳✻✸✸✾ ✶✳✵✵✶✼

σc ✶✳✷✻✹✻ ✶✳✷✷✸✵ ✵✳✶✻✻✾ ✵✳✾✸✼✷ ✶✳✺✵✽✽ ✶✳✵✵✷✶

χ ✵✳✻✵✾✷ ✵✳✻✶✶✻ ✵✳✶✵✻✼ ✵✳✹✸✻✶ ✵✳✼✾✼✷ ✵✳✾✾✽✾

ς ✶✳✹✵✻✺ ✶✳✹✵✹✾ ✵✳✸✹✶✺ ✵✳✽✹✶✻ ✶✳✾✺✷✶ ✶✳✵✵✵✸

ϕ ✶✳✽✾✽✼ ✶✳✽✼✵✶ ✵✳✼✼✾✵ ✵✳✺✾✽✻ ✸✳✷✼✹✼ ✵✳✾✼✸✾

φX ✹✳✺✵✻✹ ✹✳✺✽✺✷ ✶✳✶✶✵✾ ✷✳✼✽✷✷ ✻✳✹✷✷✽ ✵✳✾✾✾✽

❋✐r♠s

α ✵✳✻✾✷✺ ✵✳✻✽✹✹ ✵✳✵✺✷✺ ✵✳✺✾✾✸ ✵✳✼✼✵✺ ✶✳✵✵✵✵

ξ ✵✳✷✷✻✶ ✵✳✷✸✹✼ ✵✳✵✺✷✺ ✵✳✶✹✽✾ ✵✳✸✶✺✾ ✵✳✾✾✾✻

γ ✵✳✷✾✶✶ ✵✳✸✸✻✸ ✵✳✶✹✸✹ ✵✳✶✶✺✺ ✵✳✺✺✵✹ ✵✳✾✾✾✻

❚❛②❧♦r r✉❧❡

ρr ✵✳✽✺✵✻ ✵✳✽✷✾✻ ✵✳✵✹✺✼ ✵✳✼✹✼✺ ✵✳✾✶✹✷ ✶✳✵✵✶✽

θπ ✹✳✹✷✽✷ ✹✳✺✾✼✽ ✵✳✼✺✽✼ ✸✳✸✽✽✾ ✺✳✽✶✽✽ ✶✳✵✵✵✽

θy ✵✳✸✸✸✶ ✵✳✸✸✹✹ ✵✳✶✵✹✵ ✵✳✶✻✵✶ ✵✳✺✵✾✹ ✶✳✵✵✵✵

❙❤♦❝❦s

ρd ✵✳✾✺✺✺ ✵✳✾✹✽✶ ✵✳✵✷✶✵ ✵✳✾✶✹✽ ✵✳✾✽✸✹ ✶✳✵✵✶✼

ρa ✵✳✼✺✸✼ ✵✳✻✾✹✻ ✵✳✷✵✽✵ ✵✳✹✷✾✾ ✵✳✾✻✾✷ ✶✳✵✵✶✸

ρi ✵✳✻✻✼✵ ✵✳✻✵✺✺ ✵✳✷✼✶✾ ✵✳✷✾✽✸ ✵✳✾✸✸✺ ✶✳✵✵✵✺

ρp ✵✳✼✽✸✾ ✵✳✼✽✵✺ ✵✳✵✺✵✹ ✵✳✼✵✶✺ ✵✳✽✻✹✷ ✶✳✵✵✵✽

ρg ✵✳✼✺✺✸ ✵✳✻✾✽✺ ✵✳✷✵✸✺ ✵✳✹✸✽✹ ✵✳✾✻✼✻ ✵✳✾✾✼✵

σd ✶✳✶✾✸✼ ✶✳✷✺✽✾ ✵✳✸✷✹✵ ✵✳✼✸✶✺ ✶✳✼✼✻✷ ✵✳✾✾✺✵

σa ✵✳✵✹✷✷ ✵✳✵✺✹✽ ✵✳✵✶✹✾ ✵✳✵✷✹✾ ✵✳✵✽✻✹ ✵✳✾✾✾✼

σi ✵✳✵✹✻✶ ✵✳✵✽✾✾ ✵✳✵✶✽✽ ✵✳✵✷✸✹ ✵✳✶✻✸✼ ✵✳✾✶✾✽

σp ✹✳✵✺✽✵ ✹✳✸✼✽✵ ✵✳✺✼✾✸ ✸✳✷✵✺✸ ✺✳✺✹✶✸ ✵✳✾✹✶✹

σg ✵✳✷✶✺✵ ✵✳✷✼✼✸ ✵✳✵✼✼✵ ✵✳✶✷✺✼ ✵✳✹✸✷✼ ✵✳✾✾✾✵

σr ✵✳✸✵✺✷ ✵✳✸✻✼✹ ✵✳✵✽✻✼ ✵✳✶✾✹✵ ✵✳✺✹✶✸ ✶✳✵✵✷✸

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs

tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ✵✳✸✺✺✽ ✵✳✸✺✻✻ ✵✳✵✸✹✼ ✵✳✷✾✽✼ ✵✳✹✶✼✻ ✶✳✵✵✹✶

constantΠ ✵✳✻✾✹✻ ✵✳✻✾✶✶ ✵✳✵✻✽✹ ✵✳✺✼✼✶ ✵✳✽✵✺✸ ✶✳✵✵✵✽

▼❛r❣✐♥❛❧ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▲❛♣❧❛❝❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✿ ✲✶✺✶✳✺✽✸✽

▼❛r❣✐♥❛❧ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼♦❞✐✜❡❞ ❍❛r♠♦♥✐❝ ▼❡❛♥✮✿ ✲✶✺✵✳✻✼✸✺

▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st❛t✐st✐❝ ✭❇r♦♦❦s✲●❡❧♠❛♥✮✿ ✶✳✵✵✶✺

✸✼



❚❛❜❧❡ ✼✿ P♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ λ = 0

P❛r❛♠❡t❡rs
P♦st❡r✐♦r

▼♦❞❡ ▼❡❛♥ ❙t❞✳ ❞❡✈✳ ✺✪ ✾✺✪ ●✲❘ ❙t❛t✳

❍♦✉s❡❤♦❧❞s

σc ✵✳✸✻✸✺ ✵✳✸✺✵✵ ✵✳✸✵✾✵ ✲✵✳✶✵✽✼ ✵✳✽✵✼✽ ✶✳✵✷✻✹

χ ✵✳✹✼✶✼ ✵✳✺✾✺✾ ✵✳✵✽✺✽ ✵✳✹✷✶✷ ✵✳✼✼✶✻ ✶✳✶✺✺✹

ς ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲

ϕ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲

φX ✸✳✵✾✼✷ ✸✳✺✶✵✷ ✶✳✷✶✷✾ ✶✳✹✻✹✻ ✺✳✺✷✻✻ ✶✳✵✸✷✷

❋✐r♠s

α ✵✳✼✵✸✻ ✵✳✻✾✵✾ ✵✳✵✺✶✵ ✵✳✻✶✵✻ ✵✳✼✼✻✸ ✶✳✵✵✸✾

ξ ✵✳✺✾✻✶ ✵✳✼✸✹✾ ✵✳✵✾✼✹ ✵✳✺✶✼✵ ✵✳✽✾✽✷ ✶✳✸✼✽✺

γ ✵✳✶✻✷✻ ✵✳✶✽✵✾ ✵✳✵✽✸✻ ✵✳✵✹✻✽ ✵✳✸✶✾✵ ✶✳✵✷✶✷

❚❛②❧♦r r✉❧❡

ρr ✵✳✾✸✼✼ ✵✳✾✹✽✶ ✵✳✵✶✻✵ ✵✳✾✶✻✶ ✵✳✾✼✽✶ ✶✳✶✺✻✶

θπ ✹✳✶✾✽✹ ✹✳✵✶✷✶ ✵✳✽✶✹✽ ✷✳✻✻✸✺ ✺✳✹✻✹✷ ✵✳✾✾✼✷

θy ✵✳✵✽✻✶ ✵✳✷✹✹✵ ✵✳✵✻✺✺ ✲✵✳✵✺✹✹ ✵✳✻✵✵✵ ✶✳✷✾✷✼

❙❤♦❝❦s

ρd ✵✳✽✼✹✼ ✵✳✽✹✷✻ ✵✳✵✹✾✸ ✵✳✼✺✵✷ ✵✳✾✹✶✼ ✶✳✵✺✼✺

ρa ✵✳✾✽✷✸ ✵✳✼✹✶✶ ✵✳✵✶✾✵ ✵✳✹✷✵✺ ✵✳✾✾✾✵ ✶✳✺✸✸✺

ρi ✵✳✻✻✻✽ ✵✳✻✵✸✸ ✵✳✷✼✷✷ ✵✳✷✽✾✷ ✵✳✾✷✾✸ ✶✳✵✵✷✷

ρp ✵✳✻✻✼✵ ✵✳✺✾✽✹ ✵✳✷✼✷✷ ✵✳✷✼✻✻ ✵✳✾✷✽✶ ✵✳✾✾✾✺

ρg ✵✳✻✻✻✺ ✵✳✺✾✼✷ ✵✳✷✼✷✺ ✵✳✷✾✵✷ ✵✳✾✹✹✸ ✶✳✵✵✸✵

σd ✶✳✾✵✾✸ ✸✳✸✹✻✶ ✵✳✺✶✹✵ ✶✳✹✶✺✽ ✺✳✵✽✺✾ ✶✳✷✺✶✺

σa ✸✳✹✶✷✶ ✽✳✵✼✵✹ ✵✳✻✹✽✾ ✷✳✹✽✻✷ ✶✹✳✸✸✹✻ ✶✳✸✾✼✶

σi ✵✳✵✹✻✶ ✵✳✵✽✶✷ ✵✳✵✶✽✽ ✵✳✵✷✺✸ ✵✳✶✹✹✶ ✶✳✵✵✶✵

σp ✵✳✵✹✻✶ ✵✳✶✶✾✸ ✵✳✵✶✽✽ ✵✳✵✷✸✾ ✵✳✷✸✺✾ ✵✳✾✸✼✶

σg ✵✳✷✸✸✶ ✵✳✹✹✺✸ ✵✳✵✾✺✵ ✵✳✶✶✹✼ ✵✳✽✼✺✸ ✵✳✾✺✽✾

σr ✵✳✶✺✵✾ ✵✳✶✸✼✵ ✵✳✵✷✶✵ ✵✳✶✵✵✽ ✵✳✶✼✺✾ ✶✳✶✺✸✺

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs

tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ✵✳✶✷✸✵ ✵✳✷✼✵✸ ✵✳✵✼✽✺ ✵✳✵✽✾✹ ✵✳✹✵✸✼ ✶✳✶✶✹✵

constantΠ ✵✳✼✻✺✵ ✵✳✼✵✺✷ ✵✳✵✽✻✾ ✵✳✺✺✹✹ ✵✳✽✺✹✽ ✵✳✾✾✾✻

▼❛r❣✐♥❛❧ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▲❛♣❧❛❝❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✿ ✲✶✺✸✳✹✹✷✼

▼❛r❣✐♥❛❧ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼♦❞✐✜❡❞ ❍❛r♠♦♥✐❝ ▼❡❛♥✮✿ ✲✶✹✼✳✸✽✻✾

▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st❛t✐st✐❝ ✭❇r♦♦❦s✲●❡❧♠❛♥✮✿ ✶✳✵✾✸✻

✸✽



❚❛❜❧❡ ✽✿ P♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ λ = 0.25

P❛r❛♠❡t❡rs
P♦st❡r✐♦r

▼♦❞❡ ▼❡❛♥ ❙t❞✳ ❞❡✈✳ ✺✪ ✾✺✪ ●✲❘ ❙t❛t✳

❍♦✉s❡❤♦❧❞s

σc ✵✳✸✹✶✾ ✵✳✶✼✶✾ ✵✳✷✶✽✼ ✲✵✳✷✶✶✻ ✵✳✺✺✾✼ ✶✳✵✵✽✷

χ ✵✳✺✾✷✹ ✵✳✺✼✸✼ ✵✳✶✵✾✸ ✵✳✹✶✵✶ ✵✳✼✹✾✸ ✶✳✵✵✶✶

ς ✶✳✷✾✸✵ ✶✳✷✾✻✸ ✵✳✸✹✺✶ ✵✳✼✶✼✽ ✶✳✽✻✺✻ ✵✳✾✾✽✾

ϕ ✶✳✾✽✸✵ ✶✳✾✾✹✷ ✵✳✼✺✹✼ ✵✳✼✻✸✺ ✸✳✷✻✹✸ ✶✳✵✵✵✽

φX ✷✳✼✷✵✶ ✸✳✶✷✽✵ ✶✳✷✸✽✾ ✶✳✶✺✺✶ ✹✳✾✸✷✵ ✶✳✵✵✷✺

❋✐r♠s

α ✵✳✻✾✽✾ ✵✳✻✾✹✸ ✵✳✵✺✵✽ ✵✳✻✶✸✸ ✵✳✼✼✹✽ ✵✳✾✾✾✷

ξ ✵✳✺✷✶✻ ✵✳✺✷✾✾ ✵✳✵✾✹✸ ✵✳✸✻✸✸ ✵✳✻✾✼✽ ✶✳✵✵✺✺

γ ✵✳✶✾✸✺ ✵✳✷✸✸✽ ✵✳✵✾✼✺ ✵✳✵✻✻✽ ✵✳✸✾✵✼ ✵✳✾✾✾✽

❚❛②❧♦r r✉❧❡

ρr ✵✳✾✷✸✶ ✵✳✾✷✷✶ ✵✳✵✷✸✾ ✵✳✽✽✽✸ ✵✳✾✺✾✸ ✵✳✽✾✺✾

θπ ✸✳✹✼✵✹ ✸✳✾✾✷✺ ✵✳✾✼✾✸ ✷✳✹✾✼✻ ✺✳✻✵✻✽ ✵✳✾✾✷✶

θy ✲✵✳✵✵✾✵ ✵✳✵✺✹✼ ✵✳✵✶✶✸ ✲✵✳✵✹✼✺ ✵✳✶✹✻✽ ✶✳✵✶✷✽

❙❤♦❝❦s

ρd ✵✳✽✽✾✻ ✵✳✽✼✸✷ ✵✳✵✹✸✶ ✵✳✽✵✺✶ ✵✳✾✹✻✶ ✶✳✵✵✶✽

ρa ✵✳✾✽✽✵ ✵✳✾✼✵✾ ✵✳✵✵✾✵ ✵✳✾✹✷✾ ✵✳✾✾✽✻ ✶✳✵✶✽✼

ρi ✵✳✻✻✻✽ ✵✳✺✾✼✷ ✵✳✷✼✷✸ ✵✳✷✽✺✺ ✵✳✾✸✺✵ ✶✳✵✵✶✹

ρp ✵✳✻✻✼✺ ✵✳✻✵✺✺ ✵✳✷✼✶✾ ✵✳✸✵✶✶ ✵✳✾✹✶✾ ✶✳✵✵✵✽

ρg ✵✳✻✻✼✺ ✵✳✺✾✺✶ ✵✳✷✼✷✶ ✵✳✷✽✵✼ ✵✳✾✷✾✾ ✶✳✵✵✵✶

σd ✶✳✻✼✾✼ ✶✳✾✺✶✻ ✵✳✹✸✹✵ ✶✳✵✾✶✹ ✷✳✽✽✼✾ ✶✳✵✵✶✶

σa ✸✳✹✽✸✻ ✸✳✺✾✽✹ ✵✳✻✼✻✽ ✷✳✹✻✺✾ ✹✳✼✵✶✾ ✵✳✾✾✻✻

σi ✵✳✵✹✻✶ ✵✳✵✽✶✷ ✵✳✵✶✽✽ ✵✳✵✷✹✺ ✵✳✶✹✼✵ ✵✳✾✾✾✶

σp ✵✳✵✹✻✶ ✵✳✵✽✶✵ ✵✳✵✶✽✽ ✵✳✵✷✸✹ ✵✳✶✹✺✽ ✵✳✾✻✻✹

σg ✵✳✷✸✷✹ ✵✳✹✻✶✷ ✵✳✵✾✹✷ ✵✳✶✶✺✻ ✵✳✽✹✶✵ ✵✳✾✶✸✾

σr ✵✳✶✺✾✷ ✵✳✶✻✻✾ ✵✳✵✷✷✽ ✵✳✶✷✹✼ ✵✳✷✵✼✶ ✶✳✵✵✶✽

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs

tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ✵✳✷✼✾✽ ✵✳✶✽✻✷ ✵✳✶✵✶✾ ✵✳✵✶✻✹ ✵✳✸✻✸✾ ✶✳✵✶✺✹

constantΠ ✵✳✻✹✸✾ ✵✳✼✶✻✻ ✵✳✵✾✶✵ ✵✳✺✺✽✾ ✵✳✽✼✸✻ ✶✳✵✵✻✷

▼❛r❣✐♥❛❧ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▲❛♣❧❛❝❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✿ ✲✶✺✹✳✻✶✽✼

▼❛r❣✐♥❛❧ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼♦❞✐✜❡❞ ❍❛r♠♦♥✐❝ ▼❡❛♥✮✿ ✲✶✺✶✳✾✷✽✹

▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st❛t✐st✐❝ ✭❇r♦♦❦s✲●❡❧♠❛♥✮✿ ✶✳✵✵✷✶

✸✾



❚❛❜❧❡ ✾✿ P♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ λ = 0.5

P❛r❛♠❡t❡rs
P♦st❡r✐♦r

▼♦❞❡ ▼❡❛♥ ❙t❞✳ ❞❡✈✳ ✺✪ ✾✺✪ ●✲❘ ❙t❛t✳

❍♦✉s❡❤♦❧❞s

σc ✶✳✺✼✼✶ ✶✳✺✻✽✶ ✵✳✶✺✻✷ ✶✳✸✶✾✾ ✶✳✽✶✺✽ ✶✳✵✵✵✺

χ ✵✳✻✶✵✺ ✵✳✺✾✻✸ ✵✳✶✷✹✹ ✵✳✹✵✺✵ ✵✳✼✾✻✻ ✶✳✵✵✵✺

ς ✶✳✷✶✵✾ ✶✳✷✸✺✷ ✵✳✸✸✾✻ ✵✳✻✾✽✷ ✶✳✽✵✾✵ ✵✳✾✾✾✾

ϕ ✷✳✵✶✷✺ ✶✳✾✾✽✼ ✵✳✼✹✻✽ ✵✳✼✼✷✼ ✸✳✷✵✷✵ ✵✳✾✾✾✼

φX ✹✳✸✸✹✺ ✹✳✹✽✷✷ ✶✳✶✶✷✺ ✷✳✻✽✻✼ ✻✳✸✶✼✺ ✶✳✵✵✵✾

❋✐r♠s

α ✵✳✻✷✾✷ ✵✳✻✷✾✵ ✵✳✵✺✵✹ ✵✳✺✹✺✼ ✵✳✼✶✶✶ ✶✳✵✵✶✷

ξ ✵✳✶✽✹✻ ✵✳✶✾✵✹ ✵✳✵✹✼✻ ✵✳✶✶✸✽ ✵✳✷✻✻✵ ✶✳✵✵✵✹

γ ✵✳✸✷✹✼ ✵✳✸✻✺✸ ✵✳✶✺✸✻ ✵✳✶✸✺✺ ✵✳✺✾✸✶ ✶✳✵✵✵✹

❚❛②❧♦r r✉❧❡

ρr ✵✳✽✼✾✶ ✵✳✽✻✶✶ ✵✳✵✸✷✸ ✵✳✼✾✾✵ ✵✳✾✷✹✶ ✶✳✵✵✵✵

θπ ✹✳✸✻✹✷ ✹✳✹✹✽✹ ✵✳✼✻✺✹ ✸✳✷✷✸✻ ✺✳✻✽✺✻ ✶✳✵✵✵✸

θy ✵✳✸✻✵✸ ✵✳✸✺✸✺ ✵✳✶✵✻✺ ✵✳✶✼✸✵ ✵✳✺✷✺✾ ✵✳✾✾✾✽

❙❤♦❝❦s

ρd ✵✳✾✺✾✼ ✵✳✾✺✹✺ ✵✳✵✶✾✵ ✵✳✾✷✷✵ ✵✳✾✾✶✶ ✵✳✾✾✼✷

ρa ✵✳✼✹✶✼ ✵✳✻✽✽✶ ✵✳✷✶✾✶ ✵✳✹✶✻✾ ✵✳✾✻✼✾ ✶✳✵✵✵✵

ρi ✵✳✻✻✼✷ ✵✳✻✵✵✼ ✵✳✷✼✷✵ ✵✳✷✾✹✻ ✵✳✾✸✽✹ ✶✳✵✵✵✸

ρp ✵✳✼✻✸✺ ✵✳✼✺✽✸ ✵✳✵✹✾✼ ✵✳✻✼✽✼ ✵✳✽✸✾✷ ✶✳✵✵✵✵

ρg ✵✳✼✺✶✸ ✵✳✻✾✸✺ ✵✳✷✵✾✸ ✵✳✹✷✽✺ ✵✳✾✼✷✹ ✶✳✵✵✶✶

σd ✶✳✸✹✷✹ ✶✳✹✾✸✽ ✵✳✸✻✺✾ ✵✳✼✻✾✺ ✷✳✷✽✼✹ ✵✳✾✻✽✽

σa ✵✳✵✹✷✻ ✵✳✵✺✻✹ ✵✳✵✶✺✸ ✵✳✵✷✹✷ ✵✳✵✽✽✾ ✶✳✵✵✵✷

σi ✵✳✵✹✻✶ ✵✳✵✽✹✷ ✵✳✵✶✽✽ ✵✳✵✷✹✵ ✵✳✶✹✾✵ ✵✳✾✹✹✹

σp ✹✳✷✾✶✶ ✹✳✺✶✹✼ ✵✳✺✻✸✾ ✸✳✹✺✷✵ ✺✳✺✷✶✾ ✵✳✾✾✾✼

σg ✵✳✷✶✸✻ ✵✳✷✼✻✵ ✵✳✵✼✺✺ ✵✳✶✷✶✺ ✵✳✹✸✺✽ ✶✳✵✵✶✶

σr ✵✳✷✹✼✽ ✵✳✷✾✶✸ ✵✳✵✺✺✻ ✵✳✶✼✸✶ ✵✳✹✵✽✾ ✶✳✵✵✶✵

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs

tr❡♥❞ ❣r♦✇t❤ ✵✳✸✺✸✸ ✵✳✸✺✼✻ ✵✳✵✸✺✽ ✵✳✷✾✶✸ ✵✳✹✶✾✸ ✵✳✾✾✾✼

constantΠ ✵✳✻✾✸✵ ✵✳✻✾✵✽ ✵✳✵✼✶✺ ✵✳✺✻✽✹ ✵✳✽✵✺✺ ✵✳✾✾✽✾

▼❛r❣✐♥❛❧ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▲❛♣❧❛❝❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✿ ✲✶✺✵✳✸✷✾✶

▼❛r❣✐♥❛❧ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼♦❞✐✜❡❞ ❍❛r♠♦♥✐❝ ▼❡❛♥✮✿ ✲✶✹✾✳✻✺✾✶

▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st❛t✐st✐❝ ✭❇r♦♦❦s✲●❡❧♠❛♥✮✿ ✶✳✵✵✵✺

✹✵



❚❛❜❧❡ ✶✵✿ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ λ ✭❈❛s❡ ✶✮

P❛r❛♠❡t❡rs

P♦st❡r✐♦r ▼♦❞❡

❇❡♥❝❤♠❛r❦ ▼♦❞❡❧ ❈❛s❡ ✶

λ ❡st✐♠❛t❡❞ λ = 0 λ = 0.25 λ = 0.5 λ ❡st✐♠❛t❡❞ λ = 0 λ = 0.25 λ = 0.5

❍♦✉s❡❤♦❧❞s

σc ✶✳✷✻✹✻ ✵✳✸✻✸✺ ✵✳✸✹✶✾ ✶✳✺✼✼✶ ✶✳✻✼✸✽ ✵✳✻✽✹✵ ✵✳✸✼✸✻ ✶✳✻✽✵✼
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◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡ t❤❡ ▼❍ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♥♦t ✉s❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡st✐♠❛t❡s r❡❢❡r ♦♥❧② t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
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❚❛❜❧❡ ✶✶✿ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ λ ✭❈❛s❡s ✷ ❛♥❞ ✸✮

P❛r❛♠❡t❡rs

P♦st❡r✐♦r ▼♦❞❡

❈❛s❡ ✷ ❈❛s❡ ✸
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▼❛r❣✳ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✲✶✹✹✳✾✸ ✲✶✸✼✳✸✹ ✲✶✸✽✳✽✶ ✲✶✸✼✳✶✸ ✲✺✺✽✳✽✷ ✲✶✸✶✳✷✹ ✲✶✷✾✳✶✼ ✲✹✷✸✳✼✷

❈❛s❡ ✷✿ t❤❡ ♣r✐♦r ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s❡t t♦ ✵✳✶✳
❈❛s❡ ✸✿ t❤❡ ♣r✐♦r ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛❧✈♦ ♣r✐❝❡ st✐❝❦✐♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s❡t t♦ ✵✳✶✳

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡ t❤❡ ▼❍ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♥♦t ✉s❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡st✐♠❛t❡s r❡❢❡r ♦♥❧② t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣♦st❡r✐♦r ❦❡r♥❡❧✳

✹✷



❚❛❜❧❡ ✶✷✿ ❋♦r❡❝❛st ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ λ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞

P❛r❛♠❡t❡rs
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❤♦❝❦ ✭✐♥ ♣❡r❝❡♥t✮

εd εa εi εp εg εr

❋♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✿ ✶ q✉❛rt❡r

❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✵✳✵✵ ✵✳✵✶ ✵✳✵✵ ✾✾✳✻✵ ✵✳✵✹ ✵✳✸✹

■♥❢❧❛t✐♦♥ ✶✸✳✽✼ ✵✳✹✵ ✵✳✵✵ ✶✳✹✷ ✵✳✸✶ ✽✹✳✵✵

■♥t❡r❡st r❛t❡ ✾✷✳✷✾ ✷✳✺✷ ✵✳✵✵ ✶✳✼✺ ✷✳✸✺ ✶✳✵✾

❋♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✿ ✹ q✉❛rt❡rs

❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✵✳✷✻ ✵✳✵✷ ✵✳✵✵ ✾✽✳✽✸ ✵✳✵✻ ✵✳✽✹

■♥❢❧❛t✐♦♥ ✶✸✳✺✼ ✵✳✹✸ ✵✳✵✵ ✸✳✽✸ ✵✳✸✻ ✽✶✳✽✶

■♥t❡r❡st r❛t❡ ✾✵✳✹✷ ✶✳✺✹ ✵✳✵✵ ✻✳✶✸ ✶✳✹✷ ✵✳✺✵

❋♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✿ ✶✵ q✉❛rt❡rs

❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✵✳✷✼ ✵✳✵✷ ✵✳✵✵ ✾✽✳✽✹ ✵✳✵✺ ✵✳✽✶

■♥❢❧❛t✐♦♥ ✶✸✳✻✸ ✵✳✹✷ ✵✳✵✵ ✹✳✾✵ ✵✳✸✻ ✽✵✳✼✵

■♥t❡r❡st r❛t❡ ✾✵✳✹✶ ✶✳✶✽ ✵✳✵✶ ✻✳✾✸ ✶✳✵✾ ✵✳✸✽

❋♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✿ ✷✵ q✉❛rt❡rs

❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✵✳✷✼ ✵✳✵✷ ✵✳✵✵ ✾✽✳✽✹ ✵✳✵✺ ✵✳✽✶

■♥❢❧❛t✐♦♥ ✶✹✳✶✽ ✵✳✹✷ ✵✳✵✵ ✹✳✾✸ ✵✳✸✺ ✽✵✳✶✶

■♥t❡r❡st r❛t❡ ✾✶✳✷✷ ✶✳✵✼ ✵✳✵✶ ✻✳✸✽ ✵✳✾✽ ✵✳✸✹

❚❛❜❧❡ ✶✸✿ ❋♦r❡❝❛st ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ λ = 0

P❛r❛♠❡t❡rs
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❤♦❝❦ ✭✐♥ ♣❡r❝❡♥t✮

εd εa εi εp εg εr

❋♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✿ ✶ q✉❛rt❡r

❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✵✳✹✻ ✾✽✳✸✼ ✵✳✵✵ ✵✳✵✵ ✵✳✵✸ ✶✳✶✸

■♥❢❧❛t✐♦♥ ✸✹✳✺✽ ✹✶✳✹✹ ✵✳✵✵ ✵✳✵✷ ✵✳✵✵ ✷✸✳✾✻

■♥t❡r❡st r❛t❡ ✸✹✳✽✹ ✸✺✳✸✻ ✵✳✵✵ ✵✳✵✷ ✵✳✵✵ ✷✾✳✼✽

❋♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✿ ✹ q✉❛rt❡rs

❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✶✳✻✼ ✾✼✳✷✹ ✵✳✵✵ ✵✳✵✵ ✵✳✵✹ ✶✳✵✺

■♥❢❧❛t✐♦♥ ✸✸✳✽✸ ✸✾✳✻✼ ✵✳✵✵ ✵✳✵✷ ✵✳✵✵ ✷✻✳✹✽

■♥t❡r❡st r❛t❡ ✺✵✳✽✺ ✹✶✳✽✺ ✵✳✵✵ ✵✳✵✶ ✵✳✵✵ ✼✳✷✽

❋♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✿ ✶✵ q✉❛rt❡rs

❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✶✳✼✾ ✾✼✳✶✶ ✵✳✵✵ ✵✳✵✵ ✵✳✵✹ ✶✳✵✻

■♥❢❧❛t✐♦♥ ✸✸✳✶✾ ✹✶✳✸✶ ✵✳✵✵ ✵✳✵✷ ✵✳✵✵ ✷✺✳✹✽

■♥t❡r❡st r❛t❡ ✹✾✳✹✷ ✹✻✳✵✾ ✵✳✵✵ ✵✳✵✶ ✵✳✵✵ ✹✳✹✽

❋♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✿ ✷✵ q✉❛rt❡rs

❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✶✳✽✸ ✾✼✳✵✼ ✵✳✵✵ ✵✳✵✵ ✵✳✵✹ ✶✳✵✻

■♥❢❧❛t✐♦♥ ✸✵✳✸✸ ✹✻✳✹✵ ✵✳✵✵ ✵✳✵✷ ✵✳✵✵ ✷✸✳✷✻

■♥t❡r❡st r❛t❡ ✹✷✳✶✾ ✺✹✳✷✹ ✵✳✵✵ ✵✳✵✶ ✵✳✵✵ ✸✳✺✻

✹✸



❚❛❜❧❡ ✶✹✿ ❋♦r❡❝❛st ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ λ = 0.25

P❛r❛♠❡t❡rs
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❤♦❝❦ ✭✐♥ ♣❡r❝❡♥t✮

εd εa εi εp εg εr

❋♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✿ ✶ q✉❛rt❡r

❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✵✳✵✾ ✾✽✳✽✾ ✵✳✵✵ ✵✳✵✵ ✵✳✵✹ ✵✳✾✼

■♥❢❧❛t✐♦♥ ✸✼✳✶✷ ✷✷✳✺✻ ✵✳✵✵ ✵✳✵✸ ✵✳✵✶ ✹✵✳✷✽

■♥t❡r❡st r❛t❡ ✹✷✳✼✶ ✷✻✳✼✷ ✵✳✵✵ ✵✳✵✸ ✵✳✵✶ ✸✵✳✺✸

❋♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✿ ✹ q✉❛rt❡rs

❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✶✳✷✸ ✾✼✳✼✸ ✵✳✵✵ ✵✳✵✵ ✵✳✵✹ ✵✳✾✾

■♥❢❧❛t✐♦♥ ✸✺✳✹✼ ✷✷✳✵✾ ✵✳✵✵ ✵✳✵✸ ✵✳✵✶ ✹✷✳✹✵

■♥t❡r❡st r❛t❡ ✼✵✳✾✾ ✶✾✳✷✻ ✵✳✵✵ ✵✳✵✸ ✵✳✵✶ ✾✳✼✶

❋♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✿ ✶✵ q✉❛rt❡rs

❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✶✳✷✼ ✾✼✳✻✾ ✵✳✵✵ ✵✳✵✵ ✵✳✵✹ ✵✳✾✾

■♥❢❧❛t✐♦♥ ✸✺✳✵✾ ✷✸✳✽✾ ✵✳✵✵ ✵✳✵✸ ✵✳✵✶ ✹✵✳✾✽

■♥t❡r❡st r❛t❡ ✼✻✳✷✼ ✶✻✳✺✶ ✵✳✵✵ ✵✳✵✷ ✵✳✵✶ ✼✳✶✾

❋♦r❡❝❛st ❤♦r✐③♦♥✿ ✷✵ q✉❛rt❡rs

❖✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✶✳✸✶ ✾✼✳✻✻ ✵✳✵✵ ✵✳✵✵ ✵✳✵✹ ✵✳✾✾

■♥❢❧❛t✐♦♥ ✸✺✳✵✵ ✷✹✳✶✹ ✵✳✵✵ ✵✳✵✸ ✵✳✵✶ ✹✵✳✽✸

■♥t❡r❡st r❛t❡ ✼✷✳✾✺ ✷✵✳✺✺ ✵✳✵✵ ✵✳✵✷ ✵✳✵✶ ✻✳✹✼

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❜❡❧✱ ❆✳ ✭✶✾✾✵✮✱ ✏❆ss❡t Pr✐❝❡s ✉♥❞❡r ❍❛❜✐t ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈❛t❝❤✐♥❣ ❯♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❏♦♥❡s❡s✑✱ ❆♠❡r✐❝❛♥

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✵✭✷✮✱ ♣♣✳ ✸✽✲✹✷✳

❆❞ã♦✱ ❇✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ✏❚❤❡ ▼♦♥❡t❛r② ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❛ ❙♠❛❧❧ ❖♣❡♥ ❊❝♦♥♦♠② ✐♥ ❛

▼♦♥❡t❛r② ❯♥✐♦♥✑✱ ❇❛♥❦ ♦❢ P♦rt✉❣❛❧✱ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ❙❡r✐❡s ◆✳ ✸✳

❆❞❥❡♠✐❛♥✱ ❙✳✱ ❇❛st❛♥✐✱ ❍✳✱ ❏✉❧❧✐❛r❞✱ ▼✳✱ ▼✐❤♦✉❜✐✱ ❋✳✱ P❡r❡♥❞✐❛✱ ●✳✱ ❘❛tt♦✱ ▼✳ ❛♥❞ ❙✳ ❱✐❧❧❡♠♦t

✭✷✵✶✶✮✱ ✏❉②♥❛r❡✿ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ▼❛♥✉❛❧✱ ❱❡rs✐♦♥ ✹✑✱ ❉②♥❛r❡ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs ✶✱ ❈❊P❘❊▼❆P✳

❆❞♦❧❢s♦♥✱ ▼✳✱ ▲❛s❡é♥✱ ❙✳✱ ▲✐♥❞é✱ ❏✳ ❛♥❞ ▼✳ ❱✐❧❧❛♥✐ ✭✷✵✵✼✮✱ ✏❇❛②❡s✐❛♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❖♣❡♥

❊❝♦♥♦♠② ❉❙●❊ ▼♦❞❡❧ ✇✐t❤ ■♥❝♦♠♣❧❡t❡ P❛ss✲t❤r♦✉❣❤✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✼✷✭✷✮✱

♣♣✳ ✹✽✶✲✺✶✶✳

❆❧♠❡✐❞❛✱ ❱✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ✏❇❛②❡s✐❛♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❙●❊ ▼♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ P♦rt✉❣✉❡s❡ ❊❝♦♥♦♠②✑✱ ❇❛♥❦

♦❢ P♦rt✉❣❛❧✱ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ❙❡r✐❡s ◆✳ ✶✹✳

❆❧♠❡✐❞❛✱ ❱✳✱ ❈❛str♦✱ ●✳ ❛♥❞ ❘✳ ❋é❧✐① ✭✷✵✶✵✮✱ ✏■♠♣r♦✈✐♥❣ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ◆♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ●♦♦❞s

❛♥❞ ▲❛❜♦✉r ▼❛r❦❡ts✿ ❚❤❡ P♦rt✉❣✉❡s❡ ❈❛s❡✑✱ P♦rt✉❣✉❡s❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✾✭✸✮✱ ♣♣✳ ✶✻✸✲✶✾✸✳

❆♥✱ ❙✳ ❛♥❞ ❋✳ ❙❝❤♦r❢❤❡✐❞❡ ✭✷✵✵✼✮✱ ✏❇❛②❡s✐❛♥ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❉❙●❊ ▼♦❞❡❧s✑✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❘❡✈✐❡✇s✱

✷✻✭✷✲✹✮✱ ♣♣✳ ✶✶✸✲✶✼✷✳

❇❧❛♥❝❤❛r❞✱ ❖✳ ❛♥❞ ❈✳ ❑❛❤♥ ✭✶✾✽✵✮✱ ✏❚❤❡ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ▲✐♥❡❛r ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ▼♦❞❡❧s ✉♥❞❡r ❘❛t✐♦♥❛❧

❊①♣❡❝t❛t✐♦♥s✑✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✹✽✭✺✮✱ ♣♣✳ ✶✸✵✺✲✶✸✶✶✳

✹✹



❇❡r♥❛♥❦❡✱ ❇✳✱ ●❡rt❧❡r✱ ▼✳ ❛♥❞ ❙✳ ●✐❧❝❤r✐st ✭✶✾✾✾✮✱ ✏❚❤❡ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❆❝❝❡❧❡r❛t♦r ✐♥ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡

❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s✑✱ ✐♥ ▼✳ ❲♦♦❞❢♦r❞ ❛♥❞ ❏✳ ❇✳ ❚❛②❧♦r ✭❡❞s✳✮✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶❈✱ ❆♠s✲

t❡r❞❛♠✳

❇r♦♦❦s✱ P✳ ❛♥❞ ❆✳ ●❡❧♠❛♥ ✭✶✾✾✽✮✱ ✏●❡♥❡r❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ■t❡r❛t✐✈❡

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✼✭✸✮✱ ♣♣✳ ✹✸✹✲✹✺✺✳

❈❛❧✈♦✱ ●✳ ✭✶✾✽✸✮✱ ✏❙t❛❣❣❡r❡❞ Pr✐❝❡s ✐♥ ❛ ❯t✐❧✐t②✲▼❛①✐♠✐③✐♥❣ ❋r❛♠❡✇♦r❦✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r②

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✷✭✸✮✱ ♣♣✳ ✸✽✸✲✸✾✽✳

❈❛♠♣❜❡❧❧✱ ❏✳ ❛♥❞ ●✳ ▼❛♥❦✐✇ ✭✶✾✽✾✮✱ ✏❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ■♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡s✿ ❘❡✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣

t❤❡ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❊✈✐❞❡♥❝❡✑✱ ✐♥ ❖✳ ❇❧❛♥❝❤❛r❞ ❛♥❞ ❙✳ ❋✐s❤❡r ✭❡❞s✳✮✱ ◆❇❊❘ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s ❆♥♥✉❛❧

✶✾✽✾✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ▼❆✿ ▼■❚ Pr❡ss✱ ♣♣✳ ✶✽✺✲✷✶✻✳

❈❛♥♦✈❛✱ ❋✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤✱ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡s✐t② Pr❡ss✳

❈❤r✐st✐❛♥♦✱ ▲✳✱ ❊✐❝❤❡♥❜❛✉♠✱ ▼✳ ❛♥❞ ❈✳ ❊✈❛♥s ✭✷✵✵✺✮✱ ✏◆♦♠✐♥❛❧ ❘✐❣✐❞✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝

❊✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❙❤♦❝❦ t♦ ▼♦♥❡t❛r② P♦❧✐❝②✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✶✸✭✶✮✱ ♣♣✳ ✶✲✹✺✳

❈♦❡♥❡♥✱ ●✳ ❛♥❞ ❘✳ ❙tr❛✉❜ ✭✷✵✵✺✮✱ ✏❉♦❡s ●♦✈❡r♥♠❡♥t ❙♣❡♥❞✐♥❣ ❈r♦✇❞ ✐♥ Pr✐✈❛t❡ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥✿

❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❊✉r♦ ❆r❡❛✑✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✽✭✸✮✱ ♣♣✳ ✹✸✺✲✹✼✵✳

❉❡❥♦♥❣✱ ❉✳ ❛♥❞ ❈✳ ❉❛✈❡ ✭✷✵✵✼✮✱ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❉❡❏♦♥❣✱ ❉✳✱ ■♥❣r❛♠✱ ❇✳ ❛♥❞ ❈✳ ❲❤✐t❡♠❛♥ ✭✷✵✵✵✮✱ ✏❆ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❉②♥❛♠✐❝ ▼❛❝r♦❡✲

❝♦♥♦♠✐❝s✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✾✽✭✷✮✱ ♣♣✳ ✷✵✸✲✷✷✸✳

❉❡❧ ◆❡❣r♦✱ ▼✳ ❛♥❞ ❋✳ ❙❝❤♦r❢❤❡✐❞❡ ✭✷✵✵✹✮✱ ✏Pr✐♦rs ❢r♦♠ ●❡♥❡r❛❧ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❱❆❘s✑✱

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✹✺✭✷✮✱ ♣♣✳ ✻✹✸✲✻✼✸✳

❉❡❧ ◆❡❣r♦✱ ▼✳✱ ❙❝❤♦r❢❤❡✐❞❡✱ ❋✳✱ ❙♠❡ts✱ ❋✳ ❛♥❞ ❘✳ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✼✮✱ ✏❖♥ t❤❡ ❋✐t ♦❢ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥

▼♦❞❡❧s✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✷✺✭✷✮✱ ♣♣✳ ✶✷✸✲✶✹✸✳

❉✐①✐t✱ ❆✳ ❛♥❞ ❏✳ ❙t✐❣❧✐t③ ✭✶✾✼✼✮✱ ✏▼♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❖♣t✐♠❛❧ Pr♦❞✉❝t ❉✐✈❡rs✐t②✑✱

❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✻✼✭✸✮✱ ♣♣✳ ✷✾✼✲✸✵✽✳

❊r❝❡❣✱ ❈✳✱ ❍❡♥❞❡rs♦♥✱ ❉✳ ❛♥❞ ❆✳ ▲❡✈✐♥ ✭✷✵✵✵✮✱ ✏❖♣t✐♠❛❧ ▼♦♥❡t❛r② P♦❧✐❝② ✇✐t❤ ❙t❛❣❣❡r❡❞ ❲❛❣❡

❛♥❞ Pr✐❝❡ ❈♦♥tr❛❝ts✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✹✻✭✷✮✱ ♣♣✳ ✷✽✶✲✸✶✸✳

❊✈❛♥s✱ ●✳ ❛♥❞ ❙✳ ❍♦♥❦❛♣♦❤❥❛ ✭✷✵✵✶✮✱ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐♥ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ Pr✐♥❝❡t♦♥

❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❋❡r♥á♥❞❡③✲❱✐❧❧❛✈❡r❞❡✱ ❏✳ ❛♥❞ ❏✳ ❘✉❜✐♦✲❘❛♠ír❡③ ✭✷✵✵✹✮✱ ✏❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❉②♥❛♠✐❝ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ▼♦❞✲

❡❧s t♦ ❉❛t❛✿ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦❛❝❤✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✷✸✭✶✮✱ ♣♣✳ ✶✺✸✲✶✽✼✳

❋❡r♥á♥❞❡③✲❱✐❧❧❛✈❡r❞❡✱ ❏✳✱ ❘✉❜✐♦✲❘❛♠ír❡③✱ ❏✳ ❛♥❞ ❚✳ ❙❛r❣❡♥t ✭✷✵✵✺✮✱ ✏❆✱ ❇✱ ❈✬s ✭❛♥❞ ❉✬s✮ ❢♦r

❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❱❆❘s✑✱ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ❆t❧❛♥t❛✱ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✾✳

❋♦r♥✐✱ ▲✳✱ ▼♦♥t❡❢♦rt❡✱ ▲✳ ❛♥❞ ▲✳ ❙❡ss❛ ✭✷✵✵✾✮✱ ✏❚❤❡ ❊st✐♠❛t❡❞ ●❡♥❡r❛❧ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❊✛❡❝ts ♦❢

❋✐s❝❛❧ P♦❧✐❝②✿ t❤❡ ❈❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦ ❆r❡❛✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✾✸✭✸✲✹✮✱ ♣♣✳ ✺✺✾✲✺✽✺✳

●❛❧í✱ ❏✳✱ ▲ó♣❡③✲❙❛❧✐❞♦✱ ❏✳ ❛♥❞ ❏✳ ❱❛❧❧és ✭✷✵✵✹✮✱ ✏❘✉❧❡✲♦❢✲t❤✉♠❜ ❈♦♥s✉♠❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❉❡s✐❣♥ ♦❢

■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ❘✉❧❡s✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡②✱ ❈r❡❞✐t✱ ❛♥❞ ❇❛♥❦✐♥❣✱ ✸✻✭✹✮✱ ♣♣✳ ✼✸✾✲✼✻✸✳

●❛❧í✱ ❏✳✱ ▲ó♣❡③✲❙❛❧✐❞♦✱ ❏✳ ❛♥❞ ❏✳ ❱❛❧❧és ✭✷✵✵✼✮✱ ✏❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❊✛❡❝ts ♦❢ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ❙♣❡♥❞✲

✹✺



✐♥❣ ♦♥ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✺✭✶✮✱ ♣♣✳ ✷✷✼✲✷✼✵✳

●❡❧♠❛♥✱ ❆✳ ❛♥❞ ❉✳ ❘✉❜✐♥ ✭✶✾✾✷✮✱ ✏■♥❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ■t❡r❛t✐✈❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❙❡✲

q✉❡♥❝❡s✑✱ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✼✭✹✮✱ ♣♣✳ ✹✺✼✲✺✶✶✳

●❡✇❡❦❡✱ ❏✳ ✭✶✾✾✾✮✱ ✏❯s✐♥❣ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ▼♦❞❡❧s✿ ■♥❢❡r❡♥❝❡✱

❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✑ ✭❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡❥♦✐♥❞❡r✮✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❘❡✈✐❡✇s✱ ✶✽✭✶✮✱ ♣♣✳ ✶✲

✶✷✻✳

●r✐✛♦❧✐✱ ❚✳ ✭✷✵✶✶✮✱ ✏❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❙●❊▼♦❞❡❧s✑✱ ✇✇✇✳❞②♥❛r❡✳♦r❣✳

▼❛♥❦✐✇✱ ●✳ ✭✷✵✵✵✮✱ ✏❚❤❡ ❙❛✈❡rs✲❙♣❡♥❞❡rs ❚❤❡♦r② ♦❢ ❋✐s❝❛❧ P♦❧✐❝②✑✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱

✾✵✭✷✮✱ ♣♣✳ ✶✷✵✲✶✷✺✳

▼✐❧❛♥✐✱ ❋✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ✏❊①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ P❡rs✐st❡♥❝❡✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡✲

t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✹✭✼✮✱ ♣♣✳ ✷✵✻✺✲✷✵✽✷✳

▼♦✉♥t❢♦r❞✱ ❆✳ ❛♥❞ ❍✳ ❯❤❧✐❣ ✭✷✵✵✹✮✱ ✏❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❋✐s❝❛❧ P♦❧✐❝② ❙❤♦❝❦s❄✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✷✹✭✻✮✱ ♣♣✳ ✾✻✵✲✾✾✷✳

❖tr♦❦✱ ❈✳ ✭✷✵✵✶✮✱ ✏❖♥ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❲❡❧❢❛r❡ ❈♦sts ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r②

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✹✺✭✶✮✱ ♣♣✳ ✻✶✲✾✷✳

P❡r❡✐r❛✱ ❆✳ ❛♥❞ P✳ ❘♦❞r✐❣✉❡s ✭✷✵✵✷✮✱ ✏❖♥ t❤❡ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❚❛① ❘❡❢♦r♠ P❛❝❦❛❣❡ ✐♥ P♦rt✉❣❛❧✑✱

P♦rt✉❣✉❡s❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✭✸✮✱ ♣♣✳ ✷✵✺✲✷✸✻✳

P❡r♦tt✐✱ ❘✳ ✭✶✾✾✾✮✱ ✏❋✐s❝❛❧ P♦❧✐❝② ✐♥ ●♦♦❞ ❚✐♠❡s ❛♥❞ ❇❛❞✑✱ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱

✶✶✹✭✹✮✱ ♣♣✳ ✶✸✾✾✲✶✹✸✻✳

P❡r♦tt✐✱ ❘✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ✏❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❋✐s❝❛❧ P♦❧✐❝② ✐♥ ❖❊❈❉ ❈♦✉♥tr✐❡s✑✱ ■●■❊❘ ❲♦r❦✐♥❣

P❛♣❡r ◆✳ ✷✼✻✳

❘❛❜❛♥❛❧✱ P✳ ❛♥❞ ❏✳ ❘✉❜✐♦✲❘❛♠ír❡③ ✭✷✵✵✺✮✱ ✏❈♦♠♣❛r✐♥❣ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❇✉s✐♥❡ss

❈②❝❧❡✿ ❆ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦❛❝❤✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✷✭✻✮✱ ♣♣✳ ✶✶✺✶✲✶✶✻✻✳

❙❝❤♦r❢❤❡✐❞❡✱ ❋✳ ✭✷✵✵✵✮✱ ✏▲♦ss ❋✉♥❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❙●❊ ▼♦❞❡❧✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞

❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✺✭✻✮✱ ♣♣✳ ✻✹✺✲✻✼✵✳

❙♠❡ts✱ ❋✳ ❛♥❞ ❘✳ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✸✮✱ ✏❆♥ ❊st✐♠❛t❡❞ ❉❙●❊ ▼♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦ ❆r❡❛✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✶✭✺✮✱ ♣♣✳ ✶✶✷✸✲✶✶✼✺✳

❙♠❡ts✱ ❋✳ ❛♥❞ ❘✳ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✼✮✱ ✏❙❤♦❝❦s ❛♥❞ ❋r✐❝t✐♦♥s ✐♥ ❯❙ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s✿ ❆ ❇❛②❡s✐❛♥

❉❙●❊ ❆♣♣r♦❛❝❤✑✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✼✭✸✮✱ ♣♣✳ ✺✽✻✲✻✵✻✳

❙♦✉s❛✱ ❚✳ ✭✷✵✶✶✮✱ ✏■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ■♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ■♠♣♦rts ♦❢ ❖✐❧ ✐♥ ❛ ❙♠❛❧❧

❖♣❡♥ ❊❝♦♥♦♠②✑✱ P♦rt✉❣✉❡s❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✵✭✶✮✱ ♣♣✳ ✸✺✲✻✵✳

❚❛②❧♦r✱ ❏✳ ✭✶✾✽✵✮✱ ✏❆❣❣r❡❣❛t❡ ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛❣❣❡r❡❞ ❈♦♥tr❛❝ts✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱

✽✽✭✶✮✱ ♣♣✳ ✶✲✷✸✳

❲♦♦❞❢♦r❞✱ ▼✳ ✭✷✵✶✶✮✱ ✏❲❤❛t✬s ❲r♦♥❣ ✇✐t❤ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▼♦❞❡❧s❄ ❆ ❘❡s♣♦♥s❡ t♦ ❏♦❤♥ ❑❛②✑✱ ✐♥

■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ◆❡✇ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤✐♥❦✐♥❣✳

❨✉♥✱ ❚✳ ✭✶✾✾✻✮✱ ✏◆♦♠✐♥❛❧ Pr✐❝❡ ❘✐❣✐❞✐t②✱ ▼♦♥❡② ❙✉♣♣❧② ❊♥❞♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡✑✱ ❏♦✉r✲

♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✼✭✷✮✱ ♣♣✳ ✸✹✺✲✸✼✵✳

✹✻



❆♣♣❡♥❞✐①

❆ ▲♦❣✲❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s

❯s✐♥❣ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ F (Xt, Yt) ≃ F (X,Y )+FX (Xt −X)+FY (Yt − Y )✱

t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r✐s❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡✳ ❚❤✐s ❤❛s ❛ ✉s❡❢✉❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❧♦♥❣✲r✉♥ tr❡♥❞ ♦r t❤❡✐r st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ✐❢ t❤❡② ❞♦

♥♦t ❤❛✈❡ ❛ tr❡♥❞ ✭X ❛♥❞ Y ❛❜♦✈❡✮✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ xt = logXt − logX✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥✿

uc1,t + q1,t = Et

[

uc1,t+1
+ β (Rrt+1 + (1− δ) q1,t+1)

]

, ✭❆✳✶✮

✇❤❡r❡ uc1,t = vdt + [(1− ̺) (1− σc)− 1] C1

C1(1−χ) (c1,t − χc1,t−1)− ̺ (1− σc)
N1

1−N1
n1,t✳

▲❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❡q✉❛t✐♦♥✿

un1,t
− uc1,t = wt − pt, ✭❆✳✷✮

✇❤❡r❡ un1,t
= vdt + (1− ̺) (1− σc)

C1

C1(1−χ) (c1,t − χc1,t−1)− [̺ (1− σc)− 1] N1

1−N1
n1,t✳

■♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿

i1,t (1 + β) = i1,t−1 + βEti1,t+1 +
q1,t + vit
S′′ (1)

. ✭❆✳✸✮

❈❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿

k1,t+1 = (1− δ) k1,t + δ
(

i1,t + vit
)

. ✭❆✳✹✮

◆♦♥✲❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿

c2,t = wt − pt + n2,t ✭❆✳✺✮

▲❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❡q✉❛t✐♦♥✿

ϕn2,t + ζc2,t = wt − pt. ✭❆✳✻✮

✹✼



■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ✜r♠s ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❆❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥✿

yt = α (vat + nt) + (1− α) kt. ✭❆✳✼✮

❈❛♣✐t❛❧✲❧❛❜♦✉r r❛t✐♦✿

kt − nt = wt − rt. ✭❆✳✽✮

❘❡❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✿

mct = wt − pt + nt − yt. ✭❆✳✾✮

Pr✐❝✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✿

jt − ht = (1− βξ) (mct + vpt ) + βξEt [πt+1 − γπt + jt+1 − ht+1] .

❚❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ♣r✐❝❡s

◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡✿

πt =
(1− ξ) (1− βξ)

ξ (1 + βγ)
(mct + vpt ) +

β

1 + βγ
Etπt+1 +

γ

1 + βγ
πt−1.

❚❤❡ r❡❛❧ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t

gt = τ1,t. ✭❆✳✶✵✮

❚❤❡ ❈❡♥tr❛❧ ❇❛♥❦ ❚❛②❧♦r✲t②♣❡ r✉❧❡

rn,t = ρrrn,t−1 + (1− ρr) (θππt + θyy
gap
t ) + εrt . ✭❆✳✶✶✮

❚❤❡ ❋✐s❤❡r ❡q✉❛t✐♦♥

rt = rn,t − πt. ✭❆✳✶✷✮

❚❤❡ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

yt =
C

Y
ct +

I

Y
it +

G

Y
gt. ✭❆✳✶✸✮

c = (1− λ) c1,t + λc2,t. ✭❆✳✶✹✮

nt = (1− λ)n1,t + λn2,t. ✭❆✳✶✺✮

✹✽



kt = k1,t. ✭❆✳✶✻✮

it = i1,t. ✭❆✳✶✼✮

❇ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ydatat = Cxt+Dut✱ ✇❤❡r❡

ydatat ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ C ✐s ❛ ♠❛tr✐① ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s

✈❛r✐❛❜❧❡s✱ xt✱ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✳ D ✐s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❡rr♦rs ut ❢♦❧❧♦✇s ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦❝❡ss ut ∼ N (0,Σu) ❛♥❞ E (utuτ ) = 0 ❢♦r t 6= τ ✳ ❚❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ydatat ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ ∈ Θ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

L
(

ydata|θ
)

= −
Tn

2
ln 2π −

1

2

T
∑

t=1

ln |Σydata,t|t−1| −
1

2

T
∑

t=1

e
′

t|t−1Σ
−1
ydata,t|t−1

et|t−1, ✭❇✳✶✮

✇❤❡r❡ Σydata,t|t−1 ✐s ❛ ♣r❡❞✐❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲st❡♣✲❛❤❡❛❞ ❢♦r❡❝❛st

❡rr♦rs✱ et|t−1 = ydatat − ydata
t|t−1 ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲st❡♣✲❛❤❡❛❞ ❢♦r❡❝❛st ❡rr♦rs ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ

t♦ ♣r❡❞✐❝t s❛♠♣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ydata✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s n✳ ❚❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s

❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r✳

Pr✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r✐♦r ❞❡♥s✐t② p (θ) ✐s ❝❡♥tr❛❧ t♦ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ❜❡❧✐❡❢s ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✳ Pr✐♦rs ❝❛♥ ❜❡ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✱

♦r ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ ♣r✐♦r✬s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r✳

❈❧❛ss✐❝❛❧ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t♦rs ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐♦rs✳

❖r ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣r✐♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✭♣r❡❞✐❝t✐✈❡

❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r✐♦rs ❧✐❡s ♥♦r♠❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❛✳

■♥ s♣✐t❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✬s s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✿ t❤❡ ❜❡t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❢r❛❝t✐♦♥s ♦r ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐t✐❡s❀ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r s❤♦❝❦s✬ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ❜♦✉♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡❀ ❛♥❞

t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥✲❜♦✉♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✇❤❡♥ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦rs s❡❡♠ ♥❡❝✲

❡ss❛r②✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙♠❡ts ❛♥❞ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✸✱ ✷✵✵✼✮✱ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt [0,∞)✱ ✐s

✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♦r

♠❡❛♥s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♣❛♣❡rs ❛♥❞ ♦♥

t❤❡✐r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛s❡s✱ ✇❡❛❦❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦rs

✹✾



✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ s✉♣♣♦rts ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

P♦st❡r✐♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ p
(

θ|ydata
)

✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❇❛②❡s t❤❡♦r❡♠✿

p
(

θ|ydata
)

=
L
(

ydata|θ
)

p (θ)
´

Θ L (ydata|θ) p (θ) dθ
, ✭❇✳✷✮

✇❤❡r❡ L
(

ydata|θ
)

✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ydata ∈ Y ❛♥❞ p (θ) t❤❡ ♣r✐♦r ❞❡♥s✐t② ♦❢

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r θ✳
´

Θ L
(

ydata|θ
)

p (θ) dθ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ s❛♠♣❧❡ ❞❡♥s✐t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞❡♥s✐t② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧②

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞❡♥s✐t② ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♦r ❞❡♥s✐t②✱ ♦r s✐♠♣❧② t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❦❡r♥❡❧✿

p
(

θ|ydata
)

∝ L
(

ydata|θ
)

p (θ) = K
(

θ|ydata
)

. ✭❇✳✸✮

■♥ ❧♦❣s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❧♦❣✲♣♦st❡r✐♦r ❦❡r♥❡❧ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

logK
(

θ|ydata
)

= L
(

ydata|θ
)

+ logp (θ) , ✭❇✳✹✮

✇❤❡r❡ L
(

ydata|θ
)

✐s t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❙✐♠✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝s♠✐♥✇❡❧✱ ✇❤✐❝❤

♠❛①✐♠✐s❡s ✭❇✳✹✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θ ✶✷✳

▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ✭▼❍✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❆ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡❛❝❤✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

♠❡t❤♦❞s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥

t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ t❛r❣❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ❢♦r t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❛♥❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✭s❤♦✉❧❞✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣♦st❡r✐♦r✳

❚❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞r❛✇s ❢r♦♠ t❤❡

♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡st

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜✉t ✈✐s✐ts✱ ❛s ✇❡❧❧✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■t st❛rts ❢r♦♠

❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡♥s✐t② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♥❡①t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✱ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡s ❛♥

❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✴r❡❥❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ❞r❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛s ❛ ❞r❛✇ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② ❆♥ ❛♥❞ ❙❝❤♦r❢❤❡✐❞❡ ✭✷✵✵✼✮✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥

✶✷❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ s❡❡ ✇✇✇✳♣r✐♥❝❡t♦♥✳❡❞✉✴s✐♠s✴✳

✺✵



❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦❞❡ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s st❛rt✐♥❣ ✈❛❧✉❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞r❛✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ θ✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ♦❢ t❤❡ ▼❈▼❈✲▼❍ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✭♦r ❥✉♠♣✐♥❣✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ S (θ∗|θi−1) ∼ N (θi−1, cΩθ) ✇❤❡r❡

θi−1 ✐s t❤❡ ❧❛st ❛❝❝❡♣t❡❞ ❞r❛✇✱ c ✐s ❛ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞

Ωθ = H
(

θm|ydata
)−1

✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦❞❡ θm❀

✷✳ ❉r❛✇ θ∗ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❀

✸✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t❡ r ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♣♦st❡r✐♦r ❦❡r♥❡❧s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♥❡✇

❞r❛✇ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❧❛st ❛❝❝❡♣t❡❞ ❞r❛✇✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

r = min

[

K
(

θ∗|ydata
)

K (θi−1|ydata)
, 1

]

;

✹✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞r❛✇ i✱ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦♣♦s❛❧ θ∗ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② r ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❧❛st ❛❝❝❡♣t❡❞

❞r❛✇ θi−1 ♦t❤❡r✇✐s❡✿

θi =







θ∗ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② r

θi−1 ♦t❤❡r✇✐s❡
;

✺✳ ❯♣❞❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❞r❛✇ θi❀

✻✳ ■t❡r❛t❡ ♦♥ st❡♣s ✷✲✺ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ r❡t❛✐♥❡❞ ❞r❛✇s✳ ❚❤✐s

✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ θ✳

❚❤✐s ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r✉❧❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ♥♦t r❡❥❡❝t t♦♦ ❢r❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞r❛✇✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❞r❛✇s t♦ ❜❡

❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❡❛❝❤ ♠♦✈❡ t♦ tr❛✈❡❧ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t♦✇❛r❞s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧②

s❡t t♦ ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵✲✸✵✪✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r c ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✬s ✈❛r✐❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❣r❡❛t❡r ✐s c t❤❡ ❧♦✇❡r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝❛✉s❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡

t♦♦ ♠✉❝❤ ♦♥ t❤❡ t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐s ❛❧s♦ tr✉❡✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐s c t❤❡

❣r❡❛t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t❡ ❛♥❞ ❝❤❛✐♥s ✇✐❧❧ ❧✐❦❡❧② ❣❡t st✉❝❦ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✳

▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s

❚❤❡ ●❡❧♠❛♥✲❘✉❜✐♥ ✭✶✾✾✷✮ ❛♥❞ ❇r♦♦❦s✲●❡❧♠❛♥ ✭✶✾✾✽✮ st❛t✐st✐❝s✱ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡

❝❛s❡s✱ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s✳ ❚❤❡s❡ t❡st ✇❤❡t❤❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❤❛✐♥s

❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤✐♥✲❝❤❛✐♥ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥✲❝❤❛✐♥ ✈❛r✐❛♥❝❡s✳

▲❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♠❛② ♠❡❛♥ t❤❛t ❝❤❛✐♥s ❤❛✈❡ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ②❡t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛

❧♦♥❣❡r ❝❤❛✐♥ ♠✉st ❜❡ r✉♥✱ ♦r t❤❛t t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❝❤❛✐♥s ❤❛✈❡

✺✶



❝♦♥✈❡r❣❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❤❛✐♥s ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡② ❡①♣❧♦r❡

❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ s♦ ❞♦ ♥♦t ❣❡t st✉❝❦ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ t❤❡

st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢

❜❡t✇❡❡♥✲❝❤❛✐♥ B ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥✲❝❤❛✐♥ W ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ m ❝❤❛✐♥s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n✱

ˆV ar (θ) =
n− 1

n
W +

m+ 1

n m
B, ✭❇✳✺✮

✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❝❛❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r R̂ ❛s✿

R̂ =

√

ˆV ar (θ)

W
✱ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡❀ ♦r

✭❇✳✻✮

=

√

n− 1

n
+

m+ 1

n m
λ1 ✱ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡❀

✇❤❡r❡ λ1 ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① W−1B✳ ■❢ R̂ ✐s

❧❛r❣❡✱ ❧♦♥❣❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r✉♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❜❡t✇❡❡♥✲❝❤❛✐♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s

s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✇✐t❤✐♥✲❝❤❛✐♥ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❲❤❡♥ R̂ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡✱ ✐t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❡❛❝❤

❝❤❛✐♥ m ❤❛s st❛❜✐❧✐s❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ t♦ ✐ts st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇✐t❤✐♥✲❝❤❛✐♥ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

▼♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s

❆♥ ❛♥❞ ❙❝❤♦r❢❤❡✐❞❡ ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ s✉r✈❡② ♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❛ss❡ss ♠♦❞❡❧✬s ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙♠❡ts ❛♥❞ ❲♦✉t❡rs ✭✷✵✵✸✱ ✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ❘❛❜❛♥❛❧ ❛♥❞ ❘✉❜✐♦✲❘❛♠ír❡③ ✭✷✵✵✺✮✱ ■

❛ss❡ss t❤❡ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ✜t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❋r♦♠ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s mi ❛♥❞ mj ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

r❛t✐♦ ♦❢ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦❞❡❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦r t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♦❞❞s r❛t✐♦✿

POi,j =
p
(

mi|y
data
)

p (mj |ydata)
=

L
(

ydata|mi

)

p (mi)

L (ydata|mj) p (mj)
= BFi,j

p (mi)

p (mj)
, ✭❇✳✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐♦r ♦❞❞s r❛t✐♦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② p(mi)
p(mj)

✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦❞❡❧ mi ❜❡✐♥❣ tr✉❡ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ mj ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❛♥❞ BFi,j =
L(ydata|mi)
L(ydata|mj)

✐s t❤❡ ❇❛②❡s ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❛t❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢

♠♦❞❡❧ mi ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ mj ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦r t❤❡

✺✷



▼♦❞✐✜❡❞ ❍❛r♠♦♥✐❝ ▼❡❛♥ ❊st✐♠❛t♦r✶✸ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t✿

L
(

ydata|mi

)

=

ˆ

Θ
L
(

ydata|θ,mi

)

p (θ|mi) dθ, ✭❇✳✽✮

✇❤❡r❡ p (θ|mi) t❤❡ ♣r✐♦r ❞❡♥s✐t② ❢♦r ♠♦❞❡❧ mi✳ ❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ✭❇✳✼✮ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r ♦❞❞s

r❛t✐♦ t♦ ❜❡ ♦♥❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦❞❡❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛s✿

p
(

mi|y
data
)

= BFi,jp
(

mj |y
data
)

.

❯s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✶ t♦ ❜❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠♦❞❡❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❇❛②❡s

❢❛❝t♦r ❛s BFi,1 = exp
[

L
(

ydata|mi

)

− L
(

ydata|m1

)]

❢♦r i ❜❡✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ λ t❡st❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

p
(

mi|y
data
)

=















1
4∑

k=1

BFk,1

❢♦r i = 1

BFi,1p
(

m1|y
data
)

♦t❤❡r✇✐s❡.

✭❇✳✾✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❤❛s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❜❡❧✐❡❢s t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r

❤❛s ♦♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐t ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ t♦ ❛ss❡ss ♥❡st❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠✐♥❣

♠♦❞❡❧ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❛❞❧② ❝❛♣t✉r❡ ❞❛t❛ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ st✐❧❧ ❜❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞✳✶✹

■♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭■❘❋s✮

■♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛ ♦♥❡✲t✐♠❡ str✉❝✲

t✉r❛❧ s❤♦❝❦ ♦❢ ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ j✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋❡r♥á♥❞❡③✲❱✐❧❧❛✈❡r❞❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✱ t❤❡

♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡ s♣❛❝❡ s②st❡♠✿

(i) t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱

xt+1 = Ext + Fut; ✭❇✳✶✵✮

❛♥❞✱ (ii) t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ t❤❡✐r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱

yt = Cxt +Dut; ✭❇✳✶✶✮

✇❤❡r❡ xt ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ♠♦❞❡❧✬s st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ yt t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✶✸❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ●❡✇❡❦❡ ✭✶✾✾✾✮✳
✶✹❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❉❡❧ ◆❡❣r♦ ❛♥❞ ❙❝❤♦r❢❤❡✐❞❡ ✭✷✵✵✹✮ ❛♥❞ ❉❡❧ ◆❡❣r♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮

✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❉❙●❊✲❱❆❘ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ❚❤❡② ✉s❡ t❤❡ ❱❆❘ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
s❡t ♦❢ ❝r♦ss✲❝♦❡✣❝✐❡♥t r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❱❆❘ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r t✐❣❤t♥❡ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❱❆❘ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❉❙●❊ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧ ♠✐ss♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ■❘❋s ♦❢ t❤❡ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
t❤❡ ❉❙●❊✲❱❆❘ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳

✺✸



❛♥❞ ut t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s❤♦❝❦s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs✳ C ❛♥❞ D ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞

E ❛♥❞ F ❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ D ✐s ❢✉❧❧✲r❛♥❦ s♦ t❤❛t D−1 ❡①✐sts ❛♥❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s

t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢
(

E − FD−1C
)

❛r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐t✲❝✐r❝❧❡✱ xt+1 ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

xt+1 =

∞
∑

j=0

[

E − FD−1C
]j
FD−1yt−j . ✭❇✳✶✷✮

❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♦r❞❡r ❱❆❘ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ yt✿

yt = C
∞
∑

j=0

[

E − FD−1C
]j
FD−1yt−j−1 +Dut.

❍❡♥❝❡✱ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ s❤♦❝❦s ut t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s yt ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ♠♦✈✐♥❣

❛✈❡r❛❣❡ ✭▼❆✮ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

yt = d (L)ut =
∞
∑

j=0

djL
jut, ✭❇✳✶✸✮

✇❤❡r❡ dj =







D ❢♦r j = 0

CEj−1F ❢♦r j > 0.

❱❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❯s✐♥❣ t❤❡ ▼❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t + h ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞

✐♥t♦ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞✉❡ t♦ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❡r✐♦❞s t+1 t♦ t+ h ✭t❤❡ h✲st❡♣ ❛❤❡❛❞ ❢♦r❡❝❛st

❡rr♦r✮ ❛♥❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜❛s❡ ❢♦r❡❝❛st ♦❢ yt+h ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t✐♠❡ t✿

yt+h =
h−1
∑

j=0

djut+h−j +
∞
∑

j=0

djut+h−j . ✭❇✳✶✹✮

❖r ❡①♣r❡ss✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ❡rr♦r ❛t ❤♦r✐③♦♥ t+ h✿

et+h|t = yt+h − yt+h|t.

❚❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧

t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s❡ ❢♦r❡❝❛st s✐♥❝❡ ♣❡r✐♦❞ t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❋❊❱❉✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s❤♦❝❦ ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦

❡❛❝❤ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦r✐③♦♥s✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛t ❤♦r✐③♦♥

h ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡ t♦ uj,t ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ et+h|t ✐s✿

✺✹



V arij,h =

σ2
j

h−1
∑

k=0

d2ij,k

n
∑

m=1

[

σ2
m

h−1
∑

k=0

d2im,k

] , ✭❇✳✶✺✮

✇❤❡r❡
n
∑

m=1

[

σ2
m

h−1
∑

k=0

d2im,k

]

✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ et+h|t ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝

s❤♦❝❦ m✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦♣t✐♦♥s

❉✉❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ ♣♦st❡r✐♦r ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✶✵✵✱✵✵✵ ❞r❛✇s ❢r♦♠ ✜✈❡ ♣❛r❛❧❧❡❧

▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ✭✇✐t❤♦✉t ♠❛❥♦r r❡♣❡r❝✉ss✐♦♥s ❢♦r ❝❤❛✐♥s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮✳ ■ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢

❞r❛✇s t♦ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❢r♦♠ ✷✵ t♦ ✹✵✪✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❥✉♠♣✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▼❍

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s❡t t♦ ✵✳✸✺✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t❡s ❛r♦✉♥❞ ✷✵ t♦ ✸✵✪✳ ❆ ✹✵✪ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❡r✐♦❞

✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❝❤❛✐♥s✬ st❛rt✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐s r❡♠♦✈❡❞✳
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