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✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t t♦ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❱✐rt✉❛❧❧② t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

♦❢ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐♦♥❛r✐t②✳ ■♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s st❛❜❧❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱

t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t❤❡ st②❧✐③❡❞ ❢❛❝t ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ✐♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞

✜♥❛♥❝✐❛❧ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♠✐❣❤t✱ ❞r✐✈❡♥ ❜②

❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛t❡s✱ ❡✈♦❧✈❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✈❡r② ♥❛t✉r❡ ♦❢ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥

❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♥♦♥st❛t✐♦♥❛r✐t② t❤❛t ♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦

✐♥ ✇❤✐❝❤ r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞✳

❇r✉♥♥❡r♠❡✐❡r ❛♥❞ ❖❡❤♠❦❡ ✭✷✵✶✷✮ ❛❧s♦ ❝♦♥❝❡r♥ t❤❛t t❤❡ ❈♦❱❛❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡

t♦ r❡❣✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❈♦❱❛❘ ✈❛❧✉❡ ✐s ✉♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐✳❡✳✱ ❛ ❣♦♦❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛t❡ ♦r ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞♦✇♥t✉r♥✳

■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❢♦r♠✐♥❣ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r✐s❦ st❛t❡s✱ t❤❡ ❈♦❱❛❘ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❛t ❜❡st ❛♥

❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❣✐♠❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❧❡ss ❛❞✈✐s❛❜❧❡ t♦ ♦r ❡✈❡♥ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣

♠❛r❦❡t ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛♥❞ r❡❣✉❧❛t♦rs ✐♥ ♠❛♥❛❣✐♥❣ r✐s❦s ✇✐t❤ ❛♠❜✐❣✉♦✉s t❛r❣❡ts✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱

❆❞❛♠s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ t♦ tr❛♥q✉✐❧✱ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞

✈♦❧❛t✐❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛t❡s✱ ✇❤✐❧❡ ▲♦♣❡③✲❊s♣✐♥♦s❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛s②♠♠❡tr✐❡s

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❜❛♥❦ r❡t✉r♥s ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❝❛♣t✉r✐♥❣ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ s②st❡♠✲

✇✐❞❡ r✐s❦ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦ r❡t✉r♥s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ♥❡✇ s②st❡♠✐❝

r✐s❦ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❞r❡ss ♥♦♥st❛t✐♦♥❛r✐t② ✐♥ ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ✇❛②✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ r❡❣✐♠❡ s❤✐❢ts✳

■ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❈♦❱❛❘ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ t♦ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝ str✉❝t✉r❡✱ ♥❛♠❡❧②

▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ❈♦❱❛❘ ✭▼❙❈♦❱❛❘✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♥st✐t✉✐♦♥✬s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ s②st❡♠✐❝

r✐s❦ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ r❡❣✐♠❡s

✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛ ❧❛t❡♥t✱ ❞✐s❝r❡t❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

✈❛❧✉❡✲❛t✲r✐s❦ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ r✐s❦ st❛t❡s✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t✇♦ r✐s❦ st❛t❡s✿ ❛ ♥♦r♠❛❧ r✐s❦ ❧❡✈❡❧ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❣♦♦❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝

♣❡r✐♦❞s ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❧❡✈❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❝❡ss✐♦♥s✱ ❝r✐s❡s ♦r ❡①tr❡♠❡ ❡✈❡♥ts✳

✷



▼❙❈♦❱❛❘ ✐s t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r✐s❦ st❛t❡ ✐♥ str❡ss✲t❡st✐♥❣✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ♦❜✲

t❛✐♥s ▼❙❈♦❱❛❘ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✭▼❙◗❆❘✮

r❡❝❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▲✐✉ ✭✷✵✶✹✮✳ ▼❙◗❆❘ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✲s❝❛❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥

✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♣❡r♠✐tt❡❞ t♦ ❡✈♦❧✈❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳

❚❤❡ ▼❙❈♦❱❛❘ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧❧②

✜tt✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙✉♣❡r✈✐s♦r② ❙tr❡ss ❙❝❡♥❛r✐♦ r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ✐♥ ❈♦♠♣r❡✲

❤❡♥s✐✈❡ ❈❛♣✐t❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❘❡✈❡✐✇ ✭❈❈❆❘✮✳✷ ■♥ ❈❈❆❘✱ ❛ s✉♣❡r✈✐s♦r② str❡ss s❝❡♥❛r✐♦ ✐s

❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ r❡s✐❧❧✐❡♥❝❡ ♦❢ ❇❍❈ ❝❛♣✐t❛❧

✐♥ ❛ s❡✈❡r❡❧② ❛❞✈❡rs❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❯✳❙✳

❡❝♦♥♦♠② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❝❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ ♦t❤❡r ♠❛❥♦r ❡❝♦♥♦♠✐❡s

❛❧s♦ ❝♦♥tr❛❝ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❞❡❡♣ r❡❝❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❝❧✐♥❡s ✐♥

❛ss❡t ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ r✐s❦ ♣r❡♠✐❛✱ ❛♥❞ ❛ s❧♦✇❞♦✇♥ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t②✱ ❡t❝✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ▼❙❈♦❱❛❘ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ str❡ss✲t❡st✐♥❣

✐♥ ❋❡❞✬s s✉♣❡r✈✐s♦r② str❡ss s❝❡♥❛r✐♦ s✐♥❝❡ ✐t ❡st✐♠❛t❡s ❛ s❡♣❛r❛t❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❤✐❣❤

r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❙❈♦❱❛❘ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s②t❡♠✐❝ r✐s❦ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s t♦ t❡st ❞✐✛❡r❡♥t

str❡ss s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ❛♥ ✐♥st✐t✉✐♦♥ ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✐ts ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧❧②

❞✐str❡ss❡❞ s❝❡♥❛r✐♦ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝❛✉s❡ ❛ ❞✐str❡ss ✐♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ♦❢ ❛

s②st❡♠✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡s ♦❢ ❜♦t❤

✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥s✐t✉t✐♦♥✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ❛s ❛ ♥♦♥✲s②st❡♠✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥st✉t✐♦♥✱

✐ts ❤②♣t♦t❤❡t✐❝❛❧ str❡ss s❝❡♥❛r✐♦✱ ✉♥❧❡ss ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❤❡r❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ ❛ ❞✐str❡ss

✐♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐ts s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡

♦❢ t❤❡ ✐♥s✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ r✐s❦ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠✳

■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ▲✐✉ ✭✷✵✶✹✮ t❤❛t q✉❛♥t✐❧❡ ❡rr♦r t❡r♠s ❢♦❧❧♦✇ ❛ t❤r❡❡✲

♣❛r❛♠❡t❡r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❆❉▲✮ ❢♦r ✜❧t❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢

r❡❣✐♠❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ s❤♦rt❢❛❧❧

✷❙❡❡ ❈♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❈❛♣✐t❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❘❡✈✐❡✇ ✷✵✶✷ ✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❙tr❡ss ❙❝❡♥❛r✐♦
Pr♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❇♦❛r❞ ♦❢ ●♦✈❡r♥♦rs ♦❢ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❙②st❡♠✿ ▼❛r❝❤✶✸ ✱ ✷✵✶ ✷❀ ❛♥❞ ❈♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡
❈❛♣✐t❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❘❡✈✐❡✇ ✷✵✶✸✿ ❆ss❡ss♠❡♥t ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❘❡s✉❧ts✳ ❇♦❛r❞ ♦❢ ●♦✈❡r♥♦rs ♦❢ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧
❘❡s❡r✈❡ ❙②st❡♠✿ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✸

✸



✭▼❙❈♦❊❙✮ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❙◗❆❘ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

✐ss✉❡ t❤❛t ❈♦❱❛❘ ✐s ♥♦t ❛ ❝♦❤❡r❡♥t r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts ♥♦♥s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ ♥❛t✉r❡✳✸ ◆♦t❡

t❤❛t ▼❙❈♦❊❙ t❛❦❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❛✐❧ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❛

❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ✐♥❞❡① ❜② ✈❛❧✉❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r

♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❡st✐♠❛t❡s ▼❙❈♦❱❛❘ ❛♥❞ ▼❙❈♦❊❙ ❛s r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❯✳❙✳

❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❜❛♥❦s✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s

❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ r❡❣✐♠❡ s❤✐❢ts ✐♥ t❤❡✐r ❧♦✇❡r t❛✐❧s✳ ❚❤❡ ♥❡✇

s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❈♦❱❛❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❆❞r✐❛♥ ❛♥❞ ❇r✉♥♥❡r♠❡✐❡r ✭✷✵✶✶✮

✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s ❜② ❛r♦✉♥❞ ✶✸✶ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts

♦❢ ❛ss❡t ❧♦ss ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ♠♦r❡

s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦ ❞✉r✐♥❣ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡s t❤❛♥ ❞✉r✐♥❣

♥♦r♠❛❧ r✐s❦ ♣❡r✐♦❞s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❇❛♥❦✐♥❣ ❙②st❡♠✐❝ ❘✐s❦ ■♥❞❡① ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤✐❣❤ r❡❧❛✈❡♥❝❡

♦❢ tr❛❝✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❞✐str❡ss s✐t✉❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣

s②st❡♠✐❝ r✐s❦s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ▼❙❈♦❱❛❘ ❛♥❞ ▼❙❈♦❊❙✳ ▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ ◗✉❛♥t✐❧❡ ❆✉t♦r❡✲

❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ▲✐✉ ✭✷✵✶✹✮ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ▼❙❈♦❱❛❘ ❛♥❞ ▼❙❈♦❊❙ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥✐① ❆✳

❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❛♣♣❧✐❡s ▼❙❈♦❱❛❘ ❛♥❞ ▼❙❈♦❊❙ ♠❡t❤♦❞s t♦ str❡ss✲t❡st✐♥❣ t❤❡ ❯✳❙✳ ❧❛r❣❡st ❝♦♠✲

♠❡r❝✐❛❧ ❜❛♥❦s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ✐♥❞❡① ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❙❡❝t✐♦♥

✹ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s ♣❛♣❡r✳

✷ ❙②st❡♠✐❝ ❘✐s❦ ▼❡❛s✉r❡

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜r✐❡❢s t❤❡ ❈♦❱❛❘ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞s ✐t t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡

▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❈♦❱❛❘ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② r✐s❦ st❛t❡s ❢♦r ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♥♦♥st❛t✐♦♥❛r② t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■t

✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ s❤♦rt❢❛❧❧

❛s ❛ ❝♦❤❡r❡♥t r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡✳

✸❙❡❡ ❆❞r✐❛♥ ❛♥❞ ❇r✉♥♥❡r♠❡✐❡r ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ❆rt③♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✳

✹



✷✳✶ ❈♦❱❛❘

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡✲❛t✲r✐s❦ ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ n ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ τ ✐s

Pr (Xn
t ≤ V aRn

t ) = τ ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ Xn
t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛ss❡t r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ n ❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤❡ ❱❛❘ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧

s②st❡♠ r❡t✉r♥ ✭Xw
t ) ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❡✈❡♥t

{

C(Xn
t ) : X

n
t = V aRn

t,τ

}

✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ n✬s

❛ss❡t✲r❡t✉r♥ ❛tt❛✐♥s ✐ts ❱❛❘ ✈❛❧✉❡✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② CoV aR
w|n
t,τ ✱ s✉❝❤ t❤❛t

Pr (Xw
t ≤ CoV aRw

t |C (Xn
t )) = τ

■♥st✐t✉t✐♦♥ n✬s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s②st❡♠ r✐s❦ ✐s t❤✉s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

△CoV aR
w|n
t,τ = CoV aR

w|n
t,τ − CoV aR

w|n,50%
t,τ ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ CoV aR
w|n,50%
t,τ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❱❛❘ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ n✬s

r❡t✉r♥s ❛r❡ ❛t t❤❡✐r ♠❡❞✐❛♥ ✭✏♥♦r♠❛❧✑✮ st❛t❡ ❛s Pr
(

Xw
t ≤ CoV aRw

t |X
n
t = V aRn

t,50%

)

= τ ✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤✐s ♣❛♣❡r s✉♣♣r❡ss❡s t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t w✳ ❍❡♥❝❡✱ △CoV aRn
t,τ ❞❡♥♦t❡s t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❱❛❘ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❞✐str❡ss ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ n ❛♥❞ t❤❡ ❱❛❘ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ st❛t❡

♦❢ t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ n✳ ❚❤✉s✱ △CoV aRn
t,τ q✉❛♥t✐✜❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❛♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ n ❛❞❞s t♦ ♦✈❡r❛❧❧

s②st❡♠✐❝ r✐s❦✳ ■t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r✐s❦ t❤❛t ❛♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ✐♥✢✐❝ts ✉♣♦♥

✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ❛tt❛✐♥s ✐ts ❱❛❘ ✈❛❧✉❡✳

❆❞r✐❛♥ ❛♥❞ ❇r✉♥♥❡r♠❡✐❡r ✭✷✵✶✶✮ ❛♣♣❧② q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✭◗❆❘✮ ♦❢ ❑♦❡♥❦❡r

❛♥❞ ❳✐❛♦ ✭✷✵✵✻✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❈♦❱❛❘ ✐♥ t✇♦ st❡♣s ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Xn
t = αn

τ + ρnτX
n
t−1 + γ

′n
τ Zt−1 + εnt,τ ✭✷✳✸✮

✺



Xw
t = αw|n

τ + ρw|n
τ Xw

t−1 + βw|n
τ Xn

t + γ
′w|n
τ Zt−1 + ε

w|n
t,τ ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ εt ✐s q✉❛♥t✐❧❡ ❡rr♦r t❡r♠s ❛♥❞ Zt ✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋r♦♠ ✭✷✳✷✮✱ t❤❡ r✐s❦

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ n t♦ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

△CoV aRn
t,τ = βw|n

τ

(

V aRn
t,τ − V aRn

t,50%

)

✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ V aRn
t,τ = αn

τ + ρnτX
n
t−1 + γ

′n
τ Zt−1 ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✸✮ ❛♥❞ β

w|n
τ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠

✭✷✳✹✮✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r✐s❦ s♣✐❧❧♦✈❡rs ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

β
w|n
τ ✿ ❢♦r ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ ❧❡❢t t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥✬s r❡t✉r♥s✳

✷✳✷ ▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❈♦❱❛❘

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❈♦❱❛❘ t♦ r❡❣✐♠❡ s❤✐❢ts ❛♥❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ str❡ss✲t❡st✐♥❣

♦❢ ❛♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧❧② str❡ss❡❞ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❞❡❡♣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❝❡ss✐♦♥ ♦r ❛ss❡t

♣r✐❝❡ ❞♦✇♥t✉r♥✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ❈♦❱❛❘ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s②st❡♠✐❝ r✐s❦

t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐st✐♥❝t r✐s❦ st❛t❡s ❛s ❈♦❱❛❘ s✉❜❥❡❝t t♦ r❡❣✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡s✳

▲❡t {st} ❜❡ ❛♥ ❡r❣♦❞✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t K = {1, ..., k} ✇✐t❤ ❛

tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① P ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

{pij = Pr (st = j|st−1 = i)}

❢♦r i, j ∈ K ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ st ❢♦❧❧♦✇ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✳ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

s❛t✐s❢②
∑

j∈S pij = 1✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t r✐s❦ r❡❣✐♠❡s✱ K = {1, 2}✳ ❘❡❣✐♠❡

✶ ✭st = 1✮ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦r♠❛❧ r✐s❦ ❧❡✈❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❣♦♦❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛t❡ ❛♥❞

r❡❣✐♠❡ ✷ ✭st = 2✮ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝

r❡❝❡ss✐♦♥ ♦r ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s✳ ❚❤❡ r✐s❦ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢

❡❛❝❤ r❡❣✐♠❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛t❡s✱ st✱ ❛r❡ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s♦ t❤❛t s✇✐t❝❤✐♥❣

✻



✐♥ st ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Xt ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜✉t ❝❛♥ ♦♥❧② ♠❛❦❡ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❜♦✉t t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ st ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛s ♦❢ ❞❛t❡ t✳ ❋r♦♠ ✭✷✳✶✮✱ ▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ❱❛❘

✭▼❙❱❛❘✮ ♦❢ ❛♥ ✐♥st✐t✉✐♦♥ n ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Pr (Xn
t ≤ V aRn

t |s
n
t = j) = τ

❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② MSV aRn
st,τ

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡✲❛t✲r✐s❦ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ n ✐♥

✐ts r✐s❦ r❡❣✐♠❡ j✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❱❛❘ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠✐❝ r❡t✉r♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡

❡✈❡♥t
{

C(Xn
t ) : X

n
t = MSV aRn

st,τ

}

✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② MSCoV aRn
st,τ

✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pr (Xw
t ≤ CoV aRw

t |C (Xn
t |s

n
t = i) , swt = j) = τ

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r✐s❦ st❛t❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

❝♦✐♥❝✐❞❡❞✱ ✐✳❡✳✱ i 6= j✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ♥♦♥✲s②st❡♠✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❞✐str❡ss❡❞

❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛

❞✐str❡ss❡❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ♠❛② ✐♥❞❡❡❞ ❝❛✉s❡ ❛ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲s②st❡♠✐❝❛❧❧②

✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥st✐t✉t✐♦♥✳

❆♣♣❧② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ✭✷✳✷✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ n✬s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ s②st❡♠✐❝ r✐s❦

❛s

△MSCoV aRn
st,τ

= MSCoV aRn
st,τ

−MSCoV aRn,50%
st,τ

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ▼❙❈♦❱❛❘ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞✲

❡❧s ✭▼❙◗❆❘✮✱ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s

Xn
t = αn

st,τ
+ ρnst,τX

n
t−1 + γ

′n
st,τ

Zt−1 + εnt,τ ✭✷✳✻✮

Xw
t = αw|n

st,τ
+ ρw|n

st,τ
Xw

t−1 + βw|n
st,τ

Xn
t + γ

′w|n
st,τ

Zt−1 + ε
w|n
t,τ ✭✷✳✼✮

✼



s✉❝❤ t❤❛t MSV aRn
st,τ

= αn
st,τ

+ ρnst,τX
n
t−1 + γ

′n
st,τ

Zt−1 ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✻✮ ❛♥❞ t❤❡♥

MSCoV aRn
st,τ

= βw|n
st,τ

MSV aRn
st,τ

❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ✭✷✳✼✮✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s

♦❢ t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✭✷✳✻✮ ❛♥❞ ✭✷✳✼✮✳

■♥ t❤✐s ▼❙❈♦❱❛❘ ♠❡❛s✉r❡✱ β
w|n
st,τ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ r✐s❦ st❛t❡s✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠

t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❤♦❝❦ t♦ ❛♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥✬s ❜❛❧❛♥❝❡ s❤❡❡t ❞✉r✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡ ✭β
s|i
st=2,τ ✮✱

❤❡♥❝❡✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❛ ♥♦r♠❛❧ r✐s❦ ♣❡r✐♦❞ ✭β
s|i
st=1,τ ✮✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝

r❡❝❡ss✐♦♥s✱ ❝r✐s❡s ♦r ❡①tr❡♠❡ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ str❡ss✲t❡st✐♥❣

✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉✐♦♥s ✐♥ s✉♣❡r✈✐s♦r② str❡ss s❝❡♥❛r✐♦ r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦✳ ◆♦t❡

t❤❛t ✐❢ ♥♦ r✐s❦ r❡❣✐♠❡✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r❡s❡♥ts✱ ▼❙❈♦❱❛❘ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❈♦❱❛❘✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱

t❤❡ ❈♦❱❛❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❈♦❱❛❘ ♠❡❛s✉r❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ str✉❝t✉r❛❧

❜r❡❛❦s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❣✐♠❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

✜♥❞✐♥❣s ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❡st✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♠❡s

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

❚❤❡ ♥❡✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ▼❙❈♦❱❛❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❞❡❡❞ ♣r♦✈✐❞❡s ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ t❡st ❞✐✛❡r✲

❡♥t str❡ss s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

❙❝❡♥❛r✐♦✭✶✮ ❆♥ ❡①tr❡♠❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s t❤❛t t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡s ♦❢

s②st❡♠✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❛♥❦s✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡❝❡♥t ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ❛s✿

t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ✐s ❞✐str❡ss❡❞ ♦♥❝❡ ❛ s②st❡♠✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❛♥❦ ✐s ❞✐str❡ss❡❞✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ✐s ❛✇❛② ❢r♦♠ ❞✐str❡ss ♦♥❧② ✐❢ ♥♦♥❡ ♦❢ s②st❡♠✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t

❜❛♥❦s ❛r❡ ❞✐str❡ss❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜②

△MSCoV aRn
t,τ = β

w|n
st=2,τ

(

MSV aRn
st=2,τ −MSV aRn,50%

st=1,τ

)

✭✷✳✽✮

❚❤❡ ✜rst ♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✽✮ ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡✲❛t✲r✐s❦ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥

✽



n ✐♥ t❤❡✐r ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❞✉❝t ✐♥ ✭✷✳✽✮ ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡✲❛t✲r✐s❦ ♦❢

✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ♥♦r♠❛❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❛t ✐♥st✐t✉t✐♦♥✳

❙❝❡♥❛r✐♦✭✷✮ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ✐♥ r❡❣✐♠❡ ✶✱ ❛ ❞✐str❡ss❡❞

✐♥st✐t✉t✐♦♥ n ❝♦♥tr✐❜✉t❡s s②st❡♠✐❝ r✐s❦ t♦ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ❣✐✈❡♥ ❜②

△MSCoV aRn
t,τ = β

w|n
st=1,τ

(

MSV aRn
st=2,τ −MSV aRn,50%

st=1,τ

)

✭✷✳✾✮

❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ n ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦t s②st❡♠✐❝❛❧❧② ✐♠✲

♣♦rt❛♥t✳ ■ts ❤✐❣❤ r✐s❦ st❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ ❛ ❞✐str❡ss❡❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✐t ♠✐❣❤t st✐❧❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ t♦ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②

✇❤❡♥ ❤❡r❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❝❝✉rr✐♥❣✳

❙❝❡♥❛r✐♦✭✸✮ ❊✈❡♥ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧ t✐♠❡ ✐❢ ❛ s②st❡♠✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥

r❡❛❝❤❡s ✐ts ❱❛❘ ❧❡✈❡❧✱ ✐t ❛❧s♦ ❧✐❦❡❧② s❤♦❝❦s ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ✐♥t♦ ✐ts ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐str❡ss❡❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ i ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞

❜②

△MSCoV aRn
t,τ = β

w|n
st=2,τ

(

MSV aRn
st=1,τ −MSV aRn,50%

st=1,τ

)

✭✷✳✶✵✮

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ r❡❛❝❤✐♥❣ ✐ts r✐s❦ ❧❡✈❡❧ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧ ♣❡r✐♦❞ ♠✐❣❤t ❜❡

❝❛✉s❡❞ ❜② s❤♦rt✲t❡r♠ ♠❛t✉r✐t② ♠✐s♠❛t❝❤✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ r❡❛❝❤✐♥❣ ✐ts ❤✐❣❤ r✐s❦

❡♣✐s♦❞❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❢❛✉❧ts ♦♥ ❧♦❛♥s ❧✐❦❡ t❤❡ r❡❝❡♥t

s✉❜♣r✐♠❡ ❝r✐s✐s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❛t r✐s❦ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧ t✐♠❡ ✐s ❧❡ss s❡✈❡r❡ t❤❛♥ ❞✉r✐♥❣

❛ ❤✐❣❤ r✐s❦ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✱ ❤❡r❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞

♠❛r❦❡t ♣❛♥✐❝ ♠✐❣❤t ❝♦♥t❛❣✐♦✉s❧② ❛♠♣❧✐❢② t❤❡s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝ts ♦♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❧❡❛❞ t♦ ❝r✐s❡s ❜② ✐✳❡✳✱ ✜r❡✲s❛❧❡s ❛♥❞ ❞♦♠✐♥♦ ❡✛❡❝ts✱ ❡t❝✳

✷✳✸ ▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❈♦❊❙

❱❛❘ ✐s ♥♦t ❛ ❝♦❤❡r❡♥t r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts ♥♦♥s✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❛✐❧ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐ss✉❡ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ♠❛❦❡s

✾



t❤❡ ❈♦❱❛❘ ❛♥❞ ▼❙❈♦❱❛❘ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ✐♥✈❛❧✐❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝

▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▼❙◗❆❘ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ▲✐✉ ✭✷✵✶✹✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥✲

✈❡♥✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❡①♣❡❝t❡❞ s❤♦rt❢❛❧❧ t❤r♦✉❣❤ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥

♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❊①♣❡❝t❡❞ s❤♦rt❢❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❛✐❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s ❛

❝♦❤❡r❡♥t r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs r✐s❦s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ❱❛❘ ✈❛❧✉❡✳ ❙❡❡ ❆rt③♥❡r ❡t

❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✳

❯s✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ✭✷✳✻✮✱

▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡①♣❡❝t❡❞ s❤♦rt❢❛❧❧ ✭MSES✮ ❢♦r ❛♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ n ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞

❞❡♥♦t❡❞ ❜② MSESn
st,τ

✳ ❚❤❡♥✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❡✈❡♥t
{

C(Xn
t ) : X

n
t = MSESn

st,τ

}

✱ ❛♥

✐♥st✐t✉t✐♦♥ n✬s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

△MSCoESn
st,τ

= MSCoESn
st,τ

−MSCoESn,50%
st,τ

✇✐t❤ MSCoESn
st,τ

= β
w|n
st,τMSESn

st,τ
✳ ❊①♣❡❝t❡❞ s❤♦rt❢❛❧❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t❤r❡❡

s❝❡♥❛r✐♦s ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✿

(1) △MSCoESn
t,τ = β

w|n
st=2,τ

(

MSESn
st=2,τ −MSESn,50%

st=1,τ

)

✭✷✳✶✶✮

(2) △MSCoESn
t,τ = β

w|n
st=1,τ

(

MSESn
st=2,τ −MSESn,50%

st=1,τ

)

✭✷✳✶✷✮

(3) △MSCoESn
t,τ = β

w|n
st=2,τ

(

MSESn
st=1,τ −MSESn,50%

st=1,τ

)

✭✷✳✶✸✮

✸ ❙tr❡ss✲t❡st✐♥❣ ❈♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❇❛♥❦s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❙❈♦❱❛❘ ❛♥❞ ▼❙❈♦❊❙ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r

str❡ss✲t❡st✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❯✳❙✳ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❜❛♥❦s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦❱❛❘ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s②st❡♠✐❝

r✐s❦ ❛s t❤❡ ❜❡♥❝❦♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❡ ▼❛r❦♦✈✲

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡①♣❡❝t❡❞ s❤♦rt❢❛❧❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ✐♥❞❡① ✭❇❙❘■✮ ✈✐❛

✈❛❧✉❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠✐❝ r✐s❦

♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠✳

✶✵



✸✳✶ ❉❛t❛

❉❛✐❧② ♠❛r❦❡t ❡q✉✐t② ❞❛t❛ ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❚❤❡ ❈❡♥t❡r ❢♦r ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❙❡❝✉r✐t② Pr✐❝❡s

✭❈❘❙P✮✳ ❚❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♦❢ ❜❛♥❦ ❤♦❧❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✭❇❍❈s✮ ❛r❡ t❤❡ st♦❝❦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

❈❘❙P ❙■❈ ❝♦❞❡s ✻✵✵✵✲✻✶✾✾ ❛♥❞ ✻✼✶✷✳ ❉❛✐❧② ♠❛r❦❡t ❞❛t❛ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ ✇❡❡❦❧② r❡t✉r♥s

♦♥ ♠❛r❦❡t✲✈❛❧✉❡❞ t♦t❛❧ ❛ss❡ts ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❆❞r✐❛♥ ❛♥❞ ❇r✉♥♥❡r♠❡✐❡r

✭✷✵✶✶✮✱ ❛ ❜❛♥❦ ♠❛r❦❡t✲✈❛❧✉❡❞ t♦t❛❧ ❛ss❡t ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ ❜♦♦❦✲✈❛❧✉❡❞ t♦t❛❧ ❛ss❡ts ✐♥t♦

♠❛r❦❡t✲✈❛❧✉❡❞ t♦t❛❧ ❛ss❡ts ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♠❛r❦❡t✲t♦✲❜♦♦❦ ❡q✉✐t② r❛t✐♦s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧

s②st❡♠ r❡t✉r♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛ ✈❛❧✉❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦♥ t❤❡ r❡t✉r♥s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♦❢

❜❛♥❦s✳✹

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❧❛r❣❡st ❯✳❙✳ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❜❛♥❦s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ t❛r❣❡ts ♦❢

❝✉rr❡♥t r❡❣✉❧❛t♦r② ❡✛♦rts ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡❧② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦♦✲❜✐❣✲t♦✲❢❛✐❧ ❜② ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦s✳

❚❛❜❧❡ ✶ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❛♥❦ ❧✐st ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r str❡ss✲t❡st✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❝r✐t❡✲

r✐♦♥ t♦ ❝♦♥✜❣✉r❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② s②st❡♠✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❛♥❦s ✐s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❞❛t❛ ♦✈❡r ❛ ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤✐s s✐❢t✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ r✉❧❡s ♦✉t s♦♠❡

❧❛r❣❡ ❜❛♥❦s✱ ✐✳❡✳✱ ❍❙❇❈✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ t♦t❛❧ ♦❢ t❤❡ ✷✼ ❧❛r❣❡st

❇❍❈s s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❏✉♥❡ ✶✾✾✸ t♦ ❏✉♥❡ ✷✵✶✷ ✇✐t❤ ✶✵✵✵ ✇❡❡❦❧② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s

♣❛♣❡r ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✷✼ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❜❛♥❦s t♦ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧

s②st❡♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s

✇✐t❤ t❤❡ ❙■❈ ❝♦❞❡ ♦❢ ✻✵✵✵✲✻✶✾✾ ❛♥❞ ✻✼✶✷✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ ❤❡r❡❛❢t❡r✳

❬❚❛❜❧❡ ✶ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r✐s❦ r❡❣✐♠❡s ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♠❛❝r♦✲✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡

✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡t✉r♥ ✐♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts✳ ■

❝❤♦♦s❡ ❛ s♠❛❧❧ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ✭Zt) ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐♥❝❧✉❞❡✿ ✭✶✮ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝r❡❞✐t s♣r❡❛❞ ✭△cs✮ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ✶✵✲②❡❛r ▼♦♦❞②✬s s❡❛s♦♥❡❞ ❇❛❛ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❜♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ✶✵✲②❡❛r ❯✳❙✳ ❚r❡❛s✉r② ❜♦♥❞❀

✹❙❡❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❆❞r✐❛♥ ❛♥❞ ❇r✉♥♥❡r♠❡✐❡r ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ▲♦♣❡③✲❊s♣✐♥♦s❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳

✶✶



✭✷✮ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❯✳❙✳ ❚r❡❛s✉r② ❜✐❧❧ s❡❝♦♥❞❛r② ♠❛r❦❡t ✸✲♠♦♥t❤ r❛t❡ ✭△3mtb✮❀ ✭✸✮ t❤❡

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ✭△ys✮✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ②✐❡❧❞ s♣r❡❛❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❯✳❙✳ ❚r❡❛s✉r② ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✶✵✲②❡❛r ❜♦♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ❯✳❙✳ ✸✲♠♦♥t❤ ❚✲❜✐❧❧ r❛t❡❀ ✭✹✮ ❧✐q✉✐❞✐t②

s♣r❡❛❞ ✭ls✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✸✲♠♦♥t❤ ❯✳❙✳ r❡♣♦ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✸✲♠♦♥t❤

❚✲❜✐❧❧ r❛t❡❀ ✭✺✮ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ❈♦♠♣♦s✐t❡ ■♥❞❡① r❡t✉r♥ ✭sp✮❀ ✭✻✮ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ■♥❞❡① ✭vix✮

♦❢ t❤❡ ❈❤✐❝❛❣♦ ❇♦❛r❞ ❖♣t✐♦♥s ❊①❝❤❛♥❣❡ ✭❈❇❖❊✮✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ✇❡❡❦❧②

❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❈❇❖❊✱ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇♦❛r❞✬s ❍✳✶✺ ❘❡❧❡❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❉❛t❛str❡❛♠

❞❛t❛❜❛s❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✸✳✷ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts

❚❛❜❧❡ ✷ r❡♣♦rts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ τ = 5%✳ P❛♥❡❧ ❆ ♣r❡s❡♥ts

t❤❡ r❡s✉❧ts ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✻✮ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s ✭Xn
t ) ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✭Zt−1)✱ ❛♥❞ P❛♥❡❧ ❇ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✼✮ ❢♦r t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ ✭Xw
t ) ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦ n ✭Xn
t ) ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭Zt−1)✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♠❡❞✐❛♥s ♦❢

t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✐♥ sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r

❝r❡❞✐❜❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭P❈■✮ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✱ ❛❝r♦ss ❜❛♥❦s✳✺

❬❚❛❜❧❡ ✷ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

■♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ✐♥t❡r❝❡♣ts ✭αst,τ ✮ ♦❢ ❜♦t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s ❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣

s②st❡♠ ❛♣♣❡❛r t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ P❈■s ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐♠❡s ✭st = 1 ❛♥❞ st = 2✮✳

❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r✐s❦ r❡❣✐♠❡s ❜② t❤❡ ❧❛❜❡❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡❣✐♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❢✉rt❤❡r ❡♥❤❛♥❡❞ ❜② ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ❙✫P ✺✵✵ r❡t✉r♥s✱ t❤❡

❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❚✲❜✐❧❧ r❛t❡s✱ ♠❛r❦❡t ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s❀ ❛♥❞ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s r❡t✉r♥s

♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s✱ t❤❡ ❧❛❣❣❡❞ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ r❡t✉r♥s✱ ❙✫P ✺✵✵ r❡t✉r♥s✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥

②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ ♠❛r❦❡t ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡

♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ P❈■s ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐♠❡s✳

✺❚❤❡ ❞❡t❛✐❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❛♥❦ ❛r❡ ♥♦t r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡ t♦ s❛✈❡ s♣❛❝❡✱ ❜✉t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥
r❡q✉❡st✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❜❛t❝❤ ♠❡❛♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❡✳❣✳✱ ❘✐♣❧❡② ✭✶✾✽✼✮✳ ❚❤❡
♣♦st❡r✐♦r ❝r❡❞✐❜❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✾✺✪
❝r❡❞✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧✳

✶✷



■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ P❈■s ❜❡t✇❡❡♥

r❡❣✐♠❡s✱ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✶ t❤❛♥ ❞✉r✐♥❣

r❡❣✐♠❡ ✷✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❣✐♠❡ ✷ ❛t ✺✪ ❱❛❘ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✺✵✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ❛t ♠❡❞✐❛♥ ❧❡✈❡❧s ❛r♦✉♥❞ ✾✷✪✳✻ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s

t❤❛t✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦r ❛ ♥♦r♠❛❧ r✐s❦ ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦ ❛tt❛✐♥s ✐ts ✺✪ ❱❛❘ ✭t❛✐❧ r✐s❦✮ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡✱ t❤❡ ❜❛♥❦ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②

t❛❦❡s ♠❡❛s✉r❡s t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ r✐s❦② s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✱ ✐✳❡✳✱ ❛❞❥✉st✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ str✉❝t✉r❡

t♦ r❡❞✉❝❡ ❞❡❜t ❧❡✈❡❧s✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❧♦❛♥ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ❡t❝✳ ❚❤♦s❡ ♠❡❛s✉r❡s

❛✛❡❝t t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ ✐s str❡ss❡❞

✐♥ ❛ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡✱ r❡❣✉❧❛t♦rs ❛❧s♦ ❧✐❦❡❧② ✐♥t❡r✈❡♥❡ ♠❛r❦❡ts ❜② ♠♦♥❡t❛r② ❛♥❞✴♦r ✜s❝❛❧

♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭ςst✮ ✐♠♣❧② ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✭❛r♦✉♥❞ ✷✵✳✽✺

❛♥❞ ✺✳✾✽✽ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s ❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❞✉r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✷ t❤❛♥

t❤♦s❡ ❞✉r✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✶ ✭❛r♦✉♥❞ ✹✳✹✹✼ ❛♥❞ ✶✳✺✸✷ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s ❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳✼ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❤✐❣❤❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ✜♥❛♥❝✐❛❧

r❡t✉r♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ✈♦❧❛t✐❧❡ ❞✉r✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❝❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ❝r✐s❡s t❤❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣♦♦❞ t✐♠❡s✳

P❛♥❡❧ ❆ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❙✫P ✺✵✵✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥

❚✲❜✐❧❧ r❛t❡s✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ ♠❛r❦❡t ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡✐r P❈■s ❡①❝❧✉❞❡❞

③❡r♦ ✈❛❧✉❡s✱ s❤♦✇ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❱❛❘s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s✳ ❇② ❝♦♥tr❛st ✐♥ P❛♥❡❧

❇ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t♦rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s r❡t✉r♥s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s✱ t❤❡

❧❛❣❣❡❞ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ r❡t✉r♥s✱ ❙✫P ✺✵✵ r❡t✉r♥s✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ ♠❛r❦❡t

✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡✐r P❈■s ❡①❝❧✉❞❡❞ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡s✱ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡

❱❛❘s ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t♦rs✱ ❛ ✇✐❞❡♥✐♥❣ ♦❢ ②✐❡❧❞

s♣r❡❛❞s ❛♥❞ s♣✐❦❡s ✐♥ ♠❛r❦❡t ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞

❛❤❡❛❞ ❱❛❘ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞♦✇♥s✐❞❡ r✐s❦✳ ❆s

❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t②

❢♦r ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠✐❝ r✐s❦✳

✻❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r τ = 50% ❛r❡ ♥♦t r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ s♣❛❝❡✱ ❜✉t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥
r❡q✉❡st✳

✼❚❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

✶✸



■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❙✫P ✺✵✵ r❡t✉r♥s ❛♣♣❡❛r t♦ ❝♦✉♥t❡r❝②❝❧✐❝❛❧❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ s②st❡♠✐❝

r✐s❦ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✿ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❙✫P ✺✵✵ r❡t✉r♥ ✐♥ r❡❣✐♠❡ ✶ ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t ❛ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t ❜♦♦♠ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s t❛✐❧ r✐s❦s ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡

❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ r❡❣✐♠❡ ✷ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s r❡❝♦✈❡rs t❛✐❧ r✐s❦s

♦❢ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s r❡t✉r♥s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s

❛♣♣❡❛r t♦ ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ s②st❡♠ r✐s❦✳ ❚❤✐s ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s

❡✛❡❝t ❡①❛❝❡r❜❛t❡s t❤❡ ❞♦✇♥s✐❞❡ r✐s❦ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞r♦♣ ♦❢ ❛ ❜❛♥❦

r❡t✉r♥✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ ✐♥❞✐❝❛t❡ r❡❛s♦♥❛❜❡ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❛❝❝✉r❛❝②✳

❚❛❜❧❡ ✸ r❡♣♦rts t❤❡ ❱❛❘ ❛♥❞ ▼❙❱❛❘ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s ✭Xn
t ) ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠

✭✷✳✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✻✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭Zt−1)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼❙❊❙ ✈❛❧✉❡s ❛r❡

s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

❚❛❜❧❡ ✸ s❤♦✇s t❤❛t ❣✐✈❡♥ ✺✪ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ✇♦rst ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ▼❙ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠

V aRt,τ ✭❛r♦✉♥❞ ✶✱✵✶✼ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts✮ ❛♥❞ ❙❚❚ ✭❛r♦✉♥❞ ✺✱✻✾✺ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts✮ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠

MSV aRst=2,τ ✳ ❖♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ MSV aRst=2,5% ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❜♦✉t ✽✵✵ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts ♠♦r❡ r✐s❦✐❡r

t❤❛♥ V aRt,5% r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛❜♦✉t ✶✱✷✵✵ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts ♠♦r❡ r✐s❦✐❡r t❤❛♥ MSV aRst=1,5% r❡s✉❧ts✳

❋r♦♠ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡✱ MSESst=2,5% ❛♥❞ MSESst=1,5% r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❛❜♦✉t ✶✶✵

❛♥❞ ✶✷✵ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦r❡ r✐s❦✐❡r t❤❛♥ MSV aRst=2,5% ❛♥❞ MSV aRst=1,5%✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❬❚❛❜❧❡ ✸ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ✭✷✳✺✮✱ ✭✷✳✽✮✲✭✷✳✶✵✮✱ ❛♥❞ ✭✷✳✶✶✮✲✭✷✳✶✸✮ t♦

❝♦♠♣✉t❡ △CoV aR✱ △MSCoV aR✱ ❛♥❞ △MSCoES ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉✲

t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝❧❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ V aR ❛♥❞ MSV aR ✈❛❧✉❡s ✐♥

❚❛❜❧❡ ✸✱ t❤✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t ❡①✐st✐♥❣ ❱❛❘ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛✈❡r❛❣✐♥❣

❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❣✐♠❡s✱ ❞♦ ♥♦t ✇❡❧❧ r❡✢❡❝t ❡①tr❡♠❡ r✐s❦ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r str❡ss✲t❡st✐♥❣

♣✉r♣♦s❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ r✐s❦ ❧❡✈❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡s ✭r❡❣✐♠❡ ✷✮ ❛r❡ ♠♦r❡

s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧❧② ❞✐str❡ss❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✉♥❞❡r s✉♣❡r✈✐s♦r② str❡ss s❝❡✲

♥❛r✐♦s✳

✶✹



❚❤❡ ❞✐s♣❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐♠❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ✇❤✐❝❤ ♣❧♦ts t❤❡MSESn
st,τ

✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s✐① ❧❛r❣❡st ❯✳❙✳ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❜❛♥❦s✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❞❛r❦ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ MSESn
st,τ

❡st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ r❡❣✐♠❡ ✶ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐❣❤t ❧✐♥❡s ❢r♦♠ r❡❣✐♠❡ ✷✳ ●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❤✐❣❤

r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡s s❤♦✇ ❤✐❣❤❡r ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❧❛r❣❡r ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s t❤❛♥ ♥♦r♠❛❧ r✐s❦ ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐♠❡s ❡①✐sts ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛♣ ✐s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❡♥❧❛r❣❡❞ ❞✉r✐♥❣

r❡❝❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r✐s❦ ❧❡✈❡❧ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡♥t ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s

♦❢ ✷✵✵✽✲✷✵✵✾ ✐s ✇❡❧❧ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ r❡❣✐♠❡ ✷ ❜② s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❞❡❡♣ ❞r♦♣ ✐♥t♦ ❢❛r ❧❡❢t t❛✐❧s✳

❬❋✐❣✉r❡ ✶ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❚❛❜❧❡ ✹ r❡♣♦rts t❤❡ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s✳ ❚❤❡ ❜❛♥❦s ✐♥ t❤✐s t❛❜❧❡ ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ r✐s❦ s❡♥s✐t✐✈✐t②

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭β
w|n
st=2,τ ✮✳ ❚❤❡ r✐s❦ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❝♦♠✲

♣✉t✐♥❣ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ✭✷✳✺✮✱ ✭✷✳✽✮✲✭✷✳✶✵✮✱ ❛♥❞ ✭✷✳✶✶✮✲✭✷✳✶✸✮✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱

t❤✐s t❛❜❧❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r

✶✲r❡❣✐♠❡ ✉s✐♥❣ ✭✷✳✹✮✳

❬❚❛❜❧❡ ✹ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❚❤❡ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ s❤♦✇ t❤❛t ♠❛♥② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s

t❡♥❞ t♦ ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ ❤❡❛✈✐❡r ❞✉r✐♥❣ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡s t❤❛♥ ❞✉r✐♥❣ ♥♦r♠❛❧

r✐s❦ ♣❡r✐♦❞s✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r s♦♠❡ ♦t❤❡r ❜❛♥❦s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s tr✉❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

✐♠♣❛❝t ♦❢ ❇❑ ♦♥ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ✵✳✹✶✹ ❞✉r✐♥❣ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥

✵✳✶✻✾ ❞✉r✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ r✐s❦ ♣❡r✐♦❞s✳ ❉✐✛❡r❡♥t s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s ❛❝r♦ss r❡❣✐♠❡s s❤♦✇ ❛s②♠♠❡tr✐❝

❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s ♦♥ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠✐❝

r✐s❦ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ β
w|n
st=2,τ ❛r❡ ❛❧s♦ ❧❛r❣❡r❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② r❡s✉❧ts

♦❢ ✶✲r❡❣✐♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭β
w|n
t,τ ✮✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

❧❛r❣❡r r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s✬ s❤♦❝❦s✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

♦❢ ❇❇❚ ❛♥❞ ❈▼❆ ❜❛♥❦s ✐♠♣❧② t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡s t❤❡s❡ ❜❛♥❦s ❞♦ ♥♦t ✇♦rs❡♥

t❤❡ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❛t t❤❡✐r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ s♠❛❧❧

✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✳

✶✺



❚❛❜❧❡ ✺ r❡♣♦rts t❤❡ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s t♦ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠

❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳ △MSCoV aR1✱ △MSCoV aR2✱ △MSCoV aR3✱ △MSCoES1✱ △MSCoES2✱

❛♥❞ △MSCoES3✱ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ✭✷✳✽✮✲✭✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✶✮✲✭✷✳✶✸✮✱ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t s✇✐t❝❤✐♥❣ r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ❛❧s♦

❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✺✮ ❛s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❚❤❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥✲

tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭β
w|n
st,τ ✮ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s✬ MSV aRn

st,τ
❛♥❞

MSESn
st,τ

✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❜❛♥❦s ✐♥ ❡❛❝❤ s❝❡♥❛r✐♦ ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✐❝

r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

❬❚❛❜❧❡ ✺ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❖♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❝r♦ss ❜❛♥❦s✱ t❤❡ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ s❝❡♥❛r✐♦ ✭✶✮ ✐s ❛r♦✉♥❞

✶✸✶ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦❱❛❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s❝❡♥❛r✐♦

✭✷✮ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ ❛❜♦✉t ✼✷ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts

♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦❱❛❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❧❡❛r❧②

s❤♦✇ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❜② t❤❡ ❈♦❱❛❘

❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s✬ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥

△MSCoV aR1 ❛♥❞ △CoV aR ♠❡❛s✉r❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉✲

t✐♦♥ ♦❢ ❙❚❚ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐♥ t❤❡ △MSCoV aR1 ♠❡❛s✉r❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st s②st❡♠✐❝ r✐s❦

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ △CoV aR ♠❡❛s✉r❡ ✐s t❤❡ ❆❳P ❜❛♥❦✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❝♦♥✲

tr✐❜✉t✐♦♥s ✐s ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ❛❜♦✉t ✽✷✼ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts✳ ❆ str♦♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥

s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❛♥❦ s✐③❡s ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥

✭♥♦t r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡ ❜❛♥❦ ❛ss❡t s✐③❡s ❛r❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r

t❤❡ ❜❛♥❦s ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ♣r♦✈✐❞❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡

r❡❝❡♥t ❞❡❜❛t❡ ♦❢ ✏t♦♦ ❜✐❣ t♦ ❢❛✐❧✑ ♦❢ ❜❛♥❦s✳

❆♣♣❛r❡♥t❧②✱ t❤❡ △MSCoV aR1 ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠♦st ❡①tr❡♠❡

str❡ss❡❞ ♦✉t❝♦♠❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✸ s❝❡♥❛r✐♦s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❊✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛ ❜❛♥❦ ✐s ♥♦t

s②st❡♠✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❜✉t ❞✐str❡ss❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡s ✭s❝❡♥❛r✐♦ ✭✷✮✮✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
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s②t❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✶✻✾ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♦r❞❡rs

♦❢ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛❧s♦ ✈❛r② ❛❝r♦ss t❤❡ ✸ s❝❡♥❛r✐♦s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❚❛❜❧❡ ✺ r❡♣♦rts t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ MSCoESst,τ ✳ ❆s s❡❡♥✱ t❤❡ s②t❡♠✐❝

r✐s❦s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❜❡t✇❡❡♥ △MSCoES1 ❛♥❞ △MSCoV aR1✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ △MSCoES2

❛♥❞ △MSCoV aR2✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s❝❡♥❛✐♦r ✭✸✮ ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s

♣❛♣❡r s✉❣❣❡sts t♦ ❛❞♦♣t t❤❡ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ △MSCoESst,τ s✐♥❝❡

△MSCoV aR ✐s ♥♦t ❛ ❝♦❤❡r❡♥t r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ♣❧♦ts t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② △MSCoV aR1

❛♥❞△CoV aR ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳✽ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡△MSCoV aR1

♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ❞②♥❛♠✐❝ t❤❛♥ t❤❡△CoV aR♠❡❛s✉r❡✳ ❙♦♠❡

❜❛♥❦s✱ ✐✳❡✳✱ ❏P▼♦r❣❛♥ ❈❤❛s❡✱ ❈✐t✐ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ●r♦✉♣ ❛♥❞ ▼♦r❣❛♥ ❙t❛♥❧❡②✱ ❡t❝✳✱ ❛♣♣❡❛r t♦

❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✭❛❜♦✉t ✽✸✪✲✾✺✪✮ ❜❡t✇❡❡♥△MSCoV aR1 ❛♥❞△CoV aR✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r

❜❛♥❦s✱ ✐✳❡✳✱ ❇❛♥❦ ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ❲❡❧❧ ❋❛r❣♦✱ ❡t❝✳✱ ❤❛✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡❧♦✇ ✺✵✪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

△MSCoV aR1 ❛♥❞ △CoV aR ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜❛♥❦ ♦❢ ❯❙❇✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts

s❤♦✇ t❤❛t s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② △MSCoV aR1 ❛♥❞ △CoV aR ❛r❡ ♥♦t

♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦✈❡r s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞s✳

❬❋✐❣✉r❡ ✷ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❚❛❜❧❡ ✻ r❡♣♦rts t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r ❜❛♥❦s✬ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠❡❛s✉r❡❞

❜② △MSCoV aR1✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① s❤♦✇s t❤❛t ❜❛♥❦s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❋♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ ❇❛♥❦ ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❜❛♥❦s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✼✺✪✲✾✺✪✳

❇❛♥❦ ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✾✻✪ ✇✐t❤ ❏P▼♦r❣❛♥ ❈❤❛s❡ ❜❛♥❦✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧

t❤❡ ❜❛♥❦s s❛♠♣❧❡❞✱ ❇❇❚✱ ❈▼❆ ❛♥❞ ❙❈❍❲ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❜❛♥❦s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤

♦t❤❡r ❜❛♥❦s✳ ❚❛❜❧❡ ✻ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t❛❣✐♦✉s ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ❛ ❝r✐s✐s ❛r❡ ❤✐❞❞❡♥

❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛♥❦s✳

✽■♥st❡❛❞ ♦❢ △MSCoES1 ❛♥❞ △CoES✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ △MSCoV aR1 ❛♥❞
△CoV aR✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❆❞r✐❛♥ ❛♥❞ ❇r✉♥♥❡r♠✐❡r ✭✷✵✶✶✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s❤♦rt❢❛❧❧✳
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✸✳✸ ❇❛♥❦✐♥❣ ❙②st❡♠✐❝ ❘✐s❦ ■♥❞❡①

❋✐❣✉r❡ ✸ ♣❧♦ts t❤❡ q✉❛rt❡r❧② s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s❡❝t♦r ✭❇❙❘■✮✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞

❧✐♥❡ ✐s t❤❡ q✉❛rt❡r❧② ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙tr❡ss ■♥❞❡① ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ❙t✳

▲♦✉✐s ✭❙❚▲❋❙■✮✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s q✉❛rt❡r❧② ❇❙❘■ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡✲✇❡✐❣❤t❡❞

△MSCoES1 ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s ❛s

BSRIt = −

N
∑

n=1

wn
t △MSCoESn

t,τ

✇❤❡r❡ ✇❡❡❦❧② △MSCoV aRn
t,τ ✐s ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ t♦ q✉❛rt❡r❧② ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ wn

t ✐s t❤❡ ❜❛♥❦

n✬s ✇❡✐❣❤t ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐ts ♠❛r❦❡t ❝❛♣✐t❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛s ❛r❡ ◆❇❊❘✲

❞❛t❡❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ♣❤❛s❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ✐♥❞❡① ❢♦r

t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s❡❝t♦r ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❝❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ q✉❛rt❡r❧②

❇❙❘■ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st r✐s❦ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡♥t ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ♦❢ ✷✵✵✼✲✷✵✵✾✳ ❚❤❡ ❇❙❘■ ❛❧s♦

s❤♦✇s ❛ ♠✐❧❞❡r r✐s❦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❛♥ ❙❚▲❋❙■ ❢♦r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❝❡ss✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ■❚ ❇✉❜❜❧❡

❇✉st ♣❡r✐♦❞ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t ❛ r❡❝❡ss✐♦♥ ❤✐❣❤❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s❡❝t♦r✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ ♣r❡s❡♥ts

❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✻✶✳✺✪ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❇❙❘■ ❛♥❞ t❤❡ ❙❚▲❋❙■✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ s✐♠♣❧❡

❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❇❙❘■ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡

❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙tr❡ss ■♥❞❡① ❜② ✸✼✳✽✸✪ ✭R2✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❇❙❘■ ✐♥❞❡① ✐s s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r②

t♦ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t r✐s❦s ❜② ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ r✐s❦ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s❡❝t♦r✳

❬❋✐❣✉r❡ ✸ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛ ▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ✭▼❙❈♦❱❛❘✮ ❛♣♣r♦❛❝❤

t♦ ♠❡❛s✉r❡ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ♦❢ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❜❛♥❦s✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ ◗✉❛♥t✐❧❡

❆✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ▲✐✉ ✭✷✵✶✹✮✱ s②st❡♠✐❝ r✐s❦s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s✉❜❥❡❝t t♦ r❡❣✐♠❡

s❤✐❢ts ✇✐t❤✐♥ t❛✐❧s✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ s✉♣❡r✈✐s♦r②

str❡ss s❝❡♥❛r✐♦s r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦✳ ■ ❡st✐♠❛t❡❞ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢

✶✽



t❤❡ ❯✳❙✳ ❧❛r❣❡st ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❜❛♥❦s ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✶✸✶ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞

❛ss❡t ❧♦ss ❜② t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❈♦❱❛❘ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s②st❡♠✐❝ r✐s❦✳ ❚❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ♠♦r❡

s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦ ❞✉r✐♥❣ ❤✐❣❤ r✐s❦ ❡♣✐s♦❞❡s t❤❛♥ ❞✉r✐♥❣

♥♦r♠❛❧ r✐s❦ ♣❡r✐♦❞s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s ❛r❡ ❤✐❣❤❧②

✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❇❛♥❦✐♥❣ ❙②st❡♠✐❝ ❘✐s❦ ■♥❞❡①✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❜②

✈❛❧✉❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ♣r❡s❡♥ts ♥♦t ♦♥❧② ❛ ❤✐❣❤ r❡❧❛✈❡♥❝❡

t♦ tr❛❝❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❞✐str❡ss s✐t✉t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ r✐s❦ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣

✐♥❞✉str②✳

✶✾
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t ) ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P❛♥❡❧ ❇ r❡♣♦rts t❤❡ r❡s✉❧ts ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✼✮ ❢♦r ✜♥❛♥❝✐❛❧

s②st❡♠ ✭Xw
t ) ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s ✭Xn

t ) ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♠❡❞✐❛♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t❡s✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs

✐♥ sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❝r❡❞✐❜❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❜❛t❝❤ ♠❡❛♥

♠❡t❤♦❞✱ ❡✳❣✳✱ ❘❡✢② ✭✶✾✽✼✮✳ ❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❝r❡❞✐❜❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❢♦r ❡❛❝❤ ❜❛♥❦ ❛r❡ ♥♦t r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡ t♦ s❛✈❡ s♣❛❝❡✱ ❜✉t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts t❤✐s t❛❜❧❡ ✐s ❢♦r τ = 5%✳

✷✷



❚❛❜❧❡ ✸
❱❛❘✱ ▼❙❱❛❘ ❛♥❞ ▼❙❊❙ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s

V aRt,5%

MSV aR MSES

MSV aRst=1,5% MSV aRst=2,5% MSESst=1,5% MSESst=2,5%

❏P▼ ✲✻✳✷✽✻ ✲✷✳✻✹✷ ✲✾✳✷✵✹ ✲✷✳✽✸✺ ✲✾✳✼✻✵

❇❆❈ ✲✼✳✸✷✹ ✲✷✳✾✶✾ ✲✶✷✳✷✶ ✲✸✳✶✹✶ ✲✶✸✳✶✹

❈ ✲✾✳✹✹✻ ✲✹✳✼✶✶ ✲✸✺✳✻✷ ✲✺✳✵✸✽ ✲✸✼✳✺✻

❲❋❈ ✲✺✳✽✶✸ ✲✷✳✵✾✻ ✲✾✳✵✹✼ ✲✷✳✷✻✾ ✲✾✳✻✾✾
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P◆❈ ✲✻✳✶✼✷ ✲✸✳✶✵✺ ✲✶✵✳✵✼ ✲✸✳✸✷✺ ✲✶✵✳✼✾
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❈▼❆ ✲✼✳✹✺✹ ✲✷✳✾✾✵ ✲✶✶✳✻✹ ✲✸✳✷✷✵ ✲✶✷✳✹✹

❍❇❆◆ ✲✼✳✹✽✷ ✲✷✳✼✽✹ ✲✶✶✳✽✶ ✲✷✳✾✾✵ ✲✶✷✳✽✷

❩■❖◆ ✲✼✳✻✷✵ ✲✷✳✼✵✾ ✲✶✷✳✹✾ ✲✷✳✾✶✹ ✲✶✸✳✹✺
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❇❖❑❋ ✲✺✳✸✻✵ ✲✷✳✺✸✷ ✲✾✳✸✵✾ ✲✷✳✼✸✶ ✲✾✳✽✼✻

❋❍◆ ✲✼✳✸✼✷ ✲✷✳✹✷✶ ✲✶✷✳✶✽ ✲✷✳✻✷✸ ✲✶✸✳✸✷

❚❤❡ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ❱❛❘ ❛♥❞ ▼❙❱❛❘ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s ✭Xn
t ) ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✻✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥

♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭Zt−1✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ MSES ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣

t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜② ❜❛♥❦s✬ t♦t❛❧ ❛ss❡t ✈❛❧✉❡s✳
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❚❛❜❧❡ ✹
❙②st❡♠✐❝ r✐s❦ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s

❇❛♥❦s β
w|n
5%

β
w|n
st=1,5%

β
w|n
st=2,5%

❇❑ ✵✳✷✷✼ ✵✳✶✻✾ ✵✳✹✶✹

◆❚❘❙ ✵✳✷✵✽ ✵✳✶✼✽ ✵✳✸✼✹

❆❳P ✵✳✷✼✷ ✵✳✷✶✸ ✵✳✸✺✾

❇❖❑❋ ✵✳✶✶✶ ✵✳✵✽✼ ✵✳✷✼✾

❲❋❈ ✵✳✷✷✷ ✵✳✷✵✼ ✵✳✷✺✻

❯❙❇ ✵✳✶✽✺ ✵✳✶✶✻ ✵✳✷✸✽

P◆❈ ✵✳✷✵✾ ✵✳✶✾✻ ✵✳✷✸✶

P❇❈❚ ✵✳✶✼✽ ✵✳✵✽✵ ✵✳✷✸✶

❏P▼ ✵✳✶✾✺ ✵✳✷✷✶ ✵✳✷✷✽

❑❊❨ ✵✳✶✾✸ ✵✳✶✹✻ ✵✳✷✷✹

❇❇❱❆ ✵✳✵✾✻ ✵✳✵✸✾ ✵✳✷✶✹

❙❚■ ✵✳✶✺✽ ✵✳✷✷✷ ✵✳✶✾✹

❙◆❱ ✵✳✶✵✼ ✵✳✶✻✸ ✵✳✶✽✹

▼❚❇ ✵✳✶✼✵ ✵✳✶✶✾ ✵✳✶✼✾

❙❚❚ ✵✳✶✺✷ ✵✳✵✼✶ ✵✳✶✼✸

❇❆❈ ✵✳✶✹✸ ✵✳✶✾✼ ✵✳✶✹✼

❘❋ ✵✳✶✸✻ ✵✳✶✵✻ ✵✳✶✶✾

▼❙ ✵✳✵✾✵ ✵✳✵✹✼ ✵✳✶✶✽

❩■❖◆ ✵✳✵✾✻ ✵✳✶✶✶ ✵✳✶✶✸

❇P❖P ✵✳✵✶✻ ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✾✼

❍❇❆◆ ✵✳✵✻✽ ✵✳✶✻✷ ✵✳✵✺✽

❋■❚❇ ✵✳✶✶✷ ✵✳✶✷✸ ✵✳✵✺✺

❋❍◆ ✵✳✶✶✺ ✵✳✵✺✾ ✵✳✵✹✾

❈ ✵✳✵✹✵ ✵✳✵✽✺ ✵✳✵✷✸

❙❈❍❲ ✵✳✵✼✷ ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✶✶

❇❇❚ ✵✳✶✸✻ ✵✳✶✷✷ ✲✵✳✵✹✽

❈▼❆ ✵✳✶✷✾ ✵✳✶✶✵ ✲✵✳✵✼✺

βτ ❛♥❞ βst,τ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ◗❆❘ ❛♥❞ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ✭✷✳✹✮

❛♥❞ ✭✷✳✼✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❜❛♥❦s ✐♥ t❤✐s t❛❜❧❡ ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ r✐s❦ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭β
w|n
st=2,5%

✮✳
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❚❛❜❧❡ ✺
❙②st❡♠✐❝ ❘✐s❦ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❛♥❦ t♦ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠

✶✲r❡❣✐♠❡ ✷✲r❡❣✐♠❡

❇❛♥❦s △CoV aR ❇❛♥❦s △MSCoV aR1 ❇❛♥❦s △MSCoV aR2 ❇❛♥❦s △MSCoV aR3 ❇❛♥❦s △MSCoES1 ❇❛♥❦s △MSCoES2 ❇❛♥❦s △MSCoES3
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❋✐❣✉r❡ ✶
P❧♦ts ♦❢ MSESn

st,τ
❢♦r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜❛♥❦s✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❞❛r❦ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ MSESn

st,τ
✈❛❧✉❡s ❢♦r st = 1✱ ❛♥❞ t❤❡

❞❛s❤ ❧✐❣❤t ❧✐♥❡s ❢♦r st = 2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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❋✐❣✉r❡ ✷
P❧♦ts ♦❢ s②st❡♠✐❝ r✐s❦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜❛♥❦s✿ △MSCoV aR1 ✈s △CoV aR
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❋✐❣✉r❡ ✸
❇❛♥❦✐♥❣ ❙②st❡♠✐❝ ❘✐s❦ ■♥❞❡① ✭❇❙❘■✮✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ str❡ss ✐♥❞❡①
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ❙t✳ ▲♦✉✐s ❛♥❞ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s ❇❙❘■
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ △MSCoES1 ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦s✳
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❆ ❚❤❡▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ ◗✉❛♥t✐❧❡ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ▼♦❞❡❧

❊st✐♠❛t✐♦♥

❚❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ ◗✉❛♥t✐❧❡ ❆✉✲
t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ▲✐✉ ✭✷✵✶✹✮✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ❡①♦❣❡♥♦✉s
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ s❡❡ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇♦r❦✳

❘❡✇r✐t❡ ✭✷✳✻✮ ❛♥❞ ✭✷✳✼✮ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Xt = θst,0(τ) +
L
∑

l=1

θst,l(τ)Xt−l +
R
∑

r=1

δ
′

st,r
(τ)Zt−r + εt(τ)

✇✐t❤ t❤❡ τt❤ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ Xt ❣✐✈❡♥ ❜②

QXt
(τ |X t−1,Zt−1,θst) = θst,0(τ) +

L
∑

l=1

θst,l(τ)Xt−l +
R
∑

r=1

δ
′

st,r
(τ)Zt−r

✇❤❡r❡ θst(τ) = {θst,0(τ), ..., θst,L(τ), δ
′

st,1(τ), ..., δ
′

st,R
(τ)}✱X t−1 = {Xt−1, ...., Xt−l} ❛♥❞Zt−1 =

{Zt−1, ..., Zt−R}✳ ❆ss✉♠❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❡rr♦r t❡r♠s✱ εt(τ)✱ ❢♦❧❧♦✇ ❛ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s②♠♠❡tr✐❝
▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❨✉ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮✱ ALD(0, ς, τ)✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥
❜②

f(ε; 0, ς, τ,θst) =
τ(1− τ)

ςst
✭❆✳✶✮

exp

{

−
(Xt −Qyt

(τ |Xt−1,Zt−1,θst)) (τ − I (Xt ≤ Qyt
(τ |Xt−1,Zt−1,θst)))

ςst

}

✇❤❡r❡ I(·) ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ τ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s❦❡✇♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ς > 0 ✐s ❛
s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ALD(0, ς, τ) ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡✐♥❣ ③❡r♦ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❛t t❤❡ τt❤
q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ③❡r♦ ❛s Pr (εt ≤ 0) = τ ✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥
´ 0

−∞
fε(q)dq = τ ✳ ❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝✲▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ ✭❆✳✶✮ ❤❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ E(εt) = ς(1 − 2τ)/[(1 − τ)τ ] ❛♥❞ V ar(εt) = ς2(1 −
2τ + 2τ 2)/[(1− τ)2τ 2]✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙❡❡ ❨✉ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Xt ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜✉t ❝❛♥ ♦♥❧② ♠❛❦❡ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❜♦✉t t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ st ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛s ♦❢ ❞❛t❡ t✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ st❛t❡s ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s

ξj,t|t = Pr (st = j|Xt,Zt;Θ)

=
∑

i∈K

Pr (st = j, st−1 = i|Xt,Zt;Θ)

✇❤❡r❡
∑

j∈K ξj,t|t = 1 ❛♥❞ Θ = (P,θst(τ)) ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ st ∈ K✳ ❚❤❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❇❛②❡s t❤❡♦r❡♠ ❛s

ξj,t|t =

∑

i∈K pijξi,t−1|t−1ηj,t

f (Xt|Xt−1,Zt−1, τ ;Θ)
✭❆✳✷✮

✸✵



✇❤❡r❡ ηj,t ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ✭❆✳✶✮ ❣✐✈❡♥ st = j✱ ❛♥❞

f(Xt|Xt,Zt, τ ;Θ) =
∑

j∈K

∑

i∈K

pijξi,t−1|t−1ηj,t

❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ξj,t+1|t = Pr (st+1 = j|Xt,Zt;Θ) =
∑

i∈K

pijξi,t|t ✭❆✳✸✮

❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s ✜❧t❡r ✭❍❛♠✐❧t♦♥✱ ✶✾✾✹✮✱ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②
❢♦r t = 1, ..., T ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ξj,0|0 ❢♦r j ∈ K✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ τt❤
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ Xt ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

L(Θ) =
T
∏

t=1

f(Xt|Xt,Zt, τ ;Θ) ✭❆✳✹✮

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ q✉❛♥t✐❧❡ ✐♥t❡r❝❡♣ts✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
θ1,0(τ) > ... > θk,0(τ)✳ ❚❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❙❡❡ ▲✐✉
✭✷✵✶✹✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉♠♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ALD(Q, ς, τ) ✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❨✉ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮ ❛s

F (x;Q, ς, τ) =

{

τexp
(

1−τ
ς

(x−Qτ )
)

, if x ≤ Qτ

1− (1− τ)exp
(

− τ
ς
(x−Qτ )

)

, if x > Qτ

✇✐t❤ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

F−1 (u;Q, ς, τ) =

{

Qτ +
ς

1−τ
log

(

u
τ

)

, if 0 ≤ u ≤ τ

Qτ −
ς
τ
log

(

1−u
1−τ

)

, if τ < u ≤ 1

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s❤♦rt❢❛❧❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ t❛✐❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❜②

ESτ = E (X|X ≤ Qτ )

= E
(

F−1 (u;Q, ς, τ) |0 ≤ u ≤ τ
)

✭❆✳✺✮

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ Q̂τ ✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s❤♦rt❢❛❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

✶✳ ❘❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇ ui ❢♦r i = 1, ..., N ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ U = {ui : 0 ≤ u ≤ τ}✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ N = 5000✳

✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ ESi,τ = F−1
(

ui; Q̂, ς̂ , τ
)

❢♦r i = 1, ..., N

✸✳ ❈♦♠♣✉t❡ ESτ = 1
N

∑N

i=1 ESi,τ

✸✶



◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ▼❙◗❆❘✱ Qτ = QXt
(τ |X t−1,Zt−1,θst) s♦ t❤❛t t❤❡

st❡♣s ✭✶✮✲✭✸✮ ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r t = 1, ..., T t♦ ♦❜t❛✐♥ MSESst,τ ✳
●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ς ✐s ❛ ♥✉✐s❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤❡♥ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧❡❛st

sq✉❛r❡ ✭◆▲❙✮ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❳✐❛♦ ✭✷✵✵✻✮ t♦ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❧❛♣❧❛❝❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ✐✳❡✳✱ ●❡r❧❛❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✮✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t q✉❛♥t✐❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜❧t❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐✉ ✭✷✵✶✹✮
❛ss✉♠❡s q✉❛♥t✐❧❡ ❡rr♦r t❡r♠s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❧❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ς ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♥✉✐s❛♥❝❡
❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❆♥ ❛♥♦❧♦❣ t♦ t❤✐s s✐t✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦r❞✐♥❛r② ❧❡❛st
sq✉❛r❡ ✭❖▲❙✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■❢
❛ss✉♠✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐ts ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠✉st ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ❧❡❛st sq✉❛r❡ ✭❖▲❙✮✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♥✉✐✲
s❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ■♥ ♠❛♥② ❡①✐st✐♥❣ st✉❞✐❡s✱ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♥♦r♠❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ s✉❜❥❡❝t t♦ r❡❣✐♠❡ s❤✐❢ts t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s
❞r✐✈❡♥ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛t❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛❧❧♦✇s t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s✉❜❥❡❝t
t♦ r❡❣✐♠❡ s❤✐❢ts ❛s ✇❡❧❧✳

▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ s✐♥❝❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s❤♦rt❢❛❧❧ t❛❦❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❛✐❧
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ❤✐❣❤❧② r❡❧❛✈❛♥t t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡①✲
♣❡❝t❡❞ s❤♦rt❢❛❧❧✳ ❚♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢❛❧❧s✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡ t❛✐❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤❛♣❡s✳

✸✷
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