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Abstract 
Percentiles estimation plays an important role at the stage of making decisions in many scientific 

fields. However, the up+to+now research on developing estimation methods for percentiles has been 

based on the assumption that the data in the sample are formed independently. In the current paper we 

suppress this restrictive assumption by assuming that the values of the variable under study are formed 

according to the general linear process. After deriving the asymptotic distribution of the Maximum 

Likelihood estimator for the 100×Pth percentile, we give the general form of the corresponding 

asymptotic confidence interval. Then, the performance of the estimated asymptotic confidence interval 

is evaluated in finite samples from the stationary AR(1) and ARMA(1,1) through Monte+Carlo 

simulations by computing two statistical criteria: (a) the actual confidence level, (b) the expected half+

length as percentage of the true value of the percentile. Simulation results show that the validity of the 

estimated asymptotic confidence interval depends upon the sample size, the size of the 1
st
 order 

theoretical autocorrelation coefficient, and the true cumulative probability P related to the percentile. 

Finally, an application example is given using the series of the CO2 annual emissions intensity in 

Greece (kg per kg of oil equivalent energy use) for the period 1961+2010. Confidence intervals for 

percentiles are constructed on this series and discussion about the validity of the estimation procedure 

follows according to the findings from the simulation experiments regarding the values of the 

aforementioned criteria. 
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Περίληψη 
Η εκτίYηση εκατοστηYορίων παίζει πλέον σηYαντικό ρόλο στα διάφορα στάδια λήψης αποφάσεων σε 

πολλούς επιστηYονικούς τοYείς. ΌYως η Yέχρι τώρα έρευνα ανάπτυξης Yεθόδων εκτίYησης των 

εκατοστηYορίων βασίστηκε στην υπόθεση ότι οι παρατηρήσεις στο δείγYα διαYορφώνονται 

ανεξάρτητα Yεταξύ τους. Στην παρούσα εργασία καταργούYε την υπόθεση αυτή υποθέτοντας ότι οι 

τιYές της υπό Yελέτη Yεταβλητής  σχηYατίζονται Yε βάση την γενική γραYYική στοχαστική ανέλιξη. 

Εξάγοντας πρώτα την ασυYπτωτική κατανοYή του εκτιYητή Yεγίστης πιθανοφάνειας για το 100×Pth 

εκατοστηYόριο, δίνουYε στη συνέχεια τη γενική Yορφή του αντίστοιχου ασυYπτωτικού διαστήYατος 

εYπιστοσύνης. Η εγκυρότητα του διαστήYατος αυτού όταν εκτιYάται σε στάσιYες σειρές AR(1) και 

ARMA(1,1) εξετάζεται Yέσω χρήσης προσοYοιώσεων Monte+Carlo και υπολογισYού δυο στατιστικών 

κριτηρίων: (α) του πραγYατικού επιπέδου εYπιστοσύνης, και (β) του αναYενόYενου ηYι+πλάτους του 

διαστήYατος ως ποσοστό της πραγYατικής τιYής του εκατοστηYορίου. Τα αποτελέσYατα των 

πειραYάτων προσοYοίωσης δείχνουν ότι η εγκυρότητα του εκτιYηθέντος ασυYπτωτικού διαστήYατος 

εYπιστοσύνης εξαρτάται από το Yέγεθος του δείγYατος, το Yέγεθος του συντελεστή αυτοσυσχέτισης 

1
ης

 τάξης και την τιYή της αθροιστικής πιθανότητας P του εκατοστηYορίου. Τέλος διενεργείται 

εφαρYογή της Yεθοδολογίας εκτίYησης του ασυYπτωτικού διαστήYατος εYπιστοσύνης στη σειρά 

πυκνότητα των εκποπών διοξειδίου του άνθρακα στην Ελλάδα για τα έτη 1961+2010. Στην εφαρYογή 

αυτή σχολιάζεται η εγκυρότητα των εκτιYηθέντων διαστηYάτων εYπιστοσύνης βάσει των ευρηYάτων 

των πειραYάτων προσοYοίωσης αναφορικά Yε τις τιYές των δύο παραπάνω στατιστικών κριτηρίων. 

 
Λέξεις Κλειδιά:  ΕκατοστηYόρια, περιβαλλοντικά δεδοYένα, υποδείγYατα χρονικών σειρών, 

διαστήYατα εYπιστοσύνης.   

 

Κωδικοί JEL:  C13; C22; C53; Q50; Q54. 

 

 

H Yελέτη αυτή έχει λάβει χρηYατοδότηση από το πρόγραYYα «GHGsMETI", στα πλαίσια του έργου 

δράσης «ΣΥΝΕΡΓΑΣΙΑ 2011» Yε κωδικό αριθYό έργου 11SYN_8_118 και υποστηρίζεται από το 

Ευρωπαϊκό ΤαYείο Περιφερειακής Ανάπτυξης και από Ελληνικούς Εθνικούς Πόρους. Το κείYενο 

εκφράζει τις απόψεις των συγγραφέων. 
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1. ΕΙΣΑΓOΓΗ 

Η κατασκευή διαστηYάτων εYπιστοσύνης για εκατοστηYόρια αποτελεί πλέον 

θεYατική έρευνας Yε αυξανόYενο ενδιαφέρον. Ήδη έχει αναγνωρισθεί στη διεθνή 

βιβλιογραφία η αναγκαιότητα της εκτίYησης εκατοστηYορίων σε σειρές Yεγεθών που 

αφορούν διάφορες κοινωνικοοικονοYικές Yεταβλητές όπως το οικογενειακό εισόδηYα, η 

εξέλιξη του βάρους και τους ύψους των νεογέννητων παιδιών κλπ. Επιπλέον, οι εκτιYήσεις 

των εκατοστηYορίων παίζουν σηYαντικό ρόλο σε αποφάσεις που πρέπει να ληφθούν στην 

άσκηση επιχειρηYατικής πολιτικής. {ς παραδείγYατα αναφέρουYε τον προσδιορισYό των 

ασφαλίστρων στο κλάδο ασφαλειών, τη Yέτρηση της εγκυρότητας σε θέYατα Yηχανικής, τον 

προσδιορισYό της ποσότητας παραγγελίας ή του σηYείου αναπαραγγελίας σε υποδείγYατα 

αποθεYατικής πολιτικής newsvendor και υποδείγYατα συνεχούς επιθεώρησης, και τον 

προσδιορισYό της συσωρευτικής ικανότητας (assimilative capacity) σε υποδείγYατα 

διαχείρισης του περιβάλλοντος. Ειδικότερα, στον τοYέα του περιβάλλοντος, είναι πολύ 

σηYαντικό να αναλυθούν οι επιπτώσεις των διαφόρων περιβαλλοντικών πολιτικών σε 

ξεχωριστά εκατοστηYόρια της οριακής κατανοYής της υπό εξέταση περιβαλλοντικής 

Yεταβλητής αποφεύγοντας τα προβλήYατα που ανακύπτουν από τη χρήση του Yέσου 

αριθYητικού ως Yοναδικής στατιστικής παραYέτρου. 

Ένας σηYαντικός αριθYός εργασιών έχει ήδη εYφανιστεί στη διεθνή βιβλιογραφία 

παρουσιάζοντας διαδικασίες στατιστικών ελέγχων και Yεθόδους κατασκευής διαστηYάτων 

εYπιστοσύνης για εκατοστηYόρια όταν η πληθυσYιακή κατανοYή για την υπό Yελέτη 

Yεταβλητή είναι άγνωστη. Η πιο σύνηθης προσέγγιση είναι η θεYελίωση απαραYετρικών 

(distribution+free) διαστηYάτων εYπιστοσύνης χρησιYοποιώντας τη σχέση Yεταξύ 

εκατοστηYορίων και διάταξης (ordering) και κατάταξης (ranking) των παρατηρήσεων 

(Gibbons and Chakraborti, 2003. Chakraborti and Li, 2007). Από την άλλη πλευρά, η Yέθοδος 

Bootstrapping αποτελεί σήYερα Yια σηYαντική εναλλακτική προσέγγιση ανάπτυξης 
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απαραYετρικών διαστηYάτων εYπιστοσύνης για εκατοστηYόρια εκYεταλευόYενοι τη δύναYη 

των ηλεκτρονικών υπολογιστών και τις δυνατότητες που δίνουν τα διάφορα εYπορικά 

υπολογιστικά πακέτα Η/Υ (Efron and Tibshirani, 1993). Επίσης, Yια άλλη προσέγγιση 

εξαγωγής εκτιYητών για εκατοστηYόρια βασίζεται στην αριστοποίηση Yιας συνάρτησης 

απωλειών απόλυτων σφαλYάτων (absolute error loss function) χρησιYοποιώντας 

απαραYετρικές συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας Yε το εκατοστηYόριο να εκφράζεται ως 

το άθροισYα Yιας παραYέτρου θέσης και το γινόYενο Yιας σταθεράς επί Yια παράYετρο 

κλίYακας (Keating 1983; Keating et al., 2010). 

Αντίθετα Yε τα παραπάνω, η εκτίYηση διαστηYάτων επιστοσύνης για εκατοστηYόρια 

υπό το πλαίσιο Yιας παραYετρικής προσέγγισης έχει λάβει Yέχρι τώρα Yικρό ερευνητικό 

ενδιαφέρον. Πιο συγκεκριYένα, ένας Yικρός αριθYός εργασιών έχει παρουσιαστεί στη διεθνή 

βιβλιογραφία υποθέτωντας ότι η κατανοYή της υπό εξέταση Yεταβλητής είναι η κανονική Yε 

άγνωστο Yέσο και άγνωστη διακύYανση. ΧρησιYοποιώντας το κριτήριο της 

αποτελεσYατικότητας της εγγύτητας κατά Pitman (Pitman+closeness efficiency) oι Dyer et al. 

(1977) έκαναν σύγκριση διαφόρων εκτιYητών για εκατοστηYόρια [Yεταξύ των εκτιYητών που 

εξεταστηκαν ήταν οι Maximum Likelihood (ML), Minimum Variance Unbiased Estimator 

(MVUE), και Best Ιnvariant Εstimator (ΒΙΕ]. Οι Bland and Altman (1999) εξήγαγαν ένα 

συYYετρικό διάστηYα εYπιστοσύνης για εκατοστηYόρια χρησιYοποιώντας ιδιότητες των 

κατανοYών δειγYατοληψίας του δειγYατικού Yέσου και της δειγYατικής διακύYανσης.  

Στην έκταση της γνώσης Yας επί του θέYατος, οι Chakraborti and Li (2007) ήταν οι 

πρώτοι που διενήργησαν συγκρίσεις της εγκυρότητας Yεταξύ διαφόρων Yεθόδων εκτίYησης 

διαστηYάτων εYπιστοσύνης για εκατοστηYόρια, όταν η κατανοYή της υπό εξέταση 

Yεταβλητής είναι η κανονική Yε άγνωστο Yέσο και άγνωστη διακύYανση. Εκτός των 

διαστηYάτων εYπιστοσύνης τα οποία συνδέονται Yε τους εκτιYητές ML και MVUE, στην 

Yελέτη αυτή συYπεριλήφθηκαν το διαστήYα εYπιστοσύνης βασιζόYενο στον προσηYικό 
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έλεγχο και  το διάστηYα πρόβλεψης της εκ των υστέρων Μπευνζιανής (Bayesian) ανάλυσης. 

{ς κριτήρια για τις συγκρίσεις αυτές, οι συγγραφείς χρησιYοποίησαν τις τιYές του 

πραγYατικού επιπέδου εYπιστοσύνης (καλούYενο και ως κάλυψη) και του αναYενόYενου 

πλάτους του διαστήYατος τις οποίες η κάθε Yέθοδος επιτύγχανε. Βάσει των κριτηρίων αυτών 

οι συγγραφείς θεωρούν ως καλή επιλογή τη χρήση των διαστηYάτων εYπιστοσύνης 

πεπερασYένων δειγYάτων που συνδέονται Yε τους εκτιYητές ML και MVUE, όταν για Yεν το 

πρώτο εκτιYητή χρησιYοποιούνται οι κριτικές τιYές της student+t , ενώ για τον εκτιYητή ML 

οι κριτικές τιYές της non+central student+t.  

Με τη κατανοYή της υπό εξέταση Yεταβλητής να είναι η κανονική Yε άγνωστο Yέσο 

και άγνωστη διακύYανση, οι Donner και Zou (2010) παρουσίασαν Yια Yέθοδο κατασκευής 

ασυYYετρικών διαστηYάτων εYπιστοσύνης χρησιYοποιώντας τη Yέθοδο ανάκτησης 

εκτιYήσεων διακύYανσης (Variance Estimates Recovery). Επίσης στα πλαίσια εκτίYησης της 

άριστης ποσότητας παραγγελίας σε υποδείγYατα αποθεYατικής πολιτικής newsvendor ο 

Kevork (2010) εξήγαγε το ασυYπτωτικό διάστηYα εYπιστοσύνης του εκτιYητή ML. Τέλος, 

θεωρώντας ένα διαχρονικό δείγYα ζήτησης Yε την οριακή κατανοYή να είναι η εκθετική, οι 

Halkos και Kevork (2013a) εξήγαγαν εκτιYητή ο οποίος διασφαλίζει ότι η πιθανότητα η 

επόYενη χρονικά παρατήρηση να είναι Yικρότερη της άριστης ποσότητας παραγγελίας να 

ισούται Yε την αθροιστική πιθανότητα P του εκατοστηYορίου. 

Η βασική όYως υπόθεση που έγινε σε όλες τις προαναφερθείσες εργασίες ήταν ότι οι 

παρατηρήσεις στο δείγYα διαYορφώνονται ανεξάρτητα Yεταξύ τους. Παρόλα αυτά Yπορεί να 

υπάρξουν περιπτώσεις Yεταβλητών για τις οποίες η εξέλιξη των τιYών τους σε έναν 

συγκεκριYένο χρονικό ορίζοντα να εYφανίζει αυτοσυσχέτιση. Μια τέτοια Yεταβλητή 

παρουσιάζουYε στην εργασία αυτή από το χώρο της ΟικονοYικής του Περιβάλλοντος που 

είναι «η πυκνότητα των εκποπών διοξειδίου του άνθρακα (CO2 σε κιλά ανά ισοδύναο κιλό 
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πετρελαίου) στην Ελλάδα»
1
. Έχοντας διαθέσιYες τις τιYές της Yεταβλητής αυτής για τα έτη 

1961+2010, η εφαρYογή κατάλληλων στατιστικών ελέγχων Yας οδηγεί στον ισχυρισYό ότι ο 

στοχαστικός νόYος γέννησης των τιYών της Yεταβλητής αυτής είναι ή το στάσιYο AR(1) ή το 

στάσιYο ARMA(1,1). Με βάση τα ευρήYατα αυτά, στην εργασία αυτή πραγYατευόYαστε για 

πρώτη φορά θέYατα εκτιYητικής των εκατοστηYορίων όταν ο στοχαστικός νόYος γέννησης 

των τιYών της Yεταβλητής είναι η γενική γραYYική στοχαστική ανέλιξη, ειδικές περιπτώσεις 

της οποίας αποτελούν τα στάσιYα AR(1) και ARMA(1,1).  

Πιο συγκεκριYένα, για την εκτίYηση του 100×Pth εκατοστηYορίου χρησιYοποιούYε 

τον εκτιYητή Yεγίστης πιθανοφάνειας (Dyer et al., 1977)  ο οποίος αποτελεί γραYYική 

συνάρτηση του δειγYατικού Yέσου και του εκτιYητή Yεγίστης πιθανοφάνειας της δειγYατικής 

διακύYανσης. Για τον εκτιYητή Yεγίστης πιθανοφάνειας (ML) του 100×Pth εκατοστηYορίου 

εξάγουYε την ασυYπτωτική του κατανοYή από την οποία λαYβάνουYε το αντίστοιχο 

ασυYπτωτικό διάστηYα εYπιστοσύνης. Στη συνέχεια, για την εξέταση της εγκυρότητας της 

εκτίYησης του διαστήYατος αυτού σε πεπερασYένα δείγYατα, χρησιYοποιούYε στάσιYες 

σειρές από το AR(1) και ARMA(1,1) τις οποίες παράγουYε Yέσω προσοYοιώσεων Monte+

Carlo.  

ΧρησιYοποιώντας τις δηYιουργηYένες αυτές σειρές, η Yελέτη της εγκυρότητας 

διενεργείται υπολογίζοντας για διαφορετικούς συνδυασYούς Yεγέθους δείγYατος και 

αθροιστικής πιθανότητας του εκατοστηYορίου τις τιYές δυο στατιστικών κριτηρίων: (α) του 

πραγYατικού επιπέδου εYπιστοσύνης, και (β) του αναYενόYενου ηYι+πλάτους του 

διαστήYατος διαρούYενου Yε το πραγYατικό Yέγεθος του εκατοστηYορίου. Από τις τιYές των 

δύο αυτών στατιστικών κριτηρίων διαπιστώνουYε ότι η εγκυρότητα του εκτιYηθέντος 

ασυYπτωτικού διαστήYατος σε πεπερασYένα δείγYατα εξαρτάται από το Yέγεθος του 

                                                           
1
 Πηγή των δεδοYένων η World Bank (http://data.worldbank.org/) 

 



7 

 

δείγYατος, από τη Yορφή του στοχαστικού υποδείγYατος, AR(1) ή ARMA(1,1), που γεννά τις 

τιYές της Yεταβλητής όταν τα δύο αυτά υποδείγYατα έχουν τον ίδιο συντελεστή 

αυτιοσυσχέτισης 1
ης

 τάξης, και από την αθροιστική πιθανότητα του εκατοστηYορίου.  

Η εργασία αυτή κλείνει Yε εφαρYογή της Yεθοδολογίας εκτίYησης των ασυYπτωτικών 

διαστηYάτων εYπιστοσύνης για εκατοστηYόρια στην διαθέσιYη σειρά από το χώρο της 

ΟικονοYικής του Περιβάλλοντος. Ειδικότερα, εκτιYώντας τα διαστήYατα αυτά για 

εκατοστηYόρια που αναφέρονται στην πυκνότητα των εκποYπών διοξειδίου του άνθρακα 

στην Ελλάδα την περίοδο 1961+2010 για διαφορετικές τιYές της αθροιστικής πιθανότητας P, 

σχολιάζουYε την εγκυρότητα αυτών βάσει των ευρηYάτων που αποκτήθηκαν από τη 

διεξαγωγή των προσοYοιώσεων Monte+Carlo αναφορικά Yε τις υπολογισθείσες τιYές των δυο 

παραπάνω στατιστικών κριτηρίων αξιολόγησης. 

 Με βάση τα παραπάνω, το υπόλοιπο της εργασίας αυτής δοYείται ως εξής. Στο 

επόYενο τYήYα εξάγουYε την ασυYπτωτική κατανοYή του εκτιYήτη ML του εκατοστηYορίου 

και δίνουYε τη γενική Yορφή του αντίστοιχου ασυYπτωτικού διαστήYατος εYπιστοσύνης. 

Εξειδικεύσεις της γενικής αυτής Yορφής εξάγονται για τα στάσιYα υποδείγYατα AR(1) και 

ARMA(1,1). Στο τρίτο τYήYα αιτιολογούYε Yέσω εφαρYογής κατάλληλων στατιστικών 

ελέγχων ότι η σειρά που αναφέρεται στην πυκνότητα των εκποYπών �ιοξειδίου του Άνθρακα 

στην Ελλάδα την περίοδο 1961+2010 έχει ως στοχαστικό νόYο παραγωγής των τιYών της ή το 

στάσιYο AR(1) ή το στάσιYο ARMA(1,1). Έχοντας διαθέσιYες τις εξειδικευYένες Yορφές των 

ασυYπτωτικών διαστηYάτων εYπιστοσύνης εκατοστηYορίων για τα δύο αυτά στάσιYα 

υποδείγYατα, στο ίδιο ΤYήYα εκτιYούYε τα ασυYπτωτικά διαστήYατα για διαφορετικές τιYές 

της αθροιστικής πιθανότητας του εκατοστηYορίου. Ο έλεγχος της εγκυρότητας των 

εκτιYηθέντων αυτών διαστηYάτων διενεργείται Yέσω προσοYοιώσεων Monte+Carlo στο 

τέταρτο ΤYήYα. Τέλος στο πέYπτο και τελευταίο ΤYήYα της εργασίας συνοψίζουYε τα πιο 

σηYαντικά ευρήYατα της Yελέτης αυτής. 
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2. ΑΣΥΜΠΤOΤΙΚΑ &ΙΑΣΤΗΜΑΤΑ 

Έστω ότι η διαχρονική εξέλιξη της υπό Yελέτη Yεταβλητής περιγράφεται από τη 

γενική γραYYική ανέλιξη,  

∑
∞

=
−εψ+�=

0s

ststX ,      (1) 

όπου ∞<ψ∑∞

=0s j , και { }tε  ανεξάρτητες τυχαίες Yεταβλητές κατανεYόYενες ως ( )2,0N σ . 

Με την οριακή κατανοYή της { }tX  να είναι η ( )o,0N γ , το thP100×  εκατοστηYόριό της θα 

δίνεται από τη σχέση oPP ZK γ+�= , όπου PZ  είναι η τιYή της αντίστροφης συνάρτησης 

αθροιστικής κατανοYής της ( )1,0N~Z  υπολογιζόYενη στην αθροιστική πιθανότητα  P. 

Για την εκτίYηση του εκατοστηYορίου PK  θα χρησιYοποιηθεί ο «Yεροληπτικός» 

εκτιYητής Yεγίστης πιθανοφάνειας oPP
ˆZXK̂ γ+= , όπου  nXX

n

1t t∑ =
=  και 

( ) nXXˆ
n

1t

2

to ∑ =
−=γ . Τα αποτελέσYατα των παρακάτω δυο ληYYάτων είναι απαραίτητα 

στην ανάλυση που θα ακολουθήσει για την εξαγωγή του ασυYπτωτικού διαστήYατος 

εYπιστοσύνης για την πραγYατική τιYή PK .  

Λή,,α 1: Εάν ∑
∞

=
−εψ+�=

0s

ststX , όπου ∞<ψ∑∞

=0s j , Yε { }tε   να είναι ανεξάρτητες  τυχαίες 

Yεταβλητές κατανεYόYενες ως ( )2,0N σ , τότε:  

(α)  ( )�−Xn  ασυYπτωτικά ακολουθεί την κανονική κατανοYή Yε Yέσο 0 και  

διακύYανση ∑
+∞

−∞=

ργ
s

so , και 

(β)  ( )oo
ˆn γ−γ  ασυYπτωτικά ακολουθεί την κανονική κατανοYή Yε Yέσο 0 και 

διακυYάνση ∑
+∞

−∞=

ργ
s

2

s

2

o2 , 
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όπου sρ  είναι ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης s
th

 τάξης. 

Απόδειξη: Βλέπε στο ΠαράρτηYα. 

 

Λή,,α 2: Εάν ∑
∞

=
−εψ+�=

0s

ststX , όπου ∞<ψ∑∞

=0s j , Yε { }tε   να είναι ανεξάρτητες  τυχαίες 

Yεταβλητές κατανεYόYενες ως ( )2,0N σ , τότε για οποιοδήποτε Yέγεθος δείγYατος η 

συνδιακύYανση των nX  and  oγ̂  είναι Yηδέν. 

Απόδειξη: Βλέπε απόδειξη Πρότασης 2 στο ΠαράρτηYα των Halkos and Kevok (2013b). 

 

Βάσει των αποτελεσYάτων των δυο παραπάνω ληYYάτων, το διάνυσYα 

[ ]′γ−γ�− oo
ˆˆXn  ασυYπτωτικά ακολουθεί τη διYεταβλητή κατανοYή Yε Yέσο 0  και Yήτρα 

διακύYανσης+συνδιακύYανσης 





















ργ

ργ

=

∑

∑

∞+

−∞=

+∞

−∞=

s

2

s

2

o

s

so

20

0

Σ . �οθέντος του P, ισχύει επίσης ότι 

( ) PoP

5.0

oPnP KZˆlimpZXplimK̂limp =γ+�=γ+= . ΕποYένως η εφαρYογή της Yεθόδου 

�έλτα (Knight, 2000, σελ. 149) οδηγεί στην ασυYπτωτική κατανοYή του στατιστικού 

( )PP KK̂n − , η οποία είναι η κανονική Yε Yέσο Yηδέν και διακύYανση LΣL ⋅⋅′  όπου 












=















∂
∂

∂
∂

=′

=
=

=
= o

P

γγ̂
YXo

P

γγ̂
YXn

P

γ2

Z
1

γ̂

K̂

X

K̂
L

oo

n

oo

n

    

και   








ρ+ργ=⋅⋅′ ∑∑
+∞

−∞=

+∞

−∞= k

2

s

2

P

s

so
2

Z
  LΣL . ΕποYένως το ασυYπτωτικό ( ) %1001 α−  διάστηYα 

εYπιστοσύνης για το thP100×
 
εκατοστηYόριο δίνεται από τον τύπο 
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ρ+ρ

γ
± ∑∑

∞+

−∞=

∞+

−∞=
α

k

2

s

2

P

s

s
o

2P
2

Z

n
zK̂ .      (2)                          

Το διάστηYα εYπιστοσύνης της (2) Yπορεί να εξειδικευθεί για εναλλακτικά στάσιYα ΑRMA 

υποδείγYατα. Παρακάτω δίνουYε δύο χαρακτηριστικά παραδείγYατα.  

 

Παράδειγ,α 1:Το στάσι,ο αυτοπαλίνδρο σχή,α 1
ου

 Βαθ,ού, AR(1). 

Το υπόδειγYα αυτό έχει τη γενική Yορφή ( ) t1tt XX ε+�−φ+�= − , Yε 1<φ , 

( )22

o 1 φ−σ=γ , και k

k φ=ρ  (k=0, 1, 2,…). Θεωρώντας ότι η ανέλιξη έχει ξεκινήσει στο 

Yακρυνό παρελθόν, και αντικαθιστώντας διαδοχικά για 1tY − , 2tY − , 3tY − , …, το AR(1) 

λαYβάνει τη Yορφή της γενικής γραYYικής ανέλιξης της σχέσης (1)  Yε j

j φ=ψ . Επιπλέον 

ισχύει ότι 

 
φ−
φ+

=
φ−
φ

+=ρ∑
∞

−∞= 1

1

1

2
1

s

s   και  
2

2

2

2

s

2

s
1

1

1

2
1

φ−
φ+

=
φ−
φ

+=ρ∑
∞

−∞=

. 

ΕποYένως το διάστηYα εYπιστοσύνης στην (2) για το AR(1) εξειδικεύεται ως 










ρ−
ρ+

+
ρ−
ρ+γ

± α 2

1

2

1

2

R

1

1o
2P

1

1

2

z

1

1

n
zK̂   ,  (3) 

καθώς ισχύει φ=ρ1 . 

Παράδειγ,α 2: Το στάσι,ο και αντιστρέψι,ο σχή,α ARΜΑ(1,1). 

Το υπόδειγYα αυτό έχει τη γενική Yορφή ( ) 1tt1tt XX −− θε+ε+�−φ+�= , Yε 1<φ , 

1<θ , 2

2

2

o
1

21
σ

φ−
φθ+θ+

=γ , 
( )( )

φθ+θ+
θ+φφθ+

=ρ
21

1
21 , και 1

1k

k ρφ=ρ −  για 2k ≥ . Θεωρώντας ότι η 

ανέλιξη έχει ξεκινήσει στο Yακρυνό παρελθόν, ο Harvey (1993, σελ. 26) δείχνει ότι το 

ARΜΑ(1,1) λαYβάνει τη Yορφή της γενικής γραYYικής ανέλιξης της σχέσης (1) Yε 1o =ψ , 

θ+φ=ψ1 , και 1kk −φψ=ψ  για 2k ≥ . Επιπλέον ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις 
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 ( )φ−ρ+=ρ∑
∞

−∞=

121 1

s

s   και  ( )22

1

s

2

s 121 φ−ρ+=ρ∑
∞

−∞=

. 

ΕποYένως το διάστηYα εYπιστοσύνης στην (1) για το ARΜΑ(1,1) εξειδικεύεται ως 




















ρ−ρ
ρ

++
ρ−ρ

ρ
+

γ
± α 2

2

2

1

4

1

2

R

21

2

1o
2P

2
1

2

z2
1

n
zK̂ ,  (4) 

Yετά την αντικατάσταση του φ  από το λόγο 12 ρρ . 

 

3. ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΕ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝΤΙΚΑ &Ε&ΟΜΕΝΑ 

Για τα έτη 1961+2010, το �ιάγραYYα 1 παρουσιάζει τη διαχρονική εξέλιξη της υπό 

Yελέτη περιβαλλοντικής Yεταβλητής, tX , που είναι η πυκνότητα των εκποYπών �ιοξειδίου 

του Άνθρακα (CO2, σε κιλά ανά ισοδύναYο κιλό πετρελαίου) στην Ελλάδα. Για τον έλεγχο 

της στασιYότητας της σειράς, εφαρYόστηκαν έλεγχοι ADF, τα αποτελέσYατα των οποίων 

παρουσιάζονται στον Πίνακα 1. Έχοντας ως ανεξάρτητη Yεταβλητή την tX.  και ως 

ερYηνευτικές, εκτός του σταθερού όρου, τη Yεταβλητή 1tX − , τη Yεταβλητή χρονικής τάσης, t, 

και τις Yεταβλητές χρονικών υστερήσεων διαφορών jtX −. , εναλλακτικές εξισώσεις 

εκτιYήθηκαν για 10,...,1j= .  

Η χρήση του κριτηρίου Schwarz έδειξε ότι στην εκτιYηθείσα εξίωση δεν πρέπει να 

χρησιYοποιηθούν Yεταβλητές χρονικών υστερήσεων διαφορών. Χωρίς τη χρήση των 

Yεταβλητών αυτών, η εκτιYηθείσα εξίσωση παρουσιάζεται στον Πίνακα 1 ως εκτιYηθέν 

ΥπόδειγYα 1. ΠαρατηρούYε όYως, ότι στο υπόδειγYα αυτό ο συντελεστής της Yεταβλητής 

χρονικής τάσης είναι Yη στατιστικά σηYαντικός σε επίπεδο 5%. Χωρίς τη Yεταβλητή 

χρονικής τάσης, η νέα εκτιYηθείσα εξίσωση παρουσιάζεται επίσης στο Πίνακα 1 ως 

εκτιYηθέν υπόδειγYα 2. Παρόλα αυτά, χρησιYοποιώντας είτε το εκτιYηθέν υπόδειγYα 1 είτε 

το εκτιYηθέν υπόδειγYα 2, παρατηρούYε ότι σε επίπεδο στατιστικής σηYαντικότητας 5%, η 
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υπόθεση της Yοναδιαίας ρίζας απορρίπτεται, γεγονός το οποίο Yας οδηγεί να ισχυριστούYε 

ότι η υπό Yελέτη σειρά είναι στάσιYη. 

 
&ιάγρα,,α 1: �ιαχρονική εξέλιξη της πυκνότητας εκποYπών διοξειδίου του Άνθρακα (CO2) 

(σε κιλά ανά ισοδύναYο κιλό πετρελαίου) στην Ελλάδα το διάστηYα 1961+2010. 
 

����������������������	���	�
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���
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Πίνακας 1: ΑποτελέσYατα στατιστικών ελέγχων Augmented Dickey Fuller (ADF) 
 

 Constant term Time+Trend Xt+1

 
ADF Test Value  ADF p+value 

Εκτι,ηθέν Υπόδειγ,α 1     

Coefficient: 1.806002 +0.003701 +0.499376 +3.996764 0.0152 

p+value: 0.0003 0.0815 0.0002   

Εκτι,ηθέν Υπόδειγ,α 2     

Coefficient: 1.318230  +0.385110 +3.511855 0.0117 

p+value: 0.0010  0.0011   

 

 

Στα �ιαγράYYατα 2 και 3 παρουσιάζουYε αντίστοιχα τη συνάρτηση δειγYατικής 

αυτοσυσχέτισης και τη συνάρτηση δειγYατικής Yερικής αυτοσυσχέτισης. Οι Yορφές των 

δειγYατικών αυτών συναρτήσεων είναι ενδεικτικές είτε για υπόδειγYα AR(1) είτε για 

ARMA(1,1). Με τη χρήση της Yεθόδου OLS παρουσιάζουYε παρακάτω τα εκτιYηYένα δυο 

αυτά υποδείγYατα Yε τα p+values να δίνονται στις παρενθέσεις: 

 

ΕκτιYηYένο AR(1):  ˆ
tY =1.318230 + 0.614890 1tY − + tε̂  

  (0.0011)      (0.0000) 

 180552.0ˆ =σε , 
 

ΕκτιYηYένο ARMA(1): ˆ
tY
 
= 3.402104 + 0.782531 1tY −  

− 0.285921 1t
ˆ −ε

 
+ tε̂  

  (0.0000) (0.0000)  (0.1706) 

 179286.0ˆ =σε . 
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&ιάγρα,,α 2: Συνάρτηση δειγYατικής 

αυτοσυσχέτισης της Yεταβλητής Χt 

&ιάγρα,,α 3 Συνάρτηση δειγYατικής Yερικής 

αυτοσυσχέτισης της Yεταβλητής Χt 
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Για την περαιτέρω αξιολόγηση των εκτιYηθέντων AR(1) και ARMA(1,1), στα 

διαγράYYατα 4 και 5 παρουσιάζουYε τις συναρτήσεις αυτοσυσχέτισης των καταλοίπων για τα 

δύο υποδείγYατα αντίστοιχα. Επιπλέον στον Πίνακα 2 δίνουYε τα αποτελέσYατα και τις τιYές 

P (p+values) των διαγνωστικών ελέγχων Jarque+Bera για κανονικότητα και ARCH+LM για 

αυτοπαλίνδροYη υπό συνθήκη ετεροσκεδαστικότητα. Καταρχάς παρατηρούYε στα δύο 

διαγράYYατα ότι κανένας δειγYατικός συντελεστής αυτοσυσχέτισης των καταλοίπων δεν 

βρίσκεται εκτός των δυο γραYYών οριοθέτησης. Άρα τα σφάλYατα και στα δυο υποδείγYατα 

εYφανίζονται ως ασυσχέτιστα. Επιπλέον τα p+values των στατιστικών F και 
2nR  δίνουν 

ισχυρές ενδείξεις στο να αποφανθούYε ότι στα σφάλYατα των δυο υποδειγYάτων δεν υπάρχει 

αποτέλεσYα ARCH.  

Το πρόβληYα που ανακύπτει στα κατάλοιπα των εκτιYηθέντων δύο υποδειγYάτων 

αφορά τις τιYές P του ελέγχου Jarque+Bera, τα οποία υποδεικνύουν ότι τα σφάλYατα δεν 

ακολουθούν τη κανονική κατανοYή. Παρόλα αυτά, εYείς θα παραβλέψουYε το πρόβληYα 

αυτό και θα συνεχίσουYε στην εκτίYηση των εκατοστηYορίων και των αντίστοιχων 

ασυYπτωτικών διαστηYάτων εYπιστοσύνης για την υπό εξέταση Yεταβλητή όταν ο 

στοχαστικός νόYος που παράγει τις τιYές αυτής είναι είτε το AR(1) είτε το ARMA(1,1).  
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&ιάγρα,,α 4: Συνάρτηση δειγYατικής 

αυτοσυσχέτισης των καταλοίπων του 

εκτιYηYένου AR(1) 

&ιάγρα,,α 5: Συνάρτηση δειγYατικής 

αυτοσυσχέτισης των καταλοίπων του 

εκτιYηYένου ARMA(1,1) 
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Πίνακας 2: ΑποτελέσYατα διαγνωστικών ελέγχων για τα κατάλοιπα των εκτιYηθέντων 

AR(1) και ARMA(1,1) 
 

Test JarquedBera ARCHLM(1) 

  F+statistic n*R2 
AR(1)    

Test statistic 65.93892 0.083217 0.086678 

p+value (0.0000) (0.7743) (0.7684) 

ARMA(1,1)    

Test statistic 49.63137 0.415192 0.429369 

p+value (0.0000) (0.5225) (0.5123) 

 

 

Για διαφορετικές τιYές της αθροιστικής πιθανότητας P του εκατοστηYορίου, στον 

Πίνακα 3 δίνουYε για τα δύο υποδείγYατα τις εκτιYήσεις των εκατοστηYορίων και τα κάτω 

και πάνω όρια των 95% ασυYπτωτικών διαστηYάτων εYπιστοσύνης, οι Yορφές των οποίων 

δίνονται στις σχέσεις (3) και (4). Για την εκτίYηση του δειγYατοληπτικού σφάλYατος στις δύο 

αυτές Yορφές των ασυYπτωτικών διαστηYάτων εYπιστοσύνης, το oγ  αντικαταστάθηκε από 

την εκτίYησή του oγ̂   , ενώ οι συντελεστές αυτοσυσχέτισης 1ρ̂  και 2ρ̂  εκτιYήθηκαν βάσει του 

τύπου (Harvey, 1993, σελ. 11)  

( )( )

( )∑

∑

=

+=
−

−

−−
=ρ

n

1t

2

t

n

1st

stt

s

XX

XXXX

ˆ  ,  s=1,2. 
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Πίνακας 3: ΕκτιYήσεις για τα εκατοστηYόρια της πυκνότητας των εκποYπών διοξειδίου του 

άνθρακα (CO2, σε κιλά ανά ισοδύναYο κιλό πετρελαίου) στην Ελλάδα. [P η αθροιστική 

πιθανότητα του εκατοστηYορίου, PK̂ η εκτίYηση του εκατοστηYορίου, LL και UL τα πάνω 

και κάτω όρια του 95% διαστήYατος εYπιστοσύνης για το PK , και REHL το ήYισυ της 

διαφοράς (UL−LL) διαιρούYενης Yε PK̂ ].
 

  AR(1) ARMA(1,1) 

P 
PK̂  LL UL REHL LL UL REHL 

0.2 3.256484 3.114648 3.398319 0.0436 3.069941 3.443027 0.0573 

0.3 3.331078 3.196283 3.465873 0.0405 3.152175 3.509981 0.0537 

0.4 3.394817 3.263583 3.526050 0.0387 3.219751 3.569882 0.0516 

0.45 3.424842 3.294440 3.555244 0.0381 3.250669 3.599015 0.0509 

0.55 3.483941 3.353539 3.614343 0.0374 3.309768 3.658114 0.0500 

0.5 3.454391 3.324262 3.584521 0.0377 3.280511 3.628272 0.0503 

0.6 3.513966 3.382733 3.645200 0.0373 3.338900 3.689032 0.0498 

0.8 3.652299 3.510464 3.794135 0.0388 3.465756 3.838842 0.0511 

0.9 3.755749 3.599815 3.911683 0.0415 3.553718 3.957780 0.0538 

0.95 3.841180 3.670611 4.011749 0.0444 3.622853 4.059507 0.0568 

0.99 4.001434 3.798314 4.204554 0.0508 3.746279 4.256589 0.0638 

0.999 4.181062 3.936410 4.425713 0.0585 3.878137 4.483987 0.0725 

 

Από την εξέταση των στοιχείων του Πίνακα 3 διαπιστώνουYε τα εξής: (α) Όπως 

αναYενόταν η αύξηση της αθροιστικής πιθανότητας P οδηγεί σε Yεγαλύτερες εκτιYήσεις για 

το εκατοστηYόριο PK , και (β) για τα δύο υποδείγYατα, η σχετική ακρίβεια των διαστηYάτων 

εYπιστοσύνης Yειώνεται (δηλαδή το πλάτος του διαστήYατος εYπιστοσύνης ως ποσοστό του 

PK  αυξάνεται) Yε την αύξηση του P.  

Κλείνοντας το τYήYα αυτό, είναι αξιοσηYείωτο να θέσουYε δυο ζητήYατα. Το πρώτο 

αφορά τη σύγκριση των διαστηYάτων εYπιστοσύνης Yεταξύ του AR(1) και του ARMA(1,1). 

Μια τέτοια σύγκριση στο δείγYα των 50 ετών δεν είναι εφικτή για δυο λόγους. Ο πρώτος 

είναι ότι ο συντελεστής του 1t
ˆ −ε στο εκτιYηθέν ARMA(1,1) δεν είναι όπως φαίνεται 

στατιστικά σηYαντικός βάσει Yιας τιYής P την οποία δεν γνωρίζουYε σε ποια τιYή θα 

διαYορφωνόταν (Yικρή ή Yεγάλη) εάν είχαYε ένα δείγYα αρκούντως Yεγάλο. Ο δεύτερος 

λόγος είναι ο διαφορετικός εκτιYηYένος συντελεστής αυτοσυσχέτισης πρώτης τάξης για τα 

δύο υποδείγYατα. Πιο συγκεκριYένα, χρησιYοποιώντας τις εκτιYηθείσες τιYές των φ και θ  

στον αντίστοιχο τύπο του θεωρητικού συντελεστή αυτοσυσχέτισης πρώτης τάξης του κάθε 
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υποδείγYατος θα παίρναYε για το AR(1) 614890.0ˆ
1 =ρ  και για το ARMA(1,1) 

607784.0ˆ
1 =ρ . 

Το δεύτερο ζήτηYα αφορά την ερYηνεία του κάθε διαστήYατος εYπιστοσύνης για το 

διαφορετικό εκατοστηYόριο PK . Η αθροιστική πιθανότητα P του εκατοστηYορίου αφορά για 

τη συγκεκριYένη σειρά ποσοστό ετών. ΕποYένως για P=0.80, YπορούYε να ισχυριστούYε ότι 

εάν οι εξωτερικές συνθήκες διαYόρφωσης των τιYών της σειράς παραYείνουν οι ίδιες, στο 

80% των ετών, Yε πιθανότητα 95%  η πυκνότητα των εκποYπών διοξειδίου του άνθρακα θα 

κυYανθεί Yεταξύ 3.510464 και 3.794135 σε κιλά ανά ισοδύναYο κιλό πετρελαίου στην 

περίπτωση του AR(1) και Yεταξύ 3.465756 και 3.838842 κιλών για το ARMA(1,1). 

 

4. &ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ ΤΗΣ ΕΓΚΥΡΟΤΗΤΑΣ ΤOΝ ΑΣΥΜΠΤOΤΙΚΏΝ &ΙΑΣΤΗΜΑΤOΝ 

ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ 
 

Στο τYήYα αυτό ελέγχουYε την εγκυρότητα των κατασκευασθέντων διαστηYάτων 

εYπιστοσύνης για τις πραγYατικές τιYές των εκατοστηYορίων της οριακής κατανοYής των 

εκποYπών διοξειδίου του άνθρακα, όταν ο στοχαστικός νόYος που παράγει τις τιYές της 

συγκεκριYένης Yεταβλητής περιγράφεται είτε από το στάσιYο AR(1) είτε από το στάσιYο 

ARMA(1,1). Η διερεύνηση αυτή διενεργείται υπολογίζοντας τα παρακάτω δυο στατιστικά 

κριτήρια σε 20000 σειρές στάσιYων AR(1) και σε 20000 σειρές στάσιYων ARMA(1,1) οι 

οποίες παρήχθησαν Yέσω προσωYοιώσεων Monte+Carlo: 

(α) Κάλυψη (Coverage) που δείχνει το πραγYατικό επίπεδο εYπιστοσύνης που επιτυγχάνει σε 

πεπερασYένα δείγYατα το εκτιYηYένο ασυYπτωτικό διάστηYα εYπιστοσύνης, και 

(β) Σχετικό Ανα,ενό,ενο Η,ιdπλάτος του διαστήYατος (Relative Expected Half+Length, 

REHL). 

Ας σηYειωθεί επίσης ότι η γεννήτρια τυχαίων αριθYών που χρησιYοποιήθηκε καθώς και η 

Yέθοδος παραγωγής τυχαίων τιYών από τη τυποποιηYένη κανονική κατανοYή περιγράφονται 

στον Kevork (2010). 
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 Η επιλογή των παραYέτρων για τα υποδείγYατα AR(1) και ARMA(1,1) έγινε βάσει 

δυο αρχών: (α) Η οριακή κατανοYή της υπό Yελέτη Yεταβλητής να έχει τον ίδιο στάσιYο Yέσο 

100=�  και την ίδια διακύYανση 400o =γ , και (β) ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης 1
ης

 τάξης 

να έχει την ίδια τιYή και στα δυο υποδείγYατα. Με βάση τις δυο αυτές αρχές, οι τιYές των 

παραYέτρων για τα δυο υποδείγYα είναι οι εξής: 

 
56.01 =ρ   

AR(1):  56.0=φ ,    56.2742 =σε  

ARMA(1,1): 3.0=φ ,   4.0=θ ,    2602 =σε  

 
 

Για την επίτευξη στασιYότητας σε κάθε Yια από τις 20000 προσοYοιωYένες σειρές 

από το κάθε υπόδειγYα, η τιYή 0X  παρήχθη από τη στάσιYη οριακή κατανοYή ( )400,100N , 

και επιπλέον για το ARMA(1,1) η αρχική τιYή 0ε  παρήχθη από την κατανοYή των 

σφαλYάτων ( )260,0N . Στη συνέχεια, η διερεύνηση της εγκυρότητας των εκτιYηθέντων 

ασυYπτωτικών διαστηYάτων εYπιστοσύνης, όπως αυτά δίνονται στις σχέσεις (3) και (4), 

διενεργήθηκε για διαφορετικούς συνδυασYούς Yεγέθους δείγYατος και διαφορετικές τιYές της 

αθροιστικής πιθανότητας, P, του εκατοστηYορίου. Ειδικότερα, για κάθε Yια από τις 20000 

παραχθείσες σειρές από το κάθε υπόδειγYα, και για κάθε ένα συνδυασYό Yεγέθους δείγYατος, 

n, και αθροιστικής πιθανότητας, P, εκτιYήθηκαν το εκατοστηYόριο, το δειγYατοληπτικό 

σφάλYα του διαστήYατος εYπιστοσύνης, και τα όρια του διαστήYατος εYπιστοσύνης.  

Με βάση τις εκτιYήσεις αυτές, για κάθε ένα συνδυασYό n και P, υπολογίσθηκαν η 

κάλυψη ως το ποσοστό των 20000 διαστηYάτων εYπιστοσύνης τα οποία περιείχαν την 

πραγYατική τιYή του εκατοστηYορίου, και το REHL ως ο Yέσος αριθYητικός του ηYι+πλάτους 

των 20000 διαστηYάτων εYπιστοσύνης διαιρούYενος Yε την πραγYατική τιYή του 

εκατοστηYορίου. Η διαίρεση του αναYενόYενου ΗYι+πλάτους του διαστήYατος Yε την 

πραγYατική τιYή του εκατοστηYορίου κρίνεται αναγκαία για τη διασφάλιση της 
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συγκρισιYότητας της ακρίβειας διαστηYάτων εYπιστοσύνης που κατασκευάζονται για 

διαφορετικές τιYές του P. Και αυτό γιατί Yε την αύξηση του P, αυξάνεται και η τιYή του 

εκατοστηYορίου. 

 Ένα πρόβληYα που ανέκυψε σε ορισYένες σειρές από το ARMA(1,1) ήταν ότι σε 

χαYηλά Yεγέθη δείγYατος η εκτίYηση της διακύYανσης του PK̂ ήταν αρνητική. Στο Πίνακα 4 

δίνουYε τον αριθYό των σειρών αυτών για διαφορετικές τιYές του P. ΠαρατηρούYε ότι ένας 

σηYαντικός αριθYός τέτοιων σειρών εYφανίζεται για πολύ χαYηλά Yεγέθη δείγYατος της 

τάξεως των 5 και 10 παρατηρήσεων, ενώ ο αριθYός αυτός αρχίζει να γίνεται αYελητέος έως 

και Yηδενικός για Yεγέθη δείγYατος άνω των 30 παρατηρήσεων. Επιπλέον, για τα πολύ 

χαYηλά Yεγέθη δείγYατος, ο αριθYός των σειρών αυτών αυξάνει όσο YετακινούYαστε στη 

τιYή P=0.50 για την οποία λαYβάνουYε το Yέσο αριθYητικό.  

 

Πίνακας 4: ΑριθYός στάσιYων σειρών ARMA(1,1) για τις οποίες η ασυYπωτική διακύYανση 

του PK̂  εκτιYώYενη σε πεπερασYένα δείγYα είναι αρνητική. [Συνολικός αριθYός σειρών για  

στάσιYο ARMA(1,1) που παρήχθησαν Yέσω προσοYοιώσεων Monte+Carlo ήταν 20000]. 
  

 Μέγεθος &είγ,ατος 

ρ1=0.56 n=5 n=10 n=20 n=30 n=40 n=50 n=60 n=80 n=100 

ARMA(1,1) P=0.2 650 119 14 3 0 0 0 0 0 

 P=0.3 806 100 8 0 0 0 0 0 0 

 P=0.4 921 87 3 0 0 0 0 0 0 

 P=0.5 997 85 2 0 0 0 0 0 0 

 P=0.6 921 87 3 0 0 0 0 0 0 

 P=0.7 806 100 8 0 0 0 0 0 0 

 P=0.8 650 119 14 3 0 0 0 0 0 

 P=0.99 367 178 39 5 1 0 0 0 0 

 

Στη συνέχεια για τα δύο υποδείγYατα AR(1) και ARMA(1,1), και για ονοYαστικό 

επίπεδο εYπιστοσύνης 95%, στον Πίνακα 5 δίνουYε τις τιYές της κάλυψης ενώ στον Πίνακα 6 

τις τιYές του REHL. Για το ARMA(1,1), σε χαYηλά Yεγέθη δείγYατος, οι τιYές των δύο 

αυτών στατιστικών κριτηρίων υπολογίσθηκαν ως Yέσοι όροι των αριθYών των σειρών για τις 

οποίες η εκτιYηθείσα διακύYανση του PK̂ ήταν θετική. Από τα στοιχεία του Πίνακα 5 

διαπιστώνουYε ότι σε χαYηλά Yεγέθη δείγYατος η κάλυψη είναι σηYαντικά Yικρότερη του 
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95%, ενώ Yε την αύξηση του Yεγέθους του δείγYατος η ταχύτητα σύγκλισης της κάλυψης στο 

ονοYαστικό επίπεδο εYπιστοσύνης είναι σχετικά πιο γρήγορη στο ARMA(1,1). �εχόYενοι 

επίσης ότι Yια κάλυψη της τάξεως άνω του 90% αποτελεί Yια αποδεκτή προσέγγιση του 

ονοYαστικού επιπέδου εYπιστοσύνης, ένα δείγYα 50 παρατηρήσεων και πάνω διασφαλίζει 

την εγκυρότητα του ασυYπτωτικού διαστήYατος εYπιστοσύνης. Αντίθετα εάν γίνουYε άκρως 

αυστηροί στην προσέγγιση αυτή και επιθυYούYε καλύψεις πχ. άνω του 94%, τότε το 

απαραίτητο Yέγεθος δείγYατος είναι της τάξης των 500 παρατηρήσεων κάτι που από πλευράς 

δεδοYένων της πραγYατικής οικονοYίας είναι αδύνατον να είναι διαθέσιYο. 

 

Πίνακας 5: Καλύψεις των εκτιYηθέντων ασυYπτωτικών διαστηYάτων εYπιστοσύνης για 

εκατοστηYόρια σε 20000 στάσιYες σειρές AR(1) and ARMA(1,1) που παρήχθησαν Yέσω 

προσοYοιώσεων Monte+Carlo. Το ονοYαστικό επίπεδο εYπιστοσύνης είναι 95% 

 

ρ1=0.56 n=5 n=10 n=20 n=30 n=50 n=100 n=200 n=500 n=1000 n=2000 

P=0.5 ARMA 0.64 0.78 0.86 0.89 0.91 0.93 0.94 0.94 0.95 0.95 

 AR 0.56 0.73 0.83 0.87 0.90 0.92 0.93 0.94 0.95 0.95 

P=0.6 ARMA 0.64 0.78 0.86 0.89 0.91 0.93 0.94 0.94 0.95 0.95 

 AR 0.56 0.73 0.83 0.87 0.90 0.92 0.94 0.94 0.95 0.95 

P=0.8 ARMA 0.64 0.78 0.86 0.89 0.91 0.92 0.94 0.95 0.95 0.95 

 AR 0.59 0.74 0.83 0.87 0.89 0.92 0.94 0.94 0.95 0.95 

P=0.95 ARMA 0.62 0.76 0.85 0.88 0.91 0.92 0.94 0.94 0.95 0.95 

 AR 0.61 0.73 0.82 0.86 0.89 0.91 0.93 0.94 0.95 0.95 

P=0.99 ARMA 0.61 0.74 0.84 0.87 0.90 0.92 0.94 0.94 0.95 0.95 

 AR 0.60 0.72 0.81 0.85 0.88 0.91 0.93 0.94 0.95 0.95 

 

Παρατηρώντας επίσης τα στοιχεία του Πίνακα 6 βλέπουYε ότι για κάθε Yέγεθος δείγYατος, το 

REHL είναι Yικρότερο στο ARMA(1,1) όταν ο θεωρητικός συντελεστής αυτοσυσχέτισης 1
ης

 

τάξης και των δυο υποδειγYάτων είναι ο ίδιος. Επίσης, για κάθε υπόδειγYα, το REHL βαίνει 

YειούYενο όσο αυξάνεται το P έως κάποια τιYή του Yεταξύ του 0.6 και 0.8, και στη συνέχεια 

αυξάνεται και πάλι. 

ΛαYβάνοντας λοιπόν υπόψη τις παραπάνω διαπιστώσεις για τις ιδιότητες των 

ασυYπτωτικών διαστηYάτων εYπιστοσύνης όταν αυτά εκτιYώνται σε πεπερασYένα δείγYατα, 

YπορούYε να ισχυριστούYε ότι τα διαστήYατα εYπιστοσύνης για τα εκατοστηYόρια  της 

οριακής κατανοYής των εκποYπών διοξειδίου του άνθρακα τα οποία δόθηκαν στο 



20 

 

προηγούYενο τYήYα είναι έγκυρα. Καταρχάς, βλέποντας ότι οι εκτιYηθέντες συντελεστές 

αυτοσυσχέτισης 1
ης

 τάξης για τα δύο υποδείγYατα είναι σχετικά κοντά στη τιYή 56.01 =ρ , 

YπορούYε να ισχυριστούYε ότι η απώλεια επι της % από το ονοYαστικό επίπεδο 

εYπιστοσύνης 95% θα κυYαίνεται περίπου στο 5%. 

 

Πίνακας 6: REHLs των εκτιYηθέντων ασυYπτωτικών διαστηYάτων εYπιστοσύνης για 

εκατοστηYόρια σε 20000 στάσιYες σειρές AR(1) and ARMA(1,1) που παρήχθησαν Yέσω 

προσοYοιώσεων Monte+Carlo. Το ονοYαστικό επίπεδο εYπιστοσύνης είναι 95% 
 

ρ1=0.56 n=10 n=20 n=30 n=50 n=100 n=200 n=500 n=1000 n=2000 

R=0.2 ARMA 0.1855 0.1601 0.1383 0.1116 0.0814 0.0587 0.0374 0.0266 0.0188 

 AR 0.1915 0.1716 0.1516 0.1246 0.0923 0.0669 0.0429 0.0305 0.0216 

R=0.6 ARMA 0.1316 0.1141 0.0991 0.0802 0.0586 0.0423 0.0270 0.0191 0.0136 

 AR 0.1371 0.1246 0.1105 0.0910 0.0674 0.0489 0.0314 0.0223 0.0158 

R=0.7 ARMA 0.1300 0.1126 0.0976 0.0789 0.0576 0.0415 0.0265 0.0188 0.0133 

 AR 0.1351 0.1221 0.1081 0.0890 0.0659 0.0478 0.0306 0.0218 0.0154 

R=0.8 ARMA 0.1321 0.1140 0.0985 0.0795 0.0580 0.0418 0.0266 0.0189 0.0134 

 AR 0.1363 0.1221 0.1079 0.0887 0.0657 0.0476 0.0305 0.0217 0.0154 

R=0.9 ARMA 0.1393 0.1195 0.1029 0.0828 0.0603 0.0434 0.0277 0.0196 0.0139 

 AR 0.1423 0.1259 0.1110 0.0910 0.0673 0.0488 0.0313 0.0222 0.0157 

R=0.99 ARMA 0.1647 0.1395 0.1194 0.0957 0.0695 0.0499 0.0318 0.0226 0.0160 

 AR 0.1647 0.1428 0.1252 0.1023 0.0755 0.0547 0.0350 0.0249 0.0176 

 

 

 Επιπλέον, για το κάθε υπόδειγYα, οι Yεταβολές που παρατηρούνται στο REHL στις 

προσοYοιωYένες σειρές όταν αυξάνεται το P είναι ακριβώς οι ίδιες Yε αυτές που 

παρατηρούνται από τα πραγYατικά δεδοYένα της σειράς των εκποYπών διοξειδίου του 

άνθρακα. Το ότι το REHL εYφανίζεται Yικρότερο στο AR(1), αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι 

στο AR(1) ο εκτιYηθείς συντελεστής αυτοσυσχέτισης 1
ης

  τάξης είναι Yεγαλύτερος από τον 

αντίστοιχο συντελεστή στο ARMA(1,1). Τέλος, και στα δυο εκτιYηθέντα υποδείγYατα, οι 

επιπτώσεις της Yη κανονικότητας των σφαλYάτων πάνω στην εγκυρότητα των διαστηYάτων 

εYπιστοσύνης θα το παραπέYψουYε ως θέYα Yελλοντικής έρευνας. 
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5. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Στην εργασία αυτή ασχοληθήκαYε Yε θέYατα εκτιYητικής εκατοστηYορίων όταν η 

διαχρονική εξέλιξη της υπό Yελέτη Yεταβλητής καθορίζεται από τη γενική γραYYική ανέλιξη 

ειδικές περιπτώσεις της οποίας είναι τα στάσιYα υποδείγYατα AR(1) και ARMA(1,1). 

ΧρησιYοποιώντας τον εκτιYητή Yεγίστης πιθανοφάνειας, εξάγουYε την ασυYπτωτική του 

κατανοYή και δίνουYε τη γενική Yορφή του αντίστοιχου ασυYπτωτικού διαστήYατος 

εYπιστοσύνης για την πραγYατική τιYή του εκατοστηYορίου. Ειδικές Yορφές του 

ασυYπτωτικού αυτού διαστήYατος πήραYε για τα στάσιYα AR(1) και ARMA(1,1).  

Την εγκυρότητα του ασυYπτωτικού διαστήYατος όταν αυτό εκτιYάται σε 

πεπερασYένα δείγYατα ελέγξαYε σε στάσιYες σειρές AR(1) και ARMA(1,1) τις οποίες 

παράγαYε Yέσω προσοYοιώσεων Monte Carlo. Ας σηYειωθεί εδώ ότι οι παράYετροι των δύο 

υποδειγYάτων επιλέχθηκαν έτσι ώστε η οριακή κατανοYή των δυο υποδειγYάτων να έχει τον 

ίδιο Yέσο και την ίδια διακύYανση καθώς και ο θεωρητικός συντελεστής αυτοσυσχέτισης 1
ης

 

τάξης να είναι ο ίδιος και ίσος Yε 0.56. Σε ονοYαστικό επίπεδο εYπιστοσύνης 95% βρήκαYε 

ότι Yε δείγYα τουλάχιστον 50 παρατηρήσεων το εκτιYηYένο διάστηYα εYπιστοσύνης 

επιτυγχάνει πραγYατικό επίπεδο εYπιστοσύνης τουλάχιστον 90%. Επίσης Yε την αύξηση της 

αθροιστικής πιθανότητας που συνδέεται Yε το εκάστοτε εκατοστηYόριο παρατηρήσαYε ότι το 

αναYενόYενο πλάτος του διαστήYατος διαιρούYενο Yε την πραγYατική τιYή του 

εκατοστηYορίου στην αρχή Yειώνεται και Yετά αυξάνεται, Yε το ελάχιστο να συYβαίνει όταν 

η αθροιστική πιθανότητα βρίσκεται Yεταξύ του 0.6 και του 0.8. 

 Έχοντας διαθέσιYη τη σειρά που αναφέρεται στην πυκνότητα των εκποYπών 

διοξειδίου του άνθρακα (CO2, σε κιλά ανά ισοδύναYο κιλό πετρελαίου) στην Ελλάδα από το 

1961 έως το 2010 και εφαρYόζοντας κατάλληλους στατιστικούς ελέγχους καταλήξαYε ότι ο 

στοχαστικός νόYος που έχει παράγει τις τιYές της Yεταβλητής αυτής είναι είτε το στάσιYο 

AR(1) είτε το στάσιYο ARMA(1,1). Στην σειρά αυτή εφαρYόσαYε τη Yεθοδολογία εκτίYησης 
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του ασυYπτωτικού διαστήYατος εYπιστοσύνης δίνοντας ξεχωριστά για το AR(1) και 

ξεχωριστά για το ARMA(1,1) το κάτω και πάνω όριο του εκτιYηθέντος ασυYπτωτικού 

διαστήYατος εYπιστοσύνης για διαφορετικές τιYές της αθροιστικής πιθανότητας του 

εκατοστηYορίου.  

Από τα ευρήYατα του ελέγχου αξιοπιστίας των εκτιYηθέντων ασυYπτωτικών 

διαστηYάτων εYπιστοσύνης Yέσω των πειραYάτων προσοYοίωσης καταλήξαYε ότι τα 

διαστήYατα εYπιστοσύνης για εκατοστηYόρια για την υπό Yελέτη Yεταβλητή είναι έγκυρα. 

Το Yόνο πρόβληYα που ανέκυψε στην εφαρYογή ήταν η ισχυρή ένδειξη της Yη 

κανονικότητας των σφαλYάτων στα εκτιYηθέντα AR(1) και ARMA(1,1). Σε τι έκταση η Yη 

κανονικότητα των σφαλYάτων επηρρεάζει την εγκυρότητα των εκτιYηθέντων ασυYπτωτικών 

διαστηYάτων εYπιστοσύνης σε δείγYατα τουλάχιστον 50 παρατηρήσεων και Yε Yέτρια 

επίπεδα αυτοσυσχέτισης χρήζει περαιτέρω διερεύνησης.   
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

 

Απόδειξη Λή,,ατος 1. 
 
Η στοχαστική ανέλιξη της σχέσης (1) εναλλακτικά γράφεται ως 

∑
=

−
∞→

εψ+�=
M2

0s

sts
M

t limX . (Α1) 

ΧρησιYοποιώντας τους YετασχηYατισYούς Mss −β=ψ  και Mtt e +=ε  (Fuller, 1996, σελ. 22), το 

δεξί σκέλος της (Α1) παίρνει τη Yορφή 

∑∑
∞

−∞=
−

−=
−

∞→
β+�=β+�=

s

sts

M

Ms

sts
M

t eelimX , (Α2) 

Yε { }te  ανεξάρτητες  τυχαίες Yεταβλητές κατανεYόYενες ως ( )2,0N σ  και 

∞<ψ=ψ=β=β ∑∑∑∑
∞

==
∞→

−=
∞→

∞

−∞= 0s

s

M2

0s

s
M

M

Ms

s
M

s

s limlim . (A3) 

Η απόδειξη του τYήYατος (α) του ΛήYYατος 1 ολοκληρώνεται χρησιYοποιώντας το θεώρηYα 

8.4.1 του Anderson (1971, σελ. 478), το οποίο επαναδιατυπώνεται ως εξής: 

Εάν ∑
∞

−∞=
−β+�=

s

stst eX  όπου { }te  ανεξάρτητες Yεταβλητές που έχουν την ίδια κατανοYή Yε  

Yε ( ) 0eE t = , ( ) 22

teE σ= , και ∞<β∑
∞

−∞=s

s , τότε το στατιστικό ( )�−Xn  ασυYπτωτικά 

κατανένεται κανονικά Yε Yέσο Yηδέν και διακύYανση ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

ργ=γ
s

so

s

s . 

 

Για την απόδειξη του τYήYατος (β) του ΛήYYατος 1, θα χρησιYοποιήσουYε τις σχέσεις  (Α1)+ 

(Α3) και το θεώρηYα 8.4.2 του Anderson (1971, σελ. 478): 

Εάν ∑
∞

−∞=
−β+�=

s

stst eX  όπου { }te  ανεξάρτητες Yεταβλητές που έχουν την ίδια κατανοYή Yε  

Yε ( ) 0eE t = , ( ) 22

teE σ= , ( ) ∞<κ+σ= 4

44

t 3eE , και ∞<β∑
∞

−∞=s

s , τότε το διάνυσYα 

[ ]′γ−γγ−γγ−γγ−γ −− 1n1n2211oo
ˆ,...,ˆˆˆn  

ασυYπτωτικά ακολουθεί την n−διαστάσεων κανονική κατανοYή Yε Yέσο 0 και Yήτρα 

διακυYάνσεων+συνδιακυYάνσεων που προκύπτει από τη σχέση 

( ) [ ] gh4

4

s

hsgsgshsgh
n

ˆ,ˆnCovlim γγ
σ
κ

+γγ+γγ=γγ ∑
∞

−∞=
+−++

∞→
,  1n,...,1,0h −=  , 1n,...,1,0g −= , (Α4) 

όπου ( )( )∑
−

=
+ �−�−

−
=γ

hn

1t

htth XX
hn

1
ˆ , και ( ) 44

t4 3eE σ−=κ  είναι το 4
ης

 τάξης cumulant. 

Όταν ( )2

t ,0N~e σ  τότε 04 =κ , οπότε θέτοντας gh =  στη σχέση (Α4) το στατιστικό 

( )oo
ˆn γ−γ  ασυYπτωτικά θα έχει τη κανονική κατανοYή Yε Yέσο 0 και διακύYανση 

∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

ργ=γ
s
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2
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