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◆♦♥✲r❡♥❡✇❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❣r♦✇t❤✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

t❤❡ ♦✐❧✿ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♠♦❞❡❧

●✳ ❋❛❜❜r✐∗

◆♦✈❡♠❜❡r ✼✱ ✷✵✵✼

❆❜str❛❝t

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♥♦♥✲r❡♥❡✇❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ❡♥t❡rs

✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲r❡♥❡✇❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦

❜❡ s♦❧❞ ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ❤✐s ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧

❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❝❛s❤ ✢♦✇✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢

t❤❡ r❡s♦✉r❝❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❢♦r❡❝❛sts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❜♦✉t t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❉P ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ◆♦♥✲r❡♥❡✇❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❖✐❧✱ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ●r♦✇t❤✳
❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❖✹✱ ◗✸✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

y(t) = Ak(1−θ)(t)qθ(t)

✇❤❡r❡ k(t) ✐s t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛t t✐♠❡ t ❛♥❞ q(t) ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛ ♥♦♥✲
r❡♥❡✇❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲r❡♥❡✇❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡
✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✭♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ t♦ 1✮✿

∫ +∞

0

q(t) dt ≤ 1. ✭✶✮

❙✉❝❤ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❧✐❦❡
❬✶✸✱ ✶✹❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✺❪✱ ❬✶✵❪✮✱ ❬✶✷❪✮✳ ■♥ t❤♦s❡ ✇♦r❦s t❤❡ ♣❧❛♥♥❡r ❝❛♥ ✉s❡ ❢r❡❡❧②
t❤❡ ♥♦♥✲r❡♥❡✇❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ♦r ✐t ✐s s♦❧❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛r❦❡t✳ ■♥ t❤❡ r❡❝❡♥t
❞❡❜❛t❡ ✭s❡❡✱ ♦♥❧② ❛s ❡①❛♠♣❧❡ ❬✶❪✱ ❬✶✶❪✱ ❬✹❪ ❛♥❞ ❬✷❪✮ t❤❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ s❡✈❡♥t✐❡s ❣✐✈❡ ✇❛② t♦ ♠♦r❡ ❝❛✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ♦♣✐♥✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡
❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♦❢ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥ ❛
❢❛rs✐❣❤t❡❞ ✇❛②✳

∗❉P❚❊❆✱ ❯♥✐✈❡rs✐tà ▲❯■❙❙ ✲ ●✉✐❞♦ ❈❛r❧✐ ❘♦♠❛ ❛♥❞ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱
❯◆❙❲✱ ❙②❞♥❡②✳ ●✳ ❋❛❜❜r✐ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❆❘❈ ❉✐s❝♦✈❡r② ♣r♦❥❡❝t ❉P✵✺✺✽✺✸✾✳ ❡✲♠❛✐❧✿
❣❢❛❜❜r✐❅❧✉✐ss✳✐t

✶



■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛♥♥❡r ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
❤❛s t♦ ❜✉② t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ✭❧✐❦❡ t❤❡
❖P❊❈ ✐♥ t❤❡ ♦✐❧ ❝♦♥t❡①t✮✳ ❙♦ t❤❡ ♣❧❛♥♥❡r ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t

y(t) = i(t) + c(t) + q(t)p(t)

✇❤❡r❡ p(t) ✐s t❤❡ ✉♥✐t ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲r❡♥❡✇❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✭❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦✲
♥♦♣♦❧✐st✐❝✮✱ i(t) ✐s t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♥❡✇ ❝❛♣✐t❛❧ ✭s♦ t❤❛t k̇(t) = i(t)✮ ❛♥❞ c(t)
✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✈❡❞ ❜② ♣❧❛♥♥❡r ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
r❛t❡ ✭❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮ s♦ t❤❛t c(t) = sy(t) ❢♦r s♦♠❡ s ∈ (0, 1) ✭♦r c(t) = 0 ✐♥
❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮ s♦ t❤❡ ❛❣❡♥t ❤❛s ♦♥❧② t♦ ❝❤♦♦s❡ i(t) ❛♥❞ q(t)✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t
str♦♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ♦❧❞✲❢❛s❤✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❜❡
❛❝❝❡♣t❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢
t❤❡ ♦✐❧ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤❀ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❛t❡ ✇♦✉❧❞
♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❛t❡ ❤❡❧♣s t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱
t❤❛t ✭✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧❡❛r❡r ✐♥ ❛ ✇❤✐❧❡✮ ❛r❡ ♥♦t tr✐✈✐❛❧✳

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ p(t) ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❝❛s❤ ✢♦✇

max

∫ +∞

0

e−ρtp(t)q(t) dt

✇❤❡r❡ ρ ✐s ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ q(t) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❞❡♠❛♥❞✲s✐❞❡✳
❖♥❝❡ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❤❛s ❝❤♦s❡♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ p(t) ≥ 0 ❢♦r t ≥ 0
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✭t❤❛♥❦s t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮
❛♥❞ ✭✹✮✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥❝❡ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❤❛s ✜①❡❞ p(t) ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0 ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ q(t) ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0 ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② ✐❢ s✉❝❤ ❛ q(t) s❛t✐s❢② ✭✶✮✳
❲❡ ✇✐❧❧ s❛② t❤❛t ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ p(t) ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ q(t)
s❛t✐s✜❡s ✭✶✮✳

❙♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r✐❝❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
t❤❛t✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t❡ q(t)✱ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❝❛s❤ ✢♦✇ ❛♠♦♥❣
t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s✳

❖♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡
p(t) ❢♦r t ≥ 0✱ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ q(t) t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ s♦❧❞
♥♦♥✲r❡♥❡✇❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r t ≥ 0 ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ y(t)✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❤❛t s❛t✐s❢② ✭✶✮ t♦ t❤❛t ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❛♠♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ✏t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✑ ❛♥ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✶✵✮✳

❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝❛s❡ ■♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❣✐✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
r❡s✉❧t ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✮ t❤❛t r♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣ st❛t❡s t❤❛t✱ ❛s ✇❡ ❛s♣❡❝t✱ ❛❧❧ t❤❡
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✭r❡❛❧✮ ♣r✐❝❡ ❣r♦✇ t♦ ✐♥✜♥✐t② ❢♦r t t❤❛t ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✿
t❤❡r❡ ❞♦ ♥♦t ❡①✐st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✭r❡❛❧✮ ♣r✐❝❡ t❤❛t r❡♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❡❞✳
❲❡ t❤❡♥ ❢♦❝✉s t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛ss ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣r✐❝❡✿ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝❛s❡✳ ❙♦
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t p(t) = p0e

ωt ❢♦r s♦♠❡ p0 > 0 ❛♥❞ ω > 0✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ω t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ p0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ p(t) = p0e
ωt ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✭t❤❛t ✐s t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

q(t) s❛t✐s✜❡s ✭✶✵✮✮✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹ st❛t❡s t❤❛t ✭❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts A✱

✷



θ✱ k0✱ s ❛♥❞ ρ✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ str❛t❡❣② t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ str❛t❡❣②✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝❛s❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥ ❛♥❞
✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❣r♦✇t❤ ♣❛t❤s ✐♥ ❛
♥❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ str❛t❡❣② ✭❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ y(t)
❛♥❞ q(t) ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳

❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦✉r
❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦✐❧ ❝❛s❡✿ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛♥❞ ✏✉s❡✑ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
❛❧❧♦✇s t♦ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ✐t ✉s✐♥❣
t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧✳ ❚❤❡② ❛r❡ s✉r❡❧② ♠♦r❡ r❡❧✐✲
❛❜❧❡ ❞❛t❛ t❤❛♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s ❛❜♦✉t t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✐❧✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ A✱ θ✱ ρ ❛♥❞ k0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
str❛t❡❣② ✜ts q✉✐t❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇✐t❤ ❤✐st♦r✐❝❛❧ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧✱ ✇✐t❤ t❤❡
❤✐st♦r✐❝❛❧ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ s✉♣♣❧② ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ●❉P
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✮✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
✭❋✐❣✉r❡ ✺✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ●❉P ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✮✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ✷✵✵✽ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜❡❣✐♥ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❧②
s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❙♦✱ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛♥ ❤✐❣❤
❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ✐❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ str♦♥❣❧② ❣r♦✇s ❛♥❞ t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ r❡❞✉❝❡s✳ ❚❤✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝
❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ♦♥ t❤✐s ♣♦✐♥t✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ✐s ♦♥❧② ❛ s✐♠♣❧❡
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② q✉❛❧✐t❛t✐✈❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❢♦r❡❝❛sts ❝❛♥ ❜❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥❧② ✐♥ ❛ ♥♦t t♦♦ ❧♦♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ❝♦♥st❛♥t
t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ♦✐❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✭t❤❛t ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♥st❛♥ts A ❛♥❞ θ✮✳

❋♦r ♦t❤❡r r❡♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✼ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ s♦❧❞ ♦♥ t❤❡
♠❛r❦❡t ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✾✵✲✷✶✵✵✳ ■t ✐s ❛ ✈❡r② ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ❜✉t ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦
s❤♦✇ ❛❧❧ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✐t
✐s ❛ ✇❛② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ r❡❛❧✐t②✮✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✺✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❝✉r✈❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❍✉❜❜❡rt ❝✉r✈❡ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✸❪✮✳ ❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ❤❛s s♦♠❡
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ s♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❛ ❍✉❜❜❡rt ❝✉r✈❡✿ ❜♦t❤ ❛r❡ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r s❤❛♣❡ ❜✉t ✇❤✐❧❡ ❛ ❍✉❜❜❡rt ♣❡❛❦
♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ❤❛s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s ❤❡r❡ t❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢
t❤❡ ♦✐❧ s✉♣♣❧② ✐s ❛♥ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❡r❡❧② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝
❝❤♦♦s❡s t♦ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦✐❧ s✉♣♣❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✐s t❤❡ ♠♦st ♣r♦✜t❛❜❧❡
str❛t❡❣②✳

❖t❤❡r ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳

✸



✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

✷✳✶ ❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞✲s✐❞❡

❲❡ ❛ss✉♠❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❈♦❜❜ ❉♦✉❣❧❛s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s
t♦ s❝❛❧❡✱ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❢❛❝t♦rs k(t) ✭st♦❝❦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛t t✐♠❡ t✮ ❛♥❞ q(t) ✭t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t✮

y(t) = Ak(1−θ)(t)qθ(t) ✭✷✮

✇❤❡r❡ A ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ θ ∈ (0, 1)✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥t ❤❛s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛t ❡❛❝❤
t✐♠❡ ❤♦✇ t♦ s♣❧✐t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♥❡✇ ❝❛♣✐t❛❧✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❛♥❞ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✿

y(t) = i(t) + c(t) + q(t)p(t) ✭✸✮

✇❤❡r❡ i(t) ❛♥❞ c(t) ❛r❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♥❡✇ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✲
s✉♠♣t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t✱ q(t)p(t) ✐s t❤❡ ❝♦st ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲r❡♥❡✇❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✭❜❡✐♥❣
p(t) t❤❡ ✉♥✐t ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡✮✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ♣r✐❝❡ t❛❦❡r✱ q(t) ✐s
❛❞❥✉st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ y(t)− p(t)q(t)✳ ❙♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡s

q(t) =

(

p(t)

θA

)−
1

1−θ

k(t). ✭✹✮

❲❡ ✐♠♣♦s❡✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♥❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧
❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❜❡

k̇(t) = i(t), ✭✺✮

s♦♠❡ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ A✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ✇❡ ❝❤♦♦s❡
t♦ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r c(t) = 0✱ ✐♥ ❙✉❜s❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✸ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❤♦✇ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✈❡rs t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❛t❡ c(t) = sy(t)✳

❋r♦♠ ✭✷✮✱ ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✺✮ ✇❡ ❤❛✈❡

k̇(t) = y(t) − q(t)p(t) = Ak(1−θ)(t)qθ(t) − q(t)p(t).

❯s✐♥❣ ✭✹✮ ✇❡ ❤❛✈❡

k̇(t) = Ak(t)

(

p(t)

θA

)
θ

θ−1

− k(t)

(

1

θA

)
1

θ−1

p(t)
θ

θ−1 =

= k(t)

((

A

(

1

θA

)
θ

θ−1

−

(

1

θA

)
1

θ−1

)

p(t)
θ

θ−1

)

. ✭✻✮

❙♦✱ ❝❛❧❧✐♥❣ B =
(

A
(

1
θA

)
θ

θ−1 −
(

1
θA

)
1

θ−1

)

✱ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❡

❝❛♥ ✇r✐t❡
k̇(t) = k(t)

(

Bp(t)
−θ

1−θ

)

. ✭✼✮

❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✐❢ k0 > 0 ✐s t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛t t✐♠❡ 0 ✇❡ ❤❛✈❡

k(t) = k0 ❡①♣

(
∫ t

0

(

Bp(s)
−θ

1−θ

)

ds

)

. ✭✽✮

✹



✷✳✷ ❚❤❡ s✉♣♣❧②✲s✐❞❡

❚❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❛❝ts t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✶

J(p(t)) :=

∫ +∞

0

e−ρtp(t)q(t) dt ✭✾✮

s✉❜❥❡❝t t♦ ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥ s❡♥s❡ t❤❛t✷

∫ +∞

0

q(t) dt = 1. ✭✶✵✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✮ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡✿ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ str❛t❡❣② ❢♦r
t❤❡ ♣r✐❝❡ p(t) ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ s♦❧❞
r❡s♦✉r❝❡ q(t)✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ p(t) ✐♥ ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✹✮✱ s❛t✐s✜❡s ✭✶✵✮✳

❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧✱ ❣✐✈❡♥ ❛✸

p(t) ∈ S :=
{

p(t) ∈ L1,+
loc ([0,+∞)) : (p(t))

−θ

1−θ ∈ L1
loc([0,+∞))

}

✇❡ ❝❛❧❧ kp(t) t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s✮ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✽✮ ❛♥❞ qp(t) t❤❡ ✭♠❡❛s✉r❛❜❧❡✮
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✮ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♣r✐❝❡ ❛s✿

A :=

{

p(t) ∈ S :

∫

∞

0

qp(t) dt = 1

}

.

❲❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ t♦ 1✳

✷✳✸ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❛t❡ ❝❛s❡

❲❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ c(t) ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡
❝♦♥str❛✐♥t

y(t) = i(t) + c(t) + q(t)p(t).

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✭✸✮✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ c(t) t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝♦♠❡s
❤❛r❞❧② tr❡❛t❛❜❧❡ ✭✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡
❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥♥❡r✮✳ ❆♥②✇❛② ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ s❡tt✐♥❣ ✇❡ ✉s❡❞ ❛❧❧♦✇
t♦ tr❡❛t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❛t❡ s♦ t❤❛t c(t) = sy(t)
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡

k̇(t) = (1 − s)y(t) − q(t)p(t) = (1 − s)Ak(1−θ)(t)qθ(t) − q(t)p(t)

❛♥❞ t❤❡♥✱ ❝❛❧❧✐♥❣ Ã = A(1 − s)

k̇(t) = Ã
(

k(1−θ)(t)qθ(t)
)

− q(t)p(t).

✶❚❤❡ ✏r✐❣❤t✑ ♥♦t❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ J(p(·)) s✐♥❝❡ J ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
p(·) ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡✱ ✉s✐♥❣ ❛ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ❜✉t ❞✐✛✉s❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ p(t) t♦ ♠❡❛♥
❜♦t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ p(·) ❛♥❞ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❛t ♣♦✐♥t t✳

✷❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
R +∞

0 q(t) dt ≤ 1 ✇✐t❤

t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
R +∞

0 q(t) dt = 1✳
✸❲❡ ❝❛❧❧ L1

loc([0, +∞)) t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭t❤❛t ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ f : [0, +∞) → R s✳t✳
R b

a
|f(t)|dt < +∞ ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ a < b < ∞✮ ❛♥❞ L

1,+
loc ([0, +∞))

t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

✺



❊✈❡♥t✉❛❧❧② ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ B =
(

Ã
(

1
θA

)
θ

θ−1 −
(

1
θA

)
1

θ−1

)

❛♥❞

k̇(t) = k(t)
(

Bp(t)
−θ

1−θ

)

.

t❤❛t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦❢ ✭✺✮ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ B✳ ❙♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛
❝♦♥st❛♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❡①❛❝t❧② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳

✸ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

❯s✐♥❣ ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✽✮ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ✭✶✵✮ ❛s

1 =

∫ +∞

0

q(t) dt =

∫ +∞

0

(

p(t)

θA

)

−1

1−θ

k(t) dt =

=

∫ +∞

0

(

p(t)

θA

)

−1

1−θ

k0 ❡①♣

(
∫ t

0

(

Bp(s)
−θ

1−θ

)

ds

)

dt. ✭✶✶✮

❙✉❝❤ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t❧② tr❡❛t ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❛♥②✇❛② ♥♦t❡ t❤❛t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ■❢ p(t) ∈ A t❤❡♥ supt∈[0,∞) p(t) = +∞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢
✇❡ ❝❛❧❧ µ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ R✱ ❢♦r ❡✈❡r② M > 0 ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
µ {t ∈ [0,+∞) : p(t) ≤ M} < ∞✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✿ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ p(t) ∈ A ❛♥❞
M > 0 s✳t✳✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡

SM := {t ∈ [0,+∞) : p(t) ≤ M} ,

✇❡ ❤❛✈❡ µ(SM ) = +∞✳ ❚❤❡♥✱ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t ✭❢r♦♠ ✭✽✮✮ kp(t) ≥ k0 ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0
✇❡ ❤❛✈❡ ✭❢r♦♠ ✭✹✮✮

qp(t) ≥ c :=

(

1

θA

)

−1

1−θ

(

1

M

)
1

1−θ

k0 > 0

❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t ∈ SM ✳ ❆♥❞ t❤❡♥
∫

∞

0

qp(t) dt ≥

∫

SM

qp(t) dt ≥ cµ(SM ) = +∞

❛♥❞ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✭✐❢ p ∈ A ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥
∫

qp = 1 6= +∞✮ ❛♥❞
t❤❡ ❝❧❛✐♠✳

✸✳✶ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝❛s❡

❙♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ st❛t❡s✱ r♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ❤❛s t♦ ❣r♦✇ t♦ ✐♥✜♥✐t②✱
♠♦r❡♦✈❡r ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t ✏❧✐❣❤t✑ ❣r♦✇t❤s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ♥♦t
❡♥♦✉❣❤✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t ❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ str❛t❡❣②✳

❲❡ r❡❞✉❝❡ ❤❡r❡ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡✲
s♦✉r❝❡ ♣r✐❝❡ ♦♥❧② ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ str❛t❡❣②✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡
❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✾✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮ ❛♥❞ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ st✉❞②

✻



✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♦❢
st✉❞②✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❇●Ps ❢♦r ❛ ♥❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ p(t) = p0e
ωt✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

U =
{

t 7→ p0e
wt : p0 > 0, ω > 0

}

.

❆ str❛t❡❣② ♦❢ U t♦ ❜❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❤❛s t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ✭✶✵✮ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✭✶✶✮✳ ■❢ p(t) = p0e

ωt t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡❝♦♠❡s

1 =
( p0

θA

)

−1

1−θ

k0

∫ +∞

0

e
−ω

1−θ
t ❡①♣

(

Bp
−θ

1−θ

0

∫ t

0

(

e
−ωθ

1−θ
s
)

ds

)

dt =

=
( p0

θA

)

−1

1−θ

k0

∫ +∞

0

e
−ω

1−θ
t ❡①♣

(

Bp
−θ

1−θ

0

1 − θ

ωθ

(

1 − e
−ωθ

1−θ
t
)

)

dt = ✭✶✷✮

❝❛❧❧✐♥❣ β =

(

Bp
−θ

1−θ

0
1−θ
ωθ

)

> 0 ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ y = βe
−ωθ

1−θ
t

=

(

p0

θA

)−
1

1−θ k0 eβ

β

1 − θ

ωθ

∫ β

0

e−y

(

y

β

)

1−θ

θ

dy =

=

(

p0

θA

)−
1

1−θ k0 eβ

β1/θ

(

1 − θ

ωθ

)
∫ β

0

e−yy
1
θ
−1 dy ✭✶✸✮

❚❤❡ ❧❛st ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ❛❧✇❛②s ✜♥✐t❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ θ ❛♥❞ β ✭✐t ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
✐♥t❡❣r❛❧ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❊✉❧❡r ●❛♠♠❛✹ ♦❢ 1/θ✮✳ ❲❡ ❝❛❧❧

W (β) :=

∫ β

0

e−yy( 1
θ
−1) dy < ∞. ✭✶✹✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ω t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ p0 = I(ω)
s✉❝❤ t❤❛t ✭✶✸✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ I t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡ ω t♦ p0 ✐s
str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ❝❛❧❧

β̄(ω, p0) =

(

Bp
−θ

1−θ

0

1 − θ

ωθ

)

✭✶✺✮

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

β̄(ω, I(ω))
ω→0+

−−−−→ +∞ ✭✶✻✮

β̄(ω, I(ω))
ω→+∞
−−−−−→ 0. ✭✶✼✮

❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

I(ω)
ω→0+

−−−−→ +∞. ✭✶✽✮

Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ β ❛♥❞ t❤❡♥ I✱ ✇❡ r❡✈❡rs❡❞ t❤❡ ♦r❞❡r
✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❝❧❡❛r❡r✳

■♥ ✭✶✸✮ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss
(

p0

θA

)−1/(1−θ)
✐♥ t❡r♠s ♦❢ β ❛s

( p0

θA

)

−1

1−θ

=
β1/θ

(

B 1−θ
θω

)1/θ

(

1

θA

)−1/(1−θ)

.

✹■♥❞❡❡❞ s♦♠❡t✐♠❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ (x, β) 7→
R β

0 e−yy(x−1) dy ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ●❛♠♠❛
❢✉♥❝t✐♦♥✳

✼



❙♦ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ✭✶✸✮ ♦♥❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ω ❛♥❞ β✳ ■t ❜❡❝♦♠❡s✿

1 =

(

ωθ

1 − θ

)

1−θ

θ

(

(

1
θA

)−1/(1−θ)
k0

B1/θ

)

eβW (β). ✭✶✾✮

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ β 7→ eβ ❛♥❞ β 7→ W (β) ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ str✐❝t❧②

❣r♦✇✐♥❣ ❛♥❞ ω 7→
(

ωθ
1−θ

)

1−θ

θ

✐s ❛ str✐❝t❧② ❣r♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❤♦❧❞s 0 ✐♥ 0 ❤❛s

❧✐♠✐t +∞ ❢♦r ω → ∞✱ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ω t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ β = β̃(ω)
s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✶✾✮✱ t❤❛t ω 7→ β̃(ω) ✐s str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ s❛t✐s❢②

β̃(ω)
ω→0+

−−−−→ +∞ and β̃(ω)
ω→+∞
−−−−−→ 0. ✭✷✵✮

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ β̄(·, ·) ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✶✺✮ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❣✐✈❡♥
ω ❛♥❞ β t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ p0 = I(ω) s❛t✐s❢②✐♥❣ β = β̄(ω, p0)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♦❢
❝♦✉rs❡ β̃(ω) = β̄(ω, I(ω)) ❛♥❞ s♦ ✭✶✻✮ ❛♥❞ ✭✶✼✮ ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ ✭✷✵✮✳

❚♦ s❡❡ t❤❛t ω 7→ I(ω) ✐s ❛ str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② t♦ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t (ω, p0, t) 7→ p(t) = p0e

ωt ✐s✱ ❢♦r ❡✈❡r② t > 0 ❛ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥
ω ❛♥❞ p0✱ s♦✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✭✽✮ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧
❛t t✐♠❡ t ✐s str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ω ❛♥❞ p0✱ ❛♥❞✱ t❤❛♥❦s t♦ ✭✹✮ ✇❡ ✜♥❛❧❧② s❡❡
t❤❛t q(t) ✭❢♦r ❡✈❡r② t > 0✮ ✐s str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ω ❛♥❞ p0✱ s♦ ✭r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✶✵✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝❧❛✐♠✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✭✶✽✮ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ✭✶✸✮✿

1 = k0

( p0

θA

)−
1

1−θ

(

1 − θ

ωθ

)

(

eβ

β1/θ

∫ β

0

e−yy
1
θ
−1 dy

)

✭✷✶✮

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
(

1 − θ

ωθ

)

ω→0
−−−→ +∞,

♠♦r❡♦✈❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡ t❤❛t β(ω, I(ω))
ω→0
−−−→ +∞ s♦

(

eβ

β1/θ

∫ β

0

e−yy
1
θ
−1 dy

)

ω→0
−−−→ +∞

❛♥❞ t❤❡♥ t♦ s❛t✐s❢② ✭✷✶✮ ✇❡ ♥❡❡❞

( p0

θA

)−
1

1−θ ω→0+

−−−−→ 0

❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ✭✶✽✮✳ ❙♦ ❛❧s♦ t❤❡ ❧❛st ❝❧❛✐♠ ✐s ♣r♦✈❡❞✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ω ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ p0 = I(ω)
s✉❝❤ t❤❛t ✭✶✸✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s ♥♦t tr✉❡✳ ◆❛♠❡❧② t❤❡r❡ ❝❛♥ ❡①✐st s♦♠❡
p0 > 0 ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦♠❡ ✏t♦♦ s♠❛❧❧✑ p0✮ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥②
ω > 0 s✉❝❤ t❤❛t p0 = I(ω)✳

❙♦ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ♥♦✇ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ U ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❛t ✐s
t❤❡ str❛t❡❣✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✶✸✮✿

Uad =
{

t 7→ I(ω)eωt : ω > 0,
}

✽



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ J(p(t)) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✾✮ ❛❞♠✐ts ❛ ♠❛①✐♠✉♠
✐♥ t❤❡ s❡t Uad✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ str❛t❡❣② po(t) =
I(ωo)eωot s✉❝❤ t❤❛t J(po(t)) ≥ J(p(t)) ❢♦r ❛❧❧ p(t) ∈ Uad✳

Pr♦♦❢✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✾✮ ♦♥ ❛
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ Uad p(t) = I(ω)eωt ❢♦r ω > 0✳ ❲❡ ✇r✐t❡ J(ω) ❢♦r J(I(ω)eωt) ❛♥❞
✇❡ ❝❛❧❧ pω ❛♥❞ qω t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢
t❤❡ ♦✐❧ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡ p(t) = I(ω)eωt✳ ❙♦

J(ω) =

∫ +∞

0

e−ρtqω(t)pω(t) dt.

❲❡ s❤♦✇ ♥♦✇ t❤❛t J(ω)
ω→0+

−−−−→ 0 ❛♥❞ J(ω)
ω→+∞
−−−−−→ 0 ❛♥❞ t❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ ❝❧❛✐♠✳

❲❡ ✜rst ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝❛s❡ ω → 0+✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✭❢r♦♠ ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✽✮✮

J(ω) =

∫ +∞

0

e−ρtqω(t)pω(t) dt =

∫ +∞

0

e−ρtpω(t)
−θ

1−θ k0e
R

t

0
Bpω(s)

−θ

1−θ ds dt ≤

∫ +∞

0

e−ρtI(ω)
−θ

1−θ k0e
tBI(ω)

−θ

1−θ ds dt ≤ ✭✷✷✮

✭s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ω → ∞ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡✱ ❢♦r ✭✶✽✮✱ t❤❛t Bp
−θ

1−θ

0 ≤ ρ/2✮

≤ k0

∫ +∞

0

e−ρt/2I(ω)
−θ

1−θ dt

t❤❛t ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❢♦r t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ ✇❤❡♥ ω → 0+ t❤❛♥❦s
t♦ ✭❢r♦♠ ✶✽✮✳

❖t❤❡r✇✐s❡ ✇❤❡♥ ω → +∞ ✇❡ ❤❛✈❡✱ t❤❛♥❦s t♦ ✭✹✮✱ ✭✽✮

J(ω) =

∫ +∞

0

e−ρtqω(t)pω(t) dt ≤

∫ +∞

0

qω(t)pω(t) dt =

∫ +∞

0

k0pω(t)
−θ

1−θ e
R

t

0
Bpω(s)

−θ

1−θ ds dt =
k0

B

∫ β

0

er dr, ✭✷✸✮

❜✉t t❤❡ ❧❛st ✐♥t❡❣r❛❧✱ t❤❛♥❦ t♦ ✭✶✼✮ ❣♦❡s t♦ 0 ❢♦r ω → ∞✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✺✳ ■t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✇♦♥❞❡r ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠✳ ■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❧✇❛②s ❤❛♣♣❡♥❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥✐q✉❡ ❜✉t
✇❡ ❝❛♥♥♦t ♣r♦✈❡ ❢♦r♠❛❧❧② t❤✐s ❢❛❝t ❛t t❤✐s st❡♣✳

❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✭✶✮✳

θ 0.248
ρ 0.05
A 0.025
k0 4000

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙❡t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♦✐❧ ❝❛s❡

✾



◆♦✇ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ω 7→ I(ω) = p0(ω) ❛♥❞ ω 7→
J(p0(ω)eωt) ❛♣♣❡❛r ✇✐t❤ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✇✐t❤
t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ❝♦❞❡ ●❘❆P❍❙❴❜❡t❛❴❛♥❞❴❏✳♠✺✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✿ t❤❡ ✜rst ❣r❛♣❤ ♦❢

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ●r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ω 7→ I(ω) ❛♥❞ ω 7→ J(ω)

❋✐❣✉r❡ ✶ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡✈❡r② ω t❤❡ ♦♥❧② p0 = I(ω)
s✉❝❤ t❤❛t p0e

ωt ✐s ❛ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✻ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ J ♦♥ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s I(ω)eωt ✈❛r②✐♥❣ ω✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❛❝ts t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ J ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ str❛t❡❣② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❣r❛♣❤✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ J(ω) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ω̄ = 4, 91% ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ p0(ω̄) =
I(ω̄) ✐s 24.6$✳

✹ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ 1✳ ❚❤✐s ✐s ❣❡♥❡r✐❝
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r t❤❛t ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦
♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ✐♥ ❜❛rr❡❧s ✭t❤❡ ♦✐❧ ✐s s❝❛r❝❡ ❜✉t ♥♦t s♦ ♠✉❝❤✦✮✳ ❆s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❛s♣❡❝t t❤❛t t❤❡ s❝❛❧✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs A ❛♥❞ k0 ❤❛✈❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❞❡❡❞ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♠❛✐♥❧②
✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❛♥❞ r❛t❡s✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
r❡❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡
❢♦r t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ✭❞♦❧❧❛rs ❛ ❜❛rr❡❧✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✳r✳t
t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ s✉♣♣❧② ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ●❉P✳

❚♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✾✵✲✷✵✵✼✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s q✉✐t❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✱ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦✐❧ ♣r✐❝❡
❤❛✈❡ ♠❛✐♥❧② ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❙♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❡ ✉s❡ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧♦♥❣ r✉♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✉❡
t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❢❛❝t♦rs✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡ t♦♦

✺❆❧❧ t❤❡ ❝♦❞❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇❡❜ ♣❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦r✿
❤tt♣✿✴✴❞♦❝❡♥t✐✳❧✉✐ss✳✐t✴❢❛❜❜r✐✳

✻◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥✱

J(ω)
ω→0
−−−→ 0✳

✶✵



❧♦♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ♦✐❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
✭t❤❛t ❡r❛ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② A ❛♥❞ θ✮ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❤❡ ♣✐❝❦ ✐♥ t❤❡ ♦✐❧ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡
❧❛t❡✲s❡✈❡♥t✐❡s✴❡❛r❧② ❡✐❣❤t✐❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ♥✐♥❡t✐❡s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡
♦✐❧ ✐s str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ●✉❧❢ ❲❛r ✇✐t❤ ❛ ♣✐❝❦ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡
✶✾✾✵✲✶✾✾✶ ❛♥❞ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✉♥♥❛t✉r❛❧ ❧♦✇ ♣r✐❝❡s t❤❛t ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ ♥✐♥❡t✐❡s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡s❡ ❢❛❝ts ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✶✾✾✵✲✶✾✾✶ ❤❛s ❛❧s♦ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡
✏t✇♦ ❜❧♦❝s✑ ❛❣❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ t♦❞❛②✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✳
❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ s❡✲

r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✉❞❡ ♦✐❧✳ ❚❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ❢r♦♠ ❬✼❪ ✭t❤❡② ❛r❡
t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ❝r✉❞❡ ♦✐❧ ✐♥ ❯❙✱ t❤❡ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❞♦❧✲
❧❛rs ♦❢ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✼✮✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜❧❡
●❘❆P❍❙❴♣r✐❝❡❴❛♥❞❴q✉❛♥t✐t②✳♠✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ s❡r✐❡s ✭t❤❡ ❜❧✉❡ ❜❛rs✮

❋✐❣✉r❡ ✷✿ Pr✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ✭✩ ❛ ❜❛rr❡❧✮ ✿ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛

♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❢r♦♠ ❬✻❪✱ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇♦r❧❞ t♦t❛❧ ❝r✉❞❡ ♦✐❧ s✉♣♣❧②✮
✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✾✵✲✷✵✵✻ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s✼ ✭t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝❧❡❛rs t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s
♥♦t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣❧②✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧
❞❛t❛ t❤❡r❡ ❛r❡ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ s✉♣♣❧② s✐❞❡ t❤❛t ✐s t❤❡ ♠❛✐♥
❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛
❝♦♥st❛♥t t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ t♦t❛❧
❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ✐s 1✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❇P❉ ✭❜❛rr❡❧s ♣❡r ❞❛②✮✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✹ t❤❡ ❜✐❡♥♥✐✉♠ ✷✵✵✻✲✷✵✵✼ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❢r♦♠ ❬✽❪✳

✺ ❖✉t❧♦♦❦ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❢♦r❡❝❛sts t❤❛t ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ✉s❡
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✭t❤❛t ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❚❛❜❧❡

✼❯s✐♥❣ t❤❡ ✜❧❡ ●❘❆P❍❙❴♣r✐❝❡❴❛♥❞❴q✉❛♥t✐t②✳♠✳

✶✶



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❙✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ✭✶✾✾✵✲✷✵✵✻✮✿ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛

✶✮✳ ❯s✐♥❣ s✉❝❤ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts t❤❡ ✷✵✵✼ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧
✐s 4.8% ✭t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❢♦r❡❝❛st❡❞ ❜② t❤❡ ■▼❋ ✐s 4.9% s❡❡ ❬✾❪✮✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡
❢♦r❡❝❛sts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✷✵✵✼✲✷✵✹✵✳ ▼❛②❜❡ ✐t ✐s ❛ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢
t✐♠❡✱ ❜✉t ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ s❡❡ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❋✐❣✉r❡ ✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
♦❢ ♦✐❧✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐t
✐s p(t) = p0e

ω̄t ✇❤❡r❡ p0 ✐s 24.6$✱ ω̄ = 0.0491 = 4.91% ✽✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♦✐❧ ♣r✐❝❡
✐♥ ✭✽✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥ ✭✹✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢♦r❡❝❛st❡❞ ●❉P ❣r♦✇t❤
r❛t❡✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ✐s
♦♥❧② ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② q✉❛❧✐t❛t✐✈❡✳

❚❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✷✵✵✺✲✷✵✵✼ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❧❛st q✉❛rt❡rs ❛r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ❊■❆ ❞❛t❛✱ s❡❡ ❬✽❪ ❛♥❞ ❬✼❪✱ t❤❡ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ✐♥ ❞♦❧❧❛rs ♦❢ t❤❡
❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✼✿

✷✵✵✻ ✷✵✵✼
◗✶ ✽✺✳✹ ▼❇✴❞ ✽✺✳✹ ▼❇✴❞
◗✷ ✽✹✳✾ ▼❇✴❞ ✽✺✳✶ ▼❇✴❞
◗✸ ✽✺✳✺ ▼❇✴❞ ✽✺✳✶ ▼❇✴❞
◗✹ ✽✺✳✸ ▼❇✴❞ ✲

✷✵✵✺ ✷✵✵✻ ✷✵✵✼
◗✶ ✹✵✳✾✾✩ ✺✼✱✸✺✩ ✺✹✱✹✸✩
◗✷ ✹✺✳✽✻✩ ✻✺✱✽✾✩ ✻✷✱✾✶✩
◗✸ ✺✻✳✼✽✩ ✻✺✱✻✵✩ ✼✷✱✶✽✩
◗✹ ✺✷✳✵✹✩ ✺✺✱✷✶✩ ✲

❲❡ ❛❧s♦ ❛❞❞ ✭s❛♠❡ s♦✉r❝❡✿ ❬✽❪✮ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t♦t❛❧ ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✷✵✵✺
✇❛s ✽✺✳✸ ▼❇✴❞✳

❙♦ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ②❡❛rs ✭✷✵✵✻ ❛♥❞ ✷✵✵✼✮ ✇❡r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②✿

✶✲ ❆ ❝♦♥st❛♥t tr❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦✐❧ s✉♣♣❧②

✷✲ ❆ str♦♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ●❉P ❣r♦✇t❤✿ ✹✳✽✪ ✐♥ ✷✵✵✺✱ ✺✳✹✪ ✐♥ ✷✵✵✻ ❛♥❞ ✹✳✾ ✪ ✐♥
✷✵✵✼ ✭s❡❡ ❬✾❪✮

✽❚❤❡ t✐♠❡ t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ②❡❛rs ✭❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t t = 0 ✐s ✐♥ ✷✵✵✼✮✳

✶✷



❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❙✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ✭✷✵✵✻✲✷✵✵✼✮✿ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛

❋✐❣✉r❡ ✺✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

✸✲ ❆♥ ❤✐❣❤ ✭❛♥❞ ❣r♦✇✐♥❣✮ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧✳

❚❤❡s❡ ❞❛t❛ s❡❡♠ t♦ ♦✉t❧✐♥❡ ❛ ♥❡✇ s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♥❞❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ✭❛t ❧❡❛st ❢r♦♠
t❤❡ ❧❛t❡ ❡✐❣❤t✐❡s✮ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❧♦✇
●❉P ❣r♦✇t❤ ❛♥❞✱ ✉s✉❛❧❧②✱ t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦✐❧ ♣r✐❝❡✳ ❲❤✐❧❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥
✭♦r ❝♦♥st❛♥t tr❡♥❞✮ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❧♦✇✲❣r♦✇✐♥❣ ●❉P ❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
♦✐❧ ♣r✐❝❡ s✉❣❣❡sts ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ♦✐❧✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭♦r ❝♦♥st❛♥t
tr❡♥❞✮ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❤✐❣❤✲❣r♦✇✐♥❣ ●❉P ❛♥❞ ❛ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦✐❧ ♣r✐❝❡ ✐s
❛♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s s✐❣♥ t❤❛t s♦♠❡t❤✐♥❣ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉♣♣❧② s✐❞❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
✇❡ ♣r❡s❡♥t s✉❣❣❡st t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ✉♥❞❡r❧② t♦ s✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉❣❣❡st❡❞✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ✷✵✵✽ ❜✉t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s s♠♦♦t❤✱ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦✐❧ s✉♣♣❧② ❛r❡ s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✜ts✱
♦♥ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛✳

✶✸



❋✐❣✉r❡ ✻✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❣r♦✇t❤

❆ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐t❤♦✉t tr❛❣❡❞✐❡s ❚❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ s♦♠❡
s❡♥s❡ s✉r♣r✐s✐♥❣✿ ✐t s✉❣❣❡sts ❛ str♦♥❣ ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ❛♥❞ ♦♥❧②
❛ ❧✐❣❤t ❛♥❞ s❧♦✇ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ●❉P ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳
❆♥②✇❛② s✉❝❤ ❛ r❡s✉❧t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡♥t ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❛t❛✿
✇❡ ❧✐✈❡ ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❤✐❣❤ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ❛♥❞ str♦♥❣ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ●❉P✳

❖❢ ❝♦✉rs❡ ✐t ✐s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡
♦r t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❡✈❡♥ts✱ ❜✉t ✐t ❛♥②✇❛② s✉❣❣❡sts t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ ❛ ♥♦♥✲r❡♥❡✇❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✱ ❛s t❤❡ ♦✐❧✱ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡
❛❧r❡❛❞② str❡ss❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♦♥
t❤❡ ♦✐❧ ❛♥❞ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❛s♣❡❝t t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❧❡ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧✱ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ st♦♣♣❡❞✳

❆ ♥♦♥✲❍✉❜❜❡rt ♣❡❛❦ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✼ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✾✵✲✷✶✵✵ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐s ❛ ✈❡r②
❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❜✉t ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣✐❝t✉r❡ t♦ s❤♦✇ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♦✐❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ✷✵✵✽

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❚❤❡ s✉♣♣❧② ❢♦r❡❝❛st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✾✵✲✷✶✵✵

❛♥❞ t❤❡♥ ❜❡❣✐♥s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐t ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ❍✉❜❜❡rt ♣❡❛❦✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱
✐♥❞❡❡❞ ❜♦t❤ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♦✐❧ ✐s ❛ ♥♦♥✲r❡♥❡✇❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✱
❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r❡✈❡r✳

✶✹



❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ♣❡❛❦✳ ❲❤✐❧❡
✐♥ t❤❡ ❍✉❜❜❡rt ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❡①tr❛❝t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ✐s
♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s ✭t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ❞❡❝r❡❛s❡s
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦✐❧ ✇❡❧❧s ❤❛✈❡ ❧❡ss ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛ ❢❡✇❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦✐❧✮ ❤❡r❡ t❤❡
❞❡❝r❡❛s❡ ✐❢ ❛ ❢r❡❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝✿ ❤❡ ❝♦✉❧❞ ❡①tr❛❝t ♠♦r❡ ♦✐❧ ❜✉t ❤❡
❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦✳ ❍❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦✐❧ s✉♣♣❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✐s t❤❡
♠♦st ♣r♦✜t❛❜❧❡ str❛t❡❣②✳

◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❝❛♥ s♣❡❝❦ ♦❢ ❍✉❜❜❡rt ♣❡❛❦ ❛❧s♦ ✏❧♦❝❛❧❧②✑ ✭♠❛♥② ♦✐❧
✇❡❧❧s ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡✐r ❍✉❜❜❡rt ♣❡❛❦ ❛♥❞ ♠❛♥② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①❤❛✉st❡❞✮ ✇❡ ❝❛♥
❤❛✈❡ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ❣❧♦❜❛❧❧②✳

✶✺



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❍✳ ❆❛❣❡✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❈❛♠✲
❜r✐❞❣❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✽✭✶✮✿✶✵✺✱ ✶✾✽✹✳

❬✷❪ ❑✳ ❆rr♦✇✱ P✳ ❉❛s❣✉♣t❛✱ ▲✳ ●♦✉❧❞❡r✱ ●✳ ❉❛✐❧②✱ P✳ ❊❤r❧✐❝❤✱ ●✳ ❍❡❛❧✱ ❙✳ ▲❡✈✐♥✱
❑✳●✳ ▼❛❧❡r✱ ❙✳ ❙❝❤♥❡✐❞❡r✱ ❉✳ ❙t❛rr❡tt✱ ❡t ❛❧✳ ❆r❡ ❲❡ ❈♦♥s✉♠✐♥❣ ❚♦♦ ▼✉❝❤❄
❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s✱ ✶✽✭✸✮✿✶✹✼✕✶✼✷✱ ✷✵✵✹✳

❬✸❪ ❈✳❏✳ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❛♥❞ ❏✳❍✳ ▲❛❤❡rr❡r❡✳ ❚❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❝❤❡❛♣ ♦✐❧✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❆♠❡r✲
✐❝❛♥✱ ✷✼✽✭✸✮✿✻✵✕✺✱ ✶✾✾✽✳

❬✹❪ ❇❘ ❈♦♣❡❧❛♥❞ ❛♥❞ ▼❙ ❚❛②❧♦r✳ ❚r❛❞❡✱ ●r♦✇t❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❏♦✉r✲
♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▲✐t❡r❛t✉r❡✱ ✹✷✭✶✮✿✼✕✼✶✱ ✷✵✵✹✳

❬✺❪ P✳ ❉❛s❣✉♣t❛ ❛♥❞ ●✳▼✳ ❍❡❛❧✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①❤❛✉st✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✳
❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❍❛♥❞❜♦♦❦s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ Pr❡ss✱ ✶✾✽✵✳

❬✻❪ ❊♥❡r❣② ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ✭❊■❆✮✳ ❲♦r❧❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝r✉❞❡
♦✐❧✱ ♥❣♣❧✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❧✐q✉✐❞s✱ ❛♥❞ r❡✜♥❡r② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❣❛✐♥✱ ♠♦st r❡❝❡♥t
❛♥♥✉❛❧ ❡st✐♠♥❛t❡s✱ ✶✾✽✵✲✷✵✵✻✱ ❆✉❣✉st ✷✹✱ ✷✵✵✼✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ♣❛❣❡✿
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡✐❛✳❞♦❡✳❣♦✈✴❡♠❡✉✴✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✴❘❡❝❡♥t❚♦t❛❧❖✐❧❙✉♣♣❧②❇❛rr❡❧s♣❡r❉❛②✳①❧s✳

❬✼❪ ❊♥❡r❣② ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ✭❊■❆✮✳ ▼♦♥t❤ ❞❛t❛✱ r❡❛❧ ✐♠✲
♣♦rt❡❞ ❝r✉❞❡ ♦✐❧ ♣r✐❝❡✱ ❖❝t♦❜❡r ✵✾✱ ✷✵✵✼✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ♣❛❣❡✿
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡✐❛✳❞♦❡✳❣♦✈✴❡♠❡✉✴st❡♦✴♣✉❜✴❢s❤❡❡ts✴r❡❛❧❴♣r✐❝❡s✳①❧s✳

❬✽❪ ❊♥❡r❣② ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ✭❊■❆✮✳ ◗✉❛rt❡r❧②
♦✐❧ s✉♣♣❧②✱ ❖❝t♦❜❡r ✶✶✱ ✷✵✵✼✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ♣❛❣❡✿
❤tt♣✿✴✴♦♠r♣✉❜❧✐❝✳✐❡❛✳♦r❣✴✇♦r❧❞✴✇❜❴✇♦s✉♣✳♣❞❢✳

❬✾❪ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ▼♦♥❡t❛r② ❋✉♥❞ ✭■▼❋✮✳ ❲♦r❧❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦✉t❧♦♦❦ ✷✵✵✼✿
❙♣✐❧❧♦✈❡rs ❛♥❞ ❝②❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✼✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡
♣❛❣❡✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐♠❢✳♦r❣✴❡①t❡r♥❛❧✴♣✉❜s✴❢t✴✇❡♦✴✷✵✵✼✴✵✶✴✐♥❞❡①✳❤t♠✳

❬✶✵❪ ❚✳ ▼✐tr❛✳ ❖♥ ❖♣t✐♠❛❧ ❉❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❊①❤❛✉st✐❜❧❡ ❘❡s♦✉r❝❡s✿ ❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞
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