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Resumen

Se presentan métodos matemadticos de control 6ptimo deterministico en tiempo continuo y
de programacion dindmica estocdstica en tiempo discreto, y técnicas computacionales para
su implementacion en GAMS (General Algebraic Modeling System). Se ejemplifican los
métodos y sus implementaciones computacionales con modelos intertemporales de
crecimiento econémico.

Abstract

The paper presents mathematical methods of deterministic optimal control in continuous
time and stochastic dynamic programming in discrete time, and computational techniques
for their implementation in the General Algebraic Modeling System (GAMS). The methods
and their computational implementations are exemplified with intertemporal models of
economic growth.
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El problema general de la optimizacién dindmica restringida es determinar una
secuencia de acciones Optima para alcanzar un objetivo intertemporal sujeto a restricciones
inter‘[emporales.1 Usualmente, en la expresion formal del problema una o mas variables de
control u representan la secuencia de acciones a tomar, una funcién de valor V representa
el objetivo intertemporal, y una o mds ecuaciones diferenciales o en diferencias de primer
orden representan las restricciones intertemporales del problema.? En la mayoria de las
aplicaciones econémicas, la funcién de valor es separable y aditiva, mientras que las
ecuaciones diferenciales o en diferencias son ecuaciones que relacionan variables de estado
x con variables de control u. Usualmente se trata de problemas auténomos, en el sentido de
que la variable tiempo f no aparece explicitamente o aparece de esa manera solamente en
un factor de descuento temporal en la funcién de valor V.

De acuerdo al tipo de variables, al horizonte temporal y al rol de la incertidumbre,
los problemas de optimizacion dindmica restringida pueden clasificarse como:

-de tiempo continuo o discreto
-de horizonte finito o infinito
-deterministicos o estocasticos

Desde el punto de vista de las aplicaciones econémicas, hay dos métodos de
solucion de éste tipo de problemas que son los mds utilizados: el control 6ptimo y la
programacion dindmica. Ambos se aplican indistintamente a problemas de horizonte finito
o infinito. El control 6ptimo es més usado para resolver problemas deterministicos en
tiempo continuo, mientras que la programacién dindmica se utiliza para tratar con
problemas estocdsticos en tiempo discreto. 3 Ello es asi debido a que problemas de control
Optimo estocéstico en tiempo continuo requieren del uso del calculo estocdstico en tiempo
continuo, el cual s6lo es manejable en condiciones restrictivas y para formas funcionales
especificas’, y a que problemas de programacién dindmica en tiempo continuo requieren
trabajar con ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, un topico de considerable
complejidad.’

Metodolégicamente, el control 6ptimo resuelve un solo problema de optimizacién
determinando el sendero 6ptimo de variables de estado y control para todo el horizonte
temporal, mientras que la programacién dindmica, aplicable a problemas de estructura

' En Lambardi y Mercado (2002) se trata con problemas de optimizacion estdtica restringida y su
implementacién en GAMS.

? Si se trata de ecuaciones de orden superior al primero, pueden ser reducidas de orden a través de
transformaciones apropiadas (basicamente, redefinicion de variables).

3 Chow (1997) ha realizado una defensa reciente de la aplicabilidad y utilidad en economia del método
Lagrangeano como alternativa a la programacién dindmica.

* Sin embargo, Turnovsky (1996) realiza una defensa del uso del control 6ptimo estocastico en tiempo
continuo.

> Se trata de la que se conoce como ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman, analogo en tiempo continuo de la
ecuacion de Bellman. Para una introduccién a la programacién dindmica en tiempo continuo, ver Kamien y
Schwartz (1992) y Bertsekas (1995).



recursiva determina®, operando temporalmente de “atras hacia adelante”, reglas optimas
para la eleccién de la variable de control como funcién del estado en cada etapa del
problema de interés, de tal modo que la solucién del mismo estd envuelta en la solucion de
una “familia” de problemas de optimizacion analogos.

La solucién del problema de optimizacién implica, en control éptimo, resolver un
sistema de ecuaciones dindmicas (principio del maximo de Pontryagin) para las variables
de estado y co-estado, mientras que en programacion dindmica se requiere resolver una
ecuacion funcional (ecuacion de Bellman) para la funcién de valor en cada periodo. Salvo
casos especiales, éstas ecuaciones son imposibles de resolver analiticamente. Ello deriva en
que usualmente se requieran métodos numéricos y/o que se lleven acabo andlisis
cualitativos basados en las ecuaciones del principio de Pontryagin para el caso de control
Optimo, o estudiando las propiedades de las ecuaciones dindmicas que se obtienen
diferenciando (si esto es posible) e igualando a cero la ecuacion de Bellman en el caso de
programacion dindmica.

1. Control Optimo Deterministico en Tiempo Continuo’

z . 8 . e
En términos generales”, el problema es encontrar la secuencia Optima de controles u, de
modo de maximizar:

T
V= [F(t,x,u)dt
0

sujeto a: (1.1)
x =gt x,u,)

Xo» X7

donde V = funcién de valor u objetivog, t = tiempo, x = variable de estado, u = variable de

. Ox e . . )
control, x:a—, X, = condicion inicial, x,= condicién terminal.
t

Para resolver éste tipo de problema, debemos formar la funcién Hamiltoniana (o
Hamiltoniano):

6 Un problema es de estructura recursiva si la funcién objetivo es separable y aditiva y si la variable de control
no puede afectar los estados pasados del sistema, sino solamente los futuros.

7 Para una introduccién detallada al control Gptimo en tiempo continuo, ver Chiang (1992 ) y Kamien y
Schwartz (2000).

¥ Para el caso de problemas multivariados (varios estados y/o controles) lo que sigue se generaliza facilmente
expresando las variables de estado, co-estado y de control en la notacién vectorial apropiada.

? La funcién de valor puede contener, ademds de la integral, un valor para el punto terminal en la forma de un
término extra tal como W(T, y(T)). Esta formulacién puede convertirse en una estindar como la presentada
aqui mediante la definicién de una nueva variable Z = W(T, y(T)) e introduciendo la derivada de la misma
dentro de la integral.



H, =F(t,x,u)+Agx,u,) (1.2)
donde:
ov
A =— 1.3
o (1.3)

se define como variable de co-estado o multiplicador de valor presente, conceptualmente
similar a un multiplicador de Lagrange.'® Mide el valor marginal, en el periodo cero, de un
incremento unitario en la variable de estado en el periodo z."'

Las condiciones necesarias que resuelven el problema (también conocidas como el
principio del médximo de Pontryagin) consisten de dos ecuaciones diferenciales de primer
orden, una para la variable de estado y otra para la de co-estado. Implicitamente, ellas
implican también que el Hamiltoniano es maximizado en todo momento respecto de la
variable de control u, ya que su correspondiente ecuacion diferencial puede obtenerse a
partir de las otras dos. Ademads de las dos ecuaciones diferenciales mencionadas (conocidas
como sistema Hamiltoniano o canénico), se requiere una condicion terminal que aplica en
el periodo terminal T. En términos formales, las condiciones para un maximo son:

=t A=—"t CT (1.4)

donde CT es una condicion terminal o de transversalidad, dependiendo de si el problema es
de horizonte finito o infinito respectivamente. La forma especifica de dicha condicién
depende del tipo especifico de estado y periodo terminal. Para problemas de horizonte
finito, tenemos los siguientes casos:

..punto terminal fijo (estado terminal y periodo terminal fijos)

CT: x, (donde Ty x, son valores dados) (1.5)
..linea terminal vertical (estado terminal libre y periodo terminal fijo)

CT: x, =libre (1.6)
..Iinea terminal horizontal (estado terminal fijo y periodo terminal libre)

CT: H,_, =0 (1.7)

1 para una interpretacién econdmica de la teoria del control 6ptimo, ver Dorfman (1969).
" En su forma mds general, el Hamiltoniano también incluye un valor inicial A, de la variable de co-estado

que aparece multiplicando la funcién F. Sin embargo, tal valor es s6lo relevante en problemas muy inusuales
en los cuales el integrando de la funcién de valor es independiente de F.



..curva terminal (estado terminal como funcién de perido terminal: x, = @(T) )

CT: |H —ld—go =0. (1.8)
t dT )i

Para problemas de horizonte infinito, las condiciones de transversalidad como
. . . . .12
condicién necesaria de optimalidad son materia de controversia.

También existen condiciones suficientes como las de Mangasarian y Arrow que
basicamente requieren, para ser validas, ciertas condiciones de concavidad en las funciones
F(.) y g(.) o en el Hamiltoniano. Para horizonte finito, Mangasarian13 establece que las
funciones F'y g deben ser diferenciables y concavas en las variables de estado x y de
control u conjuntamente' y, en caso que la funcién g sea no lineal en x 0 en u, la variable
de co-estado A, debe ser no-negativa a lo largo de la solucién 6ptima. Esta condicién

también es vélida para horizonte infinito, pero la condicién sobre la variable de co-estado
deviene:

lim, A

t—o 77

-x)>0 (L.9)

(x, — X,

t
donde x, es cualquier sendero factible de la variable de estado y x| es el sendero 6ptimo.

El comportamiento de las variables de control y/o de estado puede restringirse de
diversas maneras, ya sea con funciones o integrales, y en general conlleva la formacion de
un Lagrangiano compuesto por el Hamiltoniano correspondiente mds las restricciones
multilplicadas por sus respectivos multiplicadores de Lagrange. Las condiciones de
suficiencia de Mangasarian y Arrow contintdan siendo validas en éstos casos cuando el
horizonte temporal es finito. Para horizonte infinito, si se impone una restriccion del tipo
x; 20 (algo que es muy usual en modelos econémicos), para una clase extendida de

problemas tenemos que :
CT: lim 4 k, =0 (1.10)

t—

'2 Chiang (1992), cap. 9, propone como condicién general de transversalidad (es decir, para estado y,
obviamente, periodo terminal libre):
lim, H, =0
y caracteriza como controversial la condicién:
lim, , A =0.
Ver referencias en el capitulo citado y también en Kamien y Schwartz (2000), pag. 184.
" Para las condiciones de Arrow, que son menos restrictivas, ver Chiang (1992) y Kamien y Schwartz
(2000).
" Una funcién h(x,,u,) es concava conjuntamente en (x,,,) si la forma cuadrética:

g=h, d +2h, dcdu+h, du’

uu

es menor o igual que cero.
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es condicion necesaria y suficiente de optimalidad.

Cuando H, es diferenciable con respecto a u y el valor de u que maximiza H, es

interior a la region admisible de control, se puede hallar el méximo de H, con la siguiente

condicioén:
OH
0=—- 1.11
” (1.11)
en vez de (ver 1.4):
OoH
x=—" 1.12
Py (1.12)

lo cual simplifica el trabajo.

En muchas aplicaciones econdmicas, el integrando de la funcion de valor contiene
un factor de descuento temporal, es decir que:

F(t,x,u)=f(tx,u)e” (1.13)

La inclusion de dicho factor de descuento, junto con el supuesto de que la funcién f
es positiva y posee una cota superior asegura, para problemas de horizonte infinito, que el
valor de la integral sea convergente, es decir, finito. El Hamiltoniano correspondiente a éste
tipo de problema es:

H, = f(t,x,u)e”+2 gt x,u,) (1.14)

Para simplificar el trabajo se elimina el factor de descuento del Hamiltoniano
definiendo una nueva variable:

u, = Ae” (1.15)
que se conoce como multiplicador de valor corriente, pues mide el valor marginal en el

periodo ¢ de un incremento unitario en la variable de estado en el mismo periodo. De ésta
manera, el Hamintoniano en valor corriente pasa a ser:

Hf=He" = f(t,x,u)+ pu, gt,x,,u,). (1.16)

Maximizar H, 6 H| es equivalente, puesto que el factor de descuento ef’ es, en

cada periodo, una constante multliplicativa. Puede facilmente demostrarse que las
condiciones para un maximo pasan entonces a ser:

5 Ver Benveniste y Scheinkman (1982).



P == g, CT (1.17)
ou, ox

t

donde en CT debe reemplazarse A, por ,u,e_g’ y H, por Hf e ®, segiin corresponda en
las expresiones de CT vistas més arriba.

Para fijar conceptos, recurramos a un ejemplo simple de crecimiento econdémico en
un modelo tipo Ramsey.16 Formalmente, el problema es:'’

max V = ju(c,) e dt
C, 0

s.a.
(1.18)

k.z = q)(kz) -G —I’th
k, k. >0

donde c es el nivel de consumo per cépita (y la variable de control), k es el stock de capital
per cdpita (y variable de estado), n es la tasa de crecimiento poblacional y € es la tasa de
preferencia temporal (estrictamente positiva). Se supone que u(.) €s no-negativay

funcién concava creciente de ¢ y que @ es estrictamente concava y satisface:

p(0)=0, @'0)=0, ¢'(0)=0. (1.19)
Se trata de un problema de horizonte infinito, con descuento temporal, auténomo'®,
con estado terminal libre y con restricciones (aunque muy simples) en las variables de
control y de estado. El Hamiltoniano en valor corriente correspondiente es:

Hf =u(c,)+u,[p(k,)—nk,—c,] (1.20)

t

Analizando cualitativamente este Hamiltoniano, puede demostrarse que el valor de ¢
que lo maximiza es mayor o igual que cero, y por lo tanto interior a la regién admisible

' Este tipo de modelos, ampliados con la incorporacién de variables de politica econémica o con elementos
de economia abierta, se utilizan para la determinacion de respuestas 6ptimas de politica de largo plazo, tales
como por ejemplo el manejo de deuda o la reaccién frente a cambios en los términos del intercambio.
También se los utiliza para representar la dindmica de economias de mercado con competencia y prevision
perfecta, aunque éste uso no carece de controversia (ver por ejemplo Solow (1994)).

"7 Un andlisis detallado de éste problema puede encontrarse, por ejemplo, en Blanchard y Fischer (1989). La
notacién de los multiplicadores de valor presente y corriente A y u utilizada por éstos autores es la reversa
de la empleada aqui.

' Es decir que el tiempo no aparece como variable explicita, salvo en el factor de descuento. Ello implica que
el Hamiltoniano 6ptimo -es decir evaluado en las secuencias Optimas de estados, co-estados y controles-
tendrd un valor constante a través del tiempo. Asimismo, al ser un problema autébnomo permite el andlisis
cualitativo de la solucién por medio de diagramas de fase.



. 1 . , .
para la variable de control. ? Entonces, en base a lo visto mds arriba, podemos usar
.
0 =—-=L como parte de la condiciones necesarias para un maximo. Finalmente,

G

considerando la restriccidon de que las variables de estado y control sean positivas, las
condiciones necesarias y suficientes para un maximo para nuestro problema son:

0= 8(? : p==21 o lim g k =0 (1.21)
C t—0

t

de las cuales obtenemos, respectivamente:

u'(c)=pu, ; pu=u[0+n—¢'(k)] ; }ijrog w'(c)ek =0. (1.22)

La CT se interpreta como que al final de los tiempos, si ha de quedar un stock
positivo de capital es porque el valor presente de la utilidad marginal del consumo es cero
0, si dicho valor presente es positivo al final de los tiempos es porque el stock de capital se
consumi6 totalmente y ya nada puede hacerse para decrecerla. Notese que en éste modelo
se supone que el capital puede consumirse.

Reemplazando en (1.22) la primera ecuacién en la segunda y reordenando,
obtenemos la regla de Ramsey-Keynes:

[u'(.c,)]

u'(c,)

=0+n—g'(k,). (1.23)

La misma es una ecuacion de Euler que caracteriza, como condicidn necesaria, el
comportamiento de las variables del sistema a lo largo del sendero 6ptimo, y que en
términos de eficiencia econdmica (dindmica en éste caso) dice que la tasa marginal de
substitucion es igual a la tasa marginal de transformacion. Esta ecuacion y la restriccion:

k, = (k) —c, —nk, (1.24)

caracterizan la evolucion dinamica de la economia.

El estado estable (EE) del sistema se obtiene (si existe) haciendo ¢, =0 en (1.23)
(lo cual implica que [u'(c,)] =0), y k =0 enlarestriccién dindmica (1.24), con lo que

obtenemos un sistema estatico de ecuaciones:

o' (ky=60+n
(1.25)

" Ver Chiang (1992), Cap. 9.3, quien lo demuestra para un modelo analogo.



c=@(k)—nk

cuya solucién nos da ¢y y kg; . Asimismo, dichas ecuaciones caracterizan las lineas de

demarcacidén del diagrama de fase correspondiente, el cual nos da una representacion

e . . e sqe ., e e . . ., 20
gréfica-cualitativa de las posibilidades de evolucién dindmica de las variables de interés.

Ca =0 e\L
\

Puede verse en el diagrama que hay un solo sendero (§) que conduce al estado
estable EE. Ello implica que, dada una condicion inicial para el stock de capital, el
consumo deberd ajustarse instantdneamente de modo de colocarse sobre el sendero SP si la
economia ha de converger hacia EE. Todo otro comportamiento estaria violando la
condicidn de transversalidad de éste problema o la regla de Ramsey-Keynes eventualmente
no seria satisfecha.

2. Programacion Dindmica Estocdstica en Tiempo Discreto

La metodologia de la programacion dindmica se puede ilustrar con un ejemplo sencillo.
El diagrama de abajo representa los distintos caminos posibles para ir de A a H en tres
etapas, aplicando un control especifico en cada etapa. Cada segmento tiene asociado un
valor, que estd dado por la suma del valor de arribar a un estado determinado y del valor de
aplicar un control determinado.”' El problema es seleccionar la secuencia de mayor valor
parair de A a H.

%% Para una introduccién a la construccién de diagramas de fase, ver Chiang (1984).

*! Por ejemplo, pensemos en un problema en que hay que trasladarse geograficamente de un lugar a otro,
pasando por lugares intermedios (estados) alternativos con distintos costos de alojamiento y utilizando medios
de transporte para trasladarse de un estado a otro (controles) alternativos con costos diferentes. En éste



Un método de solucion del problema, al que podemos denominar como “no recursivo”
por razones que quedardn claras mas abajo, consiste en listar todas las secuencias factibles
de controles (y por lo tanto de estados) para ir de A a H y el valor correspondiente a cada
secuencia de segmentos. Obviamente, la secuencia de controles (y estados) 6ptima sera
aquella que genere la secuencia de segmentos de valor maximo. En nuestro ejemplo
tenemos:

Secuencia controles Valor

UaB, UBE, UEH 16
UAB, UBF, UFH 12
Uac, UcG, UGH 9
UAD, UDG, UGH 9

con lo cual la secuencia 6ptima es uag, Ugg, UgH.

Para resolver el mismo problema, la programacion dindmica ultiliza un método
recursivo que transforma el problema original en una secuencia de sub-problemas. El
mismo se basa en la aplicacién de lo que se conoce como principio de optimalidad de
Bellman, que establece que si eliminamos el primer segmento de una secuencia optima, la
secuencia remanente debe seguir siendo dptima (a partir de su nuevo punto inicial), y asi
sucesivamente. Es decir que si uap, Ugg, Ugg €S Optima, entonces ugg, Ugy €S Optima, etc.

Este principio se puede implementar a través de la aplicacion de un algoritmo
iterativo que comienza de atrds para adelante, y que consiste de los pasos siguientes:

ejemplo, el problema seria uno de minimizacion de valor, equivalente a uno de maximizacidn pero con signo
negativo.
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1) determinar el valor de cada secuencia 6ptima factible de segmentos en la etapa
III: aqui hay obviamente tres valores:

Veu=5; Veu=4; Vou=2

2) determinar el valor de cada secuencia Optima factible de segmentos a partir de la
etapa II:

Vgu = max{valor de segmento BE + Vgy; valor de segmento BF + Vgy}
= max{6+5; 3+4}
=11

lo que implica que la secuencia 6ptima de controles para ir de B a H es ugg, ugn.
Obviamente, la secuencia 6ptima CH es ucg, ucy (la dnica posible) con Ve =7,
mientras que para DH es upg, uguy con Vpg = 6.
3) determinar el valor de la secuencia 6ptima factible de segmentos desde la etapa I:
Van = max{valor de segmento AB + Vgy; valor de segmento AC + Vcy;
valor de segmento AD + Vpy}
=max{5+11; 2+7; 3+6}
=16

lo que implica que la secuencia 6ptima de controles es uag, UBg, UgH.

De éste modo, la aplicacion del principio de Bellman nos ha permitido determinar la

funcién de valor 6ptima (suma de valores a lo largo del camino optimo) y la funcién de
politica 6ptima (secuencia de decisiones Optimas respecto de qué camino seguir a partir del
primer nodo A). Més atn, hemos también determinado funciones de valor y de politicas
Optimas a partir de cada nodo, con lo cual la resolucién del problema original (encontrar la

secuencia optima AH) quedo incluida en la resolucion de una familia de problemas
andlogos.

Pare éste ejemplo sencillo, las soluciones obtenidas mediante lo que introducimos
como procedimiento “no recursivo” y mediante programacion dindmica coinciden. Pero

. £ 22
€sto no siempre €s asi.

Pasando ahora a una formulacién mds general, un problema de optimizacién
sz . s e 3
dinamica estocdstica puede expresarse como:

** Por ejemplo, hay cierto tipo de problemas de “inconsistencia temporal” en los que la solucién éptima

encontrada para ir de A a H mediante el método “no recursivo”, puede dejar de serlo si se procede a re-

optimizar una vez alcanzado algin estado intermedio. Ello no sucede si la solucién 6ptima se obtuvo
mediante programacién dindmica, pues cada sub-secuencia de la solucién 6ptima es también Gptima.
» Ver Bertsekas(1995), Sargent (1987) y Stokey y Lucas (1989).
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max E, {iF(xt,u,,t)ﬁLW(xT)}

] 2.1

sa. x,, =g(x,u,é&,,)

Xo
donde:

E,= operador de valor esperado dada la informacién disponible en el periodo,

W (x,)= valor terminal,
¢ = shock estocastico idéntica e independientemente distribuido.

y donde u, estd restringido a tomar valores factibles en un conjunto no vacio U que
depende del estado corriente x, , es decir que u, e U(x,). Se supone que x, es conocido en

el periodo ¢, mientras que valores posteriores no son conocidos en dicho periodo, pues & es
. . . . 24
observado en el periodo #+1, luego de que u, ha sido determinado y aplicado.

La solucion de programacion dindmica estocdstica para éste problema consiste en
hallar la funcién de valor V(x,) que nos de el mayor valor esperado factible a partir del

estado inicial, y el conjunto U(x,) de todas las reglas factibles a partir del periodo inicial

para determinar, en cada periodo, el control 6ptimo como una funcién del estado x.
Formalmente, se busca:

Vi(x,) EILl;l(%O)gEO {gF(xt,u,,t)+W(xT)}. 2.2)

La funcidn de valor satisface la siguiente ecuacion funcional, conocida como
ecuacion de Bellman:

t+1)|xl = x} (2.3)

+1°

V(x,.1) =max F(x,,u,,1)+ E{V(x,
u,

con condicion terminal:

V(x,T)=W(x,). (2.4)

y donde E {| } es el valor esperado dada la informacién disponible en el periodo .

** Sobre las implicancias the especificaciones alternativas de la temporalidad del shock estocdstico, ver
Stokey y Lucas (1989), Cap. 9.
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En economia son frecuentes los problemas auténomos, con horizonte infinito y
descuento temporal, que pueden formalizarse como:

max Eozw:ﬂ‘f(xt,u,)

(2.5)

sa. x,, =g8(x,u,&,), X

donde 0 < f <1. La ecuacion de Bellman correspondiente es:
V(x,)=max [ f )+ BE{V (x,)|x, = x}]. (2.6)

Si fes concava y acotada, el conjunto de restriccidon generado por g es convexo y
compacto, f y g son diferenciables y la solucion es interior, podemos escribir la siguiente
la condicién de primer orden:

V'(-xz) =W+ﬂE{Z_i(xﬂut’gt+l) V’[g(xt’utagml)“xt :x} =O'25 (27)

t

En muchos casos, las variables de estado y de control se pueden definir de modo

. 0 .
que x, no aparezcaen g, es decir que 98 0. En éstos casos (2.7) se simplifica a:

ox,

2 sz P 2 <
> La version deterministica de ésta ecuacion es:

v'(xt):MJrﬂa_g(xﬂut) V'[g(x,u)] =0.
Ou, Ou,
Noétese que:
, ovV(x,,)
\% )| =—*==0
[8Cx,.u)] o

t+1

puede interpretarse como una variable de co-estado, con lo cual tenemos que, para funciones diferenciables y
solucioén interior, la condicion de primer orden de la programacién dindmica es equivalente a la condicién de
optimalidad del control 6ptimo -como se desprende de (1.2) y (1.11)- obviamente expresando ambas
condiciones en la misma notacién temporal, es decir en tiempo continuo o discreto segin corresponda. Para
una introduccion al control éptimo en tiempo discreto, ver Sengupta y Fanchon (1997).
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o ) ﬂE{ ) Mpﬁx}:o_ 2.8)
ﬁu, Ox

t+1

Para fijar conceptos, analicemos ahora un ejemplo sencillo de crecimiento

econdmico estocastico.
¢ 1-7
Ct
max k
Z{Hpj {1—f| }

s.a.: k

(2.9)
+c, =y, =vk’
kO

t+1

donde ¢=consumo , k = shock de capital, v = shock de productividad (variable aleatoria),
O<p<l y O<@<l1.Sesupone que v, se observa al comienzo del periodo t+/. En
relacién con la notacion utilizada mas arriba, obtenemos:

ﬂ=—p : f(x,,u,)=lc’_—r. (2.10)

Asimismo, si definimos k, como variable de estado y k,,; como variable de control,

t+1

tenemos que:

X =8(x,u,) (2.11)
deviene:
vk =k, +c, (2.12)
y por lo tanto :
% =0 (2.13)
ox

~

Sustituyendo ¢, =v,k” —k,,, (de 2.12) en la funcién objetivo, la ecuacién de
Bellman correspondiente es:

o _ -7
V(k)=ma {(V’kf bl y U py k= k}} (2.14)
ke 1-7 1+p

Entonces, para la condicion de primer orden tenemos:

ai(xt’u ):_CI_T’ s_g(xt’ut’gtﬂ):l’ f ( t+]’ t+])=cz_+rl¢ Vz+lkij—11' (215)
u

t t xH—l

y por lo tanto:
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. 1 . .
¢ = E E {Cz+1¢ Vt+lkl(/-:ll |kt = k} (2.16)

la cual es una ecuacién de Euler estocéstica que caracteriza, como condicién necesaria, el
comportamiento de las variables del sistema econdémico a lo largo del sendero 6ptimo de
crecimiento. Esta ecuacidn, junto con la ecuacién dindmica del stock de capital (2.9),
representan la evolucion dindmica del sistema.

3. Implementacion en GAMS

En muchos casos, las formas funcionales de la funcién objetivo y/o de las
ecuaciones de restriccién impiden obtener una solucién analitica completa del problema de
optimizacion, lo cual obliga a utilizar métodos computacionales.26

Desde el punto de vista computacional, hay varias formas de resolver problemas de
optimizacién dindmica restringida como los vistos en las secciones anteriores. El problema
puede implementarse computacionalmente en forma directa como problema general de
optimizacion, es decir trabajando directamente con la funcién objetivo y las restricciones. O
pueden introducirse métodos computacionales en algun paso “intermedio” de la solucion.
Por ejemplo, en el caso del control 6ptimo y, bajo ciertos supuestos, en la programacion
dindmica, sabemos que la dindmica 6ptima del sistema puede caracterizarse mediante un
sistema de ecuaciones diferenciales o en diferencias. Como la resolucion analitica de las
mismas es, salvo excepciones, imposible, se requerird de métodos computacionales para
resolverlas.”’

GAMS es un programa de optimizacién que también puede utilizarse para resolver
sistemas de ecuaciones simultdneas.*® Por lo tanto sirve para atacar el problema en
cualquiera de los dos niveles recién mencionados. Comencemos por la implementacién en
GAMS de sistemas dindmicos de ecuaciones, para luego pasar al caso de problemas de
optimizacién dindmica.”

26 Adn en casos tipicos en los que es posible obtener una solucién analitica, como es el caso de los problemas
de funcién objetivo cuadrdtica y restricciones lineales, la estructura iterativa del sistema de ecuaciones que
resulta para la generacion de las secuencias de valores solucidn para variables de estado y control requiere
usualmente de métodos computacionales. Aunque tal tipo de estructura iterativa puede representarse en
GAMS, existen otros programas mas eficientes. Para métodos analiticos de solucién de problemas lineales
cuadraticos, ver Kendrick (1981) y Sargent (1987). Para un software especializado en la solucién de ese tipo
de problemas, ver Amman y Kendrick (1997) y Mercado y Kendrick (1999).

*7 Existen también métodos alternativos de solucién que operan directamente sobre la ecuacién de Bellman.
En general se trata de métodos iterativos para los cuales GAMS no es muy eficiente, y donde puede ser
conveniente trabajar con GAUSS o Matlab. Ver Ljungqvist y Sargent (2000) y Marimon y Scott (1999).

%% Para una introduccién a GAMS, ver Brooke et al. (1998).

** Informacién adicional sobre la representacién de problemas dinidmicos en GAMS puede encontrarse en
Brooke et al. (1998), cap. 13.
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En la seccidn anterior vimos que el problema de crecimiento econémico 6ptimo
daba lugar al siguiente sistema de ecuaciones en diferencias estocésticas.”® Prescindiendo
por el momento del elemento estocdstico y reordenando la ecuaciones obtenemos:

, 1 . _
¢, = (1+—p) c okl
3.1

k., =k’ —c

t+1 t t
con condicidn inicial k. La representacion de éste sistema en GAMS se muestra abajo:

$TITLE CRECIM1
* modelo de crecimiento economico: sistema de ecuaciones

SETS t horizonte extendido /0*2/;

SCALARS

phi exponente de capital /0.75/
rho preferencia temporal /0.03/
eta elasticidad /0.9/;

VARIABLES

css consumo en estado estable

kss stock de capital en estado estable
¢(t) consumo

k(t) stock de capital

j indice de performance;

EQUATIONS

kbss balance de stock de capital en estado estable
eess ecuacion de Euler en estado estable

ee(t) ecuacion de Euler

kb(t) balance de stock de capital

jd definicion de indice de performance;

id.. j=E=0;

eess.. css**(-eta) =E= (1/(1+rho)) * css**(-eta)* phi * kss**(phi-1);
kbss.. kss =E= kss**phi - css;

ee(t+1).. c(t)**(-eta) =E=(1/(1+rho))*c(t+1)**(-eta)*phi*k(t+1)**(phi-1);
kb(t+1)..  k(t+1) =E= k(t)**phi - c(1);

MODEL CRECIMISS /jd, eess, kbss/;
* cota inferior en variables

% En control éptimo en tiempo continuo, se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales. Para
implementarlo computacionalmente, previamente hay que discretizarlo, por ejemplo, reemplazando primeras
derivadas con respecto al tiempo por primeras diferencias con adelanto temporal . Es decir, reemplazando una

expresion como “k ” con otra como “k,,, —k, ”. Para un analisis detallado del problema y las técnicas de

discretizacion, ver Dixon et. al. (1992), Cap. 5-B.
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css.Jo =0.001; kss.lo =0.001;

* valores iniciales tentativos para facilitar convergencia al solver
kss.1=0.2; css.1=0.1;

SOLVE CRECIM1SS MAXIMIZING J USING NLP;

MODEL CRECIMIDYN /jd, ee, kb/;
* cota inferior en variables

c.lo(t) =0.01; k.lo(t) =0.01;

* condiciones iniciales y terminales
k.fx("0") = 0.1; c.fx(*2”)= css.];

SOLVE CRECIM1DYN MAXIMIZING J USING NLP;

PARAMETER REPORT sumario de solucion;
report(t, "k") = k.1(t); report(t, "c") = c.1(t);
DISPLAY REPORT;

Comenzamos definiendo el horizonte temporal de la simulacién. Para ello,
definimos el conjunto t = {0, 1, 2}, que serd utilizado como indice temporal en las
ecuaciones dindmicas. Luego pasamos a definir variables y ecuaciones. Notese que
basicamente definimos dos tipos de variables: estéticas (kss y css) y dindmicas (k(t) y c(t)).
Las variables estdticas corresponden a lo que sera la solucion de estado estable (steady-
state) del sistema. Efectivamente, en nuestro modelo tenemos dos ecuaciones dinamicas en
dos variables, y una condicion inicial para el stock de capital. Sabemos que para definir una
trayectoria de solucioén 6ptima para las variables, necesitamos una condicion terminal. Para
nuestro modelo, resulta razonable imponer como tal a la solucién estado estable, la cual
computaremos en el programa antes de pasar a resolver las ecuaciones dindmicas.’ Las
variables dindmicas estdn definidas, obviamente, sobre el indice temporal, es decir sobre el
conjunto t. Finalmente, definimos una variable “;” . La misma no jugaré ningtn rol
relevante en éste programa. Como GAMS utiliza solvers de optimizacion, siempre supone
que estd mini o maximizando algo. En nuestro caso, le diremos que maximice *j”, la cual
igualaremos a una constante arbitraria, por ejemplo cero. De tal forma, GAMS resolverd el
sistema de ecuaciones de nuestro interés como un “subproducto” del proceso de
maximizacion.

Las ecuaciones eess y kbss corresponden a la representacion del estado estable del
sistema, y su solucién nos dard los valores correspondiente para css y kss. La ecuaciones ee
y kb caracterizan la dindmica del sistema. Notese como estan definidos los indices
temporales de las ecuaciones y de las variables. Ello tiene que ver con dos factores. En
primer lugar, lo que hace en realidad GAMS cuando resuelve un sistema dindmico de
ecuaciones, es generar una ecuacion (o un sistema de ecuaciones estdtico) para cada valor
del indice termporal y resolver el sistema ampliado resultante como un gran sistema
estatico simultdneo. Es decir que si tenemos un sistema de dos ecuaciones en dos variables
con cuatro periodos temporales, GAMS generara y resolverd un sistema equivalente de
ocho ecuaciones en ocho variables, donde cada nueva variable esta ahora asociada a cada

*! La implementacién computacional de problemas de horizonte infinito implica obviamente su
transformacion en problemas de horizonte finito. Ello conlleva errores de aproximacién y puede acarrear una
seria sensibilidad de los senderos de solucion respecto de la longitud del horizonte termporal de la simulacién.
Ver Manne (1970).
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valor posible del indice termporal.32 Esto hace que GAMS sea particularmente util para
resolver problemas con condiciones iniciales y terminales (“two-point boundary value
problems”) que no pueden por lo tanto resolverse recursivamente, es decir periodo a
periodo y de principio a fin a partir de condiciones iniciales dadas.

En segundo lugar, GAMS maneja la asignacion de valores a variables con indices
temporales “fuera de dominio” de un modo especial, y esto puede acarrearnos problemas
para imponer propiamente condiciones iniciales y/o terminales en nuestro modelo. Por
ejemplo, en nuestro programa el dominio de tes {0, 1, 2}. Cuando se hace referencia a un
elemento inexistente, por ejemplo k(“3”), el valor de dicho elemento sera el de default, es
decir, cero. Por lo tanto, una expresion como [c(“2”) =E= k(“3”’)] redundaria en [c(*“2”) =
0]. Y, por otra parte, cuando se trata de asignar un valor a un elemento inexistente, GAMS
no realiza ninguna asignacion. Es decir que una expresion como [c(“3”’) = 7.5] no redunda
en ninguna asignacion a c(“3”), pues éste elemento no existe.

Lo dicho anteriormente hace que debamos ser cuidadosos al definir los indices
temporales de ecuaciones y variables si queremos que nuestro modelo y sus
correspondientes condiciones iniciales y terminales sean efectivamente implementados en
GAMS. Para no correr riesgos, en muchos casos resulta de utilidad seguir la siguiente regla:

“establecer el indice temporal de las variables intra-periodo igual a t mds el méximo
rezago termporal presente en el modelo, y establecer el indice temporal de ecuaciones igual
a t mas el maximo adelanto mas el maximo rezago”.

Entonces, puesto que en nuestro modelo no tenemos variables rezagadas, y tenemos
sOlo un adelanto temporal, transcribimos el indice temporal de las variables tal como esta
en el modelo matemético, y definimos el indice de las ecuaciones como igual a “t+1”.%

Luego de especificar las ecuaciones del modelo, asignamos un limite inferior
cercano a cero al stock de capital y al consumo, un valor inicial para el stock de capital y,
como condicién terminal, el valor del consumo correspondiente a la solucién de estado
estable. Este valor sera obtenido y almacenado por GAMS al resolver el modelo
CRECIM1SS compuesto por las ecuaciones eess, kbss y jd utilizando programacién no
lineal (Non Linear Programming, NLP), y luego tomado como dato al resolver el modelo
dindmico CRECIM1DYN compuesto por las ecuaciones ee, kb y jd. Finalmente, se prepara
e imprime un reporte sumario conteniendo los valores solucion del stock de capital y del
consumo.

El grafico 1 muestra la evolucion temporal del capital y el consumo para una
simulacién con un horizonte temporal de 26 periodos con el programa descripto més arriba.

% Para visualizar el modelo que efectivamente se estd implementando en GAMS, es conveniente poner la
opcion “OPTION LIMROW?” al comienzo del programa con un valor igual al nimero de periodos del
horizonte de simulacién (tres en nuestro ejemplo) y analizar la seccién Equation Listing del listado de output.
¥ Un andlisis més detallado del manejo de indices termporales y con ejemplos mas complejos se encuentra en
Mercado et. al. (1998).
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A los fines de no tener que cambiar la condicién terminal —en nuestro caso, “c(‘“2”)
= css.1” cada vez que cambiamos el horizonte extendido de la simulacion, podemos
reescribir la seccion de definicion de conjuntos de la siguiente manera:

SETS t horizonte extendido /0*2/
tp(t) periodo terminal;
tp(t) = YES$(ORD(t) EQ (CARD(t)-1));

De éste modo, definimos un subconjunto del conjunto “t” al que denominamos
“tp(t)”, y con el comando siguiente le asignamos el el valor del indice temporal
correspondiente al periodo terminal de la simulacion. Efectivamente, teniendo en cuenta
que en GAMS el operador “$” equivale a un “IF” -es decir, a un operador condicional-, la
expresion contenida en el programa se lee como “cuando el ordinal y el cardinal del
conjunto t sean iguales, asignar el valor del elemento correspondiente al subconjunto tf(t)”.
El cardinal de “t” es 3 (tiene tres elementos). Entonces, se asignara a tf{(t) el valor
correspondiente al ordinal 3 (es decir, al tercer elemento) del cojunto “t”, que en nuestro
caso es el nimero 2. Si luego reemplazamos la condicion terminal “c(“2”’) = css.1” por
“c(tp) = css.I” nos liberaremos de tener que actualizarla cada vez que cambiemos el
horizonte extendido de la simulacién, lo cual es muy ttil en el caso de modelos mas
complejos que contienen varias condiciones terminales.

Como dijéramos mds arriba, GAMS también nos permite implementar el problema
de optimizacidn directamente, es decir en su version mds general. Para un horizonte finito,
y nuevamente prescindiento del elemento estocastico, el modelo es:
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y la representacion en GAMS es:

$TITLE CRECIM2
* modelo de crecimiento economico: optimizacion directa

SETS T horizonte extendido /0*2/
tp(t) periodo terminal;
tp(t) = YES$(ORD(t) EQ CARD(t));

SCALARS

phi exponente de capital /0.75/
rho preferencia temporal /0.03/
eta elasticidad /0.9/;

PARAMETERS
dis(t) factor de descuento;
dis(t) = (1+rho)**(1-ord(t)) / (1-eta);

VARIABLES

¢(t) consumo

y(t) ingreso

k(t) stock de capital

j indice de performance;

EQUATIONS

yd(t) definicion de ingreso

kb(t) balance de stock de capital

jd definicion de indice de performance;

jd.. j =E=sum(t, dis(t-1) * c(t-1)**(1-eta) );
yd(t).. y(t) =E= k(t)**phi;

kb(t+1).. k(t+1) =E=y(t) - c(t);

* cota inferior de variables
c.lo(t) =0.001; k.o(t) =0.001;

* condiciones iniciales y terminales
k.fx("0") = 0.1; k.fx(tp) = 0.281;

MODEL CRECIM?2 /ALL/;
SOLVE CRECIM2 MAXIMIZING J USING NLP;

PARAMETER REPORT sumario de solucion;
report(t, "k") = k.1(t); report(t, "c") = c.I(t); report(t, "y") =y.l(t);

DISPLAY REPORT;
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En ésta representacion, hemos adicionado una variable y una ecuacion para el
ingreso (“y” e “yd” respectivamente) que en la formulacion anterior aparecian
implicitamente, lo cual no altera para nada la equivalencia entre las dos representaciones,
pero nos sirve para mostrar mas claramente otras posibilidades de especifcacion termporal

del modelo.

Obsérvese que para la especificacion de los indices temporales en las ecuaciones
dinamicas hemos seguido la misma regla que arriba (la ecuacién “yd”, sin variables con
rezagos y/o adelantos ha sido implementada con el indice “t”, mientras que la ecuacién
“kb”, con un adelanto, ha sido implementada con el indice “t+1”. Pero también obsérvese
que en la ecuacion “jd” hemos escrito el indice “t-1" en vez de “t”. De otro modo, si
escribiéramos por ejemplo “c(t)”, dejariamos en realidad el ultimo elemento de “c”, es
decir “c(“2)” libre, pues no estaria restringido por la estructura del sistema de ecuaciones
generado por GAMS. En tal caso, GAMS asignaria un nimero “infinitamente” alto a tal

.. . 34
valor al tratar de maximizar la sumatoria.’

El grifico 2 muestra tres simulaciones -para 11, 21 y 31 periodos respectivamente-
en las cuales se impuso como condicion terminal el mismo nivel de capital inicial, es decir
que se prescindié del computo y aplicacion del estado estable como condicién terminal.
Puede puede observarse claramente un comportamiento de “supercarretera”, es decir, como
la solucién se hacerca al estado estable y transita cerca de €l por varios peridos para luego,
hacia el final, dirigirse abruptamente hacia la condicion terminal impuesta. >
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Desde el punto de vista computacional, el elemento estocdstico de nuestro problema
puede reintroducirse en forma relativamente sencilla. Se trata solamente de introducir un
parametro “v(t)”, cuyos valores seran extraidos de una distribucion de probabilidad pre-
especificada.’® Por ejemplo, en el programa CRECIM2, podemos definir dicho pardmetro

3 Para un andlisis detallado de los errores posibles en la implementacién en GAMS del que estamos
presentando aqui, ver Mercado et al. (2000).

%> Para un anilisis de éste tipo de comportamiento en problemas de optimizacién dindmica, ver Samuelson
(1965).

3% Recuérdese que més arriba asumimos que los shocks estdn idéntica e independientemente distribuidos.
Implicitamente, tambien asumimos que son temporarios, lo cual implica que el estado estable al cual se
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en la seccion PARAMETERS vy asignarle valores provenientes de una distribucién normal
con media uno y desvio standard igual a 0.03 de la siguiente manera:

V() ;
v(t) = normal(1,0.03);

y reescribir la ecuacion yd(t) como:
yd(®).. y(t) =E=v(t) * k(t)**phi;
El grafico 3 muestra los resultados de una simulacidn estocdéstica para el consumo y
el stock de capital.
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Adicionalmente, utilizando el comando “LOOP”, podriamos relizar un estudio tipo
“Monte Carlo”, realizando una serie de simulaciones encadenadas y computando los
valores medios y desvios estdndar de las variables de interés. Cabe mencionar que mientras
se realicen dichas simulaciones dentro de un mismo programa, GAMS generard una
secuencia de shocks diferente para cada corrida.”’

Finalmente, es de destacar que asi como impusimos cotas inferiores para las
variables consumo y capital para evitar divisiones por cero, también podriamos imponer
restricciones mas abarcativas y por otros motivos. Por ejemplo, podriamos acotar los
valores del consumo o del capital dentro de un determinado intervalo como objetivo de
politica. Y en modelos mds complejos, podriamos establecer restricciones mds sofisticadas
a través de relaciones funcionales entre grupos de variables que se expresen como
igualdades o desigualdades. Ello puede hacerse facilmente en GAMS, agregrando al
modelo las ecuaciones o inecuaciones correspondientes.

supone tenderd el sistema en el largo plazo no es afectado. Para el caso de shocks permanentes, deberd
modificarse el estado estable en la forma correspondiente.
*7 Para un ejemplo de éste tipo de simulacién estocdstica, ver Mercado et. al. (1998).
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