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❖s✇❛❧❞✬s t❤❡s✐s ♣♦s✐ts t❤❛t ✇♦r❦❡rs ✇❤♦ ♦✇♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ❤♦♠❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧♦♥❣❡r

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s ❞✉❡ t♦ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❜✐❧✐t②✱ ❜✉t r❡♣❡❛t❡❞❧② t❤❡ r❡✈❡rs❡ ✐s ❢♦✉♥❞✳

❲❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤✐s ♣✉③③❧❡ ✐♥ t✇♦ ❦❡② ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡

t❤❡s✐s ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ st❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ■♥

❛ ❥♦❜ s❡❛r❝❤ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♠♦✈✐♥❣ ❝♦sts ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs s❡❛r❝❤

❧❡ss t❤❛♥ r❡♥t❡rs✳ ❲❡ ❝♦♥✜r♠ t❤✐s r❡s✉❧t ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ ❯❑ ▲❋❙ ❞❛t❛✳ ❙❡❝♦♥❞✱

✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ❤♦♠❡♦✇♥❡rs s❡❧❡❝t s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s❤♦rt❡r

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡② s❡❛r❝❤ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳

❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❏✻✶✱ ❏✻✹✱ ❘✷✶✱ ❘✷✸✱ ❘✷✾✳
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∗■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡s✴❙❡♠✐♥❛rs ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥
♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✿ ▲✉♥❝❤ s❡♠✐♥❛r s❡r✐❡s✱ ❯♥✐✈❡rs✐tà ❞✐ P✐s❛✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❉❡♣❛rt♠❡♥t❀ t❤❡
❆■❊▲ ❳❳❱■ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ▲❛❜♦✉r ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐tà ❈❛tt♦❧✐❝❛ ❞❡❧ ❙❛❝r♦ ❈✉♦r❡✱ ▼✐❧❛♥❀ t❤❡
❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❙♦❝✐❡t②✴❇❍P❙ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❊ss❡①✱ ❈♦❧❝❤❡st❡r✳ ❋✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥
❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ✐s ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳
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❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ ❊✉r♦♣❡✱
❤❛s ❜❡❡♥ t♦ ♣r♦♠♦t❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ ✭❉✐ P❛sq✉❛❧❡ ✫ ●❧❛❡s❡r✱ ✶✾✾✾❀ ❘♦❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❉✐❡t③
✫ ❍❛✉r✐♥✱ ✷✵✵✸❀ ❊♥❣❡❧❤❛r❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ❡❝♦♥♦♠✐sts ❤❛✈❡ r❛✐s❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s ❛❜♦✉t t❤❡
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ❞❛t❡s ❜❛❝❦ t♦
♠✐❞ ♥✐♥❡t✐❡s✱ ✇❤❡♥ ❆♥❞r❡✇ ❖s✇❛❧❞ ♣✐♥♥❡❞ ♦♥ ❤✐❣❤ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ r❛t❡s t❤❡ ❜❧❛♠❡ ❢♦r t❤❡
❤✐❣❤ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡s ✐♥ ❊✉r♦♣❡ ✭❖s✇❛❧❞✱ ✶✾✾✻✱ ✶✾✾✼✱ ✶✾✾✾✮✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐♣t ❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
t♦ r❡❞✉❝❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✇❛s str✐❦✐♥❣❧② ❛t ♦❞❞s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✇✐s❞♦♠✿ ✏❲❡
❝❛♥ ♣✉t ❊✉r♦♣❡ ❜❛❝❦ t♦ ✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣✑✭❖s✇❛❧❞✱ ✶✾✾✾✮✳ ❙❡✈❡r❛❧
st✉❞✐❡s ✉s✐♥❣ r❡❣✐♦♥❛❧ ♦r ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❧❛t❡r ♣r♦✈✐❞❡❞ s✉♣♣♦rt t♦ t❤❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t
❤✐❣❤ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ r❛t❡s ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡s ✭❇❧❛♥❝❤✢♦✇❡r ✫
❖s✇❛❧❞✱ ✷✵✶✸❀ ❈♦✉❧s♦♥ ✫ ❋✐s❤❡r✱ ✷✵✵✾❀ ▼✉♥❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❉✐ ❚❡❧❧❛ ✫ ▼❛❝❈✉❧❧♦❝❤✱ ✷✵✵✺❀
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❚❤❡ ♠♦st ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ♠✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡
s✉♣♣♦s❡❞❧② ❧♦✇❡r ❥♦❜ ✜♥❞✐♥❣ r❛t❡s ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ♦✇♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ❤♦♠❡✳ ■♥
❢❛❝t✱ s✐♥❝❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ ❤❛♠♣❡rs t❤❡ ♣r♦♣❡♥s✐t② t♦ ♠♦✈❡ ❢♦r ❥♦❜ r❡❛s♦♥s✱ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs
s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❧♦♥❣❡r ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s t❤❛♥ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡♥t❡rs✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡r❡ ✐s ❛❜✉♥❞❛♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s r❛t✐♦♥❛❧❡ ✭❱❛♥ ❞❡♥ ❇❡r❣
✫ ❱❛♥ ❱✉✉r❡♥✱ ✶✾✾✽❀ ❍❡♥❧❡②✱ ✶✾✾✽❀ ▼✉♥❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❱❛♥ ❱✉✉r❡♥✱ ✷✵✵✾❀ ❇❛tt✉ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽✮✱ s❡✈❡r❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ♥♦ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❛♥❞ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s
❡✈❡♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✭●♦ss ✫ P❤✐❧❧✐♣s✱ ✶✾✾✼❀ ❈♦✉❧s♦♥ ✫ ❋✐s❤❡r✱ ✷✵✵✷❀ ❋❧❛t❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀
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❘❡❝❡♥t❧②✱ ❇❧❛♥❝❤✢♦✇❡r ✫ ❖s✇❛❧❞ ✭✷✵✶✸✮ ❛♥❞ ▲❛❛♠❛♥❡♥ ✭✷✵✶✸✮ ❤❛✈❡ r❡✐♥❢♦r❝❡❞ t❤❡
❛r❣✉♠❡♥t ❛❣❛✐♥st ❤✐❣❤ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ r❛t❡s ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①✲
t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡✐r ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ♥♦t t❤❛t ❤♦♠❡♦✇♥❡rs t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ❞✐s♣r♦♣♦rt✐♦♥❛t❡❧②
✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✭❛❝t✉❛❧❧② t❤❡② ✜♥❞ ❢✉rt❤❡r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛❣❛✐♥st t❤❛t✮✱ r❛t❤❡r t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ♥❡❣❛t✐✈❡
❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s t❤❛t t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ✉♣♦♥ t❤❡ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t✳✷

❚❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞
❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❖s✇❛❧❞✬s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ ♠✐❝r♦ ❞❛t❛✳ ❖♥❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❧♦♦❦s ❛t t❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡ts ✐♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❝♦sts✳
▼✉♥❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡rs ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝✲
❡ss❛r✐❧② ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ❡①✐t r❛t❡s ❢r♦♠ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs
s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡s ❢♦r ❥♦❜s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ❛ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ♠♦✈❡✱ ❜✉t ❛❧s♦
❧♦✇❡r r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡s ❢♦r ❥♦❜s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ✜♥❞
❥♦❜s ♦✈❡r❛❧❧ ❧❡ss q✉✐❝❦❧② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❛tt❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t
❞♦❡s ♥♦t s✉❣❣❡st r❡❛s♦♥s ✇❤② t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❖s✇❛❧❞ r❡s✉❧t ❝♦✉❧❞ ❡♠❡r❣❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ❱❛♥ ❱✉✉r❡♥ ✭✷✵✵✾✮ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧②
♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼✉♥❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ t❤❡ ❤❛③❛r❞ r❛t❡ ♦✉t ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐s
❛❧✇❛②s ❧♦✇❡r ❢♦r ❤♦♠❡♦✇♥❡rs✳✸

✶❙❡❡ ❍❛✈❡t ✫ P❡♥♦t ✭✷✵✶✵✮ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣
t❡♥✉r❡ ♦♥ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ♦✉t❝♦♠❡s✱ ❜♦t❤ ❛t ♠✐❝r♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦ ❧❡✈❡❧✳

✷❚❤❡② ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♠♦❜✐❧✐t②✱ ❣r❡❛t❡r ❝♦♠♠✉t✐♥❣ t✐♠❡s✱
❧♦✇❡r r❛t❡s ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❇❧❛♥❝❤✢♦✇❡r ✫ ❖s✇❛❧❞✱ ✷✵✶✸✮✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞
❧♦❝❛❧ ❥♦❜ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❤♦♠❡ ♣✉r❝❤❛s❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ✜♥❛♥❝❡❞ ❜② ❞❡❜t ✭▲❛❛♠❛♥❡♥✱ ✷✵✶✸✮✳

✸■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❱❛♥ ❱✉✉r❡♥ ✭✷✵✵✾✮✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ ✐s st✐❧❧ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡
t❤❛t ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❜❡♥❡✜ts ♦♥❧② ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞ ✇❤✐❧❡ r❡♥t❡rs ♥❡✈❡r r✉♥ ♦✉t
♦❢ ✐t✳

✷



❆♥♦t❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣
❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❛♥❞ ❛♠♦♥❣ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ r❡♥t❡rs✳ ❆♠♦♥❣ ♦✇♥❡rs✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ❛ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t t♦ ♠♦rt❣❛❣❡ ♣❛②♠❡♥ts ❝❛♥ ❝♦✉♥t❡r❛❝t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✇♥✐♥❣ ❛ ❤♦♠❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s
s✉❝❤ ❛s t❤❡ r❡♥t ❛♥❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦rt❣❛❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜♦♦st ❡①✐t r❛t❡s ♦✛ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t
t❤r♦✉❣❤ ❤✐❣❤❡r ♣r❡ss✉r❡ t♦ r❡t✉r♥ t♦ ✇♦r❦ ✭❘♦✉✇❡♥❞❛❧ ✫ ◆✐❥❦❛♠♣✱ ✷✵✶✵❀ ❆r✉❧❛♠♣❛❧❛♠
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ♠♦rt❣❛❣❡✲❤♦❧❞❡rs ❤❛✈❡
t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❜❡st ♦✉t❝♦♠❡s ✭❇r✉♥❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ●♦ss ✫ P❤✐❧❧✐♣s✱ ✶✾✾✼❀ ❋❧❛t❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀
❑❛♥t♦r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❆❧s♦✱ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs ♠❛② ♥♦t ❜❡❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ s✐♥❝❡
s♦❝✐❛❧ r❡♥t❡rs ❢❛❝❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝ts s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs✱ ❞✉❡ t♦ ❜❡❧♦✇✲♠❛r❦❡t r❡♥t✱ ❧♦♥❣
✇❛✐t✐♥❣ ❧✐sts✱ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❡♥✉r❡✱ ❛♥❞ r❡str✐❝t❡❞ tr❛♥s❢❡r❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤✐♥ s♦❝✐❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ✭❍✉❣❤❡s
✫ ▼❝❈♦r♠✐❝❦✱ ✶✾✽✶✱ ✶✾✽✼✱ ✷✵✵✵❀ ▼❝❈♦r♠✐❝❦✱ ✶✾✽✸❀ ❇❛tt✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❋❧❛t❛✉ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✸✮✳✹ ❚❤❡ str❛✐❣❤t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✇♥❡rs ❛♥❞ ♥♦♥✲♦✇♥❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ❛s
♠♦rt❣❛❣❡rs s❤❛r❡ s♦♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs✱ ❛♥❞ ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs s❤❛r❡ s♦♠❡
✇✐t❤ s♦❝✐❛❧ r❡♥t❡rs✳ ❋♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❖s✇❛❧❞✬s ❤②♣♦t❤❡s✐s t♦ ❡♠❡r❣❡✱
t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs✳ ■♥
❢❛❝t✱ ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❤♦✉s✐♥❣ ❝♦sts t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤✱ s♦ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠
✐s ❢r❡❡ ❢r♦♠ ❝♦♥tr❛st✐♥❣ ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ s❛♠❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts
❛s s♦❝✐❛❧ r❡♥t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs
❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✭❋❧❛t❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❇r✉♥❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀
❇❛tt✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❣❛✐♥ s❝❛♥t s✉♣♣♦rt t♦ ❖s✇❛❧❞✬s t❤❡s✐s✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✐t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ ❧✐❦❡❧② ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t②
♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ✐ss✉❡ ✭●r❡❡♥ ✫ ❍❡♥❞❡rs❤♦tt✱
✷✵✵✶❜❀ ❇r✉♥❡t ✫ ▲❡s✉❡✉r✱ ✷✵✵✾❀ ❋❧❛t❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❱❛♥ ▲❡✉✈❡♥st❡✐❥♥ ✫ ❑♦♥✐♥❣✱ ✷✵✵✹❀
▼✉♥❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❇r✉♥❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❱❛♥ ❱✉✉r❡♥✱ ✷✵✵✾❀ ❇❛tt✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❈♦✉❧s♦♥ ✫
❋✐s❤❡r✱ ✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ r❡✜♥❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ✐s ♦❢t❡♥ str❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♦♥❧② s❡❧❞♦♠ ❛r❡ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s t❛❝❦❧❡❞ ❥♦✐♥t❧②✳✺

❉❡s♣✐t❡ t❤✐s ❧❛r❣❡ ❜♦❞② ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ②✐❡❧❞✐♥❣ ♠♦r❡ r❛♣✐❞ ❡①✐ts ❢r♦♠
✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t t♦ ❧❡ss ♠♦❜✐❧❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❛r❡ ♥♦t ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ②❡t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝✉rr❡♥t ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♦❧✈❡ ❖s✇❛❧❞✬s
♣✉③③❧❡✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❛s t✇♦ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❝♦♥s✐sts ✐♥
s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❖s✇❛❧❞✬s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ st❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥st❡❛❞ ♦❢
✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤✐s
❤②♣♦t❤❡s✐s ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦ ❢♦r ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ t❡st ♦❢ ❖s✇❛❧❞✬s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣
t❡♥✉r❡ ♦♥ ❤❛③❛r❞s ♦✉t ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳✻ ❖✉r ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♠❛② ❜❡ ❛ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ t♦ t❡st t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣
t❡♥✉r❡✱ ❛t ❧❡❛st ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s

✹■♥ t❤❡ ❯❑✱ s♦❝✐❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ✐s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s ♦✇♥❡❞ ❜② ▲♦❝❛❧
❆✉t❤♦r✐t✐❡s ♦r ❜② ❍♦✉s✐♥❣ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥s✱ ✉s✉❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥ ❛t ❜❡❧♦✇✲
♠❛r❦❡t r❡♥t ♦r ❡✈❡♥ r❡♥t✲❢r❡❡✳

✺❇r✉♥❡t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ✐s t❤❡ ♦♥❧② st✉❞② ✇❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❛t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞
❢♦r ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡✱ ✇❤❡r❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❛♥❞ ❛♠♦♥❣ r❡♥t❡rs ❛r❡
♠❛❞❡✳ ❆❧s♦ ❋❧❛t❛✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❢♦r
❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❢♦r s❛♠♣❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜✐❛s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡② ✉s❡ ❛ t✇♦ st❡♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ à ❧❛ ❘✐✈❡rs✕❱✉♦♥❣
✭❘✐✈❡rs ✫ ❱✉♦♥❣✱ ✶✾✽✽✮✱ ❛♥❞ ✉s❡ ❛❣❡ ❞✉♠♠✐❡s ❛s ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡② r❡♣♦rt ♦♥❧② ❡st✐♠❛t❡s ✇❤❡♥ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ✐s ♥♦t ✐♥str✉♠❡♥t❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❡①♦❣❡♥❡✐t②
❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞✳

✻❖s✇❛❧❞✬s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞✱ t❤♦✉❣❤ t♦ ❛ ❧❡ss ❡①t❡♥t✱ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞✱ ♦♥ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥
✇❛❣❡s ✭❍❛✈❡t ✫ P❡♥♦t✱ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ❖s✇❛❧❞✬s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② r❡❥❡❝t❡❞ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✳

✸



♦❢ ❖s✇❛❧❞✬s ❛r❣✉♠❡♥t s✉❣❣❡sts t❤❛t ❤✐❣❤❡r ♠♦❜✐❧✐t② ❝♦sts r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ♦❢
❛ ❥♦❜ s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡✱ ❢♦r ❥♦❜s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ r❡❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡
t❤✐s ❡✛❡❝t tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ s❡❛r❝❤
✐♥t❡♥s✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♦✇♥❡rs ❛♥❞ ♥♦♥✲♦✇♥❡rs✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦✉t❝♦♠❡s ❝♦✉❧❞
❜❡ ❜✐❛s❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ♠❛② ❜❡ s✐♠♣❧② ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥
t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡ss✳ ❆❧s♦✱ ❡♠♣❧♦②❡rs ♠❛② ♣r❡❢❡r t♦ ❤✐r❡ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦ ♦✇♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ❛❝❝♦♠✲
♠♦❞❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ ❥♦❜ t❡♥✉r❡ ✐s ❧♦♥❣❡r✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ♠❛② ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ❡①✐t ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♠♦r❡ r❛♣✐❞❧② t❤❛♥ r❡♥t❡rs ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦r ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢
s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②✳

❚❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✜rst ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋✐rst❧②✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❥♦❜ s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ✇✐t❤
t✇♦ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡ts ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❛s ✐♥ ▼✉♥❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ■♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♠♦❜✐❧✐t② ❝♦sts ❡♥t❛✐❧s t❤❡
♠❛✐♥ r❡s✉❧t t❤❛t ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ❥♦❜ ✜♥❞✐♥❣ r❛t❡s ❢❛r ❢r♦♠ ❤♦♠❡ ❜✉t ❤✐❣❤❡r ❥♦❜
✜♥❞✐♥❣ r❛t❡s ❧♦❝❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❥♦❜ ✜♥❞✐♥❣ r❛t❡ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ r❡♠❛✐♥s
✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❇② tr❡❛t✐♥❣ s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ❛s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❧♦✇❡r ♠♦❜✐❧✐t②
❝♦sts ✐♠♣❧② r❡♥t❡rs t♦ ❤❛✈❡ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❤✐❣❤❡r ♦✈❡r❛❧❧ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ❥♦❜ ✜♥❞✐♥❣
r❛t❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❞❛t❛ s❡t ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❯❑ ▲❛❜♦✉r ❋♦r❝❡ ❙✉r✈❡②✱ ✇❡
t❡st ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡
✐♥ ❛ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✱ t❤❡ ❥♦❜ s❡❛r❝❤
❡✛♦rt ✐s ♣r♦①✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✭❍♦❧③❡r✱ ✶✾✽✽❀ ❇❧❛✉ ✫ ❘♦❜✐♥s✱
✶✾✾✵❀ ❲❛❞s✇♦rt❤✱ ✶✾✾✶❀ ❙❝❤♠✐tt ✫ ❲❛❞s✇♦rt❤✱ ✶✾✾✸❀ ●r❡❣❣ ✫ ❲❛❞s✇♦rt❤✱ ✶✾✾✻❀ ❇♦❡❤❡✐♠
✫ ❚❛②❧♦r✱ ✷✵✵✶❀ ❆❞❞✐s♦♥ ✫ P♦rt✉❣❛❧✱ ✷✵✵✷❀ ❲❡❜❡r ✫ ▼❛❤r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✽❀ ▼❛♥♥✐♥❣✱ ✷✵✵✾❀
❇❛❝❤♠❛♥♥ ✫ ❇❛✉♠❣❛rt❡♥✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❥♦❜ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❛ ✇❡❧❧ r❡s❡❛r❝❤❡❞ ✐ss✉❡
✐♥ ♠❛♥② ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ◆♦ ♦♥❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s ②❡t t❡st❡❞ ❖s✇❛❧❞✬s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❜② t❤✐s ♠❡❛♥s✳
❆❧s♦✱ ♦✉r st✉❞② ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ♠♦st ♦❢ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❛tt❡♠♣t t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t②
♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❡♠♣❧♦② ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧
tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❡❛t♠❡♥ts ✭❉❡❜
✫ ❚r✐✈❡❞✐✱ ✷✵✵✻❜✱❛✮✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥
❛ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥ s❡❛r❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs s❡❛r❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs ❜② ❛r♦✉♥❞ ✶✶✪✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❖s✇❛❧❞✬s ❛r❣✉♠❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✜♥❞
t❤❛t ♠♦rt❣❛❣❡✲❤♦❧❞❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ t❤❛t s♦❝✐❛❧ r❡♥t❡rs s❡❛r❝❤
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss t❤❛♥ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs✳

❚❤❡ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ✭♦✉tr✐❣❤t✮ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs s❡❛r❝❤ ❧❡ss ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② t❤❛♥ ✭♣r✐✈❛t❡✮ r❡♥t❡rs✱
t❛❦❡♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ r❡s✉❧t t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ❤❛✈❡ s❤♦rt❡r ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s✱
❧❡❛❞s ✉s t♦ ♦✉r s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ✇❤❡t❤❡r ❤♦♠❡♦✇♥❡rs✬ s❤♦rt❡r ✉♥❡♠♣❧♦②✲
♠❡♥t ❞✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❤✐❣❤❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥s✐❣❤t ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡
s✐❞❡✱ ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐t ♠♦❞❡❧ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ♦♥ t❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ❝♦♠♣❡t✐♥❣✲r✐s❦s
✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❞✉r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥❛❝t✐✈✐t② ❛s ❝♦♠♣❡t✐♥❣ r✐s❦s✱ t♦
✐❞❡♥t✐❢② s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ s❤♦rt❡r ❤❛③❛r❞s t♦ ❥♦❜✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ s✐① ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ♦❢
❥♦❜ s❡❛r❝❤✿ ♣✉❜❧✐❝ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❝❡♥tr❡s ✭P❊❈✮✱ ♣r✐✈❛t❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛❣❡♥❝②✱ ♥❡✇s♣❛♣❡r ❛❞✲
✈❡rt✐s❡♠❡♥ts✱ ❡♠♣❧♦②❡r ❝♦♥t❛❝t✱ ❛s❦✐♥❣ ❢r✐❡♥❞s ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡s✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r✳ P❊❈ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧②
♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ✉s❡ ❤❛s ♦❢t❡♥ ❜❡❡♥ ❝r✐t✐❝✐③❡❞ ✭❍♦❧③❡r✱
✶✾✽✽❀ ❇❧❛✉ ✫ ❘♦❜✐♥s✱ ✶✾✾✵❀ ❆❞❞✐s♦♥ ✫ P♦rt✉❣❛❧✱ ✷✵✵✷❀ ▲♦♥❣❤✐ ✫ ❚❛②❧♦r✱ ✷✵✶✶✮✳ ❲❡ ✜♥❞
t❤❛t ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ r❡❧② ♦♥ P❊❈ ❛s ♠❛✐♥ s❡❛r❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✉s❡ ♥❡✇s♣❛✲

✹



♣❡rs ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts✳ ❊st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ r✐s❦s ♠♦❞❡❧ s✉❣❣❡st t❤❛t P❊❈ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧❡♥❣t❤❡♥s t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❡♥t❡r ❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❆❧s♦✱ ❝♦✉♥t❡r✲❖s✇❛❧❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❡♠❡r❣❡s
❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s s✐♥❝❡ ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧②
t❤❛♥ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs✳ ❚❛❦❡♥ ❥♦✐♥t❧②✱ t❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ s✉♣♣♦rt t♦ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t
♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs s❡❧❡❝t s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❥♦❜✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥
t✉r♥ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡② r❡t✉r♥ t♦ ❥♦❜ ❢❛st❡r ❞❡s♣✐t❡ ❧♦✇❡r s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ t❤❡♦r❡t✲
✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s❡❛r❝❤✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✸ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❝♦♥❞✉❝t t❤❡ ❛♥❛❧②✲
s✐s ♦❢ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ✭❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✭❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✷✮✳
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧
s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❚❤❡ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❥♦❜ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt
❛♥❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✇❛❣❡ ♦✛❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳✼ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛❧❧♦✇✲
✐♥❣ ❢♦r t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡ts ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❛s ✐♥ ▼✉♥❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳
❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ✇♦r❦❡r ❝❛♥ t❛❦❡ ❛ ❥♦❜ ✇✐t❤♦✉t
♠♦✈✐♥❣✳ ❙②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ ❥♦❜s ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t r❡q✉✐r❡ ❛ ♠♦✈❡✳✽ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❞✐st✐♥❝t r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡s✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧
❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r ❥♦❜s ♦✉ts✐❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❞✐✈❡r❣❡ ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❡♥t❛✐❧s ❛ ❝♦st✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♦✇♥✐♥❣ ♦✇♥s ❤♦♠❡ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❧❛r❣❡r r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦sts✳ ■♥ ❝❛s❡
♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt✱ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r
❥♦❜ ✜♥❞✐♥❣ r❛t❡s ❢❛r ❢r♦♠ ❤♦♠❡ ❜✉t ❤✐❣❤❡r ❥♦❜ ✜♥❞✐♥❣ r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t
✭▼✉♥❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❥♦❜ ✜♥❞✐♥❣ r❛t❡ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳
❚r❡❛t✐♥❣ s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ❛s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ st❛t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❡❛r❝❤
❛♥❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❛♠❜✐❣✉✐t②✳

❚❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐s ❦❡♣t ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇✐t❤ ③❡r♦ s❡♣❛r❛t✐♦♥
r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦ ♦♥✲t❤❡✲❥♦❜ s❡❛r❝❤✿

V E(w) =
w

ρ
, ✭✶✮

✇❤❡r❡ w ✐s t❤❡ ✇❛❣❡ ❛♥❞ ρ ✐s t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✳
❚❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❥♦❜ ♦✛❡r ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ❛t t❤❡ ❝♦st

♦❢ ❛ ✉t✐❧✐t② ❧♦ss Cs✳ ❲✐t❤ t✇♦ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡ts✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛♥❞ ❥♦❜ ♦✛❡r ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ✉♥✐q✉❡❧② ❢♦r t❤❡ s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ❡①❡rt❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡♠✱ ♥❛♠❡❧② sl ❛♥❞ sn✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ s❡❛r❝❤ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ Cs = c(sl) + c(sn)✱ ✇❤❡r❡ c

′ > 0 ❛♥❞ c′′ > 0✳✾ ❚❤❡
❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❥♦❜ ♦✛❡rs ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡ts ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ α(sl)
❛♥❞ α(sn)✱ ✇❤❡r❡ α

′ > 0 ❛♥❞ α′′ < 0✳ ❲❛❣❡ ♦✛❡rs ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✳❞✳❢✳ F (w) ✇❤✐❝❤
✇❡ ❛ss✉♠❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♠❛r❦❡ts✳

❲❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡ts✱ t❤❡
✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ♠✉st t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♠♦✈✐♥❣✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❝♦st ✐♥❝✉rr❡❞ ✐❢ ✜♥❞✐♥❣

✼❙❡❡ ▼♦rt❡♥s❡♥ ✭✶✾✽✻✮ ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ s❡❛r❝❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ▼❛♥♥✐♥❣ ✭✷✵✵✾✮ ❢♦r ❛ s✐♠✐❧❛r ✈❡rs✐♦♥✳
✽❈♦♠♠✉t✐♥❣ ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r✱ s♦ ✇♦r❦❡rs ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❛ ❥♦❜ ♦✛❡r ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♠❛r❦❡t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

❤❛✈❡ t♦ ♠♦✈❡ ❛♥❞ t♦ ♣❛② t❤❡ ❝♦st✳ ❙❡❡ ❑❛♥t♦r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝♦♠♠✉t✐♥❣✳
✾❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ c ②✐❡❧❞ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥✈❡① t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ s❡❛r❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❜❡

❡♥r✐❝❤❡❞ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❝♦sts ♦❢ s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❛♥❞ r❡♥t❡rs✳

✺



❛♥❞ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❛ ❥♦❜ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝♦st ❢♦r ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❛♥❞
r❡♥t❡rs ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❛t ❝❛♣t✉r❡s ❖s✇❛❧❞✬s ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ s❡t t❤✐s
❝♦st t♦ ③❡r♦ ❢♦r r❡♥t❡rs s✐♥❝❡ ✐t ❥✉st ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r ❢♦r ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ✭▼✉♥❝❤ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ r❡♥t❡r ✐s

ρV U = b− c(sl)− c(sn) + (α(sl) + α(sn))

∫

w∗

r

(V E(w)− V U) dF (w), ✭✷✮

✇❤❡r❡ w∗
r ✐s t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡ ❢♦r t❤❡ r❡♥t❡r ❛♥❞ b ✐s t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❜❡♥❡✜t✳

❚❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ s❡ts s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✉t✐❧✐t②✳ ❆s t❤❡ r❡♥t❡r ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧
♦r ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❥♦❜ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐s ❝♦st❧❡ss✱ s♦ t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤✳
●✐✈❡♥ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✱ t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡ ✇✐❧❧ s❛t✐s❢② w∗

r = ρV U ✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤✐s ❛♥❞
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮✱ ❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡

w∗
r = b− c(sl)− c(sn) +

(α(sl) + α(sn))

ρ

∫

w∗

r

(w − w∗
r) dF (w). ✭✸✮

❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ sl ❛♥❞ sn ✇❡ ❣❡t t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✱

c′(s∗l ) = α′(s∗l )A, ✭✹✮

c′(s∗n) = α′(s∗n)A, ✭✺✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ♣✉t A = ρ−1
∫

w∗

r
(w − w∗

r) dF (w)✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ r❡♥t❡r

✇✐❧❧ ❡①❡rt t❤❡ s❛♠❡ s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ✐♥ ❜♦t❤ ♠❛r❦❡ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮✱ ✇❡
❣❡t c′(s∗l )/α

′(s∗l ) = c′(s∗n)/α
′(s∗n)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s tr✉❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ s∗l = s∗n✳ ■♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ s❡t✉♣✱

✇✐t❤ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ♦❢ s❡❛r❝❤ ❢❛r ❢r♦♠ ❤♦♠❡ ❛♥❞ ♥♦ ❝♦sts ♦❢ ♠♦✈✐♥❣✱ t❤❡ r❡♥t❡r ✐s
✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❞✐st❛♥t ❛r❡❛✳

■❢ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐s ❛ ❤♦♠❡♦✇♥❡r✱ t❤❡ ❝♦st m ✇❤✐❝❤ ✐♥❝✉rr❡❞ ✐❢ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❛ ❥♦❜ ✐♥ t❤❡
♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳✶✵ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✉t✐❧✐t② ❢♦r t❤❡
✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❤♦♠❡♦✇♥❡r ✐s

ρṼ U = b−c(sl)−c(sn)+α(sl)

∫

w∗

l

(

w

ρ
− Ṽ U

)

dF (w)+α(sn)

∫

w∗

n

(

w

ρ
− Ṽ U −m

)

dF (w),

✭✻✮
✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② r❡♣❧❛❝❡❞ V E(w) = w/ρ✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡
r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛r❦❡ts✳ ❚❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧
❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ✐s w∗

l = ρṼ U ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡ ❢♦r ❥♦❜ ♦✛❡rs ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ✐s w∗

n = ρṼ U + ρm✿ t♦ ❛❝❝❡♣t ❛ ❥♦❜ ♦✛❡r ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛ ♠♦✈❡✱ t❤❡
✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❤♦♠❡♦✇♥❡r ♥❡❡❞s ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♠♦✈✐♥❣✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ❝❛♥ ❜❡
r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

w∗
l = b−c(sl)−c(sn)+

α(sl)

ρ

∫

w∗

l

(w − w∗
l ) dF (w)+

α(sn)

ρ

∫

w∗

n

(w − w∗
l − ρm) dF (w). ✭✼✮

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❛r❝❤ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♠❛r❦❡ts ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

c′(s∗l ) = α′(s∗l )B, ✭✽✮

✶✵❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡r ♠♦✈❡s t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣
♦r t♦ ❛ r❡♥t❛❧ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♣t✉r❡s ♦♥❧② t❤❡ ❧♦✇❡r ♠♦❜✐❧✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦st ♦❢ s❡❧❧✐♥❣
❛ ❤♦♠❡✳ ❲❡ ♠❛② ❡♥r✐❝❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦✈❡s t♦ ❛ r❡♥t❛❧ ❛♥❞ t♦ ❛♥ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞
❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥ ✭✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❝♦sts ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✮✱ ❜✉t t❤✐s ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇✐❧❧ ♥♦t ②✐❡❧❞ ❤✐❣❤❡r ❜❡♥❡✜ts
❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✳

✻



c′(s∗n) = α′(s∗n)C, ✭✾✮

✇❤❡r❡ ✇❡ s❡t B = ρ−1
∫

w∗

l

(w−w∗
l ) dF (w) ❛♥❞ C = ρ−1

∫

w∗

n
(w−w∗

n) dF (w)✳ ❙✐♥❝❡ w
∗
l < w∗

n✱

B > C ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② w✳ ❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✾✮✱ B > C ✐♠♣❧✐❡s c′(s∗l )/α
′(s∗l ) >

c′(s∗n)/α
′(s∗n)✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t c ✐s ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ α ✐s ❝♦♥❝❛✈❡✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♠♣❧✐❡s s∗l > s∗n✳

❯♥❧✐❦❡ t❤❡ r❡♥t❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡r ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ t♦ s❡❛r❝❤ ❤❛r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦✉r
♠❛r❦❡t t❤❛♥ ♦✉ts✐❞❡✳

❯♣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ r❡♥t❡r ❝❤♦♦s❡s t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡❛r❝❤ ✐♥ ❜♦t❤
♠❛r❦❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥♦t❛t❡ ❛s s∗r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡r s❡ts s∗l > s∗n✳ ❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ♦❢ t❤❡ r❡♥t❡r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡r
✐♥ ❜♦t❤ ♠❛r❦❡ts✳ ❆ ✜rst r❡s✉❧t ✐s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ❢♦r
t❤❡ ♣r♦♦❢✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ s∗l > s∗r > s∗n✳

❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ♣❡rs♦♥ ❤❛s
t♦ ❢❛❝❡ ❛ ❝♦st ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ t♦ ❛❝❝❡♣t ❛ ❥♦❜ ♦✛❡r ❢❛r ❢r♦♠ ❤♦♠❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❧❡ss s❡❛r❝❤✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡✱
❛♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ✐s ❝❡♥tr❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛r❡❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
✐♥❝✉rr✐♥❣ t❤✐s ❝♦st✳✶✶ ❲❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡r s❡❛r❝❤❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡
r❡♥t❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤♦s❡ ♥❡t r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❇❡❢♦r❡ t❛❝❦❧✐♥❣ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡s ♦❢ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❛♥❞ r❡♥t❡rs ✐♥ ❜♦t❤ ♠❛r❦❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❚❤✐s ✐s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈
❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ w∗
l < w∗

r < w∗
n✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t♦t❛❧ s❡❛r❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡♥t❡r✱ t❤❛t ✐s✱
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ♦♥ s❡❛r❝❤✱ ✇❡ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤
❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♠❛r❦❡ts✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥✱ ❡q✉❛❧
t♦✱ ♦r ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ r❡♥t❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r s∗l + s∗n R 2s∗r✳ ❚❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣
✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s t❤❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡r ❢r♦♠ t❤❡ r❡♥t❡r ✐s t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❝♦st✱ s♦ ✇❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t
t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❝♦st ❢r♦♠ ③❡r♦ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❥✉st
❛ s❤✐❢t ❢r♦♠ r❡♥t✐♥❣ t♦ ♦✇♥❡r t❡♥✉r❡✱ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt✳
❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ✐s t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❝♦st ✐s ✐♥❝✉rr❡❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡r ❛❝t✉❛❧❧② ♠♦✈❡s✱
✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ♠❛❦❡s ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♠♦r❡
✈❛❧✉❛❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ s❡❛r❝❤ ❤❛r❞❡r ❧♦❝❛❧❧②✱ t❤✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❤❛s t♦ ❜❡
❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛♥ ❡①tr❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ✭❢r♦♠ s∗r t♦ s

∗
n✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✇❤❛t

✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ✭❢r♦♠ s∗r t♦ s
∗
l ✮✳ ❚❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥✜r♠s t❤✐s ✐♥s✐❣❤t ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ 2s∗r > s∗l + s∗n✳

❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼✉♥❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❜✉t ❧✐❦❡ t❤❛t ♦❢ ❱❛♥ ❱✉✉r❡♥ ✭✷✵✵✾✮✱ ✇❡ ❝❛♥
♠❛❦❡ ❝❧❡❛r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❥♦❜ ✜♥❞✐♥❣ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡♥t❡r✳
❱❛♥ ❱✉✉r❡♥ ✭✷✵✵✾✮ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼✉♥❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣✳ ■♥ ❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs✱ s✉st❛✐♥✐♥❣ ❛ ✜①❡❞

✶✶❈♦♠♠✉t✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ♠❛② s❡❛r❝❤ ❧♦❝❛❧❧② ♠♦r❡
t❤❛♥ r❡♥t❡rs✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦sts ♦❢ ♠♦✈✐♥❣✱ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❝♦♠♠✉t❡ ❧♦♥❣❡r s♦ t❤❛t
t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡r ✭▼✉♥❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠♣❧②
❡①❛❝❡r❜❛t❡❞ ✐❢ ✇❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✐♥ t❤✐s s❡t✲✉♣✱ ❜✉t t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡ss❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②
❛✛❡❝t❡❞✳

✼



❝♦st ❢♦r ❜✉②✐♥❣ ❛ ❤♦♠❡✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❢♦r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦st✱ t❤❡ ❤❛③❛r❞ ♦✉t
♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❧♦✇❡r ❢♦r ❤♦♠❡♦✇♥❡rs✳

❚❤❡ r❡♥t❡r✬s ❥♦❜ ✜♥❞✐♥❣ r❛t❡ ✐s t✇♦ t✐♠❡s hr = α(s∗r) [1− F (w
∗
r)]✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥

❥♦❜ ✜♥❞✐♥❣ r❛t❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♠❛r❦❡ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦✇♥❡r✬s ❥♦❜ ✜♥❞✐♥❣ r❛t❡ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ hl =
α(s∗l ) [1− F (w

∗
l )] ❛♥❞ hn = α(s∗n) [1− F (w

∗
n)]✱ ✇❤✐❝❤ r❡❢❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞

t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♠❛r❦❡t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❥♦❜ ✜♥❞✐♥❣ r❛t❡s✱ ✇❡ ✜rst ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t✱
❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷✱ hl > hr > hn✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞
❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡①✐t r❛t❡ ❢r♦♠ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t t♦✇❛r❞s ❥♦❜s
✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ❛ ♠♦✈❡✱ ❜✉t ❛ ❧♦✇❡r ❡①✐t r❛t❡ t♦✇❛r❞s ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❖s✇❛❧❞✬s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇♦r❦s ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ s✐♥❝❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣✱
❜② ❤❛♠♣❡r✐♥❣ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ♠♦❜✐❧✐t②✱ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❥♦❜ ❢❛r
❢r♦♠ ❤♦♠❡✳ ❈❛♥ ✇❡ ❛❧s♦ st❛t❡ t❤❛t r❡♥t❡rs ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❡①✐t r❛t❡s t❤❛♥ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ✐♥

❣❡♥❡r❛❧❄ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ 2hr > hl + hn✱ ✇❤✐❝❤ ❛❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ tr✉❡ ✇✐t❤✐♥
t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ ✐ts
r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ 2α(s∗r) [1− F (w
∗
r)] > α(s∗l ) [1− F (w

∗
l )] + α(s∗n) [1− F (w

∗
n)]✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❞❡❧✐✈❡rs ❛ ❝❧❡❛r ♠❡ss❛❣❡✿ ❞✉❡ t♦ ❧❛r❣❡r ♠♦❜✐❧✐t②
❝♦sts✱ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❡①✐t r❛t❡s ❢r♦♠ ✉♥❡♠♣❧♦②✲
♠❡♥t t❤❛♥ r❡♥t❡rs✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❡rs✉s ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t
❢❛❧s✐❢② t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❖s✇❛❧❞✬s ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ■♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧
♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❤♦♠❡✲
♦✇♥❡rs ❛♥❞ r❡♥t❡rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ❖s✇❛❧❞✬s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ♠♦❜✐❧✐t② ❝♦sts✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡
r❡♥t❡rs✳

✸ ❚❤❡ ❉❛t❛

❲❡ ✉s❡ ❛ ❞❛t❛ s❡t ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❯❑ ▲❛❜♦✉r ❋♦r❝❡ ❙✉r✈❡② ✭▲❋❙✮✱ ❛ q✉❛rt❡r❧② ♥❛t✐♦♥✇✐❞❡
s✉r✈❡② ✇❤✐❝❤ ❝♦❧❧❡❝ts ❛❞❞r❡ss✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡r✈✐❡✇s ♦❢ ❛❜♦✉t ✻✵✱✵✵✵ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢♦r ❡❛❝❤ q✉❛r✲
t❡r✳ ❊❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ✐♥t❡r✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ✜✈❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ q✉❛rt❡rs ♦♥ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ♣❛♥❡❧ ❜❛s✐s✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❡ ✉s❡ s♣❛♥s t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✾✾✕✷✵✵✾✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✹✹ ❝❛❧❡♥❞❛r q✉❛rt❡rs ♦❢
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ▲❋❙ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r✐❝❤ s❡t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❥♦❜ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ st❛t❡ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢♦✉r ✇❡❡❦s
❛r❡ ❛s❦❡❞ t♦ r❡♣❧② ✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐✜❝ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s t❤❡② ✉s❡❞✱ ♦✉t ♦❢ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✹✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t
♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐s ♦✉r ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛s❦❡❞ t♦ r❡♣♦rt
t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s❡❛r❝❤ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

❋♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ❞❡s✐❣♥✱ ✇❡ r❡str✐❝t t♦ ❛ s✉❜✲s❛♠♣❧❡ ♦❢ ■▲❖ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞
♠❛❧❡ ❤❡❛❞s ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✭❛❣❡❞ ✶✻✕✻✹✮ ❛♥❞ ✇❡ ♠❛❦❡ s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r s❛♠♣❧❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts✳✶✷

❲❡ ❞r♦♣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦r ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ♥❡✈❡r ❤❛❞ ❛ ♣❛✐❞ ❥♦❜✱ r❡❝❡✐✈❡ ❛ r❡t✐r❡♠❡♥t ♦r
♦❧❞ ❛❣❡ ♣❡♥s✐♦♥✱ ❛r❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ✇♦r❦ ♦♥❧② ❛s s❡❧❢✲❡♠♣❧♦②❡❞✶✸✱ ♦r ❛r❡ ✇❛✐t✐♥❣ t♦ t❛❦❡ ✉♣ ❛
❥♦❜ ❛❧r❡❛❞② ♦❜t❛✐♥❡❞✳ Pr♦①② r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞r♦♣♣❡❞✳ ❙❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶ ❢♦r s❛♠♣❧❡ st❛t✐st✐❝s
♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✶✷■▲❖ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❛r❡ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❥♦❜ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢♦✉r ✇❡❡❦s ❛♥❞
❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ st❛rt ❛ ♥❡✇ ❥♦❜ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ✇❡❡❦s✳

✶✸❲❡ ❞r♦♣ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ✇♦r❦ ♦♥❧② ❛s s❡❧❢✲❡♠♣❧♦②❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤♦s❡ ✇❤♦ s❡❛r❝❤ ♦♥❧② ❛s ❡♠♣❧♦②❡❡✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡ ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

✽



❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ ❤❡❛❞s ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❛❜♦✉r
♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❡♥✉r❡ ❝❤♦✐❝❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❢♦r ✇❤♦♠
t❤❡ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ st❛t✉s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡
❝❛s❡ ❢♦r ♣❡♦♣❧❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥✳✶✹ ❋♦r s♦♠❡ ♥♦♥✲❤❡❛❞s ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ✐t
♠❛② ❜❡ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s❡❡❦ ❢♦r ❛ ❝❛✉s❛❧ ❧✐♥❦ ❢r♦♠ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ t♦ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ❜❡❤❛✈✐♦✉r
❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ♠❛② ♥♦t r❡✢❡❝t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳✶✺ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❛ ②♦✉♥❣ ♣❡rs♦♥ st✐❧❧ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ❤♦♠❡ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts ✐♥ ❛♥ ♦✇♥❡r✲
♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❤❛✈❡ ❛ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛ss✐♠✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡
t②♣✐❝❛❧ ❤♦♠❡♦✇♥❡r✳

❋♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❥♦❜ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s❡❛r❝❤ r❡♣♦rt❡❞
❜② t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❲❡ ❣r♦✉♣ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ s✐① ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ▲❋❙✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s✉r✈❡②
✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t✐♠❡ s✐♥❝❡ t❤❡ st❛rt ♦❢ ❥♦❜ s❡❛r❝❤ ❛♥❞
t❤❡ ❧❛st ❥♦❜✳✶✻ ❉✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ ✽ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✿ ✵✲✸ ♠♦♥t❤s✱ ✸✲✻ ♠♦♥t❤s✱ ✻✲✶✷
♠♦♥t❤s✱ ✶✲✷ ②❡❛rs✱ ✷✲✸ ②❡❛rs✱ ✸✲✹ ②❡❛rs✱ ✹✲✺ ②❡❛rs✱ ✺ ②❡❛rs ♦r ♠♦r❡✳ ❲❡ ✉s❡ ❛s ♠❡❛s✉r❡ ♦❢
t❤❡ s♣❡❧❧ ❧❡♥❣t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✐♥t❡r✈✐❡✇ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞
st❛t✉s ❜❡❢♦r❡ ❛ s✇✐t❝❤✳ ❚❤❡ st❛t✉s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣❡❧❧ ❡♥❞s ✉♣ ♠❛② ❜❡ ❡✐t❤❡r ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦r
✐♥❛❝t✐✈✐t②✱ ♦r ♠❛② ❜❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈✐❡✇ ✐s t❤❡ ❧❛st✱ t❤❛t ✐s t❤❡ s♣❡❧❧ ✐s r✐❣❤t
❝❡♥s♦r❡❞✳ ❘❡❣r❡ss♦rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ s♣❡❧❧ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❧❛st ✐♥t❡r✈✐❡✇
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①✐t ✭♦r t❤❡ ❧❛st ✐♥t❡r✈✐❡✇ ❢♦r ❝❡♥s♦r❡❞ s♣❡❧❧s✮✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s✉❜✲s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤
st❛❜❧❡ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ❞❛t❛ ♦✈❡r t❤❡ s♣❡❧❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❞r♦♣ s♣❡❧❧s ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦
s✇✐t❝❤ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ✐♥ t❤❡ q✉❛rt❡r ❡✐t❤❡r ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣❡❧❧s ❡♥❞s✳ ❲❡ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ✶✶✱✸✼✹ s♣❡❧❧s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✸✱✺✼✾ ❡♥❞ ✐♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱
✶✱✼✻✾ ❡♥❞ ✐♥ ✐♥❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✻✱✵✷✻ ❛r❡ r✐❣❤t ❝❡♥s♦r❡❞✳

✹ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②

✹✳✶ ❏♦❜ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②

❆s ❛ t❡st ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣
t❡♥✉r❡ ♦♥ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❖s✇❛❧❞✬s
❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♠♦❜✐❧✐t② ❝♦sts ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❋♦r t❤❛t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❡♠❡r❣❡✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs
✇✐t❤ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳ ❆♥ ❡q✉❛t✐♦♥
♦❢ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❡st✐♠❛t❡❞✱ ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛ s❡t ♦❢ ❞✉♠♠✐❡s
❢♦r r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ st❛t✉s✱ ♥❛♠❡❧② ♦✇♥❴♦✉t✱ ♦✇♥❴♠♦rt✱ ❛♥❞ r❡♥t❴s♦❝✱ ✇❤❡r❡ r❡♥t❴♣r✐ ✐s t❤❡
❜❛s❡❧✐♥❡ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✉♠♠❡t ✐s t❤❡ ❝♦✉♥t ♦❢ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞✱
❢r♦♠ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ✶ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✶✹✳ ❖t❤❡r ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ❢♦r s❡❛r❝❤ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡♠♣❧♦②❡r ❝♦♥t❛❝ts✱ ♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡s ✭●r❡❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❜❡ ❛♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ❛s ✐t ❝❛♥♥♦t
q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡✛♦rt t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡❞✐❝❛t❡s t♦ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s ❝r✐t✐❝✐s♠✱ ❡✈✐❞❡♥❝❡
s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ■♥ ❢❛❝t✱

✶✹❚❤❡ ▲❋❙ ✉s❡s t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛❞ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✿ ✏❍❡❛❞ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✭❍❖❍✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❡✐t❤❡r t❤❡
♠❛♥ ♦r t❤❡ ❤✉s❜❛♥❞✴♠❛❧❡ ♣❛rt♥❡r ♦❢ t❤❡ ✇♦♠❛♥ ✐♥ ✇❤♦s❡ ♥❛♠❡ t❤❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥ ✇❛s ♦✇♥❡❞ ♦r r❡♥t❡❞✳
❲❤❡r❡ t✇♦ ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ❝❧❛✐♠✱ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♦❧❞❡st ♠❛❧❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ♦r✱ ✐♥ ❛❧❧ ❢❡♠❛❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ t❤❡
♦❧❞❡st ❢❡♠❛❧❡✑✳

✶✺◆❡✐t❤❡r ♠✐❣❤t t❤❡ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ st❛t✉s ♦❢ s♦♠❡ ❤❡❛❞s ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡✱ ❜✉t t❤✐s
✐ss✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧s ❛t t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳

✶✻❚❤✐s ✐s t❤❡ ▲❋❙ durun ✈❛r✐❛❜❧❡✳

✾



✐t ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ str♦♥❣❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❛✐♥✐♥❣ ❥♦❜ ✭❍♦❧③❡r✱
✶✾✽✽❀ ●r❡❣❣ ✫ ❲❛❞s✇♦rt❤✱ ✶✾✾✻❀ ❇♦❡❤❡✐♠ ✫ ❚❛②❧♦r✱ ✷✵✵✶✮✱ ♥♦t❛❜❧② ✐♥ ❯❑ ❞❛t❛ ✭●r❡❣❣ ✫
❲❛❞s✇♦rt❤✱ ✶✾✾✻❀ ❇♦❡❤❡✐♠ ✫ ❚❛②❧♦r✱ ✷✵✵✶✮✱ ❛♥❞ t♦ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦❤❡r❡♥t❧②
✇✐t❤ t❤❡♦r② ✭❍♦❧③❡r✱ ✶✾✽✽❀ ❇❧❛✉ ✫ ❘♦❜✐♥s✱ ✶✾✾✵❀ ❙❝❤♠✐tt ✫ ❲❛❞s✇♦rt❤✱ ✶✾✾✸❀ ●r❡❣❣ ✫
❲❛❞s✇♦rt❤✱ ✶✾✾✻❀ ❆❞❞✐s♦♥ ✫ P♦rt✉❣❛❧✱ ✷✵✵✷❀ ❲❡❜❡r ✫ ▼❛❤r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✽❀ ❇❛❝❤♠❛♥♥ ✫
❇❛✉♠❣❛rt❡♥✱ ✷✵✶✷✮✳

❲❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ♦♥ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛❝t♦rs
t❤❛t ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡ss ♠♦❜✐❧❡ ♣❡♦♣❧❡
❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❛t❡r ❞❡s✐r❡ t♦ r❡t❛✐♥ ♣r♦①✐♠✐t② t♦ ❢❛♠✐❧② ♠❡♠❜❡rs ♦r ❢r✐❡♥❞s
♠❛② s❡❧❢✲s❡❧❡❝t ✐♥t♦ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣✱ ❛♥❞ r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❧♦✇ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❲❡ ❤❡♥❝❡ ❛❞♦♣t ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ❛♥❞ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ❛r❡ ❥♦✐♥t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
✇❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❉❡❜ ❛♥❞
❚r✐✈❡❞✐ ✭❉❡❜ ✫ ❚r✐✈❡❞✐✱ ✷✵✵✻❜✱❛✮✳✶✼ ❚❤✐s t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❛r❡
❛✇❛r❡ ♦❢ ❢♦r ♦✉r ❝❛s❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡✳✶✽

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s❡s ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦✲
❝❡ss ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐✳❡✳ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❝♦♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛
str✉❝t✉r❛❧✲❝❛✉s❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ❝❤♦♦s❡s ❛ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ st❛t✉s j ❢r♦♠ ❛ s❡t
♦❢ ❢♦✉r ❝❤♦✐❝❡s ✭j = 0, 1, 2, 3✮✱ ✇❤❡r❡ j = 0 ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ✭♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs✮✳ ▲❡t dj ❜❡
❜✐♥❛r② s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❡♥✉r❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❞i = (di1, di2, di3)✳
❆❧s♦ ❧❡t ❧i = (li1, li2, li3)✱ ✇❤❡r❡ lij ❛r❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐ ✬s st❛t✉s ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❡♥✉r❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ♠✐①❡❞ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐t ✭▼▼◆▲✮ str✉❝✲
t✉r❡✿

P (❞i|③i, ❧i) =
exp(③′iαj + δjlij)

1 +
∑J

k=1 exp(③
′
iαk + δklik)

, ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ ③i ❞❡♥♦t❡s ❛ s❡t ♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡❣r❡ss♦rs ❛♥❞ J = 3✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❝♦✉♥t ♦✉t❝♦♠❡ ✐s

E(yi|❞i,①i, ❧i) = exp(①′
iβ +

J
∑

j=1

γjdij +
J
∑

j=1

λjlij), ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ ①i ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤✐♥ ③i ❛♥❞ t❤❡ γj✲s ❛r❡ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ yi ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧
♣r♦❝❡ss t❤❛t ❝❛♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ♦✈❡r❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
P♦✐ss♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♦✈❡r❞✐s♣❡rs❡❞ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♠❡❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
♦✈❡r❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✐♠♣❧② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳
■♥ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ nummet ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✹✳✻ ❛♥❞ ✻✳✹
✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✮✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✈❡r❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡
❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s tr❡❛t♠❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ❢♦r ❛ ❢♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs ❡♥t❡r ✐♥t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉t ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱
t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❜② ❞r❛✇✐♥❣

✶✼❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙t❛t❛ r♦✉t✐♥❡ mtreatreg ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳
✶✽❙❡❡ ❚r✐✈❡❞✐ ✫ ▼✉♥❦✐♥ ✭✷✵✶✵✮ ❢♦r ❛ s✉r✈❡② ♦❢ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ❝♦✉♥t ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇✐t❤

r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ r❡❣r❡ss♦rs✳

✶✵



s❡✈❡r❛❧ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs ❢r♦♠ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳✶✾

■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ❡✈❡♥ ✐❢ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧
st❛t✉s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ①i = ③i✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♠♦r❡ r♦❜✉st ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
❡①❝❧✉s✐♦♥ r❡str✐❝t✐♦♥s ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ st❛t✉s ❝❤♦✐❝❡
t❤❛t ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❉❡❜ ✫ ❚r✐✈❡❞✐✱ ✷✵✵✻❜✱❛✮✳ ❙❡✈❡r❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ✐♥str✉♠❡♥t ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡✱ ♦r ♠♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣✳ ❖♥❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t ✐♥str✉♠❡♥t✱ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐s
t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ r❛t❡ ✭❱❛♥ ▲❡✉✈❡♥st❡✐❥♥ ✫ ❑♦♥✐♥❣✱ ✷✵✵✹❀ ▼✉♥❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀
❇r✉♥❡t ✫ ▲❡s✉❡✉r✱ ✷✵✵✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐♥str✉♠❡♥t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❝r✐t✐❝✐③❡❞ ❢♦r ❜❡✐♥❣
❧✐❦❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ❤❡♥❝❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❈♦✉❧s♦♥ ✫ ❋✐s❤❡r✱ ✷✵✵✾❀ ❉❡ ●r❛❛❢ ✫ ❱❛♥ ▲❡✉✈❡♥st❡✐❥♥✱ ✷✵✵✼❀ ❉❡ ●r❛❛❢ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✾✮✳✷✵ ❖t❤❡r ✐♥str✉♠❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ t❤❡ ✉s❡r ❝♦st ♦❢ ♦✇♥✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ r❡♥t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ✭❋❧❛t❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❇r✉♥❡t ✫ ▲❡s✉❡✉r✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✾❀ ❇❛rr✐♦s ●❛r❝í❛
✫ ❘♦❞rí❣✉❡③ ❍❡r♥á♥❞❡③✱ ✷✵✵✹✮✱ t❤❡ ❢❛t❤❡r✬s ❥♦❜ ✭❇❛tt✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❇r✉♥❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✱
t❤❡ ❛❣❡ ❛t ❡♥tr② ✐♥t♦ t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ✭❇r✉♥❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❥♦❜s
✭❇r✉♥❡t ✫ ▲❡s✉❡✉r✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✾✮✱ t❤❡ ♣❛st r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ st❛t✉s ♦❢ ♣❛r❡♥ts ✭❱❛♥ ▲❡✉✈❡♥st❡✐❥♥
✫ ❑♦♥✐♥❣✱ ✷✵✵✹✮✱ t❤❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡r r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝✐t② ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❛s ❜♦r♥ ✭❱❛♥
▲❡✉✈❡♥st❡✐❥♥ ✫ ❑♦♥✐♥❣✱ ✷✵✵✹✮✱ ❛❣❡ ❞✉♠♠✐❡s ✭❋❧❛t❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ❯❙ st❛t❡s ❞✉♠♠✐❡s
✭●r❡❡♥ ✫ ❍❡♥❞❡rs❤♦tt✱ ✷✵✵✶❜✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❡✐t❤❡r ❜❛s❡❞ ♦♥
❜❛r❡❧② ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r ❡①♦❣❡♥❡✐t② ♦r r❛r❡ ✐♥ ❞❛t❛✳ ❈♦✉❧s♦♥ ✫ ❋✐s❤❡r ✭✷✵✵✾✮
❡♠♣❧♦② ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ■❱ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✐♥str✉♠❡♥ts✿ t❤❡
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ ♠✉❧t✐❢❛♠✐❧② ❤♦✉s✐♥❣✱ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❝❛♣t✉r✐♥❣
✇❤❡t❤❡r t❤❡ t✇♦ ✜rst✲❜♦r♥ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡①✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡
♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦rt❣❛❣❡ ✐♥t❡r❡st ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡
✉s❡ ❛ s❡t ♦❢ t❤r❡❡ ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ ❈♦✉❧s♦♥ ✫ ❋✐s❤❡r ✭✷✵✵✾✮ t❤❡ ✜rst ❛♥❞
s❡❝♦♥❞ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦st ♦❢ ♦✇♥✐♥❣ ✇✐t❤ ♠♦rt❣❛❣❡ ✈❡rs✉s r❡♥t✐♥❣
❛s t❤✐r❞ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✇❡ ✉s❡ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ log(multifamrate)✱ samesex
❛♥❞ log(Cmort/Crent)✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡
❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ♦♥❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞
r❡❣r❡ss♦rs ✐s ♣❛rt✐❛❧❧❡❞ ♦✉t✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡multifamrate ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ ♠✉❧t✐❢❛♠✐❧②
❤♦✉s✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛rt❡r✳ ❍♦✉s❡ s❤❛r✐♥❣ ❛♠♦♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥
✐♥ r❡♥t❡❞ t❤❛♥ ✐♥ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❞✇❡❧❧✐♥❣s ❛s ❛ r❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② s❤❛r❡❞ t❤❛♥
❛♥ ♦✇♥❡rs❤✐♣ ♦r ❛ ♠♦rt❣❛❣❡✳ ❍❡♥❝❡ ♠✉❧t✐❢❛♠✐❧② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❧✐✈❡ ✐♥
r❡♥t❛❧s ✇❤✐❧❡ s✐♥❣❧❡✲❢❛♠✐❧② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❧✐✈❡ ✐♥ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❞✇❡❧❧✐♥❣s✳
■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡♥s✐t② ❢♦r ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢
♠✉❧t✐❢❛♠✐❧② ❞✇❡❧❧✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ✭❈♦✉❧s♦♥ ✫ ❋✐s❤❡r✱ ✷✵✵✾✮✳✷✶

❚❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t samesex ❤❛s ❜❡❡♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❆♥❣r✐st ✫ ❊✈❛♥s ✭✶✾✾✽✮ t♦
✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢❡rt✐❧✐t② ♦♥ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②✳ ❙✐♥❝❡ ❢❡rt✐❧✐t② ❞❡❝✐s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❧❛❜♦✉r ❢♦r❝❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✱ ❆♥❣r✐st ✫ ❊✈❛♥s ✭✶✾✾✽✮ ❡①♣❧♦✐t
t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❡♥ts ❢♦r s✐❜❧✐♥❣s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡①❡s t♦ ✐♥str✉♠❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥✳

✶✾Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞r❛✇s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭●♦✉r✐❡r♦✉① ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✹✮✳ ❙❡❡ ❉❡❜ ✫ ❚r✐✈❡❞✐ ✭✷✵✵✻❜✮ ❛♥❞
❉❡❜ ✫ ❚r✐✈❡❞✐ ✭✷✵✵✻❛✮ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞r❛✇s✳ ❲❡ s❡t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞r❛✇s
t♦ ✷✱✵✵✵✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢❡✇❡r ❞r❛✇s ❣❛✈❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳

✷✵❉✐ P❛sq✉❛❧❡ ✫ ●❧❛❡s❡r ✭✶✾✾✾✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s✱ str❛t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣
r❛t❡ ❜② r❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ q✉❛♥t✐❧❡✳

✷✶❈♦✉❧s♦♥ ✫ ❋✐s❤❡r ✭✷✵✵✾✮ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ♠✉❧t✐❢❛♠✐❧② ❤♦✉s✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❧❡✈❡❧✳

✶✶



❚❤❡② ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❡✛❡❝t ♦♥ ♠❛❧❡ ❧❛❜♦✉r ♦✉t❝♦♠❡s✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡♥s✐t② t♦ ❜❡❝♦♠❡
♦✇♥❡rs✱ ❈♦✉❧s♦♥ ✫ ❋✐s❤❡r ✭✷✵✵✾✮ ✉s❡ t❤❡ s❡① ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛s ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t
❢♦r ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ ✐♥ ❛ ♠❛❧❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❜✐♥❛r② ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤✐s ✐♥str✉♠❡♥t
✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✉♠♠② samesex✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t✇♦ ✜rst✲❜♦r♥ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐♥ t❤❡
❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡①✳ ■♥ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❛♠♣❧❡✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢♦r ✇❤♦♠ t❤❡ t✇♦
✜rst✲❜♦r♥ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡① ❛r❡ ✸✳✼✪ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❦✐❞s✳✷✷ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤ t✇♦ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛r❡ ✶✻✳✷✪ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs t❤❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❝❤✐❧❞r❡♥✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦rt❣❛❣❡ ❝♦sts ❛♥❞ r❡♥t❛❧ ❝♦sts ❛♥❞ ✈❛r✐❡s
♦✈❡r ②❡❛rs ❛♥❞ q✉❛rt❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❯❑ ❋❛♠✐❧② ❘❡s♦✉r❝❡ ❙✉r✈❡②
✭❋❘❙✮ s✐♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❤♦✉s✐♥❣ ❝♦sts ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ▲❋❙ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❢♦r
❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❤♦❧❞✐♥❣ ❛ ♠♦rt❣❛❣❡ ♦♥ ♦✇♥s ❤♦♠❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❛r❦❡t
r❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛✱ t❤❡ ❧♦✇❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♣r♦♣❡♥s✐t② ♦❢ ♦❝❝✉♣②✐♥❣ ❤♦♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♠♦rt❣❛❣❡
r❛t❤❡r t❤❛♥ r❡♥t✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❡♥✉r❡ ❝❤♦✐❝❡
❢♦r ♦✇♥✐♥❣ ✇✐t❤ ♠♦rt❣❛❣❡ ♦✈❡r r❡♥t✐♥❣✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❧s♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t
♦♥ ♦✇♥✐♥❣ ♦✉tr✐❣❤t ❛s t❤✐s st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ❧♦❛♥ ✐s ♣❛✐❞ ♦✛✳

✹✳✷ ❏♦❜ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡✛♦rt t♦ s♣❡♥❞ ♦♥ s❡❛r❝❤ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❥♦❜ ✜♥❞✐♥❣ r❛t❡ ❜② ❡♥✲
❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ❥♦❜ ♦✛❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞
❜② t❤❡ ✇❛② t❤✐s ❡✛♦rt ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ♠❛② s❡❧❡❝t s❡❛r❝❤
❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛t ❡❛s❡ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t♦ ❡♠♣❧♦②❡rs✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t♦t❛❧ ❡✛♦rt ✉s❡❞✳ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤✐s ✐ss✉❡ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐t t❤❛t ♠♦❞❡❧s
t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ✉s❡ s✐① ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s✿
♣✉❜❧✐❝ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❝❡♥tr❡s ✭P❊❈✮✱ ♣r✐✈❛t❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛❣❡♥❝②✱ ♥❡✇s♣❛♣❡r ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts✱
❡♠♣❧♦②❡r ❝♦♥t❛❝t✱ ❛s❦✐♥❣ ❢r✐❡♥❞s ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡s✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s❡❛r❝❤ r❡♣♦rt❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ nummet ❛s ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡
❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ❞✉♠♠✐❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s r❡❣r❡ss♦rs t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣
❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t✉s✳

❙❡❝♦♥❞ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t
❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❢❛st❡r ❥♦❜ ✜♥❞✐♥❣✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡
❡st✐♠❛t❡ ❛ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ r✐s❦s ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ r✐s❦s✱ ♥❛♠❡❧② ❡①✐ts ✐♥t♦ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t
❛♥❞ ❡①✐ts ✐♥t♦ ✐♥❛❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ s♣❡❝✐✜❝ q✉❡st✐♦♥ ✇❤✐❝❤
❣r♦✉♣s ❛♥s✇❡rs ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❡①✐t✐♥❣ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ st❛t❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞
❜② ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐t✱ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥t♦ ♣❡rs♦♥✲♣❡r✐♦❞ ❢♦r♠ ❛♥❞ tr✐♠❡st❡rs ❛s t✐♠❡
✉♥✐t ✭❆❧❧✐s♦♥✱ ✶✾✽✷✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛❝t♦rs ❛✛❡❝t✐♥❣ ❡❛❝❤ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝
❤❛③❛r❞✳

✺ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts

✺✳✶ ❏♦❜ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②

❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❢♦r nummet✳ ❲❡ ✜rst r❡♣♦rt ❖▲❙ r❡s✉❧ts t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡st✐♠❛t❡✳ ❯s✐♥❣ log(nummet) ❛s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❖▲❙ ❡st✐♠❛t❡s
s✉❣❣❡st t❤❛t✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs✱ ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs s❡❛r❝❤ ❧❡ss ❜② 5.7%✱ s♦❝✐❛❧ r❡♥t❡rs

✷✷❆s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✼✪ ✐♥ ❆♥❣r✐st ✫ ❊✈❛♥s ✭✶✾✾✽✮ ❛♥❞ ✻✪ ✐♥ ❈♦✉❧s♦♥ ✫ ❋✐s❤❡r ✭✷✵✵✾✮✱ ✇❤♦ ♠❛❦❡ ❞✐✛❡r❡♥t
s❛♠♣❧❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✳

✶✷



s❡❛r❝❤ ❧❡ss ❜② 6.6%✱ ❛♥❞ ♠♦rt❣❛❣❡rs s❡❛r❝❤ ♠♦r❡ ❜② 7.5%✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❞♦
♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦✉♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡✐t❤❡r ♦✈❡r❞✐s✲
♣❡rs✐♦♥ ♦r ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡✳ ❚❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ◆❇ ♠♦❞❡❧ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst
t✇♦ ✐ss✉❡s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥✱ t❤❡ ♦✈❡r❞✐s♣❡rs✐♦♥ t❡st ♦❢ δ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦✈❡r❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ◆❇ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❛ P♦✐ss♦♥✳ ❊st✐♠❛t❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❡①♦❣❡♥❡✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛✉s❛❧
❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥✱ ✇❡ r❡♣♦rt ◆❇ ❡st✐♠❛t❡s t❤❛t t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡✳ ❚❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ str♦♥❣❧②
s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❖✇♥✐♥❣ ♦✇♥s ❤♦♠❡ ♦✉tr✐❣❤t ✐♠♣❧✐❡s (exp(−0.1163)− 1) · 100 = −11.0% ❧♦✇❡r
s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② t❤❛♥ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t✐♥❣✳ ❚❤✐s ❧❛r❣❡ ✏❡①♦❣❡♥♦✉s✑ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②
❜❡t✇❡❡♥ ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❛t ❖s✇❛❧❞✬s t❤❡s✐s ❝❛❧❧s ❢♦r✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ♠♦rt❣❛❣❡rs ❤❛✈❡ (exp(0.1232) − 1) · 100 = 13.1% ❤✐❣❤❡r s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② t❤❛♥
♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs✱ ✇❤✐❧❡ s♦❝✐❛❧ r❡♥t❡rs s❡❛r❝❤ ❧❡ss ❜② ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✮ 4.7%✳✷✸

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs λj ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮
λj ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ j✲t❤
r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ st❛t✉s ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❊st✐♠❛t❡s ♣♦✐♥t
t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❢♦r ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs❤✐♣ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ r❡♥t✐♥❣✱ ❛♥❞ ♣♦✐♥t
t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♦✇♥❡rs❤✐♣ ✇✐t❤ ♠♦rt❣❛❣❡✳ ❈♦♥s✐st❡♥t❧②✱ β✲s ✐♥ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s
◆❇ ❛r❡ s♠❛❧❧❡r ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r st❛t❡s ❛♥❞ ❧❛r❣❡r ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦
✭▲❘✮ t❡st ❢♦r ❡①♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s
t❤❛t t❤❡ λ✲s ❛r❡ ❥♦✐♥t❧② ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ✐✳❡✳✱ λown❴out = λown❴mort = λrent❴soc = 0✳✷✹ ❚❤❡ ▲❘
st❛t✐st✐❝ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❡①♦❣❡♥❡✐t② ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② r❡❥❡❝t❡❞✳

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r r❡❣r❡ss♦rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞
❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❡❛r❧✐❡r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t ♦❢ ♠❡t❤♦❞s
❛s ♣r♦①② ❢♦r s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ✭❍♦❧③❡r✱ ✶✾✽✽❀ ❇❧❛✉ ✫ ❘♦❜✐♥s✱ ✶✾✾✵❀ ❙❝❤♠✐tt ✫ ❲❛❞s✇♦rt❤✱
✶✾✾✸❀ ●r❡❣❣ ✫ ❲❛❞s✇♦rt❤✱ ✶✾✾✻❀ ❆❞❞✐s♦♥ ✫ P♦rt✉❣❛❧✱ ✷✵✵✷❀ ❲❡❜❡r ✫ ▼❛❤r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✽❀
❇❛❝❤♠❛♥♥ ✫ ❇❛✉♠❣❛rt❡♥✱ ✷✵✶✷✮✳ ❙❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞
❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛st ❥♦❜✳ ❚❤❡ ❛❣❡ ❡✛❡❝t ✐s ❝♦♥❝❛✈❡
❛♥❞ ♣❡❛❦s ❛t ✸✺✕✹✹✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❧❞❡st ✇♦r❦❡rs ✭✺✺✕✻✹✮ s❡❛r❝❤✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡
②♦✉♥❣❡st ✭✶✻✕✸✹✮✳ ▼❛rr✐❡❞ ♠❛❧❡ ❤❡❛❞s ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s❡❛r❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✉♥♠❛rr✐❡❞✳ ❘❡❝❡✐♣t
♦❢ ❞✐s❛❜✐❧✐t② ❜❡♥❡✜ts ❞✐s✐♥❝❡♥t✐✈❡s s❡❛r❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ r❡❝❡✐♣t ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❜❡♥❡✜t✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ s♣✉r✐♦✉s ❡✛❡❝t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ r❡❝❡✐♣t
♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❜❡♥❡✜ts ✐♥ t❤❡ ❯❑ ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② str✐❝t
s❡❛r❝❤✲r❡❧❛t❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✱ s♦ t❤❛t ♦♥❧② ❥♦❜✲s❡❡❦❡rs ✇❤♦ ❡①❡rt ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❡❛r❝❤
❡✛♦rt ❛r❡ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ✭▼❛♥♥✐♥❣✱ ✷✵✵✾❀ P❡tr♦♥❣♦❧♦✱ ✷✵✵✾✮✳✷✺

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ▼▼◆▲ ❢♦r ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡✱ ❛s s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✱ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ ♦✉r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡❛r❧✐❡r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✭❇❛tt✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❱❛♥ ▲❡✉✈❡♥st❡✐❥♥ ✫ ❑♦♥✐♥❣✱
✷✵✵✹❀ ❋❧❛t❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ ✷✵✵✷❀ ❇r✉♥❡t ✫ ▲❡s✉❡✉r✱ ✷✵✵✾✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛r❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐❣♥s✳ ❚❤❡ ▲❘ t❡st ❢♦r ❥♦✐♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥ts ✐s
❢❛✐r❧② ❧❛r❣❡ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡✐r r❡❧❡✈❛♥❝❡✳ ■♥ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r s❤❛r❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❢❛♠✐❧② ❞✇❡❧❧✐♥❣s✱
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ s❡❧❡❝t ♦✇♥❡rs❤✐♣ st❛t✉s✳ ❋❛♠✐❧✐❡s ✇✐t❤ t✇♦ ✜rst✲❜♦r♥ ❝❤✐❧❞r❡♥
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❡① ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉♣② ✇✐t❤ r❡♥t❛❧s t❤❛♥ ♦✇♥✐♥❣ ♦✉tr✐❣❤t✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② str♦♥❣ ❢♦r s♦❝✐❛❧ t❡♥❛♥❝②✱ ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤❛♥ ♣r✐✈❛t❡
t❡♥❛♥❝②✳ ❖✇♥❡rs❤✐♣ ✇✐t❤ ♠♦rt❣❛❣❡ st❛♥❞s ♦✉t ❛s ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r ❝❛s❡✱ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞

✷✸❚❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ γj ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ♦❢ nummet ✐s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ nummet ❢♦r ❛ s✇✐t❝❤ ✐♥ t❤❡ st❛t✉s✳

✷✹❚❤❡ ▲❘ st❛t✐st✐❝ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ q t✐♠❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❛♥❞
❡①♦❣❡♥♦✉s ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s ❛ χ2(q) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ q = 3 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ λ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✷✺❊st✐♠❛t❡s ❤♦❧❞ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ claimant r❡❣r❡ss♦r✳

✶✸



s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t samesex ✐s ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥✱ t❤✐s r❡s✉❧t ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t ❢❛♠✐❧✐❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❦✐❞s t❡♥❞ t♦ ♣r❡❢❡r ♦✇♥❡rs❤✐♣
✇✐t❤ ❧♦❛♥ t❤❛♥ ♦✉tr✐❣❤t✱ r❡❛✣r♠✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✇♥❡rs❤✐♣
st❛t❡s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✐♥str✉♠❡♥t log(Cmort/Crent) ✐♠♣❛❝ts ♣♦s✐t✐✈❡❧② t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ♦✇♥✐♥❣
✇✐t❤ ♠♦rt❣❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❡♥❛♥❝②✳ ❙✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ✐s ❛❧s♦ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡✐r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❥♦✐♥t❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ❡❛❝❤ tr❡❛t♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢♦r♠❛❧ t❡st ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❡①❝❧✉s✐♦♥ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s❡tt✐♥❣ s✉❝❤
t❤✐s ✭❉❡❜ ✫ ❚r✐✈❡❞✐✱ ✷✵✵✻❜✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛❧ ❝❤❡❝❦ ♦❢ ❡①♦❣❡♥❡✐t② ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞
t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡✐r
❝♦❡✣❝✐❡♥ts t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❛♥❞ ❥♦✐♥t❧② ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ❛ str♦♥❣
r❡s✉❧t ❣✐✈❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♦✉r s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳✷✻

✺✳✷ ❏♦❜ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s❡❛r❝❤ ❜② ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡✳
P❊❈ ❛♥❞ ♥❡✇s♣❛♣❡rs ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡✐r ✉s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❛♥❞ r❡♥t❡rs✳ ❍♦♠❡♦✇♥❡rs r❡❧✲
❛t✐✈❡❧② ♣r❡❢❡r ♥❡✇s♣❛♣❡rs ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ r❡♥t❡rs r❡❧❛t✐✈❡❧② ♣r❡❢❡r P❊❈✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✹
✇❡ r❡♣♦rt ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐t ❢♦r t❤❡ s✐① ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ s❡❛r❝❤✳ ❘❡♣♦rt❡❞
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❘✐s❦ ❘❛t✐♦s ✭RRR✮✳✷✼ ❚❤❡ RRR ❢♦r ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs ❛♥❞ ♥❡✇s♣❛✲
♣❡rs ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts ✐s 1.380 s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣
♥❡✇s♣❛♣❡rs ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ P❊❈ ✐s 38% ❤✐❣❤❡r ❢♦r ♦✉t✲
r✐❣❤t ♦✇♥❡rs t❤❛♥ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs✳ ❖✉t ♦❢ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❜② ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡✱ t❤❛t ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳
❙t❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs ❛r❡ ❢♦✉♥❞
♦♥❧② ❢♦r ♥❡✇s♣❛♣❡rs ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❢♦r P❊❈✱ ✇✐t❤ ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs ♣r❡❢❡rr✐♥❣ t❤❡
❢♦r♠❡r ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs ♣r❡❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r✳✷✽

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s✱ r❡❧❛t❡❞ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ t❤❛t
P❊❈ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♣♦♦r❧② ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ✉s❡ ❤❛s ♦❢t❡♥ ❜❡❡♥ ❝r✐t✐❝✐③❡❞
✭❍♦❧③❡r✱ ✶✾✽✽❀ ❇❧❛✉ ✫ ❘♦❜✐♥s✱ ✶✾✾✵❀ ❇✐s❤♦♣ ✫ ❆❜r❛❤❛♠✱ ✶✾✾✸❀ P♦rts✱ ✶✾✾✸❀ ❆❞❞✐s♦♥ ✫
P♦rt✉❣❛❧✱ ✷✵✵✷❀ ▲♦♥❣❤✐ ✫ ❚❛②❧♦r✱ ✷✵✶✶✮✳ ❯♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇❤♦ ❞♦ ♥♦t r❡❧② ♠❛✐♥❧② ♦♥ P❊❈
❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡✐r ❥♦❜ s❡❛r❝❤✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❤❛♥❝❡s t♦
✜♥❞ ❛ ❥♦❜ ✭▲♦♥❣❤✐ ✫ ❚❛②❧♦r✱ ✷✵✶✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ P❊❈ ♠❛② ❜❡ ♦❢t❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭❇❛❝❤♠❛♥♥ ✫ ❇❛✉♠❣❛rt❡♥✱ ✷✵✶✷✮✱ ❤❡♥❝❡ ✐t
♠❛② ❜❡ ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t P❊❈ ✐s ❧❡ss ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❧❛st r❡s♦rt ✭●r❡❡♥✱
✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ log(nummet) ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ s✉❣❣❡sts ❛❝t✉❛❧❧② t❤❛t ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇❤♦
✉s❡ ♠♦r❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡❢❡r ❛♥② ♠❡t❤♦❞ t♦ P❊❈ ❛s ♠❛✐♥ ♦♥❡✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✺ ✇❡ r❡♣♦rt ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ r✐s❦s ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❋✐rst✱
❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❥♦❜ ❞❡✲
❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❤♦❞s✳
❲❡ ✜♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ r❡s✉❧t t❤❛t ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❡s❝❛♣❡ ✉♥❡♠♣❧♦②✲
♠❡♥t ❢♦r ❛ ❥♦❜ t❤❛♥ r❡♥t❡rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♠♦rt❣❛❣❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞
♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs ❤❛✈❡ 55.1% ❤✐❣❤❡r r✐s❦ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❥♦❜ t❤❛♥ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs✳ ■♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t✱ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ P❊❈✱ ❢♦✉r ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r r❡❧❛t✐✈❡ r✐s❦ t♦ ✜♥❞ ❛ ❥♦❜✱ ♥❛♠❡❧② ♣r✐✈❛t❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛❣❡♥❝②✱ ❞✐r❡❝t

✷✻❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r✳
✷✼❚❤❡ RRR ❢♦r ❛ ♣❛✐r ♦✉t❝♦♠❡ st❛t❡s (i1, i2) ❛♥❞ ❛ ♣❛✐r ♦❢ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ st❛t❡s (j1, j2)✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

RRRi1,i2,j1,j2 = (pi1,j1/pi2,j1)/(pi1,j2/pi2,j2)✱ ✇❤❡r❡ pi,j = P (main = i|HT = j,X = X̄)✳
✷✽●✐✈❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ RRRnews,pec,out,pri =

(pnews,out/ppec,out)/(pnews,pri/ppec,pri) = (52.33/25.54)/(45.87/30.90) = 1.380✳

✶✹



❝♦♥t❛❝t t♦ ❡♠♣❧♦②❡rs✱ ♥❡✇s♣❛♣❡rs ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✉s✐♥❣ ♥❡✇s♣❛✲
♣❡rs ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts s❤♦rt❡♥s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❞✉r❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ P❊❈ ✐s
s♦♠❡✇❤❛t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs s❡❧❡❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♥❞
♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs s❡❧❡❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ t❤❡ ❧❛tt❡r✳

❚❛❦❡♥ ❥♦✐♥t❧②✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs✱ ❛♥❞ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
t❡♥❞ t♦ s❡❧❡❝t s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s❤♦rt❡r ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❜❡tt❡r ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s
t❤❛t ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❧♦❝❛❧❧②✳ ❈❡rt❛✐♥❧②✱ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❝❛♥ ❛❝❝❡ss ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② r❡❧❡✈❛♥t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ t❤❡② r❡s✐❞❡ ✐♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ✇❡❧❧✲
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ r❡❧② ♦♥ ❛ ❞❡♥s❡r s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s
✇❤② ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❛r❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ✉s❡ P❊❈ ✭❖s❜❡r❣✱ ✶✾✾✸✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
✇✐t❤ ✢✐♠s② t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss ❛✇❛r❡ ♦❢ ♦r ❤❛✈❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛❝❝❡ss
t♦ s❡❛r❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ P❊❈ ✭❇❛❝❤♠❛♥♥ ✫ ❇❛✉♠❣❛rt❡♥✱ ✷✵✶✷✮✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ✐t
♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❜✐❛s ✐♥ s❡❛r❝❤ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♠♦❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱
✇✐t❤ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs s❡❛r❝❤✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥❞ r❡♥t❡rs r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧❧②✱
✐s ♠♦r❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ♦✇♥❡rs✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ r❡❞✉❝❡s ❡①✐t
r❛t❡s ❢r♦♠ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❜② ❤❛♠♣❡r✐♥❣ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ♠♦❜✐❧✐t②✱ ❦♥♦✇♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢
❖s✇❛❧❞✬s ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤✐s ♣♦✐♥t ❤❛s ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞
❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❛r❡ ❧❡ss ♣r♦♥❡ t❤❛♥ r❡♥t❡rs t♦ ♠♦✈❡ ❢♦r ❥♦❜ r❡❛s♦♥s✱ ❜✉t ❤❛s ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t
❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❤❛✈❡ t②♣✐❝❛❧❧② s❤♦rt❡r ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s✱ ❛s ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ ❖s✇❛❧❞✬s ❤②♣♦t❤✲
❡s✐s✳ ❇② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♠♦❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢
❥♦❜ s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ ❛ r❡✜♥❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦
t❤✐s ♣✉③③❧❡✳ ❋✐rst✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❥♦❜ s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ♦❢ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜♦t❤ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❧✐♥❡
✇✐t❤ ❖s✇❛❧❞✬s t❤❡s✐s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② t❤❛♥ ♣r✐✈❛t❡
r❡♥t❡rs✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t❡❞ ✇❤❡t❤❡r ❤♦♠❡♦✇♥❡rs✬ ❧♦✇❡r s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ s❤♦rt❡r ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s ❝❛♥
❜❡ r❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡ss✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s
s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ♠♦✈✐♥❣ ❝♦sts✱ ✇❤✐❧❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs s❡❛r❝❤ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② t❤❛♥ r❡♥t❡rs ❢♦r ❥♦❜s
✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛r❡❛✱ t❤❡② s❡❛r❝❤ ❧❡ss ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ ❞✐st❛♥t ❛r❡❛s✱ s♦ t❤❛t t❤❡✐r t♦t❛❧ s❡❛r❝❤
❧❡✈❡❧ ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❧♦✇❡r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♦✉r ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs s❡❛r❝❤ ❧❡ss ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② t❤❛♥ ♣r✐✈❛t❡
r❡♥t❡rs✱ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡st✐♠❛t❡s
❝♦rr♦❜♦r❛t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡✳ ❲❡ ✜♥❞
t❤❛t ♠♦rt❣❛❣❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ t❤❛t s♦❝✐❛❧ r❡♥t❡rs s❡❛r❝❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss
t❤❛♥ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t❤❛t ♠♦rt❣❛❣❡✲❤♦❧❞❡rs ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡r
♣r❡ss✉r❡ t♦ r❡❡♥t❡r ❡♠♣❧♦②♠❡♥t t❤❛♥ ♦✉tr✐❣❤t ♦✇♥❡rs✱ ❛♥❞ t❤❛t s♦❝✐❛❧ r❡♥t❡rs ❢❛❝❡ ❧♦❝❦✲✐♥
❡✛❡❝ts ❤✐♥❞❡r✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ s❡❛r❝❤ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs✳ ❚❤❡ t❛❦❡✲❤♦♠❡ ♠❡ss❛❣❡
✐s t❤❛t ❖s✇❛❧❞✬s t❤❡s✐s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✐s str♦♥❣❧② s✉♣♣♦rt❡❞✳

❇✉t st✐❧❧✱ ✇❤② ❞♦ ♦✇♥❡rs s❡❛r❝❤ ❧❡ss ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❜❡tt❡r
❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ❡s❝❛♣✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t❄ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ✇❤✐❧❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❝♦sts ❛✛❡❝t
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❖s✇❛❧❞✬s
❛r❣✉♠❡♥t✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧ ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❛t ❛r❣✉♠❡♥t ❜✉t st✐❧❧ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞

✶✺



♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❥♦❜ s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠❡
✉♣ ✇✐t❤ s❤♦✇s t❤❛t ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs r❡❧② ♠♦r❡ ♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦✣❝❡s ❛♥❞ ♦✉tr✐❣❤t
♦✇♥❡rs r❡❧② ♠♦r❡ ♦♥ ♥❡✇s♣❛♣❡rs ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt❡r ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♦✉tr✐❣❤t
♦✇♥❡rs s❡❧❡❝t ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s♣✐t❡ ❛ ❧♦✇❡r ♦✈❡r❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❡❛r❝❤✳

❖✉r ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥s✐❣❤t t❤❛t ♠♦❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❜② ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡ss✱ ♠❛② ❜r✐♥❣ ❛❜♦✉t ❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❡❛r❝❤ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♠♦r❡
❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ str♦♥❣❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥
♣✉t t❤❡♠ ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❛❝❝❡ss r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛✳
❍❡♥❝❡✱ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♠❛② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❞✐s♣r♦♣♦rt✐♦♥❛t❡❧②
❧♦✇❡r ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ✐♥ s❤♦rt❡r ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡
♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣✉③③❧❡ ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡✱
❛♥❞ ❝❛♥ ♦♣❡♥ t❤❡ ✇❛② ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✇❤✐❧❡ ♦✉r ❢♦❝✉s ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♥ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞✬s ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ♦t❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❢♦❝✉s
♦♥ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡r✬s s✐❞❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡♠♣❧♦②❡rs✬ ❤✐r✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♠❛② ❜❡ ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞
❤♦♠❡♦✇♥❡rs✱ s✐♥❝❡ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❛❝t ❛s ❛ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦♣❡♥s✐t② ❢♦r ❧♦♥❣✲
❧❛st✐♥❣ ❧❛❜♦✉r r❡❧❛t✐♦♥s✳ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥s✐❣❤t ✐s ❧❡❢t ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳
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❚❛❜❧❡s ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡s

✶✼



❚❛❜❧❡ ✶

❊st✐♠❛t✐♦♥ s❛♠♣❧❡ st❛t✐st✐❝s

❱❛r✐❛❜❧❡ ▼❡❛♥ ❙✳❉✳ ▼✐♥ ▼❛① ❱❛r✐❛❜❧❡ ▼❡❛♥ ❙✳❉✳ ▼✐♥ ▼❛①

♥✉♠♠❡t ✹✳✻✵✼ ✷✳✺✷✶ ✶ ✶✹ ●r❡❛t❡r ▼❛♥❝❤❡st❡r ✵✳✵✹✸ ✵✳✷✵✹ ✵ ✶
♦✇♥❴♦✉t ✵✳✶✸✺ ✵✳✸✹✷ ✵ ✶ ▼❡rs❡②s✐❞❡ ✵✳✵✸✶ ✵✳✶✼✹ ✵ ✶
♦✇♥❴♠♦rt ✵✳✷✻✸ ✵✳✹✹✵ ✵ ✶ ❘❡st ♦❢ ◆♦rt❤ ❲❡st ✵✳✵✹✹ ✵✳✷✵✹ ✵ ✶
r❡♥t❴s♦❝ ✵✳✹✵✾ ✵✳✹✾✷ ✵ ✶ ❙♦✉t❤ ❨♦r❦s❤✐r❡ ✵✳✵✸✶ ✵✳✶✼✷ ✵ ✶
r❡♥t❴♣r✐ ✵✳✶✾✸ ✵✳✸✾✺ ✵ ✶ ❲❡st ❨♦r❦s❤✐r❡ ✵✳✵✹✸ ✵✳✷✵✹ ✵ ✶
✇❤✐t❡ ✵✳✽✽✼ ✵✳✸✶✻ ✵ ✶ ❘❡st ❨♦r❦✳ ✫ ❍✉♠❜✳ ✵✳✵✸✷ ✵✳✶✼✻ ✵ ✶
♠❛rr✐❡❞ ✵✳✸✽✽ ✵✳✹✽✼ ✵ ✶ ❊❛st ▼✐❞❧❛♥❞s ✵✳✵✻✼ ✵✳✷✺✵ ✵ ✶
❝❧❛✐♠❛♥t ✵✳✺✺✺ ✵✳✹✾✼ ✵ ✶ ❲❡st ▼✐❞❧❛♥❞s ▼❡tr♦ ✵✳✵✻✺ ✵✳✷✹✻ ✵ ✶
❞✐s❛❜❜❡♥ ✵✳✵✼✶ ✵✳✷✺✻ ✵ ✶ ❘❡st ♦❢ ❲❡st ▼✐❞s✳ ✵✳✵✸✽ ✵✳✶✾✵ ✵ ✶
✐♥❝s✉♣ ✵✳✵✾✾ ✵✳✷✾✾ ✵ ✶ ❊❛st❡r♥ ✵✳✵✼✸ ✵✳✷✻✵ ✵ ✶
❛❣❡❴✶✻❴✸✹ ✵✳✷✽✹ ✵✳✹✺✶ ✵ ✶ ■♥♥❡r ▲♦♥❞♦♥ ✵✳✵✻✶ ✵✳✷✹✵ ✵ ✶
❛❣❡❴✸✺❴✹✹ ✵✳✷✺✺ ✵✳✹✸✻ ✵ ✶ ❖✉t❡r ▲♦♥❞♦♥ ✵✳✵✻✸ ✵✳✷✹✸ ✵ ✶
❛❣❡❴✹✺❴✺✹ ✵✳✷✺✸ ✵✳✹✸✺ ✵ ✶ ❙♦✉t❤ ❊❛st ✵✳✵✾✼ ✵✳✷✾✻ ✵ ✶
❛❣❡❴✺✺❴✻✹ ✵✳✷✵✾ ✵✳✹✵✻ ✵ ✶ ❙♦✉t❤ ❲❡st ✵✳✵✻✶ ✵✳✷✹✵ ✵ ✶
❞❡❣r❡❡ ✵✳✶✷✹ ✵✳✸✸✵ ✵ ✶ ❲❛❧❡s ✵✳✵✺✷ ✵✳✷✷✸ ✵ ✶
❤✐❣❤❡r❴❡❞✉❝ ✵✳✵✻✺ ✵✳✷✹✻ ✵ ✶ ❙tr❛t❤❝❧②❞❡ ✵✳✵✺✼ ✵✳✷✸✸ ✵ ✶
❣❝❡ ✵✳✷✸✻ ✵✳✹✷✺ ✵ ✶ ❘❡st ♦❢ ❙❝♦t❧❛♥❞ ✵✳✵✺✹ ✵✳✷✷✼ ✵ ✶
❣❝s❡ ✵✳✶✽✾ ✵✳✸✾✶ ✵ ✶ ◆♦rt❤❡r♥ ■r❡❧❛♥❞ ✵✳✵✷✶ ✵✳✶✹✹ ✵ ✶
♦t❤❡r❴q✉❛❧ ✵✳✶✼✼ ✵✳✸✽✷ ✵ ✶ qrtr✶ ✵✳✷✻✶ ✵✳✹✸✾ ✵ ✶
♥♦❴q✉❛❧ ✵✳✷✵✾ ✵✳✹✵✼ ✵ ✶ qrtr✷ ✵✳✷✺✶ ✵✳✹✸✹ ✵ ✶
♠❛♥❛❣❡rs ✫ ❛❞♠✐♥s ✵✳✶✶✹ ✵✳✸✶✽ ✵ ✶ qrtr✸ ✵✳✷✹✻ ✵✳✹✸✵ ✵ ✶
♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ✵✳✵✻✵ ✵✳✷✸✼ ✵ ✶ qrtr✹ ✵✳✷✹✸ ✵✳✹✷✾ ✵ ✶
❛ss♦❝✐❛t❡ ♣r♦❢ ✫ t❡❝❤✳ ✵✳✵✻✽ ✵✳✷✺✷ ✵ ✶ ②❡❛r✶✾✾✾ ✵✳✶✷✹ ✵✳✸✷✾ ✵ ✶
❝❧❡r✐❝❛❧ ✫ s❡❝r❡t❛r✐❛❧ ✵✳✵✹✽ ✵✳✷✶✺ ✵ ✶ ②❡❛r✷✵✵✵ ✵✳✶✵✻ ✵✳✸✵✽ ✵ ✶
❝r❛❢t ✫ r❡❧❛t❡❞ ✵✳✶✺✸ ✵✳✸✻✵ ✵ ✶ ②❡❛r✷✵✵✶ ✵✳✵✾✼ ✵✳✷✾✻ ✵ ✶
♣❧❛♥t ✫ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♣❡rs✳ ✵✳✶✻✼ ✵✳✸✼✸ ✵ ✶ ②❡❛r✷✵✵✷ ✵✳✶✵✶ ✵✳✸✵✶ ✵ ✶
♦t❤❡r ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ✵✳✷✽✺ ✵✳✹✺✶ ✵ ✶ ②❡❛r✷✵✵✸ ✵✳✵✾✷ ✵✳✷✽✾ ✵ ✶
✵✲✸ ♠♦♥t❤s ✭❧❛st ❥♦❜✮ ✵✳✶✽✺ ✵✳✸✽✽ ✵ ✶ ②❡❛r✷✵✵✹ ✵✳✵✼✸ ✵✳✷✻✵ ✵ ✶
✸✲✻ ♠♦♥t❤s ✵✳✶✹✻ ✵✳✸✺✸ ✵ ✶ ②❡❛r✷✵✵✺ ✵✳✵✼✺ ✵✳✷✻✹ ✵ ✶
✻✲✶✷ ♠♦♥t❤s ✵✳✶✻✺ ✵✳✸✼✶ ✵ ✶ ②❡❛r✷✵✵✻ ✵✳✵✼✼ ✵✳✷✻✼ ✵ ✶
✶✲✷ ②❡❛rs ✵✳✶✻✽ ✵✳✸✼✹ ✵ ✶ ②❡❛r✷✵✵✼ ✵✳✵✼✹ ✵✳✷✻✸ ✵ ✶
✷✲✸ ②❡❛rs ✵✳✵✼✼ ✵✳✷✻✻ ✵ ✶ ②❡❛r✷✵✵✽ ✵✳✵✼✼ ✵✳✷✻✼ ✵ ✶
✸✲✹ ②❡❛rs ✵✳✵✹✾ ✵✳✷✶✺ ✵ ✶ ②❡❛r✷✵✵✾ ✵✳✶✵✺ ✵✳✸✵✻ ✵ ✶
✹✲✺ ②❡❛rs ✵✳✵✸✻ ✵✳✶✽✼ ✵ ✶ ♠✉❧t✐❢❛♠r❛t❡ ✵✳✵✺✾ ✵✳✵✷✹ ✵✳✵✷✺ ✵✳✶✻✼
✺✲✽ ②❡❛rs ✵✳✵✻✾ ✵✳✷✺✸ ✵ ✶ Cmort ✾✻✳✶✵✻ ✷✼✳✼✽✾ ✹✹✳✶✸✽ ✷✵✼✳✷✸✷
❃✽ ②❡❛rs ✵✳✶✵✺ ✵✳✸✵✼ ✵ ✶ Crent ✽✻✳✷✵✼ ✷✻✳✸✼✼ ✺✵✳✼✹✼ ✶✽✺✳✵✶✻
❚②♥❡ ✫ ❲❡❛r ✵✳✵✸✵ ✵✳✶✼✶ ✵ ✶ log(Cmort/Crent) ✵✳✶✶✷ ✵✳✶✽✹ ✲✵✳✻✶✺ ✵✳✺✶✷
❘❡st ♦❢ ◆♦rt❤ ❊❛st ✵✳✵✸✺ ✵✳✶✽✹ ✵ ✶ s❛♠❡s❡① ✵✳✵✽✻ ✵✳✷✽✶ ✵ ✶

♦❜s ✷✻✱✵✵✺ ♦❜s ✷✻✱✵✵✺

◆♦t❡s✿ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥t ♠❛❧❡ ❤❡❛❞s ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦ ❛r❡ ■▲❖ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❢♦r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✶✽



❚❛❜❧❡ ✷

❚❤❡ ❡❢❢❡❝t ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞✬s s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②

❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ❖▲❙ ◆❇ ✖ ❡①♦❣❡♥♦✉s ◆❇ ✖ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s

β s.e. β s.e. β s.e.
own❴out ✲✵✳✵✺✻✼ ✯✯ ✭✵✳✵✶✹✼✮ ✲✵✳✵✻✶✼ ✯✯ ✭✵✳✵✶✷✶✮ ✲✵✳✶✶✻✸ ✯✯ ✭✵✳✵✶✹✹✮
own❴mort ✵✳✵✼✺✸ ✯✯ ✭✵✳✵✶✷✷✮ ✵✳✵✼✸✸ ✯✯ ✭✵✳✵✵✾✾✮ ✵✳✶✷✸✷ ✯✯ ✭✵✳✵✶✷✽✮
rent❴soc ✲✵✳✵✻✻✹ ✯✯ ✭✵✳✵✶✶✶✮ ✲✵✳✵✷✽✺ ✯✯ ✭✵✳✵✵✾✶✮ ✲✵✳✵✹✻✼ ✯✯ ✭✵✳✵✶✶✸✮
white ✵✳✵✹✸✽ ✯✯ ✭✵✳✵✶✹✷✮ ✵✳✵✷✶✽ ✭✵✳✵✶✶✽✮ ✵✳✵✷✵✶ ✭✵✳✵✶✶✾✮
married ✵✳✵✷✵✵ ✯ ✭✵✳✵✵✽✾✮ ✵✳✵✶✾✾ ✯✯ ✭✵✳✵✵✼✸✮ ✵✳✵✶✷✶ ✭✵✳✵✵✼✺✮
claimant ✵✳✷✽✶✷ ✯✯ ✭✵✳✵✵✽✺✮ ✵✳✷✸✶✻ ✯✯ ✭✵✳✵✵✼✷✮ ✵✳✷✸✷✹ ✯✯ ✭✵✳✵✵✼✷✮
disabben ✲✵✳✵✽✶✼ ✯✯ ✭✵✳✵✶✻✾✮ ✲✵✳✵✼✹✶ ✯✯ ✭✵✳✵✶✺✸✮ ✲✵✳✵✼✹✷ ✯✯ ✭✵✳✵✶✺✹✮
❆❣❡
age❴35❴44 ✵✳✵✸✸✻ ✯✯ ✭✵✳✵✶✶✵✮ ✵✳✵✷✵✼ ✯ ✭✵✳✵✵✽✾✮ ✵✳✵✶✺✸ ✭✵✳✵✵✾✵✮
age❴45❴54 ✵✳✵✶✶✵ ✭✵✳✵✶✶✺✮ ✵✳✵✵✺✺ ✭✵✳✵✵✾✹✮ ✵✳✵✵✸✺ ✭✵✳✵✵✾✺✮
age❴55❴64 ✲✵✳✵✽✵✽ ✯✯ ✭✵✳✵✶✸✷✮ ✲✵✳✵✼✷✶ ✯✯ ✭✵✳✵✶✶✶✮ ✲✵✳✵✺✾✷ ✯✯ ✭✵✳✵✶✶✻✮
❍✐❣❤❡st ❡❞✉❝❛t✐♦♥
degree ✵✳✷✶✾✵ ✯✯ ✭✵✳✵✶✻✸✮ ✵✳✷✵✼✽ ✯✯ ✭✵✳✵✶✸✺✮ ✵✳✷✵✶✻ ✯✯ ✭✵✳✵✶✸✼✮
higher❴educ ✵✳✷✷✾✺ ✯✯ ✭✵✳✵✶✽✻✮ ✵✳✷✷✵✶ ✯✯ ✭✵✳✵✶✺✷✮ ✵✳✷✶✸✻ ✯✯ ✭✵✳✵✶✺✹✮
gce ✵✳✶✾✻✸ ✯✯ ✭✵✳✵✶✷✺✮ ✵✳✶✽✽✹ ✯✯ ✭✵✳✵✶✵✻✮ ✵✳✶✽✸✹ ✯✯ ✭✵✳✵✶✵✼✮
gcse ✵✳✶✺✻✼ ✯✯ ✭✵✳✵✶✸✵✮ ✵✳✶✹✽✹ ✯✯ ✭✵✳✵✶✵✾✮ ✵✳✶✹✺✺ ✯✯ ✭✵✳✵✶✵✾✮
other❴qual ✵✳✶✷✷✽ ✯✯ ✭✵✳✵✶✸✶✮ ✵✳✶✶✽✷ ✯✯ ✭✵✳✵✶✶✶✮ ✵✳✶✶✼✻ ✯✯ ✭✵✳✵✶✶✷✮
❉✉r❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❧❛st ❥♦❜
0− 3 months ✵✳✷✹✸✾ ✯✯ ✭✵✳✵✶✽✵✮ ✵✳✷✵✻✶ ✯✯ ✭✵✳✵✶✺✺✮ ✵✳✶✾✷✼ ✯✯ ✭✵✳✵✶✺✽✮
3− 6 months ✵✳✷✹✼✼ ✯✯ ✭✵✳✵✶✽✷✮ ✵✳✷✶✶✶ ✯✯ ✭✵✳✵✶✺✼✮ ✵✳✷✵✷✼ ✯✯ ✭✵✳✵✶✺✾✮
6− 12 months ✵✳✷✶✺✵ ✯✯ ✭✵✳✵✶✼✼✮ ✵✳✶✼✻✽ ✯✯ ✭✵✳✵✶✺✹✮ ✵✳✶✼✷✹ ✯✯ ✭✵✳✵✶✺✻✮
1− 2 years ✵✳✶✼✾✷ ✯✯ ✭✵✳✵✶✼✺✮ ✵✳✶✹✾✺ ✯✯ ✭✵✳✵✶✺✸✮ ✵✳✶✹✽✻ ✯✯ ✭✵✳✵✶✺✹✮
2− 3 years ✵✳✶✷✶✸ ✯✯ ✭✵✳✵✷✵✷✮ ✵✳✵✾✺✻ ✯✯ ✭✵✳✵✶✼✻✮ ✵✳✵✾✻✵ ✯✯ ✭✵✳✵✶✼✼✮
3− 4 years ✵✳✶✶✹✸ ✯✯ ✭✵✳✵✷✸✸✮ ✵✳✵✾✽✹ ✯✯ ✭✵✳✵✷✵✷✮ ✵✳✵✾✾✺ ✯✯ ✭✵✳✵✷✵✸✮
4− 5 years ✵✳✵✽✻✽ ✯✯ ✭✵✳✵✷✺✺✮ ✵✳✵✻✵✻ ✯✯ ✭✵✳✵✷✷✹✮ ✵✳✵✻✸✸ ✯✯ ✭✵✳✵✷✷✻✮
5− 8 years ✵✳✵✹✼✾ ✯ ✭✵✳✵✷✶✶✮ ✵✳✵✸✾✻ ✯ ✭✵✳✵✶✽✽✮ ✵✳✵✹✷✷ ✯ ✭✵✳✵✶✽✾✮
occupation dummies X X X
region dummies X X X
quarter dummies X X X
year dummies X X X
δ ✵✳✷✷✵✾ ✯✯ ✭✵✳✵✶✵✸✮ ✵✳✶✽✸✹ ✯✯ ✭✵✳✵✶✷✻✮
λown❴out ✵✳✵✻✽✹ ✯✯ ✭✵✳✵✵✾✵✮
λown❴mort ✲✵✳✵✻✸✸ ✯✯ ✭✵✳✵✵✾✺✮
λrent❴soc ✵✳✵✷✹✹ ✯✯ ✭✵✳✵✵✽✹✮
❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✲✽✹✷✵✺✳✸ ✲✽✹✶✾✼✳✻
▲❘ ❡①♦❣❡♥❡✐t② ∼ χ2(2) ✶✺✳✹ ✭p < ✵✳✵✶✮
♦❜s ✷✻✱✵✵✺ ✷✻✱✵✵✺ ✷✻✱✵✵✺

◆♦t❡s✿ ✯ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✺✪❀ ✯✯ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✶✪✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ y ✐s t❤❡ ❝♦✉♥t ♦❢ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❖▲❙
❝❛s❡✱ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ y ✐s ✉s❡❞ s♦ β✲s ❛r❡ s❡♠✐✲❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✳ ❋♦r t❤❡ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❇✐♥♦♠✐❛❧ ✭◆❇✮ ♠♦❞❡❧s✱ β✲s ❛r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡
❧✐♥❡❛r ✐♥❞❡①✱ ✇❤❡r❡❛s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t❡❞ β✲s ❤❛✈❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢❛❝t♦r ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ◆❇ ♠♦❞❡❧s ✐s ω = µ(1 + δ)✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ◆❇✶ ✈❡rs✐♦♥✳ P♦s✐t✐✈❡ δ ✐♠♣❧✐❡s ♦✈❡r❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❘♦❜✉st st❛♥❞❛r❞
❡rr♦rs ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥t ♠❛❧❡ ❤❡❛❞s ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦ ❛r❡ ■▲❖ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❛r❡ q✉❛rt❡r❧② ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✾✾✕✷✵✵✾✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❢♦r t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ r❡❣r❡ss♦rs✳
❊♥❞♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ ❛ ◆❇
❢♦r y ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ❛ ♠✐①❡❞ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐t ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ❝❤♦✐❝❡ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✮✳ λ✲s ❛r❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs
♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t t❡r♠s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ λ ✐♥❞✐❝❛t❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ▲❘ t❡st str♦♥❣❧②
s✉♣♣♦rts r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①♦❣❡♥❡✐t②✳

✶✾



❚❛❜❧❡ ✸

❚❤❡ ❍♦✉s✐♥❣ ❚❡♥✉r❡ ❈❤♦✐❝❡✖▼✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ▼✐①❡❞ ▲♦❣✐t

own❴out own❴mort rent❴soc

β s.e. β s.e. β s.e.
log(multifamrate) ✲✵✳✼✹✽ ✯ ✭✵✳✸✷✸✮ ✲✵✳✺✼✵ ✯ ✭✵✳✷✻✺✮ ✲✵✳✸✶✹ ✭✵✳✷✸✶✮
samesex ✲✵✳✸✽✶ ✯✯ ✭✵✳✶✸✶✮ ✵✳✷✵✸ ✯ ✭✵✳✵✾✶✮ ✵✳✺✽✷ ✯✯ ✭✵✳✵✽✶✮
log(Cmort/Crent) ✲✵✳✶✵✼ ✭✵✳✷✼✽✮ ✲✵✳✹✻✾ ✯ ✭✵✳✷✸✶✮ ✲✵✳✶✸✺ ✭✵✳✷✵✺✮
white ✵✳✹✺✶ ✯✯ ✭✵✳✶✶✷✮ ✵✳✹✵✼ ✯✯ ✭✵✳✵✽✹✮ ✵✳✵✺✶ ✭✵✳✵✻✾✮
married ✶✳✷✸✻ ✯✯ ✭✵✳✵✻✷✮ ✶✳✺✻✶ ✯✯ ✭✵✳✵✺✸✮ ✵✳✵✾✹ ✭✵✳✵✺✶✮
claimant ✲✵✳✻✹✶ ✯✯ ✭✵✳✵✻✶✮ ✲✵✳✹✵✺ ✯✯ ✭✵✳✵✺✵✮ ✵✳✺✶✸ ✯✯ ✭✵✳✵✹✺✮
disabben ✵✳✶✵✶ ✭✵✳✶✷✷✮ ✵✳✸✼✶ ✯✯ ✭✵✳✶✵✺✮ ✵✳✻✾✾ ✯✯ ✭✵✳✵✾✵✮
❆❣❡
age❴35❴44 ✶✳✺✻✾ ✯✯ ✭✵✳✶✶✹✮ ✶✳✷✹✽ ✯✯ ✭✵✳✵✻✸✮ ✵✳✷✻✷ ✯✯ ✭✵✳✵✺✸✮
age❴45❴54 ✸✳✵✶✼ ✯✯ ✭✵✳✶✵✾✮ ✶✳✼✷✽ ✯✯ ✭✵✳✵✻✼✮ ✵✳✸✼✼ ✯✯ ✭✵✳✵✺✾✮
age❴55❴64 ✹✳✹✽✷ ✯✯ ✭✵✳✶✶✹✮ ✶✳✽✽✹ ✯✯ ✭✵✳✵✽✷✮ ✵✳✹✽✵ ✯✯ ✭✵✳✵✼✹✮
❍✐❣❤❡st ❡❞✉❝❛t✐♦♥
degree ✵✳✻✻✸ ✯✯ ✭✵✳✶✶✸✮ ✵✳✻✻✼ ✯✯ ✭✵✳✵✾✻✮ ✲✶✳✸✻✺ ✯✯ ✭✵✳✵✾✷✮
higher❴educ ✵✳✻✵✶ ✯✯ ✭✵✳✶✸✵✮ ✵✳✼✽✾ ✯✯ ✭✵✳✶✶✸✮ ✲✵✳✽✻✼ ✯✯ ✭✵✳✶✵✺✮
gce ✵✳✸✼✺ ✯✯ ✭✵✳✵✾✵✮ ✵✳✺✼✹ ✯✯ ✭✵✳✵✼✽✮ ✲✵✳✺✼✸ ✯✯ ✭✵✳✵✻✻✮
gcse ✵✳✶✽✵ ✭✵✳✶✵✶✮ ✵✳✹✵✾ ✯✯ ✭✵✳✵✽✷✮ ✲✵✳✷✻✽ ✯✯ ✭✵✳✵✻✺✮
other❴qual ✲✵✳✶✼✹ ✭✵✳✶✵✶✮ ✲✵✳✵✶✽ ✭✵✳✵✽✺✮ ✲✵✳✷✵✸ ✯✯ ✭✵✳✵✻✹✮
❉✉r❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❧❛st ❥♦❜
0− 3 months ✵✳✸✽✶ ✯✯ ✭✵✳✶✸✷✮ ✶✳✷✸✸ ✯✯ ✭✵✳✶✶✹✮ ✲✵✳✾✾✽ ✯✯ ✭✵✳✵✾✵✮
3− 6 months ✵✳✻✸✷ ✯✯ ✭✵✳✶✸✺✮ ✶✳✵✻✾ ✯✯ ✭✵✳✶✶✽✮ ✲✵✳✼✺✾ ✯✯ ✭✵✳✵✾✸✮
6− 12 months ✵✳✺✺✷ ✯✯ ✭✵✳✶✸✵✮ ✵✳✼✸✻ ✯✯ ✭✵✳✶✶✻✮ ✲✵✳✺✽✺ ✯✯ ✭✵✳✵✽✾✮
1− 2 years ✵✳✸✼✺ ✯✯ ✭✵✳✶✷✾✮ ✵✳✸✷✸ ✯✯ ✭✵✳✶✶✼✮ ✲✵✳✹✼✻ ✯✯ ✭✵✳✵✽✻✮
2− 3 years ✵✳✶✺✼ ✭✵✳✶✹✾✮ ✵✳✵✽✸ ✭✵✳✶✸✻✮ ✲✵✳✹✵✷ ✯✯ ✭✵✳✶✵✵✮
3− 4 years ✵✳✷✷✸ ✭✵✳✶✻✺✮ ✲✵✳✵✷✻ ✭✵✳✶✹✽✮ ✲✵✳✹✺✽ ✯✯ ✭✵✳✶✶✹✮
4− 5 years ✵✳✵✽✾ ✭✵✳✶✼✺✮ ✲✵✳✸✵✽ ✭✵✳✶✻✽✮ ✲✵✳✹✶✻ ✯✯ ✭✵✳✶✷✹✮
5− 8 years ✲✵✳✶✼✹ ✭✵✳✶✺✷✮ ✲✵✳✸✻✾ ✯✯ ✭✵✳✶✹✶✮ ✲✵✳✷✽✺ ✯✯ ✭✵✳✶✵✹✮
occupation dummies X X X
region dummies X X X
quarter dummies X X X
year dummies X X X
▲❘ t❡st ❢♦r ✐♥str✉♠❡♥ts ∼ χ2(9) 99.2 ✭p < 0.01✮
▲❘ t❡st ❢♦r ✐♥str✉♠❡♥ts ∼ χ2(3) 13.7 ✭p < 0.01✮ 13.8 ✭p < 0.01✮ 53.6 ✭p < 0.01✮
♦❜s ✷✻✱✵✵✺

◆♦t❡s✿ ✯ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✺✪❀ ✯✯ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✶✪✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ▼▼◆▲ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ◆❇ ❢♦r s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ◆♦t❡s t♦ t❤❛t t❛❜❧❡ ❛♣♣❧② ❤❡r❡✳ β✲s ❛r❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❘♦❜✉st st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✳ ❚❤❡ ▲❘ st❛t✐st✐❝ t❡sts t❤❡ ❥♦✐♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s log(multifamrate)✱ log(Cmort/Crent) ❛♥❞ samesex✳

✷✵



❚❛❜❧❡ ✹

❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ❙❡❛r❝❤✖▼✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ▲♦❣✐t

♣r✐✈❛t❡ ✉s❡ ❛❞s ❡♠♣❧♦②❡r ❢r✐❡♥❞s ♦r ♦t❤❡r
❛❣❡♥❝② ♥❡✇s♣❛♣❡rs ❝♦♥t❛❝t r❡❧❛t✐✈❡s

❘❘❘ s✳❡✳ ❘❘❘ s✳❡✳ ❘❘❘ s✳❡✳ ❘❘❘ s✳❡✳ ❘❘❘ s✳❡✳

own❴out ✶✳✹✾✷ ✯✯ ✭✵✳✶✽✻✮ ✶✳✸✽✵ ✯✯ ✭✵✳✵✽✽✮ ✵✳✾✺✺ ✭✵✳✵✾✼✮ ✶✳✷✵✵ ✭✵✳✶✶✽✮ ✶✳✹✾✵ ✯ ✭✵✳✷✻✾✮
own❴mort ✶✳✽✸✾ ✯✯ ✭✵✳✶✽✶✮ ✶✳✺✹✼ ✯✯ ✭✵✳✵✽✷✮ ✶✳✶✺✷ ✭✵✳✵✾✹✮ ✶✳✶✻✺ ✭✵✳✵✾✻✮ ✶✳✼✻✹ ✯✯ ✭✵✳✷✺✻✮
rent❴soc ✵✳✻✾✶ ✯✯ ✭✵✳✵✼✸✮ ✵✳✼✹✺ ✯✯ ✭✵✳✵✸✷✮ ✵✳✼✺✾ ✯✯ ✭✵✳✵✺✶✮ ✵✳✽✶✺ ✯✯ ✭✵✳✵✺✼✮ ✶✳✵✼✵ ✭✵✳✶✹✾✮
log(nummet) ✶✳✶✾✸ ✯✯ ✭✵✳✵✼✻✮ ✶✳✹✶✾ ✯✯ ✭✵✳✵✹✷✮ ✶✳✷✼✹ ✯✯ ✭✵✳✵✻✻✮ ✶✳✶✷✾ ✯✯ ✭✵✳✵✺✶✮ ✵✳✺✾✽ ✯✯ ✭✵✳✵✺✸✮
white ✶✳✸✾✹ ✯✯ ✭✵✳✶✺✺✮ ✶✳✻✹✵ ✯✯ ✭✵✳✵✽✽✮ ✶✳✷✽✺ ✯✯ ✭✵✳✶✶✹✮ ✶✳✸✹✺ ✯✯ ✭✵✳✶✶✾✮ ✶✳✼✼✸ ✯✯ ✭✵✳✷✽✺✮
married ✵✳✾✾✸ ✭✵✳✵✼✸✮ ✶✳✷✺✷ ✯✯ ✭✵✳✵✹✺✮ ✶✳✷✵✾ ✯✯ ✭✵✳✵✻✾✮ ✶✳✵✹✹ ✭✵✳✵✺✽✮ ✶✳✷✼✷ ✯ ✭✵✳✶✷✼✮
claimant ✵✳✸✺✻ ✯✯ ✭✵✳✵✷✻✮ ✵✳✺✶✻ ✯✯ ✭✵✳✵✷✵✮ ✵✳✺✵✾ ✯✯ ✭✵✳✵✷✾✮ ✵✳✹✻✺ ✯✯ ✭✵✳✵✷✼✮ ✵✳✺✺✼ ✯✯ ✭✵✳✵✺✼✮
disabben ✵✳✼✶✽ ✭✵✳✶✷✸✮ ✶✳✵✼✼ ✭✵✳✵✼✵✮ ✵✳✽✼✵ ✭✵✳✵✾✻✮ ✶✳✵✹✻ ✭✵✳✶✵✹✮ ✶✳✺✹✼ ✯✯ ✭✵✳✷✷✶✮
incsup ✵✳✺✼✷ ✯✯ ✭✵✳✵✾✾✮ ✵✳✾✺✹ ✭✵✳✵✺✺✮ ✵✳✼✶✼ ✯✯ ✭✵✳✵✼✶✮ ✶✳✵✹✺ ✭✵✳✵✽✾✮ ✶✳✸✺✵ ✯ ✭✵✳✶✾✺✮
❆❣❡
age❴35❴44 ✵✳✾✽✶ ✭✵✳✵✽✾✮ ✶✳✶✷✻ ✯✯ ✭✵✳✵✹✾✮ ✵✳✾✹✸ ✭✵✳✵✻✸✮ ✶✳✶✽✵ ✯ ✭✵✳✵✽✶✮ ✵✳✽✵✾ ✭✵✳✶✵✵✮
age❴45❴54 ✵✳✾✻✻ ✭✵✳✵✾✸✮ ✶✳✶✷✷ ✯ ✭✵✳✵✺✷✮ ✵✳✽✼✹ ✭✵✳✵✻✹✮ ✶✳✶✺✻ ✯ ✭✵✳✵✽✺✮ ✵✳✼✽✻ ✭✵✳✶✵✹✮
age❴55❴64 ✵✳✾✼✹ ✭✵✳✶✵✽✮ ✶✳✶✺✾ ✯✯ ✭✵✳✵✻✶✮ ✵✳✽✷✷ ✯ ✭✵✳✵✼✶✮ ✶✳✶✺✶ ✭✵✳✵✾✻✮ ✵✳✺✺✽ ✯✯ ✭✵✳✵✾✵✮
❍✐❣❤❡st ❡❞✉❝❛t✐♦♥
degree ✺✳✶✼✸ ✯✯ ✭✵✳✼✹✵✮ ✸✳✶✶✹ ✯✯ ✭✵✳✷✸✼✮ ✶✳✾✷✸ ✯✯ ✭✵✳✷✷✷✮ ✶✳✾✻✷ ✯✯ ✭✵✳✷✷✵✮ ✺✳✸✶✻ ✯✯ ✭✵✳✾✹✺✮
higher❴educ ✸✳✷✷✶ ✯✯ ✭✵✳✺✶✵✮ ✷✳✷✼✵ ✯✯ ✭✵✳✶✽✷✮ ✶✳✻✸✾ ✯✯ ✭✵✳✷✵✺✮ ✵✳✾✾✵ ✭✵✳✶✸✸✮ ✸✳✸✸✻ ✯✯ ✭✵✳✻✻✽✮
gce ✷✳✵✸✵ ✯✯ ✭✵✳✷✺✼✮ ✶✳✼✵✽ ✯✯ ✭✵✳✵✽✸✮ ✶✳✺✺✻ ✯✯ ✭✵✳✶✷✶✮ ✶✳✷✸✺ ✯✯ ✭✵✳✵✾✶✮ ✶✳✽✷✵ ✯✯ ✭✵✳✷✽✹✮
gcse ✶✳✸✽✺ ✯ ✭✵✳✶✾✶✮ ✶✳✹✹✷ ✯✯ ✭✵✳✵✼✶✮ ✶✳✶✾✼ ✯ ✭✵✳✵✾✾✮ ✵✳✾✹✶ ✭✵✳✵✼✺✮ ✶✳✻✵✽ ✯✯ ✭✵✳✷✻✵✮
other❴qual ✶✳✹✷✺ ✯ ✭✵✳✷✵✶✮ ✶✳✷✻✹ ✯✯ ✭✵✳✵✻✷✮ ✶✳✸✹✼ ✯✯ ✭✵✳✶✵✼✮ ✶✳✵✺✾ ✭✵✳✵✽✶✮ ✶✳✷✼✻ ✭✵✳✷✶✹✮
❉✉r❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❧❛st ❥♦❜
0− 3 months ✺✳✶✾✽ ✯✯ ✭✶✳✸✷✷✮ ✵✳✽✷✽ ✯✯ ✭✵✳✵✺✼✮ ✶✳✻✷✺ ✯✯ ✭✵✳✶✽✼✮ ✶✳✸✾✹ ✯✯ ✭✵✳✶✺✵✮ ✵✳✾✺✷ ✭✵✳✶✽✽✮
3− 6 months ✹✳✷✸✾ ✯✯ ✭✶✳✵✾✵✮ ✵✳✾✶✷ ✭✵✳✵✻✸✮ ✶✳✺✽✼ ✯✯ ✭✵✳✶✽✻✮ ✶✳✶✾✻ ✭✵✳✶✸✶✮ ✶✳✵✸✺ ✭✵✳✷✵✾✮
6− 12 months ✸✳✸✵✷ ✯✯ ✭✵✳✽✹✽✮ ✵✳✽✻✾ ✯ ✭✵✳✵✺✽✮ ✶✳✸✷✸ ✯ ✭✵✳✶✺✷✮ ✶✳✶✵✷ ✭✵✳✶✶✾✮ ✵✳✼✾✺ ✭✵✳✶✻✶✮
1− 2 years ✷✳✸✺✷ ✯✯ ✭✵✳✻✵✹✮ ✵✳✽✽✼ ✭✵✳✵✺✻✮ ✶✳✷✷✸ ✭✵✳✶✸✼✮ ✵✳✽✼✾ ✭✵✳✵✾✹✮ ✵✳✽✸✾ ✭✵✳✶✻✻✮
2− 3 years ✷✳✵✸✶ ✯ ✭✵✳✺✼✺✮ ✵✳✽✾✸ ✭✵✳✵✻✼✮ ✶✳✶✵✻ ✭✵✳✶✹✼✮ ✵✳✾✾✵ ✭✵✳✶✶✾✮ ✵✳✽✹✺ ✭✵✳✶✾✶✮
3− 4 years ✶✳✹✵✾ ✭✵✳✹✺✸✮ ✵✳✽✸✽ ✯ ✭✵✳✵✼✶✮ ✵✳✾✼✺ ✭✵✳✶✺✵✮ ✶✳✵✵✸ ✭✵✳✶✸✺✮ ✵✳✾✸✶ ✭✵✳✷✷✸✮
4− 5 years ✷✳✶✾✵ ✯ ✭✵✳✼✶✵✮ ✵✳✾✻✷ ✭✵✳✵✾✵✮ ✵✳✾✾✸ ✭✵✳✶✻✾✮ ✵✳✼✵✶ ✯ ✭✵✳✶✶✺✮ ✶✳✶✻✶ ✭✵✳✷✾✾✮
5− 8 years ✵✳✼✷✾ ✭✵✳✷✹✾✮ ✵✳✽✺✶ ✯ ✭✵✳✵✻✺✮ ✶✳✵✹✾ ✭✵✳✶✹✷✮ ✵✳✼✺✸ ✯ ✭✵✳✵✾✻✮ ✵✳✽✵✸ ✭✵✳✶✽✸✮
occupation dummies X
region dummies X
quarter dummies X
year dummies X
♦❜s ✷✻✱✵✵✺

◆♦t❡s✿ ✯ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✺✪❀ ✯✯ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✶✪✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✻ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ♠❛✐♥ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐s P❊❈✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❢♦r t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ r❡❣r❡ss♦rs✳ ❘❡♣♦rt❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡
❘❡❧❛t✐✈❡ ❘✐s❦ ❘❛t✐♦s ✭RRR✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s RRRi1,i2,j1,j2 = exp(βi1,i2,j1,j2 )✱ ✇❤❡r❡ (i1, i2) ❛r❡ t✇♦
❣❡♥❡r✐❝ ♦✉t❝♦♠❡ st❛t❡s ❛♥❞ (j1, j2) ❛r❡ t✇♦ ❣❡♥❡r✐❝ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ st❛t❡s✳ ❉❡✜♥✐♥❣ pi,j = P (main = i|HT = j,X = X̄) ✇❡
❤❛✈❡ ❛❧s♦ RRRi1,i2,j1,j2 = (pi1,j1/pi2,j1 )/(pi1,j2/pi2,j2 )✳ ❘♦❜✉st st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡ s✐♠✐❧❛r❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s
♠❛❞❡ ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥t ♠❛❧❡ ❤❡❛❞s ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦ ❛r❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ ✉s❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s❡❛r❝❤✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡
q✉❛rt❡r❧② ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✾✾✕✷✵✵✾✳

✷✶



❚❛❜❧❡ ✺

❈♦♠♣❡t✐♥❣ ❘✐s❦s ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❉✉r❛t✐♦♥

r✐s❦❂❥♦❜ r✐s❦❂✐♥❛❝t✐✈✐t②

❘❘❘ s✳❡✳ ❘❘❘ s✳❡✳

own❴out ✶✳✺✺✶ ✯✯ ✭✵✳✵✼✺✮ ✶✳✺✽✶ ✯✯ ✭✵✳✵✼✷✮
own❴mort ✶✳✾✷✷ ✯✯ ✭✵✳✵✼✼✮ ✶✳✷✵✵ ✯✯ ✭✵✳✵✺✸✮
rent❴soc ✶✳✸✹✺ ✯✯ ✭✵✳✵✹✼✮ ✶✳✹✹✻ ✯✯ ✭✵✳✵✺✶✮
log(nummet) ✶✳✸✷✽ ✯✯ ✭✵✳✵✸✸✮ ✵✳✻✺✷ ✯✯ ✭✵✳✵✶✸✮
white ✶✳✷✾✻ ✯✯ ✭✵✳✵✺✻✮ ✶✳✸✽✽ ✯✯ ✭✵✳✵✻✵✮
married ✶✳✸✾✸ ✯✯ ✭✵✳✵✸✽✮ ✶✳✷✵✷ ✯✯ ✭✵✳✵✸✸✮
claimant ✵✳✾✵✸ ✯✯ ✭✵✳✵✷✻✮ ✵✳✺✼✹ ✯✯ ✭✵✳✵✶✼✮
disabben ✵✳✻✼✸ ✯✯ ✭✵✳✵✸✺✮ ✶✳✻✹✽ ✯✯ ✭✵✳✵✺✽✮
incsup ✵✳✺✹✼ ✯✯ ✭✵✳✵✷✻✮ ✶✳✷✻✸ ✯✯ ✭✵✳✵✹✷✮
▼❛✐♥ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞
private agency ✶✳✷✾✼ ✯✯ ✭✵✳✵✽✶✮ ✵✳✽✹✸ ✯ ✭✵✳✵✻✺✮
ads newspapers ✶✳✶✵✸ ✯✯ ✭✵✳✵✸✸✮ ✶✳✵✼✽ ✯✯ ✭✵✳✵✸✶✮
employer contact ✶✳✷✶✸ ✯✯ ✭✵✳✵✺✻✮ ✶✳✵✸✺ ✭✵✳✵✺✸✮
friends/relatives ✵✳✾✸✼ ✭✵✳✵✹✺✮ ✶✳✷✻✼ ✯✯ ✭✵✳✵✺✻✮
other ✶✳✹✸✾ ✯✯ ✭✵✳✶✶✵✮ ✶✳✶✶✸ ✭✵✳✵✽✻✮
❙♣❡❧❧ ❞✉r❛t✐♦♥
3− 6 months ✵✳✼✽✵ ✯✯ ✭✵✳✵✷✾✮ ✶✳✵✹✷ ✭✵✳✵✹✻✮
6− 12 months ✵✳✻✸✼ ✯✯ ✭✵✳✵✷✷✮ ✶✳✵✺✻ ✭✵✳✵✹✶✮
1− 2 years ✵✳✺✷✵ ✯✯ ✭✵✳✵✶✽✮ ✶✳✵✷✺ ✭✵✳✵✸✽✮
2− 3 years ✵✳✹✸✵ ✯✯ ✭✵✳✵✷✵✮ ✶✳✵✵✾ ✭✵✳✵✹✸✮
3− over ✵✳✹✵✸ ✯✯ ✭✵✳✵✷✷✮ ✵✳✾✽✻ ✭✵✳✵✹✻✮
❆❣❡
age❴35❴44 ✵✳✾✾✺ ✭✵✳✵✸✹✮ ✶✳✶✹✵ ✯✯ ✭✵✳✵✹✹✮
age❴45❴54 ✵✳✽✻✹ ✯✯ ✭✵✳✵✸✶✮ ✶✳✶✽✺ ✯✯ ✭✵✳✵✹✺✮
age❴55❴64 ✵✳✺✻✶ ✯✯ ✭✵✳✵✷✸✮ ✶✳✺✸✽ ✯✯ ✭✵✳✵✻✶✮
❍✐❣❤❡st ❊❞✉❝❛t✐♦♥
degree ✶✳✹✶✺ ✯✯ ✭✵✳✵✼✶✮ ✶✳✶✵✾ ✯ ✭✵✳✵✺✻✮
higher❴educ ✶✳✷✵✻ ✯✯ ✭✵✳✵✼✵✮ ✵✳✾✹✷ ✭✵✳✵✺✺✮
gce ✶✳✸✼✶ ✯✯ ✭✵✳✵✺✸✮ ✶✳✶✵✽ ✯✯ ✭✵✳✵✸✽✮
gcse ✶✳✷✾✵ ✯✯ ✭✵✳✵✺✷✮ ✶✳✵✷✻ ✭✵✳✵✹✵✮
other❴qual ✶✳✸✷✵ ✯✯ ✭✵✳✵✺✶✮ ✶✳✵✻✹ ✭✵✳✵✸✽✮
occupation dummies X
region dummies X
quarter dummies X
year dummies X
♦❜s ✺✹✱✾✾✺

◆♦t❡s✿ ✯ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✺✪❀ ✯✯ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✶✪✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❝❛t❡❣♦r② ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s❡❛r❝❤ ✐s P❊❈✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❢♦r
t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐s❝r❡t❡ r❡❣r❡ss♦rs✳ ❘❡♣♦rt❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❘✐s❦ ❘❛t✐♦s ✭RRR✮✳ ❘♦❜✉st st❛♥❞❛r❞
❡rr♦rs ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥t ♠❛❧❡ ❤❡❛❞s ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦ ✉s❡ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧ ❝❛♥ ❡♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❥♦❜✱ ✇✐t❤ ✐♥❛❝t✐✈✐t② ♦r ❜❡ r✐❣❤t ❝❡♥s♦r❡❞✳

✷✷
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own_out own_mort rent_soc rent_pri

nummet = 1 nummet = 2 nummet = 3

nummet = 4 nummet = 5 nummet = 6

nummet = 7 nummet = 8 nummet > 8

mean = 4.16 mean = 5.13 mean = 4.29 mean = 4.57

◆♦t❡s✿ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ■▲❖ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ♠❛❧❡s ❤❡❛❞s ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ▼❛✐♥ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ❙❡❛r❝❤ ❜② ❍♦✉s✐♥❣ ❚❡♥✉r❡
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outright owner mortgager social renter private renter

pec private agency use ads newspapers

employer contact friends/relatives other

◆♦t❡s✿ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ■▲❖ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ♠❛❧❡s ❤❡❛❞s ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳
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.i
.)

 %

pec

private agency

use ads newspapers

employer contact

friends/relatives
other

Main method of search

outright owner

mortgager

social renter

private renter

◆♦t❡s✿ Pr❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐t r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t②
r❡♣♦rt❡❞ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P (main = i|HT = j,X = X̄) ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞ main = i ✭i = 1, . . . , 6✮✱ ❢♦r ❣✐✈❡♥
❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ HT = j ✭j = 1, . . . , 4✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ r❡❣r❡ss♦rs ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥s✳

✷✹



❆♣♣❡♥❞✐①

❆ Pr♦♦❢s ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s

❲❡ r❡♣♦rt ❜❡❧♦✇ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s st❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳
Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✿

✭❛✮ s∗l > s∗r✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ s∗l ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ m ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✳ ❆t ✜rst✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ dw∗

l /dsl ❛♥❞ dw
∗
l /dm ❛♥❞

❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✳
❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ w∗

l ❛♥❞ sl ✇❡ ♦❜t❛✐♥

dw∗
l

dsl
=

ρ−1α′(sl)
∫

w∗

l

(w − w∗
l )F

′(w)dw − c′(sl)

1 + ρ−1α(sl)[1− F (w∗
l )] + ρ−1α(sn)[1− F (w∗

n)]
. ✭✶✷✮

■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ③❡r♦ ❢♦r sl = s∗l ✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ✐s ③❡r♦
✭❛s ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r s∗l ✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ dw∗

l /dsl > (<)0 ✐❢
sl < (>)s∗l ✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ w∗

l ❛♥❞ m ✇❡ ♦❜t❛✐♥

dw∗
l

dm
= −

α(sn)[1− F (w
∗
l + ρm)]

1 + ρ−1α(sl)[1− F (w∗
l )] + ρ−1α(sn)[1− F (w∗

n)]
< 0. ✭✶✸✮

❚❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ sl✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛s t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❝♦st ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡
r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ❢♦r t❤❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡r ❞r♦♣s s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡
♦❢ ❛ ❥♦❜ ❢❛r ❢r♦♠ ❤♦♠❡ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❡①♣❡❝t❡❞ s✉r♣❧✉s✳ ❲❡ r❡✇r✐t❡ ♥♦✇ t❤❡ ✜rst
♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r s∗l ❛s

Φ(s∗l ,m) = c′(s∗l )−
α′(s∗l )

ρ

∫

w∗

l
(s∗

l
,m)

[w − w∗
l (s

∗
l ,m)]F ′(w)dw = 0. ✭✶✹✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡✷✾

ds∗l
dm

= −
Φm

Φs∗
l

= −
ρ−1α′(s∗l )

∫

w∗

l

(

dw∗

l

dm

)

F ′(w)dw

c′′(s∗l )− ρ
−1α′′(s∗l )

∫

w∗

l

(w − w∗
l )F

′(w)dw
> 0. ✭✶✺✮

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❝♦st✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ♦❢ t❤❡ ❤♦♠❡✲
♦✇♥❡r ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s∗l ❛♥❞ m ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r
❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ m✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ tr✉❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❡♥ m = 0✱ t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
s❡❛r❝❤ ❧♦❝❛❧❧② ✭❛♥❞ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧❧②✮ ✐s s∗r = s∗l ✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ m ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ③❡r♦ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
♥✉♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s ❛ s❤✐❢t ❢r♦♠ t❡♥❛♥t t♦ ♦✇♥❡r st❛t✉s✱ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡✐r s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ❢r♦♠ s∗r t♦ s

∗
l ✳

✷✾❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ Φs∗
l
✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t

Φs∗
l
= c′′(s∗l )−

α′′(s∗l )

ρ

∫

w∗

l

(w − w∗

l )F
′(w)dw +

α′(s∗l )

ρ

∫

w∗

l

(

dw∗

l

dsl

)

F ′(w)dw =

= c′′(s∗l )−
α′′(s∗l )

ρ

∫

w∗

l

(w − w∗

l )F
′(w)dw > 0,

✇❤❡r❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ❣✐✈❡♥ t❤❛t dw∗

l /dsl = 0 ✇❤❡♥ sl = s∗l ✳ ❚❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♣♦s✐t✐✈❡
s✐♥❝❡ c′′ > 0✱ α′′ < 0✱ ❛♥❞ F ′ > 0✳ ❆❧s♦✱ Φm ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐♥❝❡ α′ > 0✱ F ′ > 0✱ ❛♥❞ dw∗

l /dm < 0✳

✷✺



✭❜✮ s∗n < s∗r✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s dw∗
n/dsn ❛♥❞ dw

∗
n/dm

❛♥❞ ✇❡ st✉❞② t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ds∗n/dm✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❊q✉❛t✐♦♥ w∗
n = w∗

l +ρm ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ w∗

n ❛♥❞ sn ✇❡ ♦❜t❛✐♥

dw∗
n

dsn
=

ρ−1α′(sn)
∫

w∗

n
(w − w∗

n)F
′(w)dw − c′(sn)

1 + ρ−1α(sl)[1− F (w∗
l )] + ρ−1α(sn)[1− F (w∗

n)]
. ✭✶✻✮

●✐✈❡♥ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r s∗n✱ t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ③❡r♦ ✇❤❡♥ sn = s∗n✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
dw∗

n/dsn > (<)0 ✐❢ sn < (>)s∗n✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ w∗
n ❛♥❞ m ✇❡ ♦❜t❛✐♥

dw∗
n

dm
=

ρ+ α(sl)[1− F (w
∗
l )]

1 + ρ−1α(sl)[1− F (w∗
l )] + ρ−1α(sn)[1− F (w∗

n)]
> 0. ✭✶✼✮

❚❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ sn✳ ❆ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❝♦st r❡q✉✐r❡s ❛ ❤✐❣❤❡r
✇❛❣❡ t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❤♦♠❡♦✇♥❡r t♦ ♠♦✈❡ ❢♦r ❛ ❥♦❜✳ ❲❡ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
s∗n ❛s

Ψ(s∗n,m) = c′(s∗n)−
α′(s∗n)

ρ

∫

w∗

n(s
∗

n,m)

[w − w∗
n(s

∗
n,m)]F ′(w)dw = 0. ✭✶✽✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡✸✵

ds∗n
dm

= −
Ψm

Ψs∗n

= −
ρ−1α′(s∗n)

∫

w∗

n

(

dw∗

n

dm

)

F ′(w)dw

c′′(s∗n)− ρ
−1α′′(s∗n)

∫

w∗

n
(w − w∗

n)F
′(w)dw

< 0. ✭✶✾✮

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ s∗n ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ m ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ m✱ t❤✉s✱ ✇❤❡♥ m
✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ③❡r♦ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡❛r❝❤
❡✛♦rt ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ❢r♦♠ s∗r t♦ s

∗
n✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✿
❲❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✹✮✱ ✭✺✮✱ ✭✽✮✱ ❛♥❞ ✭✾✮✱ ❛♥❞ t♦ ✉s❡ t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ t❤❛t c′(·)/α′(·) ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

w∗
l < w∗

r ←→ B > A←→
c′(s∗l )

α′(s∗l )
>
c′(s∗r)

α′(s∗r)
←→ s∗l > s∗r,

w∗
n > w∗

r ←→ C < A←→
c′(s∗n)

α′(s∗n)
<
c′(s∗r)

α′(s∗r)
←→ s∗n < s∗r.

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✿
❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡r✐✈❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❛r❝❤ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡
❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ s∗l ❛♥❞ s∗n ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ m ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t
m = 0✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❤❡♥ m = 0✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❛r❝❤ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲
❧♦❝❛❧ ♠❛r❦❡ts✱ s♦ ❜② ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❛r❝❤ ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ m ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✭♦♣♣♦s✐t❡✮ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ s✐♠♣❧② ❛s
✏♠❛r❣✐♥❛❧✑ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ♠❛r❦❡t✬s s❡❛r❝❤ ❧❡✈❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦♠❡♦✇♥❡r ❛♥❞ r❡♥t❡r✳ ❚❤❡♥
✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤
✐s ❤✐❣❤❡r✱ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s✱ t❤❛♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✳ ▲❡t✬s ❧♦♦❦
❛t ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✺✮ ❛♥❞ ✭✶✾✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡
❤♦♠❡♦✇♥❡r✬s ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✳ ❲❤❡♥ m = 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s∗l = s∗r = s∗n✱ ❛♥❞ t❤✉s

✸✵■♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Ψs∗
n
✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t dw∗

n/dsn = 0 ✇❤❡♥ sn = s∗n✳ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ Ψm

✐s ♣♦s✐t✐✈❡ s✐♥❝❡ dw∗

n/dm > 0✳

✷✻



t❤❡ t✇♦ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡ ✐♥ t❤❡
♥✉♠❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s✿

ds∗l
dm

(m = 0) = −
ρ−1α′(s∗r)

∫

w∗

r

(

dw∗

l

dm
(m = 0)

)

F ′(w)dw

c′′(s∗r)− ρ
−1α′′(s∗r)

∫

w∗

r
(w − w∗

r)F
′(w)dw

, ✭✷✵✮

ds∗n
dm

(m = 0) = −
ρ−1α′(s∗r)

∫

w∗

r

(

dw∗

n

dm
(m = 0)

)

F ′(w)dw

c′′(s∗r)− ρ
−1α′′(s∗r)

∫

w∗

r
(w − w∗

r)F
′(w)dw

. ✭✷✶✮

▼❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✸✮ ❛♥❞ ✭✶✼✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥
✇❛❣❡s ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s❡❛r❝❤ ✇❤❡♥ m = 0✿

dw∗
l

dm
(s∗r,m = 0) = −

α(s∗r)[1− F (w
∗
r ]

1 + ρ−1α(s∗r)[1− F (w
∗
r)] + ρ−1α(s∗r)[1− F (w

∗
r)]
, ✭✷✷✮

dw∗
n

dm
(s∗r,m = 0) =

ρ+ α(s∗r)[1− F (w
∗
r)]

1 + ρ−1α(s∗r)[1− F (w
∗
r)] + ρ−1α(s∗r)[1− F (w

∗
r)]
. ✭✷✸✮

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t ρ > 0 ✐♠♣❧✐❡s dw∗

n

dm
(s∗r,m = 0) > |

dw∗

l

dm
(s∗r,m = 0)|✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥

✐♠♣❧✐❡s |ds
∗

n

dm
(m = 0)| >

ds∗
l

dm
(m = 0)✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤

❜❡t✇❡❡♥ ❤♦♠❡♦✇♥❡r ❛♥❞ r❡♥t❡r ✐s ❤✐❣❤❡r✱ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❛♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧
s❡❛r❝❤✱ t❤❛t ✐s s∗r − s

∗
n > s∗l − s

∗
r✱ ✇❤✐❝❤✱ ✉♣♦♥❡ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣✱ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✿
Pr♦♦❢ ✿ ❲❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ (hl + hn) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ m ❛t

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s❡❛r❝❤ ✇❤❡♥ m = 0 ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ P✉tt✐♥❣
dw∗

l

dm
(s∗r,m = 0) = Lw✱

dw∗

n

dm
(s∗r,m = 0) = Nw✱

ds∗
l

dm
(m = 0) = Ls✱ ❛♥❞ ds∗n

dm
(m = 0) = N s✱ ✇❡ ❤❛✈❡

d(hl + hn)

dm
(s∗r,m = 0) = α′(s∗r) [1− F (w

∗
r)]L

s − α(s∗r)F
′(w∗

r)L
w+

+ α′(s∗r) [1− F (w
∗
r)]N

s − α(s∗r)F
′(w∗

r)N
w =

= α′(s∗r) [1− F (w
∗
r)] (L

s +N s)− α(s∗r)F
′(w∗

r)(L
w +Nw) < 0,

✭✷✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s s✐♥❝❡ (Ls+N s) < 0 ❛♥❞ (Lw+Nw) > 0✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s✉❧ts
♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳

❇ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❱❛r✐❛❜❧❡s

❍♦✉s✐♥❣ ❚❡♥✉r❡

❍♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ r❡❧❛t❡❞ q✉❡st✐♦♥s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡
❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐s ✐♠♣✉t❡❞ t♦ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✐t ❛t t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈✐❡✇✳

♦✇♥❴♦✉t ✿ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥ ♦✇♥❡❞ ♦✉tr✐❣❤t✳

♦✇♥❴♠♦rt ✿ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥ ♦✇♥❡❞ ✇✐t❤ ♠♦rt❣❛❣❡✳

r❡♥t❴s♦❝✿ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥ r❡♥t❡❞ ❢r♦♠ ▲♦❝❛❧ ❆✉t❤♦r✐t✐❡s ♦r ❍♦✉s✐♥❣ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥s✳

r❡♥t❴♣r✐ ✿ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥ r❡♥t❡❞ ❢r♦♠ ♣r✐✈❛t❡✳

✷✼



♥✉♠♠❡t

❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❡ ❝♦✉♥t ♦❢ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❜② ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ♣❡♦♣❧❡✳ P❡♦♣❧❡
✇❤♦ st❛t❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢♦✉r ✇❡❡❦s ❛r❡ ❛s❦❡❞ t♦ r❡♣❧②
✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡② ✉s❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ✶✹✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
♥✉♠♠❡t ✐s ❥✉st t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥s✇❡rs✳ ❚❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❝❛♥ ❧♦♦❦ ❢♦r ✇♦r❦ ❛s
❡♠♣❧♦②❡❡✱ ❛s s❡❧❢✲❡♠♣❧♦②❡❞✱ ♦r ❢♦r ❜♦t❤✳ ■♥ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❞r♦♣ t❤♦s❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ s❡❛r❝❤ ♦♥❧② ❛s s❡❧❢✲❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✭✶✮ ✈✐s✐t✐♥❣ ❛ ❏♦❜❝❡♥tr❡✱ ✭✷✮ ✈✐s✐t✐♥❣ ❛ ❈❛r❡❡rs ❖✣❝❡✱ ✭✸✮ ✈✐s✐t✐♥❣ ❛ ❏♦❜❝❧✉❜✱ ✭✹✮
❤❛✈✐♥❣ ♦✇♥s ♥❛♠❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦♦❦s ♦❢ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛❣❡♥❝②✱ ✭✺✮ ❛❞✈❡rt✐s✐♥❣
❢♦r ❥♦❜s ✐♥ ♥❡✇s♣❛♣❡rs ♦r ❥♦✉r♥❛❧s✱ ✭✻✮ ❛♥s✇❡r✐♥❣ ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts ✐♥ ♥❡✇s♣❛♣❡rs ❛♥❞
❥♦✉r♥❛❧s✱ ✭✼✮ st✉❞② ✈❛❝❛♥t s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♥❡✇s♣❛♣❡rs ♦r ❥♦✉r♥❛❧s✱ ✭✽✮ ❛♣♣❧② ❞✐r❡❝t❧②
t♦ ❡♠♣❧♦②❡rs✱ ✭✾✮ ❛s❦ ❢r✐❡♥❞s✱ r❡❧❛t✐✈❡s✱ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s✱ ♦r tr❛❞❡ ✉♥✐♦♥s ❛❜♦✉t ❥♦❜s✱ ✭✶✵✮
✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❥♦❜ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✭✶✶✮ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ♣r❡♠✐s❡s ♦r ❡q✉✐♣♠❡♥t✱
✭✶✷✮ s❡❡❦✐♥❣ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❡r♠✐t✱ ✭✶✸✮ tr②✐♥❣ t♦ ❣❡t ❛ ❧♦❛♥ ♦r ♦t❤❡r ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❜❛❝❦✐♥❣
❢♦r ❛ ❥♦❜ ♦r ❜✉s✐♥❡ss✱ ✭✶✹✮ ❞♦✐♥❣ ❛♥②t❤✐♥❣ ❡❧s❡ t♦ ✜♥❞ ✇♦r❦✳

▼❛✐♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s❡❛r❝❤

❊❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❛s❦❡❞ t♦ r❡♣♦rt t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s❡❛r❝❤ ✉s❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ♦♣❡r❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣r♦✉♣✐♥❣ t❛❦✐♥❣ ❛❧s♦ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t
s♦♠❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❤❛✈❡ ✈❡r② ❢❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

♣❡❝✿ ✭✶✮✰✭✷✮✰✭✸✮✳

♣r✐✈❛t❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛❣❡♥❝② ✿ ✭✹✮✳

✉s❡ ❛❞s ♥❡✇s♣❛♣❡rs ✿ ✭✺✮✰✭✻✮✰✭✼✮✳

❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♠♣❧♦②❡r ✿ ✭✽✮✰✭✶✵✮✳

❛s❦ ❢r✐❡♥❞s r❡❧❛t✐✈❡s✿ ✭✾✮✳

♦t❤❡r ✿ ✭✶✶✮✰✭✶✷✮✰✭✶✸✮✰✭✶✹✮✳

✇❤✐t❡

❘❛❝❡ ❞✉♠♠②✳

♠❛rr✐❡❞

❲❤❡t❤❡r ❧❡❣❛❧❧② ♠❛rr✐❡❞ ✭♥♦t s❡♣❛r❛t❡❞✮✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳

❝❧❛✐♠❛♥t

❲❤❡t❤❡r ❝❧❛✐♠✐♥❣ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❜❡♥❡✜t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❏♦❜s❡❡❦❡r✬s ❆❧❧♦✇❛♥❝❡ ✭❏❙❆✮✳

❞✐s❛❜❜❡♥

❲❤❡t❤❡r ♦♥ s✐❝❦♥❡ss ♦r ❞✐s❛❜✐❧✐t② ❜❡♥❡✜t✳

✐♥❝s✉♣

❲❤❡t❤❡r ❝❧❛✐♠✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡ s✉♣♣♦rt ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳

❆❣❡

❖♠✐tt❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✐s ✶✻✕✸✹ ②❡❛rs✳
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❍✐❣❤❡st ❡❞✉❝❛t✐♦♥

❊❞✉❝❛t✐♦♥ ❞✉♠♠✐❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛tt❛✐♥❡❞✳ ✭✶✮ ❉❡❣r❡❡ ♦r
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭✷✮ ❤✐❣❤❡r ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ ✭✸✮ ●❈❊✱ ❆✲❧❡✈❡❧ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✭✹✮ ●❈❙❊ ❣r❛❞❡s
❆✯✲❈ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✭✺✮ ♦t❤❡r q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✭✻✮ ♥♦ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❝❛t❡❣♦r②
✐♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✐s ♥♦ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✳

❉✉r❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❧❛st ❥♦❜

✭✶✮ ▲❡ss t❤❛♥ t❤r❡❡ ♠♦♥t❤s✱ ✭✷✮ t❤r❡❡ ♠♦♥t❤s ❜✉t ❧❡ss t❤❛♥ s✐①✱ ✭✸✮ s✐① ♠♦♥t❤s ❜✉t
❧❡ss t❤❛♥ ✶✷✱ ✭✹✮ ♦♥❡ ②❡❛r ❜✉t ❧❡ss t❤❛♥ t✇♦✱ ✭✺✮ t✇♦ ②❡❛rs ❜✉t ❧❡ss t❤❛♥ t❤r❡❡✱ ✭✻✮
t❤r❡❡ ②❡❛rs ❜✉t ❧❡ss t❤❛♥ ❢♦✉r✱ ✭✼✮ ❢♦✉r ②❡❛rs ❜✉t ❧❡ss t❤❛♥ ✜✈❡✱ ✭✽✮ ✜✈❡ ②❡❛rs ♦r ♠♦r❡✱
✭✾✮ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❡✐❣❤t ②❡❛rs ❛❣♦✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ✭✾✮ ✐s ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳

❖❝❝✉♣❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❛st ❥♦❜

✭✶✮ ▼❛♥❛❣❡rs ❛♥❞ ❛❞♠✐♥✐str❛t♦rs✱ ✭✷✮ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✱ ✭✸✮ ❛ss♦❝✐❛t❡ ♣r♦❢❡s✲
s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✱ ✭✹✮ ❝❧❡r✐❝❛❧ ♦r s❡❝r❡t❛r✐❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✱ ✭✺✮ ❝r❛❢t ❛♥❞
r❡❧❛t❡❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✱ ✭✻✮ ♣❧❛♥t ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡s✱ ✭✼✮ ♦t❤❡r ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✳

❘❡❣✐♦♥ ❞✉♠♠✐❡s

✭✶✮ ❚②♥❡ ❛♥❞ ❲❡❛r✱ ✭✷✮ ❘❡st ♦❢ ◆♦rt❤ ❊❛st✱ ✭✸✮ ●r❡❛t❡r ▼❛♥❝❤❡st❡r✱ ✭✹✮ ▼❡rs❡②s✐❞❡✱
✭✺✮ ❘❡st ♦❢ ◆♦rt❤ ❲❡st✱ ✭✻✮ ❙♦✉t❤ ❨♦r❦s❤✐r❡✱ ✭✼✮ ❲❡st ❨♦r❦s❤✐r❡✱ ✭✽✮ ❘❡st ♦❢ ❨♦r❦✲
s❤✐r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❍✉♠❜❡rs✐❞❡✱ ✭✾✮ ❊❛st ▼✐❞❧❛♥❞s✱ ✭✶✵✮ ❲❡st ▼✐❞❧❛♥❞s ❛♥❞ ▼❡tr♦♣♦❧✐t❛♥
❈♦✉♥t②✱ ✭✶✶✮ ❘❡st ♦❢ ❲❡st ▼✐❞❧❛♥❞s✱ ✭✶✷✮ ❊❛st❡r♥✱ ✭✶✸✮ ■♥♥❡r ▲♦♥❞♦♥✱ ✭✶✹✮ ❖✉t❡r
▲♦♥❞♦♥✱ ✭✶✺✮ ❙♦✉t❤ ❊❛st✱ ✭✶✻✮ ❙♦✉t❤ ❲❡st✱ ✭✶✼✮ ❲❛❧❡s✱ ✭✶✽✮ ❙tr❛t❤❝❧②❞❡✱ ✭✶✾✮ ❘❡st
♦❢ ❙❝♦t❧❛♥❞✱ ✭✷✵✮ ◆♦rt❤❡r♥ ■r❡❧❛♥❞✳

◗✉❛rt❡r ❞✉♠♠✐❡s

qrtr✶ ✭❏❛♥✉❛r②✲▼❛r❝❤✮✱ qrtr✷ ✭❆♣r✐❧✲❏✉♥❡✮✱ qrtr✸ ✭❏✉❧②✲❙❡♣t❡♠❜❡r✮✱ qrtr✹ ✭❖❝t♦❜❡r✲
❉❡❝❡♠❜❡r✮✳

❨❡❛r ❞✉♠♠✐❡s

❖✉r s❛♠♣❧❡ s♣❛♥s t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✾✾✕✷✵✵✾ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✶ ②❡❛rs ❛♥❞ ✹✹ q✉❛rt❡rs ♦❢
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

log(multifamrate)

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ multifamrate ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ ♠✉❧t✐✲
❢❛♠✐❧② ❤♦✉s✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛rt❡r✳

log(Cmort/Crent)

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s Cmort ❛♥❞ Crent ❝❛♣t✉r❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤♦✉s✐♥❣ ❝♦sts ❢♦r ♠♦rt❣❛❣❡rs ❛♥❞
r❡♥t❡rs ❛t r❡❣✐♦♥❛❧ ❛♥❞ q✉❛rt❡r ❧❡✈❡❧✳ ❉❛t❛ ♦♥ ❤♦✉s✐♥❣ ❝♦sts ❛r❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❯❑ ❋❛♠✐❧② ❘❡s♦✉r❝❡ ❙✉r✈❡② ✭❋❘❙✮✳ ❋♦r ♠♦rt❣❛❣❡rs✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t♦t❛❧ ✇❡❡❦❧②
♠♦rt❣❛❣❡ ❝♦sts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦rt❣❛❣❡ ♣❛②♠❡♥ts✱ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s✱ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥s✉r✲
❛♥❝❡ ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ ♣❛②♠❡♥ts✳ ❋♦r r❡♥t❡rs✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t♦t❛❧ ✇❡❡❦❧② r❡♥t ♣❛②✲
♠❡♥t ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ❝❤❛r❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ r❡❛❧ ✇❡❡❦❧②
♣♦✉♥❞s ♦❢ ✷✵✶✵q✷ ❛♥❞ ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts✳ ■♥ t❤❡ ❋❘❙
❛r♦✉♥❞ ✷✺✱✵✵✵ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛r❡ s✉r✈❡②❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ②❡❛r ✉s✐♥❣ ❛ str❛t✐✜❡❞ r❛♥❞♦♠ s❛♠✲
♣❧❡✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② s❛♠♣❧✐♥❣ ✉♥✐t ✭P❙❯✮ ✐s t❤❡ ♣♦st❝♦❞❡ s❡❝t♦r✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ②❡❛r✱ t❤❡
P❙❯s ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ q✉❛rt❡rs t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞
♦♥ ❛ q✉❛rt❡r❧② ❜❛s✐s✳

✷✾



s❛♠❡s❡①

❚❤✐s ✐s ❛ ❞✉♠♠② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t✇♦ ✜rst✲❜♦r♥ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛r❡
t❤❡ s❛♠❡ s❡①✳

❈ ❚❤❡ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ▼✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❚r❡❛t♠❡♥t ❊✛❡❝t

❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣
t❡♥✉r❡ ♦♥ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✇❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ ✭❉❡❜ ✫ ❚r✐✈❡❞✐✱ ✷✵✵✻❜✱❛✮✳
■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❝♦✉♥t
❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳

❊❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ❝❤♦♦s❡s ❛ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ st❛t✉s j ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦✉r ❝❤♦✐❝❡s ✭j = 0, 1, 2, 3✮✱
✇❤❡r❡ j = 0 ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ✭♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs✮✳ ▲❡t dj ❜❡ ❜✐♥❛r② s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❡♥✉r❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❞i = (di1, di2, di3)✳ ❆❧s♦ ❧❡t ❧i = (li1, li2, li3)✱
✇❤❡r❡ lij ❛r❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧ ✐ ✬s st❛t✉s ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❡♥✉r❡ ❝❤♦✐❝❡
✐s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ♠✐①❡❞ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐t ✭▼▼◆▲✮ str✉❝t✉r❡✿

P (❞i|③i, ❧i) =
exp(③′iαj + δjlij)

1 +
∑J

k=1 exp(③
′
iαk + δklik)

, ✭✷✺✮

✇❤❡r❡ ③i ❞❡♥♦t❡s ❛ s❡t ♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡❣r❡ss♦rs ❛♥❞ J = 3✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✶

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦✉♥t ♦✉t❝♦♠❡ ✐s

E(yi|❞i,①i, ❧i) = exp(①′
iβ +

J
∑

j=1

γjdij +
J
∑

j=1

λjlij), ✭✷✻✮

✇❤❡r❡ ①i ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤✐♥ ③i ❛♥❞ t❤❡ γj✲s ❛r❡ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♣r✐✈❛t❡ r❡♥t❡rs✳ ▲❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs ❡♥t❡r ✐♥t♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ tr❡❛t✲
♠❡♥ts ❡q✉❛t✐♦♥s✱ s♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦✉♥t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❤✐❝❤
❛✛❡❝t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ❤♦✉s✐♥❣ t❡♥✉r❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λi ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✻✮ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮✱ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ j✲t❤ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ st❛t✉s ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✭r❡❞✉❝❡✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s✱
✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ yi ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ♣r♦❝❡ss✿

f(yi|❞i,①i, ❧i) =
Γ(yi + ψ)

Γ(ψ)Γ(yi + 1)

(

ψ

µi + ψ

)ψ (
µi

µi + ψ

)yi

, ✭✷✼✮

✇❤❡r❡ µi = E(yi|❞i,①i, ❧i) = exp(①′
iβ + ❞′

iγ + ❧′iλ) ❛♥❞ ψ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ ♦✈❡r❞✐s♣❡rs✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r ✭❛♥❞ ♠❛② ✈❛r② ✇✐t❤ ✐✮✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛s ✐t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥ ♦✈❡r❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡
❝♦✉♥t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧s✱
t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ µi ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
α✿ V [yi|xi] = µi + αµpi ✭❈❛♠❡r♦♥ ✫ ❚r✐✈❡❞✐✱ ✶✾✾✽✮✳ ❋♦r p = 1 ❛♥❞ p = 2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡
t✇♦ ♠♦st ❦♥♦✇♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✿ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✭◆❇✶✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞

✸✶❆s ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❧♦❣✐t ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ▼▼◆▲ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦♥❧② ✉♣ t♦
❛ s❝❛❧❡✱ ❤❡♥❝❡ ❛ s❝❛❧❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦rs ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② s❡t δj = 1
❢♦r ❡❛❝❤ j✳

✸✵



❦✐♥❞ ✭◆❇✷✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❡✐t❤❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♦r q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥✳ ❋♦r
α = 0✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ P♦✐ss♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❡q✉✐❞✐s♣❡rs✐♦♥✱
H0 : α = 0✱ ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦❢ ♦✈❡r❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ α > 0✱ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❛ ❲❛❧❞ t❡st ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ α ✭❈❛♠❡r♦♥ ✫ ❚r✐✈❡❞✐✱ ✶✾✾✽✮✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✼✮ ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t②
♦❢ t❤❡ ◆❇✶ ❢♦r ψ = α−1 ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ◆❇✷ ❢♦r ψ = α−1µi✳

❚❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s

Pr(yi,❞i|①i, ③i, ❧i) = f(yi|❞i,①i, ❧i)× Pr(❞i|③i, ❧i) =

= f(①′
iβ + ❞′

iγ + ❧′iλ)× g(③
′
iα1 + δ1li1, . . . , ③

′
iαJ + δJ liJ).

✭✷✽✮

❙♦♠❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛r✐s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ lij ❛r❡ ✉♥✲
❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ lij ❛r❡ i.i.d ❞r❛✇s ❢r♦♠
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡✐r ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✉t
♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✽✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳✸✷

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✽✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

Pr(yi,❞i|①i, ③i) =

∫

[f(①′
iβ + ❞′

iγ + ❧′iλ)× g(③
′
iα1 + δ1li1, . . . , ③

′
iαJ + δJ liJ)]❤(❧i)d❧i

≈
1

S

S
∑

s=1

[

f(①′
iβ + ❞′

iγ + ❧̄
′
isλ)× g(③

′
iα1 + δ1l̃i1s, . . . , ③

′
iαJ + δJ l̃iJs)

]

,

✭✷✾✮

✇❤❡r❡ ❧̄is ✐s t❤❡ s✲t❤ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤ ♦✉t ♦❢ ❛ t♦t❛❧ S✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

lnL(yi,❞i|①i, ③i) =
N
∑

i=1

ln

(

1

S

S
∑

s=1

[

f(①′
iβ + ❞′

iγ + ❧̄
′
isλ)

× g(③′iα1 + δ1l̃i1s, . . . , ③
′
iαJ + δJ l̃iJs)

]

)

.

✭✸✵✮

▼❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
♣r♦✈✐❞❡❞ S ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳ ❲❡ s❡t S = 2, 000✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛r❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❡✈❡♥ ✐❢ ❛❧❧ r❡❣r❡ss♦rs ✐♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ ③i = ①i✳ ❍♦✇❡✈❡r ❡①❝❧✉s✐♦♥ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞
❢♦r ♠♦r❡ r♦❜✉st ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❉❡❜ ✫ ❚r✐✈❡❞✐✱ ✷✵✵✻❜✱❛✮

✸✷■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❝♦♥♦♠✐③❡ ♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✱ t❤❡ r♦✉t✐♥❡ ✉s❡s q✉❛s✐✲r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❛❧t♦♥
s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞
t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ♠❛①✐♠✉♠ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✿ t❤❡② ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤ ❢❡✇❡r
❞r❛✇s ✭❇❤❛t✱ ✷✵✵✶❀ ❚r❛✐♥✱ ✷✵✵✸✮✳

✸✶



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❏✳ ❆❞❞✐s♦♥ ✫ P✳ P♦rt✉❣❛❧ ✭✷✵✵✷✮✳ ❵❏♦❜ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♦✉t❝♦♠❡s✬✳ ❖①❢♦r❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝

P❛♣❡rs ✺✹✿✺✵✺✕✺✸✸✳

P✳ ❆❧❧✐s♦♥ ✭✶✾✽✷✮✳ ❉✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡✈❡♥t ❤✐st♦r✐❡s✳ ❏♦ss❡②✲❇❛ss✱
✐♥ ❙♦❝✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ❙✳ ▲❡✐♥❤❛r❞t ❡❞♥✳

❏✳ ❆♥❣r✐st ✫ ❲✳ ❊✈❛♥s ✭✶✾✾✽✮✳ ❵❈❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts✬ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠
❡①♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❢❛♠✐❧② s✐③❡✬✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✽✽✿✹✺✵✕✹✼✼✳

❲✳ ❆r✉❧❛♠♣❛❧❛♠✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❵❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t P❡rs✐st❡♥❝❡✬✳ ❖①❢♦r❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P❛♣❡rs

✺✷✭✶✮✿✷✹✕✺✵✳

❘✳ ❇❛❝❤♠❛♥♥ ✫ ❉✳ ❇❛✉♠❣❛rt❡♥ ✭✷✵✶✷✮✳ ❵❍♦✇ ❉♦ t❤❡ ❯♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❙❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ❏♦❜❄
❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❯ ▲❛❜♦✉r ❋♦r❝❡ ❙✉r✈❡②✬✳ ■③❛ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r s❡r✐❡s✱ ■❩❆✳

❏✳ ❆✳ ❇❛rr✐♦s ●❛r❝í❛ ✫ ❏✳ ❘♦❞rí❣✉❡③ ❍❡r♥á♥❞❡③ ✭✷✵✵✹✮✳ ❵❯s❡r ❝♦st ❝❤❛♥❣❡s✱ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t
❛♥❞ ❤♦♠❡✲♦✇♥❡rs❤✐♣✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❙♣❛✐♥✬✳ ❯r❜❛♥ ❙t✉❞✐❡s ✹✶✿✺✻✸✕✺✼✽✳

❍✳ ❇❛tt✉✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❵❍♦✉s✐♥❣ ❚❡♥✉r❡✱ ❏♦❜ ▼♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❯❑✬✳
❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ✶✶✽✿✸✶✶✕✸✷✽✳

❈✳ ❘✳ ❇❤❛t ✭✷✵✵✶✮✳ ❵◗✉❛s✐✲❘❛♥❞♦♠ ▼❛①✐♠✉♠ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
▼✐①❡❞ ▼✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ▲♦❣✐t ▼♦❞❡❧✬✳ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛rt ❇✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧

✸✺✿✻✼✼✕✻✾✸✳

❏✳ ❇✐s❤♦♣ ✫ ❑✳ ❆❜r❛❤❛♠ ✭✶✾✾✸✮✳ ❵■♠♣r♦✈✐♥❣ ❏♦❜ ▼❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❯✳❙✳ ▲❛❜♦r ▼❛r❦❡t✬✳
❇r♦♦❦✐♥❣s P❛♣❡rs ♦♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆❝t✐✈✐t②✳ ▼✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s ✶✿✸✸✺✕✹✵✵✳

❉✳ ●✳ ❇❧❛♥❝❤✢♦✇❡r ✫ ❆✳ ❏✳ ❖s✇❛❧❞ ✭✷✵✶✸✮✳ ❵❉♦❡s ❍✐❣❤ ❍♦♠❡✲❖✇♥❡rs❤✐♣ ■♠♣❛✐r t❤❡ ▲❛❜♦r
▼❛r❦❡t❄✬✳ ◆❜❡r ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r ♥♦✳ ✶✾✵✼✾✳

❉✳ ❇❧❛✉ ✫ ❋✳ ❘♦❜✐♥s ✭✶✾✾✵✮✳ ❵❏♦❜ s❡❛r❝❤ ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞✬✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✾✽✿✻✸✼✕✻✺✺✳

❘✳ ❇♦❡❤❡✐♠ ✫ ▼✳ ❚❛②❧♦r ✭✷✵✵✶✮✳ ❵❏♦❜ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ s✉❝❝❡ss ✐♥ ❇r✐t❛✐♥ ✐♥
t❤❡ ✶✾✾✵s✬✳ ■❙❊❘ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ❙❡r✐❡s ✼✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❊ss❡①✳

❈✳ ❇r✉♥❡t✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❵❙t❛t✉t ❘és✐❞❡♥t✐❡❧ ❡t ❉✉ré❡ ❞❡ ❈❤ô♠❛❣❡ ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❡t ❛✉
❘♦②❛✉♠❡✲❯♥✐✳✬✳ ❘❡✈✉❡ ❢r❛♥ç❛✐s❡ ❞✬❊❝♦♥♦♠✐❡ ✷✷✭✷✮✿✶✻✺✕✶✾✵✳

❈✳ ❇r✉♥❡t ✫ ❏✳✲❨✳ ▲❡s✉❡✉r ✭✷✵✵✹✮✳ ❵▲❡ st❛t✉t rés✐❞❡♥t✐❡❧ ❛✛❡❝t❡✲t✲✐❧ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡❄✬✳
❘❡✈✉❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ✺✺✭✸✮✿✺✻✾✕✺✼✽✳

❈✳ ❇r✉♥❡t ✫ ❏✳✲❨✳ ▲❡s✉❡✉r ✭✷✵✵✾✮✳ ❵❉♦ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs st❛② ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❧♦♥❣❡r❄ ❆ ❋r❡♥❝❤
♠✐❝r♦❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ st✉❞②✬✳ ■♥ ❈✳ ✈❛♥ ❊✇✐❥❦ ✫ ▼✳ ✈❛♥ ▲❡✉✈❡♥st❡✐❥♥ ✭❡❞s✳✮✱ ❍♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣

❛♥❞ t❤❡ ▲❛❜♦✉r ▼❛r❦❡t ✐♥ ❊✉r♦♣❡✱ ❝❤❛♣✳ ✻✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❖①❢♦r❞✳

❆✳ ❈✳ ❈❛♠❡r♦♥ ✫ P✳ ❑✳ ❚r✐✈❡❞✐ ✭✶✾✾✽✮✳ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈♦✉♥t ❉❛t❛✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝
❙♦❝✐❡t② ▼♦♥♦❣r❛♣❤ ◆♦✳ ✸✵✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✳

◆✳ ❈♦✉❧s♦♥ ✫ ▲✳ ❋✐s❤❡r ✭✷✵✵✾✮✳ ❵❍♦✉s✐♥❣ ❚❡♥✉r❡ ❛♥❞ ▲❛❜♦r ▼❛r❦❡t ■♠♣❛❝ts✿ ❚❤❡ ❙❡❛r❝❤
●♦❡s ❖♥✬✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❯r❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✻✺✭✸✮✿✷✺✷✕✷✻✹✳

✸✷



◆✳ ❊✳ ❈♦✉❧s♦♥ ✫ ▲✳ ▼✳ ❋✐s❤❡r ✭✷✵✵✷✮✳ ❵❚❡♥✉r❡ ❈❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ▲❛❜♦✉r ▼❛r❦❡t ❖✉t❝♦♠❡s✬✳
❍♦✉s✐♥❣ ❙t✉❞✐❡s ✶✼✭✶✮✿✸✺✕✹✾✳

❚✳ ❉❡ ●r❛❛❢ ✫ ▼✳ ❱❛♥ ▲❡✉✈❡♥st❡✐❥♥ ✭✷✵✵✼✮✳ ❵❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♦♥
❧❛❜♦✉r ♠♦❜✐❧✐t②✿ ❆ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝r♦ss ❝♦✉♥tr② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✬✳ ❚❡❝❤✳ ❘❡♣✳ ✽✷✱ ❈P❇ ◆❡t❤❡r✲
❧❛♥❞s ❇✉r❡❛✉ ❢♦r ❊❝♦♥♦♠✐❝ P♦❧✐❝② ❆♥❛❧②s✐s✳

❚✳ ❉❡ ●r❛❛❢✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❍♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣✱ s♦❝✐❛❧ r❡♥t✐♥❣ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ♠♦❜✐❧✐t② ❛❝❝r♦ss

❊✉r♦♣❡✱ ❝❤❛♣✳ ✸✱ ♣♣✳ ✺✸✕✼✵✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✐♥ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ ✫ t❤❡ ❧❛❜♦✉r
♠❛r❦❡t ✐♥ ❡✉r♦♣❡✱ ❈✳ ❱❛♥ ❊✇✐❥❦ ❛♥❞ ▼✳ ❱❛♥ ▲❡✉✈❡♥st❡✐❥♥ ❡❞♥✳

P✳ ❉❡❜ ✫ P✳ ❚r✐✈❡❞✐ ✭✷✵✵✻❛✮✳ ❵▼❛①✐♠✉♠ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ◆❡❣❛✲
t✐✈❡ ❇✐♥♦♠✐❛❧ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ✇✐t❤ ▼✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ❚r❡❛t♠❡♥t✬✳ ❚❤❡ ❙t❛t❛

❏♦✉r♥❛❧ ✻✭✷✮✿✷✹✻✕✷✺✺✳

P✳ ❉❡❜ ✫ P✳ ❚r✐✈❡❞✐ ✭✷✵✵✻❜✮✳ ❵❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ◆♦♥✲
◆♦r♠❛❧ ❚r❡❛t♠❡♥t✲❖✉t❝♦♠❡ ✇✐t❤ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❍❡❛❧t❤ ❈❛r❡ ❯t✐❧✐③❛t✐♦♥✬✳
❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ❏♦✉r♥❛❧ ✾✿✸✵✼✕✸✸✶✳

❉✳ ❉✐ P❛sq✉❛❧❡ ✫ ❊✳ ●❧❛❡s❡r ✭✶✾✾✾✮✳ ❵■♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ❙♦❝✐❛❧ ❈❛♣✐t❛❧✿ ❆r❡ ❍♦♠❡♦✇♥❡rs
❇❡tt❡r ❈✐t✐③❡♥s❄✬✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❯r❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✹✺✿✸✺✹✕✸✽✹✳

❘✳ ❉✐ ❚❡❧❧❛ ✫ ❘✳ ▼❛❝❈✉❧❧♦❝❤ ✭✷✵✵✺✮✳ ❵❚❤❡ ❈♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ▲❛❜♦r ▼❛r❦❡t ❋❧❡①✐❜✐❧✐t②✿
P❛♥❡❧ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❙✉r✈❡② ❉❛t❛✬✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✹✾✿✶✷✷✺✕✶✷✺✾✳

❘✳ ❉✐❡t③ ✫ ❉✳ ❍❛✉r✐♥ ✭✷✵✵✸✮✳ ❵❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ♠✐❝r♦✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❤♦♠❡✲
♦✇♥❡rs❤✐♣✬✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❯r❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✺✹✿✹✵✶✕✹✺✵✳

●✳ ❊♥❣❡❧❤❛r❞t✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❵❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣❄ ❊①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❧♦✇✲✐♥❝♦♠❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❯r❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✻✼✿✷✹✾✕✷✺✽✳

P✳ ❋❧❛t❛✉✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❵❍♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ ❛♥❞ ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✿ ❚❤❡ ❘♦❧❡s ♦❢ ▲❡✈❡r❛❣❡ ❛♥❞
P✉❜❧✐❝ ❍♦✉s✐♥❣✬✳ ◆❇❊❘ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs ✶✵✵✷✶✱ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤✳

P✳ ❋❧❛t❛✉✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❵❍♦♠❡ ♦✇♥❡rs❤✐♣ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ ❆✉str❛❧✐❛✬✳ ❲♦r❦✐♥❣
P❛♣❡r ✶✾✵✱ ▼✉r❞♦❝❤ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳

❊✳ P✳ ●♦ss ✫ ❏✳ ▼✳ P❤✐❧❧✐♣s ✭✶✾✾✼✮✳ ❵❚❤❡ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❍♦♠❡ ❖✇♥❡rs❤✐♣ ♦♥ t❤❡ ❉✉r❛t✐♦♥ ♦❢
❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✬✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❙t✉❞✐❡s ✷✼✭✶✮✿✾✕✷✼✳

❈✳ ●♦✉r✐❡r♦✉①✱ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ❵Ps❡✉❞♦ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ▼❡t❤♦❞s✿ ❚❤❡♦r②✬✳ ❊❝♦♥♦✲

♠❡tr✐❝❛ ✺✷✭✸✮✿✻✽✶✕✼✵✵✳

❆✳ ●r❡❡♥✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❵❏♦❜ ❙❡❛r❝❤ ❙t✉❞②✿ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ▲❛❜♦✉r
❋♦r❝❡ ❙✉r✈❡②✬✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ❘❡♣♦rt ✼✷✻✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ❢♦r ❲♦r❦ ❛♥❞ P❡♥s✐♦♥s✳

❈✳ ●r❡❡♥ ✭✷✵✶✶✮✳ ❵❊♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ ❯♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❏♦❜ ❙❡❛r❝❤ ▼❡t❤♦❞s✿ ❆✉str❛❧✐❛♥ ❊✈✐❞❡♥❝❡
♦♥ ❙❡❛r❝❤ ❉✉r❛t✐♦♥✱ ❲❛❣❡s ❛♥❞ ❏♦❜ ❙t❛❜✐❧✐t②✬✳

❘✳ ●r❡❡♥ ✫ P✳ ❍❡♥❞❡rs❤♦tt ✭✷✵✵✶❛✮✳ ❵❍♦♠❡✲♦✇♥❡rs❤✐♣ ❛♥❞ ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❯❙✬✳
❯r❜❛♥ ❙t✉❞✐❡s ✸✽✿✶✺✵✶✕✶✺✷✵✳

❘✳ ●r❡❡♥ ✫ P✳ ❍❡♥❞❡rs❤♦tt ✭✷✵✵✶❜✮✳ ❵❍♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ ❛♥❞ t❤❡ ❉✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✿
❆ ❚❡st ♦❢ t❤❡ ❖s✇❛❧❞ ❍②♣♦t❤❡s✐s✬✳ ◆❜❡r ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✱ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❘❡s❡❛r❝❤✳

✸✸



P✳ ●r❡❣❣ ✫ ❏✳ ❲❛❞s✇♦rt❤ ✭✶✾✾✻✮✳ ❵❍♦✇ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❆r❡ ❙t❛t❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t ❆❣❡♥❝✐❡s❄ ❏♦❜✲
❝❡♥tr❡ ❯s❡ ❛♥❞ ❏♦❜ ▼❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❇r✐t❛✐♥✬✳ ❖①❢♦r❞ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s

✺✽✿✹✹✸✕✹✻✼✳

◆✳ ❍❛✈❡t ✫ ❆✳ P❡♥♦t ✭✷✵✶✵✮✳ ❵❉♦❡s ❍♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ ❍❛r♠ ▲❛❜♦✉r ▼❛r❦❡t P❡❢♦r♠❛♥❝❡❄✬✳
❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✶✵✶✷✱ ●❆❚❊ ▲②♦♥✕❙t ❊t✐❡♥♥❡✳

❆✳ ❍❡♥❧❡② ✭✶✾✾✽✮✳ ❵❘❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ▼♦❜✐❧✐t②✱ ❍♦✉s✐♥❣ ❊q✉✐t② ❛♥❞ t❤❡ ▲❛❜♦✉r ▼❛r❦❡t✬✳ ❚❤❡

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ✶✵✽✿✹✶✹✕✹✷✼✳

❍✳ ❍♦❧③❡r ✭✶✾✽✽✮✳ ❵❙❡❛r❝❤ ▼❡t❤♦❞ ❯s❡ ❜② ❯♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❨♦✉t❤✬✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▲❛❜♦r ❊❝♦♥♦♠✐❝s

✻✭✶✮✿✶✕✷✵✳

●✳ ❍✉❣❤❡s ✫ ❇✳ ▼❝❈♦r♠✐❝❦ ✭✶✾✽✶✮✳ ❵❉♦ ❈♦✉♥❝✐❧ ❍♦✉s✐♥❣ P♦❧✐❝✐❡s ❘❡❞✉❝❡ ▼✐❣r❛t✐♦♥
❇❡t✇❡❡♥ ❘❡❣✐♦♥s❄✬✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ✾✶✿✾✶✾✕✾✸✼✳

●✳ ❍✉❣❤❡s ✫ ❇✳ ▼❝❈♦r♠✐❝❦ ✭✶✾✽✼✮✳ ❵❍♦✉s✐♥❣ ▼❛r❦❡ts✱ ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ ▲❛❜♦✉r ▼❛r❦❡t
❋❧❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❯❑✬✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✸✶✿✻✶✺✕✻✹✺✳

●✳ ❍✉❣❤❡s ✫ ❇✳ ▼❝❈♦r♠✐❝❦ ✭✷✵✵✵✮✳ ❵❍♦✉s✐♥❣ P♦❧✐❝② ❛♥❞ ▲❛❜♦✉r ▼❛r❦❡t P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✬✳
❚❡❝❤✳ r❡♣✳✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❚r❛♥s♣♦rt ❛♥❞ t❤❡ ❘❡❣✐♦♥s✱ ▲♦♥❞♦♥✳

❏✳ ❑❛♥t♦r✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❵❍♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣✱ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s✬✳ ❉✐s✲
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