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❆❜str❛❝t

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✽✵s✱ ❧❛❜♦✉r ❞❡♠❛♥❞ ❤❛s s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞ ♠♦r❡ ❡❞✉❝❛t❡❞ ✇♦r❦✲

❡rs ✐♥ t❤❡ ❯❙✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢

s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs ❤❛s r✐s❡♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✉♥s❦✐❧❧❡❞✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ❡①✲

♣❧❛✐♥ ✇❤② ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇❛s st❛❣♥❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✶✾✽✵s✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r s✉❣❣❡sts ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ st♦r②✿ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇ ❣♦♦❞s ✐♥✈♦❧✈❡s ❛

✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❋♦r❞✲st②❧❡ ♠❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ♠♦r❡ ❞✐✈❡rs✐✜❡❞ ♦♥❡ ❤❛s

s❤✐❢t❡❞ ❧❛❜♦✉r ❞❡♠❛♥❞ t♦✇❛r❞ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❙❦✐❧❧ ❉❡♠❛♥❞❀ ♣r♦❞✉❝t ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥❀ ✐♥❡q✉❛❧✐t②❀ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

❏❊▲ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❊✷✹✱ ❊✸✷✱ ❏✸✶✱ ▲✶✱ ❖✸✱ ❖✹

∗❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❲❛r✇✐❝❦✱ ❈✳❍✳◆❛♠❅✇❛r✇✐❝❦✳❛❝✳✉❦✳ ■ ❛♠ ✈❡r②

❣r❛t❡❢✉❧ t♦ Pr♦❢❡ss♦rs ▼✐❦❡ ❲❛t❡rs♦♥ ❛♥❞ ❚❤✐❥s ✈❛♥ ❘❡♥s ❢♦r t❤❡✐r ❤❡❧♣❢✉❧ ❛❞✈✐❝❡ ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s✳

■ ❛♠ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ Pr♦❢❡ss♦rs ❉❛✈✐❞ ❆✉t♦r✱ P❛✉❧ ❇❡❛✉❞r②✱ ❙❛s❝❤❛ ❇❡❝❦❡r✱ ❉❛✈✐❞ ❈❛r❞✱ ▼✐❝❤❛❡❧

▼❝▼❛❤♦♥✱ ❖♠❡r ▼♦❛✈✱ P❛✉❧♦ ❙❛♥t♦s ▼♦♥t❡✐r♦✱ ❘♦❜❡rt♦ P❛♥❝r❛③✐✱ ❏♦❤♥ ✈❛♥ ❘❡❡♥❡♥ ❛♥❞ ❋❛❜✐❛♥

❲❛❧❞✐♥❣❡r ❢♦r t❤❡✐r ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts✳

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✇❛❣❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❤❛s r✐s❡♥ s✐❣✲

♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❯❙ s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✽✵s✳ ❚❤❡ ❯❑ ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛ s❤❛r♣ r✐s❡ ✐♥ t❤❡

✇❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s tr❡♥❞ ✐s ❧❡ss str♦♥❣ ✐♥ ❝♦✉♥tr✐❡s

s✉❝❤ ❛s ●❡r♠❛♥② ❛♥❞ ❙✇❡❞❡♥ ✭▼❛❝❤✐♥ ❛♥❞ ✈❛♥ ❘❡❡♥❡♥✱ ✶✾✾✽✮✱ t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ ❧❛❜♦✉r

❞❡♠❛♥❞ t♦✇❛r❞ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✜♥❞✐♥❣ ✐♥ ♠❛♥② ✐♥❞✉str✐❛❧✐③❡❞

❝♦✉♥tr✐❡s✳

❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❡✳❣✳✱ ❆✉t♦r✱ ❑❛t③ ❛♥❞ ❑r✉❡❣❡r✱ ✶✾✾✽❀

❑❛t③ ❛♥❞ ▼✉r♣❤②✱ ✶✾✾✷❀ ❆✉t♦r✱ ❑❛t③ ❛♥❞ ❑❡❛r♥❡②✱ ✷✵✵✽✮ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤✐s s❤✐❢t t♦

t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✿ t❤❛t r❡❝❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❡♥❞ t♦ ❢❛✈♦✉r s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ s❦✐❧❧✲

❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✭❙❇❚❈✮ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳✶

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛✲

t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡s ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❣♦♦❞s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❛♥ ❜❧✉❡ ❝♦❧❧❛r

✇♦r❦❡rs✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ✇❛❣❡✱

❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❜②

❛ss✉♠✐♥❣ s✐♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❣♦♦❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❧❛r❣❡❧② ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡

r♦❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✳ ■t ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ r✐s✐♥❣ ✇❛❣❡ ❣❛♣ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢

t❤❡ r✐s✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✇♦r❦❡rs✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ❛♥❞ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r

✇♦r❦❡rs ❝♦♥st✐t✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉t✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡♠❛♥❞

❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs r✐s❡s ♥♦t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❣r♦✇✐♥❣ ❢❛st❡r✱

❜✉t ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t② r❡q✉✐r❡s ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❛s ❛ ✜①❡❞

✐♥♣✉t✳✷ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ ♠♦❜✐❧❡ ♣❤♦♥❡✱ ♠❛♥② ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡❡rs✱ ❞❡s✐❣♥❡rs✱ ♠❛r❦❡t✐♥❣ ❡①♣❡rts✱ ♣r♦❥❡❝t ♠❛♥❛❣❡rs ❛♥❞ ♦t❤❡r

❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡ s✉♣♣♦rt st❛✛ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤✐s

✈✐❡✇ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r

✶❆✉t♦r✱ ❑❛t③ ❛♥❞ ❑r✉❡❣❡r ✭✶✾✾✽✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡✲❣r❛❞✉❛t❡

✇♦r❦❡rs ❤❛❞ r✐s❡♥ ❢❛st❡r ✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❡r✲✐♥t❡♥s✐✈❡ ✐♥❞✉str✐❡s✳
✷❚❤❡r❡ ✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♥♦♥♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♦✈❡r❤❡❛❞

❧❛❜♦✉r ♦r q✉❛s✐✲✜①❡❞ ✭❘❛♠❡② ✶✾✾✶❀ ◆❡❦❛r❞❛ ❛♥❞ ❘❛♠❡② ✷✵✶✸❀ ●✉❥❛r❛t✐ ❛♥❞ ❉❛rs✱ ✶✾✼✷✮
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❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐s ♠♦r❡ r✐❣✐❞ ✭❍❛♠❡r♠❡s❤✱ ✶✾✾✸✮✳

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥❡✇ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ s❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞ ❝❤❛♥❣❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠

t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤❡ ✶✾✽✵s ✐♥ t❤❡ ❯❙✱ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞r❛♠❛t✲

✐❝❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❋♦r❞ st②❧❡ st❛♥❞❛r❞✐s❡❞

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t♦✇❛r❞ ♠♦r❡ ❞✐✈❡rs✐✜❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✧❋❧❡①✐❜❧❡ ▼❛♥✉❢❛❝✲

t✉r✐♥❣ ❙②st❡♠✧ ✭▼✐❧❣r♦♠ ❛♥❞ ❘♦❜❡rts✱ ✶✾✾✵❀ ▼❛♥s✜❡❧❞✱ ✶✾✾✸✮✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t

s✉❝❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳

■t ✐s ♣✉③③❧✐♥❣✱ ❛s ❈❛r❞ ✫ ❉✐◆❛r❞♦ ✭✷✵✵✷✮ ♣♦✐♥t ♦✉t✱ t❤❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦✉r

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ✇❛s st❛❣♥❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✶✾✽✵s✱ ✇❤✐❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❙❇❚❈ t❤❡♦✲

r✐❡s ✇♦✉❧❞ ♣r❡❞✐❝t t❤❛t t❤✐s ✇❛s t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r

❧❛❜♦✉r ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✳ ❆s ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s

t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ❛♥❞ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✱

✐t ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝✲

t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ✐♥ ✶✾✽✵s ✭❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ✶✾✾✽❀ ❇❡❛✉❞r②✱ ✷✵✵✸✮✳

❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥s ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ♥♦t

r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✶✾✽✵s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ s✉❣❣❡sts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♣❡r✐♦❞ ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t②✱ r❛t❤❡r

t❤❛♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦✉t♣✉t✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ✜①❡❞ ✐♥♣✉t✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥

t❤❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦✉r ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r t❤❡♠ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ●❉P ❛♥❞ t❤❡✐r ✇❛❣❡✳

❲❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ♣❡r ♣r♦❞✉❝t✱ ❜✉t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ●❉P ❣r♦✇t❤✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐t❡✲

❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳✸ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❡t② ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♠♦r❡ r✐❣✐❞

t❤❛♥ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ q✉❛♥t✐t②✳ ■❢ s♦✱ ❞✉r✐♥❣ ❜♦♦♠s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts

✸❚❤✐s ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ●✉❥❛r❛t✐ ❛♥❞ ❉❛rs ✭✶✾✼✷✮✱ ✇❤♦ s❛✐❞ ✧■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✇❛❣❡s ♣❛✐❞

t♦ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦sts ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤♦s❡ ♣❛✐❞ t♦ ♥♦♥✲

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♠♦st❧② ✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦r ✜①❡❞ ❝♦sts✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✳✧

❖✉r ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t ❛ s❤♦rt✲r✉♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥

♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t②✱ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❣r♦✇t❤

♦❢ ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t②✱ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r

✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳

✸



r❡♠❛✐♥s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❞✐✈❡rt❡❞ ❢r♦♠ ✜①❡❞

❢❛❝t♦rs t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❜♦t❤ ♣r♦✲❝②❝❧✐❝❛❧✐t② ♦❢

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r✲❝②❝❧✐❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❦✐❧❧✲✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱

❛s t❤❡ ✇❛❣❡ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t② ✐♥

t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳✹

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♥♦t t❤❡ ✜rst t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♦♥ s❦✐❧❧✲

❜✐❛s❡❞ ❝❤❛♥❣❡✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❳✐❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮✱ ❚❤♦❡♥✐❣ ❛♥❞ ❱❡r❞✐❡r ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ❙❛♥❞❡rs

✭✷✵✵✷✮ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ♥❡✇ ❣♦♦❞s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♠♦r❡ s❦✐❧❧✲✐♥t❡♥s✐✈❡✳ ❚❤❡② ❛❧❧ ❛ss✉♠❡ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs

❝♦♥st✐t✉t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉t ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙❇❚❈ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥

t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r

✇♦r❦❡rs r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❣♦♦❞s ❛r❡ ♠♦r❡

s❦✐❧❧✲✐♥t❡♥s✐✈❡ ♦r ♥♦t✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✐❧❧✉str❛t❡s r❡❝❡♥t ❧❛❜♦✉r

♠❛r❦❡t tr❡♥❞s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥ s❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞

t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❚❤❡ ❯❙ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t tr❡♥❞

❚❤❡ tr❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇❛❣❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❧❧❡❣❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ❡❞✉❝❛t❡❞ ✇♦r❦❡rs ✐♥

t❤❡ ❯❙ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ ✇❛❣❡ ❣❛♣ ✇❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❧♦✇❧② ✉♥t✐❧ ❡❛r❧② ✶✾✼✵s✱

❛♥❞ t❤❡♥ ✐t ❜❡❣❛♥ t♦ ❢❛❧❧ ❜❡❢♦r❡ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✶✾✽✵s✱ t❡♠♣❡r✐♥❣ t♦

s❧♦✇❡r✱ ❜✉t st✐❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣r♦✇t❤ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✶✾✾✵✲✷✵✵✵s✳ ❚❤❡ ❞r❛♠❛t✐❝ s❤✐❢t ✐♥

t❤❡ ✶✾✽✵s ❞r❡✇ ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉s♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡

❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ P❈s ✐♥ t❤❡ ✶✾✽✵s ✇❛s t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r ✐t✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✇❛s ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ s✉❝❤ ❛ s❤✐❢t ✐s ♥♦t ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡

❯❙✳ ▼❛❝❤✐♥ ❛♥❞ ✈❛♥ ❘❡❡♥❡♥ ✭✶✾✾✽✮ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❯❙✱ t❤❡ ❯❑✱ ●❡r♠❛♥②✱ ❏❛♣❛♥✱

❋r❛♥❝❡✱ ❉❡♥♠❛r❦✱ ❛♥❞ ❙✇❡❞❡♥✱ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t s❤❛r❡ ❛♥❞

✹❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ❛♥❞ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ✐♥✲

❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳

✹



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈♦❧❧❡❣❡✴❍✐❣❤s❝❤♦♦❧ ❣r❛❞✉❛t❡s ✇❛❣❡ r❛t✐♦✱ ✶✾✻✸✲✷✵✵✽

❙♦✉r❝❡✿ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ✫ ❆✉t♦r ✭✷✵✶✵✮

✇❛❣❡✲❜✐❧❧ s❤❛r❡ ♦❢ ♥♦♥✲♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇♦r❦❡rs r♦s❡ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

✇❛❣❡ ❣❛♣ r❡♠❛✐♥❡❞ st❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯❙ ❛♥❞ t❤❡ ❯❑✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t s❤❛r❡ r♦s❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s❤✐❢t

✐♥ ❧❛❜♦✉r ❞❡♠❛♥❞ t♦✇❛r❞ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❡①✐st❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤♦s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s

❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✇❛❣❡ ❣❛♣ ❞✐❞ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡♠✳✺

❙❇❚❈ ❛♥❞ t❤❡ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② P✉③③❧❡

❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❙❇❚❈ ❤❛s ✉t✐❧✐③❡❞ t❤❡ s✐♠♣❧❡ t✇♦ ❢❛❝t♦r ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥

t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ s❦✐❧❧ ❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t

t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t ✲ s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r ❛♥❞ ✉♥s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✳ ❚❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ✐s ❛s ❜❡❧♦✇✿✻

Qt = [αt (atNs,t)
ρ + (1− αt) (btNu,t)

ρ]
1

ρ , 0 < ρ < 1 ✭✶✮

❍❡r❡✱ Qt ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛t t✐♠❡ t✱ Ns,t ✐s t❤❡ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t ♦❢ s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛t

✺❚❤❡ ✇❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦♥✲♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇♦r❦❡rs ✐♥ ❙✇❡❞❡♥

❞❡❝❧✐♥❡❞ s❧✐❣❤t❧② ❢r♦♠ ✶✳✺✹✾ ✐♥ ✶✾✼✼ t♦ ✶✳✺✵✾ ✐♥ ✶✾✽✾✱ ❜✉t t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t s❤❛r❡ ♦❢ ♥♦♥✲♣r♦❞✉❝t✐♦♥

✇♦r❦❡rs r♦s❡ ❢r♦♠ ✵✳✷✽✽ t♦ ✵✳✸✵✸✳
✻❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❆✉t♦r ✭✷✵✶✵✮ ❝❛❧❧❡❞ ✐t ❛s t❤❡ ✬❝❛♥♦♥✐❝❛❧✬ ♠♦❞❡❧

✺



t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ❣r❛❞✉❛t❡❞ ✇♦r❦❡rs ♦r ✇❤✐t❡✲

❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳ Ns,t ✐s t❤❡ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t ♦❢ ✉♥s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ♦r ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳ at ✐s t❤❡ s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✲

❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ bt ✐s t❤❡ ✉♥s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ αt

❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✳

❈❛♣✐t❛❧ ✐s ❡✐t❤❡r ♥♦♥✲❡①✐st❡♥t ♦r s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

❙♦✉r❝❡✿ ❈❛r❞ ✫ ❉✐◆❛r❞♦ ✭✷✵✵✷✮✱ ▲❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣❡r ❤♦✉r✱ ♥♦♥✲❢❛r♠ ❜✉s✐♥❡ss

s❡❝t♦r

❙❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ at r❡❧✲

❛t✐✈❡ t♦ bt ♦r ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ αt✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐s

s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✉♥❧❡ss t❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ❧❛❜♦✉r

❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦✛s❡t t❤❡ r✐s❡ ✐♥ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ❧❛❜♦✉r ❛✉❣✲

♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈❛r❞ ❛♥❞ ❉✐◆❛r❞♦ ✭✷✵✵✷✮✱ t❤❡ ♣✉③③❧✐♥❣

❢❛❝t ✐s t❤❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇❛s st❛❣♥❛♥t ✐♥ t❤❡ ✶✾✽✵s ✐♥ t❤❡

❯❙✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ ❧❛❜♦✉r ❞❡♠❛♥❞ ✇❛s ♠♦st ❞r❛♠❛t✐❝✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡

s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ✇❤❡r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✼✾ ❛♥❞ ✶✾✽✻✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ❛♥❞ ✐ts ❧❡✈❡❧ ✇❛s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ tr❡♥❞✳

❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦✲

❡rs s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ❞✉r✐♥❣ ✶✾✽✵s✱ ❛♥❞ ♦✛s❡t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r

✻



✇♦r❦❡rs✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ♥♦t r❡❛❧✐③❡❞

✐♥ t❤❡ ✶✾✽✵s✳

✸ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥

❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ❧❛r❣❡❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛r❣❡❧② ✐❣♥♦r❡❞ t❤❡

r♦❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♦♥ ❙❇❚❈✳✼ ❚❤❡② ❛ss✉♠❡ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❣♦♦❞

❛♥❞ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ P❈✱ ❛♠♣❧✐✜❡❞ t❤❡

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ❣r❛❞✉❛t❡ ✇♦r❦❡rs r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤❡r❡ ✐s

♥♦ ♣❧❛❝❡ ❢♦r ♣r♦❞✉❝t ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❆ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦

♠❡❛s✉r❡✳ ●r❡❡♥✇♦♦❞ ❛♥❞ ❯②s❛❧ ✭✷✵✵✺✮ ✉t✐❧✐③❡ t❤❡ tr❛❞❡♠❛r❦ r❡❣✐str❛t✐♦♥ st❛t✐st✐❝s

❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t②✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ tr❡♥❞ ♦❢ tr❛❞❡♠❛r❦ r❡❣✐str❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❯❙ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✺✵ ❛♥❞ ✷✵✵✽✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❞❡♠❛r❦ r❡❣✐str❛t✐♦♥s ❤❛s r✐s❡♥

st❡❛❞✐❧② s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✽✵s✱ ❛ tr❡♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ r✐s✐♥❣ ✇❛❣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

♦❢ t❤❡ ✶✾✽✵s✳✽

❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥

♦♥ ❙❇❚❈✳ ❳✐❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❣♦♦❞s ❢❛✈♦✉rs s❦✐❧❧❡❞

❧❛❜♦✉r ❜❡❝❛✉s❡ ♥❡✇ ❣♦♦❞s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ s❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛♥

❡①✐st✐♥❣ ❣♦♦❞s✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❣♦♦❞✬s ❛✈❡r❛❣❡ s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r

✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✹✵✪ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦❧❞ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ❯❙ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

✐♥❞✉str✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛t❡ ✶✾✼✵s ❛♥❞ ✶✾✽✵s✳

❚❤♦❡♥✐❣ ❛♥❞ ❱❡r❞✐❡r ✭✷✵✵✸✮ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ❢r♦♠ s♦✉t❤✲

❡r♥ ❧♦✇✲✇❛❣❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥❞✉❝❡s ♥♦rt❤❡r♥ ❝♦✉♥tr✐❡s t♦ ❛❞♦♣t s❦✐❧❧❡❞✲❧❛❜♦✉r ✐♥t❡♥s✐✈❡

t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❤❛r❞❡r ❢♦r s♦✉t❤❡r♥ ❝♦✉♥tr✐❡s t♦ ✐♠✐t❛t❡✳ ■t ✐s ❛s✲

s✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♥❡✇ ❣♦♦❞s ✐s ♠♦r❡ s❦✐❧❧ ✐♥t❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ ♦❧❞

✼❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt ♦❢ ❘✫❉ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ P❡tr✐♥ ❛♥❞ ❲❛r③②♥s❦✐ ✭✷✵✶✷✮✱ ✼✹✪ ♦❢ t♦t❛❧ ❘✫❉ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✐s ❢♦r ♣r♦❞✉❝t

✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❉❡♥♠❛r❦✳
✽❳✐❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮ ❛ttr✐❜✉t❡s t❤❡ s✉r❣❡ ✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✶✾✽✵s t♦ t❤❡ ❜✉rst ♦❢ ♥❡✇ ♣r♦❞✉❝ts✱

✧s✉❝❤ ❛s ✜❜❡r ♦♣t✐❝ ❝❛❜❧❡s✱ ❲✐♥❞♦✇s s❡r✐❡s s♦❢t✇❛r❡✱ ❱❈❘s ❛♥❞ s♦❢t ❝♦♥t❛❝t ❧❡♥s✳✧
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚❤❡ tr❛❞❡♠❛r❦ r❡❣✐str❛t✐♦♥

❙♦✉r❝❡✿ ❲■P❖✱ ✏❲♦r❧❞ ■♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧ Pr♦♣❡rt② ■♥❞✐❝❛t♦rs✑

❣♦♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ s♦✉t❤❡r♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡✳ ◆♦rt❤❡r♥ ✜r♠s ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦

❛❞♦♣t t❤❡ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✇✐t❤ s♦✉t❤❡r♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

❙❛♥❞❡rs ✭✷✵✵✷✮ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ ❣♦♦❞s ✐s s❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞ ❜❡✲

❝❛✉s❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❣♦♦❞s r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✱ ✇❤♦ ❝❛♥ ✢❡①✐❜❧② ❞❡❛❧

✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ❧✐❢❡

❝②❝❧❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛ss✉♠❡s t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇ ♣r♦❞✉❝ts

✐♥❝r❡❛s❡s s❦✐❧❧ ❞❡♠❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♥❡✇ ❣♦♦❞s ✐s ♠♦r❡ s❦✐❧❧✲

✐♥t❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ ♦❧❞ ❣♦♦❞s✳✾

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② tr✉❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♥❡✇ ❣♦♦❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r♦❞✉❝t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ r❡❝❡♥t ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡

✐P❤♦♥❡ ✹ ✇❤✐t❡ ❝♦❧♦✉r ✈❡rs✐♦♥ ❜② ❆♣♣❧❡✳ ■t ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝♦❧♦✉r ✈❡rs✐♦♥

❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝♦❧♦✉r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧❛❝❦

❝♦❧♦✉r ✈❡rs✐♦♥✳✶✵ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r♦❞✉❝t ❞✐✛❡r✲

✾❚❤✐s ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ ◆❡❧s♦♥ ❛♥❞ P❤❡❧♣s ✭✶✾✻✻✮ ✇❤♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t ♠♦r❡ ❡❞✉❝❛t❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡

♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❞♦♣t t❤❡ ❧❛t❡st ✈✐♥t❛❣❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧②✳
✶✵❍♦✇❡✈❡r✱ ❆♣♣❧❡ s♣❡♥t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦♥ ❘✫ ❉ ✭❜❡❝❛✉s❡ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ✇❤✐t❡r ✐♥✈♦❧✈❡s

s♦♠❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✲ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❯❱ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐ss✉❡✮ s✐♠♣❧② t♦ ♠❛❦❡ ✐t ✇❤✐t❡✳
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❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ♥❡✇ ❣♦♦❞s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♠♦r❡

s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♥❡✇ ❣♦♦❞s ✐♥❝r❡❛s❡s

t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

s♦♣❤✐st✐❝❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t ✇❤✐❝❤ ✐s ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞

✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳

❚❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦st

■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❛ ✜①❡❞ ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r

✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉t✳ ❈❛♣✐t❛❧ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❜♦t❤ ✜①❡❞ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rts✳

❋✐r♠s ❝❛♥ ♣❛② ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✐♥♣✉t ♦♥❧② ✐❢ t❤❡✐r ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦✜t ✭❂ r❡✈❡♥✉❡ ✲ ✈❛r✐❛❜❧❡

❝♦st✮ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✜r♠s ❝❛♥ ♣❛② ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✐♥♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s

❜♦t❤ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ❧❛❜♦✉r ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧✱ ♦♥❧② ✐❢ ♣r✐❝❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♠❛r❣✐♥❛❧

❝♦st✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦ ♠✉st ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t♦t❛❧

✜①❡❞ ❝♦st t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❤❡r❡✿

WBw + r · kf
WBb + r · kv

= µ̂ ✭✷✮

WBw ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛❣❡ ❜✐❧❧ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✱ ❛♥❞ WBb ✐s t❤❡ t♦t❛❧

✇❛❣❡ ❜✐❧❧ ❢♦r ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳ r · kf ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦♥ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧✱

❛♥❞ r · kv ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢

❝♦♥st❛♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ❢r❡❡ ❡♥tr② ❛♥❞ ❡①✐t✱ t❤❡ r❛t✐♦ µ̂♠✉st ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s µ =
P −MC

MC
✳✶✶ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ µ̂ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❯❙ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

❞❛t❛ ♦✈❡r ✶✾✼✵✲✶✾✾✷ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ µ✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ✇❛❣❡ ❜✐❧❧ ❢♦r ❜♦t❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ ♥♦♥✲♣r♦❞✉❝t✐♦♥

✇♦r❦❡rs ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ◆❇❊❘✲❈❊❙ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ■♥❞✉str②

❉❛t❛❜❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆❙▼ ✭❆♠❡r✐❝❛♥ ❙✉r✈❡② ♦❢ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs✮✳ ❚❤❡

✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❇❛❛ r❛t❡❞ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❜♦♥❞ r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠

✶✶❲❤✐❧❡ ♠❛r❦✲✉♣ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st✱ µ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡

♣r♦✜t ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✳ µ = ♠❛r❦✲✉♣−1

✾



❋✐❣✉r❡ ✹✿ ▼❛r❦✲✉♣ ✈s ■♠♣❧✐❡❞ ▼❛r❦✲✉♣

t❤❡ ❋❘❇ ✭❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇♦❛r❞✮✳ ❚❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❯✳❙✳ ❇✉r❡❛✉ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦✲✉♣ ✐s ❢r♦♠ ❖❧✐✈❡✐r❛ ▼❛rt✐♥s ❡t ❛❧✳✭✶✾✾✻✮✳ ■♥ t❤❛t ♣❛♣❡r✱

t❤❡ ♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦s ❢♦r ✸✻ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❡s ✐♥ t❤❡ ❯❙ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦✈❡r

✶✾✼✵✲✶✾✾✷ ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❘♦❡❣❡r ✭✶✾✾✺✮✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦

✐s ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❛❧❧ ✐♥❞✉str② ❣r♦✉♣s ✐♥ ❖❧✐✈❡✐r❛ ▼❛rt✐♥s ❡t

❛❧✳✭✶✾✾✻✮ s❤♦✇❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s

❢♦r ✷✻ ✐♥❞✉str② ❣r♦✉♣s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ♠❛r❦✲✉♣

r❛t✐♦s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✉str② ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

❚❤❡ r❡♥t❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✱ r✱ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❖❧✐✈❡✐r❛ ▼❛rt✐♥s ❡t ❛❧✳✭✶✾✾✻✮✿

r = ((i− π) + δ) · pk ✭✸✮

❍❡r❡✱ i ✐s ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❇❛❛ r❛t❡❞ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❜♦♥❞

r❛t❡ ✭❜② ▼♦♦❞✐❡s✮✳ π ✐s t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❛♥❞ δ ✐s t❤❡ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

s❡t t♦ ✺✪ ♣❡r ②❡❛r✳ pk ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❣♦♦❞✳

❖♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐s

✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣❧❛♥t ❛♥❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧

❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ✐s

✶✵



t❤❛t ❜✉✐❧❞✐♥❣s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛❞❥✉st❡❞ ♠♦r❡ r✐❣✐❞❧② t❤❛♥ ❡q✉✐♣♠❡♥t ♦r ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❤❡❛❞✲q✉❛rt❡r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢❛❝t♦r② ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤

❛ ✜r♠✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❡q✉✐♣♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ❢❛❝t♦r②

✭✉♣t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ❛ ❝r✉❞❡ ♠❡❛s✉r❡ ❛s s♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ ❡q✉✐♣♠❡♥t

♦r ✈❡❤✐❝❧❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❛s ✇❡❧❧✳✶✷

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ µ ❛♥❞ µ̂ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤♦s❡ ✐♥❞✉str✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r s❤❛r❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦sts✱ s✉❝❤ ❛s ❖✣❝❡

✫ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❉r✉❣ ✫ ▼❡❞✐❝✐♥❡ ❛♥❞ ❘❛❞✐♦✱ ❚❱ ✫ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❛❧s♦

s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦✳ ❚❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r s❤❛r❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦st✱

s✉❝❤ ❛s ❋♦♦❞ Pr♦❞✉❝ts ❛♥❞ P❡tr♦❧ ❘❡✜♥❡r✐❡s✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ♠❛r❦✲✉♣

r❛t✐♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ✐♥❞✉str✐❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❚♦❜❛❝❝♦ ✐♥❞✉str✐❡s✱ s❤♦✇ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r

♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦ t❤❛♥ ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦st t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st✳ ❚❤✐s

♠❛② s✉❣❣❡st t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❡①❝❡ss ♣r♦✜t ❞✉❡ t♦ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r✳

✹ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ♣❡♦♣❧❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ q✉❛♥t✐t②

♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ P❡♦♣❧❡ ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ s✉❜st✐t✉t❡ s♦♠❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ q✉❛♥t✐t② ❢♦r

♠♦r❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥ ❑r✉❣♠❛♥ ✭✶✾✼✾❜✮✱ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❣♦♦❞s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❜✉t ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇

❣♦♦❞s t♦ ❣❛✐♥ ♠♦r❡ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣♦✇❡r✳ ❚♦ ❝❛♣t✉r❡ s✉❝❤ ❛ ✧❧♦✈❡ ♦❢ ✈❛r✐❡t②✧✱ t❤✐s

♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ✉t✐❧✐③❡ ❉✐①✐t✲❙t✐❣❧✐t③ ✭✶✾✼✼✮ st②❧❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♦♥❧② ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ❧❛❜♦✉r ✶✸ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ✜①❡❞

❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❛t ♦♥❧② ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ❧❛❜♦✉r ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t✳

■t ✐s ❛ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ✐❢ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t

✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s

✶✷❆s ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ t❡r♠ ✧✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧✧ ♠❡❛♥s t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s

♥♦t ❛❞❥✉st ❛s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥✳
✶✸■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✬✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✬ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✬♥♦♥✲♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇♦r❦❡rs✬✱

❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ t❤❛♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇♦r❦❡rs✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✬❜❧✉❡✲

❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✬ ✐s s②♥♦♥②♠♦✉s ✇✐t❤ ✬♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇♦r❦❡rs✬✳
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t❤❛t ❧❛❜♦✉r ❞❡♠❛♥❞ s❤✐❢ts t♦✇❛r❞ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞

❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t r✐s❡s✳

✹✳✶ ❯t✐❧✐t②

❈♦♥s✉♠❡r ✉t✐❧✐t② ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞ x✿

U = u(x) ✭✹✮

u′ > 0, u′′ < 0

❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞✱ x✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❜❡❧♦✇✿

x =

(
ˆ N

0

q(i)ρdi

) 1

ρ

0 < ρ < 1

❍❡r❡✱ i ∈ [0, N ] ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t②✱ ✇❤❡r❡ N r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✈❛r✐❡t② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✭N ∈ R++✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ρ

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❣♦♦❞s✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ρ ✐s✱ t❤❡

❧♦✇❡r t❤❡ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ✐s✳ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s 1
1−ρ

✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ q✱ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ x✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❛s ❜❡❧♦✇✿

q =

ˆ N

0

q(i)di

●✐✈❡♥ q✱ x ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ◆✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✈❛r✐❡t② ❣✐✈❡♥

t❤❡ s❛♠❡ t♦t❛❧ q✉❛♥t✐t②✳

✹✳✷ ❋✐r♠✬s ♣r♦❜❧❡♠

❊❛❝❤ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❣♦♦❞ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❜✉t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡❣✐♥ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✜r♠ ❡♠♣❧♦②s ❜♦t❤ ✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ❛♥❞ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❜♦✈❡ ❛

♠✐♥✐♠✉♠ r❡q✉✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ✭l̄✱ k̄✮✳

qi = A · (lbi )
α · (kv

i )
1−α if lwi ≥ l̄ & kf

i ≥ k̄

✶✷



❍❡r❡✱ qi ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❣♦♦❞ i✱ lbi ✐s t❤❡ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t

❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❣♦♦❞ i✳ ❆s ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♦♥❧② ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❝♦♥st✐t✉t❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t✱ t❤❡✐r ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t✳

kv
i ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥♣✉t ❢♦r ❣♦♦❞ i✳ A r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢

♥❡✉tr❛❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❛✉❣♠❡♥ts ❡✈❡r② ❢❛❝t♦r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛t❡❧②✳✶✹

❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ✐s ❝♦♥st❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

❡①❤✐❜✐ts ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✜r♠ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ♥♦t t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡

t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✇❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ♦r ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❝♦♥♦♠② ♦❢ s❝♦♣❡✱ s♦ ❡✈❡r②

✜r♠ ♣r♦❞✉❝❡s ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❛r✐❡t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

✐♥❝r❡❛s❡s ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ✐♥❝r❡❛s❡s✳✶✺ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st✱ c(qi)✱ ✐s✿

c(qi) =mc · qi

=Wb · l
b
i + r · kv

i

❍❡r❡✱ mc ✐s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✳ Wb ✐s t❤❡ ✇❛❣❡ ❢♦r ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✱ ❛♥❞ r

✐s t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t♦t❛❧ ✇❛❣❡ ❜✐❧❧ ❢♦r ❜❧✉❡✲

❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❝♦st✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❡✈❡r② ✜r♠

❤❛s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦st str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❣♦♦❞ ✐♥❝✉rs

❛ ✜①❡❞ ❝♦st✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❜♦t❤ ❛ ✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥♣✉t✿

fixed cost = Ww · l̄ + r · k̄

❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❧② ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳

Ww ✐s t❤❡ ✇❛❣❡ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✱ ❛♥❞ l̄ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡q✉✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢

✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t ♣❡r ✈❛r✐❡t②✳ ❆s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ❛❜♦✈❡

t❤❛t ❧❡✈❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛t ❛❧❧✱ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r

✶✹❚❋P ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦✉t♣✉t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥♣✉t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

A ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t②♣✐❝❛❧ ❚❋P ✐♥ t❤❛t ✐t ♦♥❧② ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉t ❡①❝❧✉❞✐♥❣

✜①❡❞ ✐♥♣✉t ✇❤✐❧❡ t②♣✐❝❛❧ ❚❋P ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❜♦t❤ ✜①❡❞ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉t✳
✶✺❚❤❡ ❉✐①✐t✲❙t✐❣❧✐t③ s②t❧❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s s✐♥❣❧❡ ♣r♦❞✉❝t ✜r♠✱

✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ r❡❛❧✐t② ♠♦st ✜r♠s ❛r❡ ♠✉❧t✐✲♣r♦❞✉❝t ✜r♠s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s

❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠✉❧t✐✲♣r♦❞✉❝t ✜r♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐✈✐s✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ✜r♠✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❣♦♦❞s✳

✶✸



❧❛❜♦✉r ❢♦r ✜r♠ ✐✱ lwi ✱ ✐s ❛❧✇❛②s ❡q✉❛❧ t♦ l̄✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧

✐s ❛❧✇❛②s k̄✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ r✱ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✜①❡❞

❝❛♣✐t❛❧✳ l̄ ❛♥❞ k̄ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡✈❡r② ✜r♠ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡

♣r♦✜t ♦❢ ❡❛❝❤ ✜r♠ ✐s✿

πi =pi · qi − c(qi)− fixed cost

=(pi −mc) · qi − fixed cost

❋✐r♠ i✬s ♣r♦✜t✱ πi✱ ✐s t♦t❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ♠✐♥✉s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st ❛♥❞ ✜①❡❞

❝♦st✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❡✈❡r② ✜r♠ ❤❛s ♣❛rt✐❛❧ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ♣♦✇❡r✱ ✜r♠s s❡t ♣r✐❝❡ ❤✐❣❤❡r

t❤❛♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡

♠❛r❦✲✉♣ ✐s✳ ❆❧❧ ✜r♠s s❡t t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐❝❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❝✉r✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

❈❊❙ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✿

p∗i =
mc

ρ

mark−up (= µ+ 1) =
p

mc
=

1

ρ

❩❡r♦✲Pr♦✜t ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❋r❡❡ ❡♥tr② ✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ■❢ ❛♥② ✜r♠ ❡❛r♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦✜t✱ ♥❡✇ ✜r♠s ✇✐❧❧ ❡♥t❡r t❤❡

♠❛r❦❡t✱ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ q✉❛♥t✐t② ❢♦r ❡①✐st✐♥❣ ✜r♠s ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢

❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ ✜r♠s ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ③❡r♦ ♣r♦✜t ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❍❡♥❝❡✿

π∗
i =(p∗i −mc) · q∗i − fixed cost

=mc ·

(
1

ρ
− 1

)
· qi − fixed cost = 0

Ww · l̄ + r · k̄ (= fixed cost)

mc · q (= total variable cost)
= µ =

1

ρ
− 1 ✭✺✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮ s❤♦✇s t❤❛t r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ✜①❡❞ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡ ❝♦st ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦✳ ❯♥❞❡r s②♠♠❡tr②✱ ❛❧❧ ✜r♠s ✇✐❧❧

✶✹



♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❣♦♦❞s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥♣✉t ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ qi = q, li = l, ki = k ❢♦r ❛❧❧ i✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ ❧❛❜♦✉r ❞❡♠❛♥❞

t♦✇❛r❞ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✿

✶✳ ♠❛r❦✲✉♣↑ ✿ ❚♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦♥ ✜①❡❞ ❢❛❝t♦rs ✐♥❝r❡❛s❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡

❢❛❝t♦rs✳

✷✳ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❝♦st↓ ✿ ●✐✈❡♥ ❛ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ❢♦r ✜①❡❞ ❢❛❝t♦rs✱ ✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r

❝♦st ✭t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✮ ✇✐❧❧ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❤✐❣❤❡r s❤❛r❡✳

❚❤❡ ♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦ ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛✈❡ r✐s❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜①❡❞

❝❛♣✐t❛❧ ❝♦st ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛✈❡ ❞❡❝❧✐♥❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ❝♦st ❢♦r t✇♦

r❡❛s♦♥s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❝♦st ♣❡r ✈❛r✐❡t② ✐s r · k̄✱ ✇❤❡r❡ t❤❛t ♦❢ ❧❛❜♦✉r ✐s

Ww · l̄✳ ■❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ k̄ ❛♥❞ l̄✱ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ✇❛❣❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❞❡❝r❡❛s❡s

✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❝♦st r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ❝♦st✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❋▼❙

✭❋❧❡①✐❜❧❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❙②st❡♠s✮ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r❡❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧

r❡q✉✐r❡♠❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❡t②✱ k̄✳

✹✳✸ ▼❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❚❤❡ t♦t❛❧ ✇♦r❦❢♦r❝❡✱ L✱ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧②✱ ❛♥❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧②

❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ❧❛❜♦✉r ❛♥❞ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ❧❛❜♦✉r✿

Lb + Lw = L

Lw = N · l̄

Lb = L− Lw = L−N · l̄

Lb ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❛♥❞ Lw ✐s

t❤❡ t♦t❛❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤❡ ❧❛❜♦✉r ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r

✇♦r❦❡rs ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ N ✳ N ✐s

❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t l̄ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s✳ ❚❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢

✶✺



❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❡q✉❛❧s t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ ✇♦r❦❢♦r❝❡✱ L−Lw✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜♦t❤

Lw ❛♥❞ Lb ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② N ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧✿

K = Kv +Kf

Kf = N · k̄

Kv = K −N · k̄

❚❤❡ t♦t❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ K✱ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❣✐✈❡♥ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t

✐♥ t✐♠❡✱ ❜✉t ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt✱ Kv ❛♥❞ ✜①❡❞ ♣❛rt✱ Kf ✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❤♦✇❡✈❡r s❤♦✇ ❤♦✇ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ♦✈❡r t✐♠❡ ✐♥

s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳

❇❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇❛❣❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❚❤❡ ✇❛❣❡ ♦❢ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ❧❛❜♦✉r ✐s s❡t t♦ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡

♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❧❛❜♦✉r ✭▼❘P▲✮✳ ❍❡r❡✱ MRPL = MR × MPL✳ ✶✻ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡

❈❊❙✲♣r❡❢❡r❡♥❝❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮✱ MR = P · ρ✳ P✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t✱

✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ MR = ρ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❣❡ ♦❢ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ✐s✿

Wb =MR ·MPL

=ρ · α · A · (lb)α−1 · (kv)1−α

=ρ · α · A ·

(
Kv

Lb

)1−α

=ρ · α · A ·

(
K −N · k̄

L−N · l̄

)1−α

❲❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇❛❣❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❚❤❡ ✇❛❣❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ❧❛❜♦✉r ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞

s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✐♥♣✉t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✶✻■♥ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♠❛r❦❡t✱ MR < P ✱ ✉♥❧✐❦❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛r❦❡t ✇❤❡r❡

MR = P ✳

✶✻



t❤❡ ✇❛❣❡ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❜♦✉r ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ s✉♣♣❧②

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✿

LD
w = N · l̄

❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ❧❛❜♦✉r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t

♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ t❤❡ ✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t ❢♦r ❡❛❝❤

♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ N ✳

❆s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❈❛s❡❧❧✐ ✭✶✾✾✾✮✱ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ❧❛❜♦✉r ✐s ❡♥❞♦❣❡✲

♥♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❞❡✲♦✛ ♦❢ ✇♦r❦❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❡❞✉❝❛t✐♦♥

❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❛❣❡ ❣❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❜❡ ❛ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡r✱

♠♦r❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ ❜✉t ✐s ❝♦st❧②✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❞✐✛❡rs ❛♠♦♥❣ ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❣❡ ♣r❡♠✐✉♠ ♠✉st ❜❡ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤✐s ❡❞✉❝❛t✐♦♥

❝♦st✳✶✼

❚❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦st ✇✐❧❧ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❣♦ t♦ ❝♦❧❧❡❣❡ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ✇❤✐t❡✲

❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❢♦r ❛ ❧♦✇❡r ✇❛❣❡ ♣r❡♠✐✉♠ t❤❛♥ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦st✱

✇❤♦ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❜❡ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❛s❡❧❧✐ ✭✶✾✾✾✮✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t

❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❝♦st ❢♦❧❧♦✇s ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ [0, σe · Wb]✳ σe ✐s ❛

♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❜♦t❤ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦st✳✶✽ ❆✈❡r❛❣❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦st ❡q✉❛❧s t♦ (σe · Wb)/2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡

❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t♦t❛❧ ❧❛❜♦✉r ❢♦r❝❡✮ ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ ✇❛❣❡ ♣r❡♠✐✉♠ ❛s ❜❡❧♦✇✿

LS
w =

Ww −Wb

σe ·Wb

L = LD
w = N · l̄

∴ Ww = Wb ·

(
1 + σe

Lw

L

)
= Wb ·

(
1 + σe

N · l̄

L

)

✶✼❚❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❝♦st ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❜r♦❛❞❡r t❡r♠s✱ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ♥♦t ♦♥❧② t✉✐t✐♦♥ ❢❡❡ ❜✉t ❛❧s♦

❛♥② ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ♦❢ ❧♦st ❧❛❜♦✉r ✐♥❝♦♠❡✱ ❧♦st ❧❡✐s✉r❡✱ ♣❡rs♦♥❛❧ ❡✛♦rt ❛♥❞ ♦t❤❡r ♦❜st❛❝❧❡s t♦

❡❞✉❝❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❝r❡❞✐t ❝♦♥str❛✐♥ts✳
✶✽❯♥❧✐❦❡ ❈❛s❡❧❧✐ ✭✶✾✾✾✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦st ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛❣❡✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t

t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦st ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✇❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✱ ❛s ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡

♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✉♥s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦✉r✳

✶✼



❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ σe✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❤✐❣❤❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦st✱ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✇❤✐t❡✲

❝♦❧❧❛r ✇❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ❜② ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ❧❛❜♦✉r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ N ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇❛❣❡ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞

❢♦r t❤❡♠✳

■♥t❡r❡st r❛t❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡

❝❛♣✐t❛❧ ✭▼❘P❑✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡♥t❛❧ ❝♦st ♦❢ ✜①❡❞

❝❛♣✐t❛❧✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ r✱ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛❜♦✉r

❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♣✐t❛❧✿

r =MR×MPk

=ρ · (1− α) · A ·

(
lb
kv

)α

=ρ · (1− α) · A ·

(
Lb

Kv

)α

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ③❡r♦✲♣r♦✜t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❜❡❧♦✇✿

π = ρ ·
A · Lα

b ·K1−α
v

N

(
1

ρ
− 1

)
−
(
Ww · l̄ + r · k̄

)
= 0 ✭✻✮

❘❡❛rr❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ❛♥❞ s♦❧✈❡ ❢♦r ◆ t♦ ❣❡t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t②✿

N ·

{
α ·

1

L−N · l̄

(
1 + σe

N · l̄

L

)
· l̄ + (1− α)

k̄

K −N · k̄

}
=

1

ρ
− 1 ✭✼✮

❚❤❡ ▲❍❙ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮ r❡♣r❡s❡♥ts ✭✜①❡❞ ❝♦st✮✴✭✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st✮ r❛t✐♦✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ N ✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❘❍❙ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♥✲

st❛♥t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥

❢♦r ◆ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s❦✐❧❧✲♥❡✉tr❛❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱

✶✽



A ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ A ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣♦♦❞s✱ N ✳

■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ N ✱ ❧♦✇❡rs ●❉P ❣r♦✇t❤ ❛♥❞

❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ❛s ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✜①❡❞

✐♥♣✉ts✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

r❡❛s♦♥s ✇❤② ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇❛s st❛❣♥❛♥t ✐♥ t❤❡ ✶✾✽✵s✱ ✇❤✐❧❡ s❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞

t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ tr❛❞❡♠❛r❦ r❡❣✲

✐str❛t✐♦♥ st❛t✐st✐❝s ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡r❡ ✇❛s ❛ s✉r❣❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t② ✐♥ t❤❡ ✶✾✽✵s✱

✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r❡❞ ●❉P ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛s ✇❡❧❧

❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ❧❛❜♦✉r ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t

■❧❧✉str❛t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛❢t❡r s✉❜st✐t✉t✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❱❛r✐❛❜❧❡s

❊①♦❣❡♥♦✉s α = 0.7✱ A = 20, L = 1, ρ = 0.7, l̄ = 0.01, k̄ = 0.05✱ σe = 2

❊♥❞♦❣❡♥♦✉s N, Lb, Lw, Wb, Ww, K, r

L ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤✳

❚❤❡ ❈❊❙ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❡t s♦ t❤❛t ρ = 0.7✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t②

♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞s ❡q❛✉❧s t♦ ❛♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✳✸✸ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦

❡q✉❛❧s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✳✹✸✳ l̄ ✐s ✵✳✵✶✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t

♣❡r ♣r♦❞✉❝t ✐s ✶✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛❜♦✉r ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ k̄ = 0.05✱

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥♣✉t ♣❡r ♣r♦❞✉❝t ✐s ✺✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❛♣✐t❛❧

❡♥❞♦✇♠❡♥t ✇❤❡♥K = 1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s❤❛r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳

σe = 2✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦st ✐s

t✇✐❝❡ t❤❡ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❣❡ ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ♠✉st ❜❡ t✇✐❝❡ t❤❡

❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs t♦ ✐♥❞✉❝❡ ✺✵✪ ♦❢ ✇♦r❦❡rs t♦ ❝❤♦♦s❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛♥❞

❜❡❝♦♠❡ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳

✶✾



●✐✈❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ K ∈ [0.1, 10]✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ N ✐s ❥♦✐♥t❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❜②

s♦❧✈✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✲ Lb✱ Lw✱ Wb✱ Ww✱

r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✽✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❝♦st ✐♥ ✜①❡❞ ❝♦st

❈❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❧♦✇❡rs t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✇❛❣❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡

s❤❛r❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❝♦st✱ r · k̄✱ ❢❛❧❧s ❛♥❞ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ❝♦st✱ Ww · l̄✱ r✐s❡s

❛s ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱

t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❝♦st ✐s ❧♦✇❡r ❢♦r ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ k̄✳ ❚❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st

r❛t❡ ✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✇❛❣❡✮ ♠❛❦❡s t❤❡ t♦t❛❧ ✜①❡❞ ❝♦st ❝❤❡❛♣❡r✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦✜t✳

❚❤❡♥✱ ♥❡✇ ✜r♠s ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ♥❡✇ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t✐❡s ✉♥t✐❧ ♣r♦✜t r❡t✉r♥s t♦

③❡r♦✱ ✇❤✐❝❤ ❧♦✇❡rs ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ q✉❛♥t✐t② ♣❡r ✜r♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥

✐♥❝r❡❛s❡s ❜♦t❤ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

✷✵



❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❚❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❲❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r t♦ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇❛❣❡ r❛t✐♦

❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts r✐s❡s ❛s t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❣r♦✇s ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥♣✉t ♣❡r ✈❛r✐❡t②✱ k̄✳ ❋♦r s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ k̄✱ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t✐❡s ✐s ❤✐❣❤❡r ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❝♦st✱ r · k̄ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ k̄✳

❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts r✐s❡s✱ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t s❤❛r❡ ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs

❛❧s♦ r✐s❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✜r♠s ♥❡❡❞ t♦ ♦✛❡r ❛ ❤✐❣❤❡r ✇❛❣❡ t♦ ❤✐r❡

♠♦r❡ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❛❣❡ ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❛❧s♦ r✐s❡s✱ ❛s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❧♦✇❡rs ♦♥❧② t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♣❛rt ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦st✱ ✇✐t❤✲

♦✉t ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜♦✉r ♣❛rt ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✲

❝r❡❛s❡s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ❝♦st ✐♥ t♦t❛❧ ✜①❡❞ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ♦❢

❜♦t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❛♣♣r♦❛❝❤

③❡r♦ ❛s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ❝♦st ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ✜①❡❞ ❝♦st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✶✵✵✪✳ ❚❤✐s

✷✶



♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r s❦✐❧❧ ❜✐❛s❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✉♥❧❡ss t❤❡ ♠❛r❦✲✉♣ r❛✲

t✐♦ r✐s❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ s❡❡♠ ✉♥❧✐❦❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts

t❤❡ tr❡♥❞ ♦❢ r✐s✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ❛♥❞ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ✇✐❧❧

s❧♦✇ ❞♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧

❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s t❤❛t s❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞

❝❤❛♥❣❡ ❤❛s ❜❡❣✉♥ t♦ s❧♦✇ ❞♦✇♥ r❡❝❡♥t❧② ✭❆✉t♦r✱ ❑❛t③ ❛♥❞ ❑❡❛r♥❡②✱ ✷✵✵✽❀ ❇❡❛✉❞r②✱

✷✵✶✸✮✳

❋♦r ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ l̄✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r

❤✐❣❤❡r l̄ ❢♦r ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❑✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t s❤❛r❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡

✇❛❣❡ ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❧♦✇❡r ❢♦r s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ l̄✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦✛s❡t t❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡

❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ❧❛❜♦✉r ♣❡r ✈❛r✐❡t②✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❤♦❝❦

✇❤✐❝❤ ❧♦✇❡rs l̄✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t②✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s❤✐❢t ❞❡♠❛♥❞

t♦✇❛r❞ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳

❘❡❝♦✈❡r✐♥❣ P❛r❛♠❡t❡rs

❋r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ k̄ ❛♥❞ l̄ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞

❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳✶✾ ❚❤❡ ♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❈❤r✐st♦♣♦✉❧♦✉ ✫ ❱❡r♠❡✉❧❡♥

✭✷✵✵✽✮✳ ■t ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ✇❤♦❧❡ ✐♥❞✉str✐❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡r✈✐❝❡ ✐♥❞✉str✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s

♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✮ ✐♥ t❤❡ ❯❙ ❢♦r ✶✾✽✶✲✷✵✵✹✳ ❉❛t❛ ♦♥ ❧❛❜♦✉r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❝♦♠♣❡♥s❛✲

t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s ❛♥❞ t♦t❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛r❡ ❢r♦♠ ❊❯❑▲❊▼❙ ❞❛t❛s❡t✳

■♥ ❊❯❑▲❊▼❙✱ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ✐♥t♦ ✸ ❣r♦✉♣s ✲ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤

❛ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ ♠✐❞❞❧❡✲s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤s❝❤♦♦❧ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈♦✲

❝❛t✐♦♥❛❧ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs✳ ■ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs ♦❢

t❤❡ ❞❛t❛ ❛s t❤❡ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts✱ N ✱

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✺ ②❡❛r ♠♦✈✐♥❣✲❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛❞❡♠❛r❦ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❯❙✳✷✵ ❚❤❡ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ k̄ ❛♥❞ l̄✱ ❛r❡ t❤❡♥ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳

✶✾k̄ ❛♥❞ l̄ ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❣❡s ♦❢ ❜♦t❤ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r

❛♥❞ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❣✐✈❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ N ✱ L✱ K✱ r ❛♥❞ ♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦✳
✷✵❖♥❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛ ♣r♦❞✉❝t s✉r✈✐✈❡s ❢♦r ✺ ②❡❛rs ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r✳

✷✷



❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❚❤❡ tr❡♥❞ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✲ k̄ ✫ l̄

❚❤❡ ✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥♣✉t ♣❡r ♣r♦❞✉❝t✱ k̄✱ ❤❛s ❢❛❧❧❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② s✐♥❝❡ ❡❛r❧② ✶✾✽✵s✳

❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❋▼❙ ✭❋❧❡①✐❜❧❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❙②st❡♠✮✱

✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❣♦♦❞ ❜② s✐♠♣❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡

s♦❢t✇❛r❡ s❡tt✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡r②✳✷✶ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t ♣❡r ✈❛r✐❡t②✱

l̄✱ r❡♠❛✐♥❡❞ r♦✉❣❤❧② st❛❜❧❡ ✉♥t✐❧ ❧❛t❡ ✶✾✽✵s✱ ❜✉t ❜❡❣❛♥ t♦ ❢❛❧❧ ❞✉r✐♥❣ ✶✾✾✵s✳ ❚❤✐s

♠✐❣❤t ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❜② ■❚ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥ t❤❡

✇♦r❦♣❧❛❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✾✵s✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝②

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❝♦st ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σe✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣✲

r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❝♦st✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ σe

✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ❚❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ σe ✐♥❝r❡❛s❡s ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t②

❛s ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❡❛s✐❡r t♦ ❤✐r❡ ♠♦r❡ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✱ ❜✉t s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡

●❉P ❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t② ❝♦♥s✉♠❡s ♠♦r❡ ✜①❡❞ ✐♥♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♦t❤✲

❡r✇✐s❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐✈❡rt❡❞ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ ✇❛❣❡ ❣❛♣ ❞❡❝❧✐♥❡s ❛s t❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥

t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❝♦st ❡♥❝♦✉r❛❣❡s ♠♦r❡ st✉❞❡♥ts t♦ ❣♦ t♦ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❡✈❡♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r

❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛❣❡ ♣r❡♠✐✉♠ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✳

▼❛♥② ♣❡♦♣❧❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ♣♦❧✐❝② ♦❢ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❜② ❧♦✇❡r✐♥❣

t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦st ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ●❉P ❣r♦✇t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s

♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ●❉P ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐✈❡r✲

✷✶❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▼❛♥s✜❡❧❞ ✭✶✾✾✸✮✱ ✧t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ②❡❛r ♦❢ ✜rst ✉s❡ ♦❢ ✢❡①✐❜❧❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s②s✲

t❡♠s ❜② ♠❛❥♦r ✜r♠s✧ ✐s ✶✾✼✼✳

✷✸



❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ●❉P ✫ ✈❛r✐❡t②

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ✇❛❣❡ ✫ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t

s✐t② ❡♥r♦❧♠❡♥t r❛t❡ ✇✐❧❧ ❜♦♦st ♣r♦❞✉❝t ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ s❤✐❢ts ❢❛❝t♦r

✐♥♣✉ts ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦✇❛r❞ ✜①❡❞ ✐♥♣✉ts✳ ❆s t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉t ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥✲

♦♠② ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ●❉P ❣r♦✇t❤ ❛❝t✉❛❧❧② s❧♦✇s ❞♦✇♥ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❤✐❣❤❡r ✉♥✐✈❡rs✐t②

❡♥r♦❧♠❡♥t r❛t❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs ♠❛② ✐♠♣r♦✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✈❛r✐❡t② ♦❢

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝t ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t

❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✇❛❣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ❛♥❞ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❛s ✐t

♠❛❦❡s ♣❡♦♣❧❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ r❡❝❡✐✈❡ ♠♦r❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛t ❧♦✇❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛❣❡ ♣r❡♠✐✉♠✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ r❡❛❧✐t②✱ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r♦❞✉❝t ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛② ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❡①♣♦rt

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳✷✷ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❑r✉❣♠❛♥ ✭✶✾✼✾❛✮✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ tr❛❞❡ ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡

✷✷❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s ❝❧♦s❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛♥ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✇❤✐❝❤

r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡❞✳

✷✹



♣r✐✈❛t❡ ❝♦st ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣✉❜❧✐❝ s✉♣♣♦rt ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♣r♦❞✉❝t

❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ✉♥✐✈❡rs✐t② ❣r❛❞✉❛t❡ ✇♦r❦❡rs ❛s ✜①❡❞ ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞

✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❝❛♥ ❡①♣♦rt t♦ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♠❛r❦❡t✳

✹✳✹ ❉②♥❛♠✐❝ ✈❡rs✐♦♥

❚❤❡r❡ ✇❛s ♥♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ②❡t✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✇❛s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② s❡t✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱

t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛❣❡♥ts✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ❛ t✇♦✲♣❡r✐♦❞ ❖✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ●❡♥❡r❛t✐♦♥s ▼♦❞❡❧

✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳

❚❤❡ ❛❣❡♥ts ❧✐✈❡ t✇♦ ♣❡r✐♦❞s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡② ❛r❡ ②♦✉♥❣ ❛♥❞ ❡❛r♥ ❧❛❜♦✉r

✐♥❝♦♠❡✱ Wt✳ ❚❤❡② ❞✐✈✐❞❡ ✐t ✐♥t♦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ Ct ❛♥❞ s❛✈✐♥❣✱ St✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞

♣❡r✐♦❞✱ t❤❡② r❡t✐r❡ ❛♥❞ ❧✐✈❡ ♦♥ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞✬s s❛✈✐♥❣✳

young : Ct + St = Wt

old : Ct+1 = (1 + rt+1) · St

❚❤❡② ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲t❡♠♣♦r❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❡r✐♦❞s ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ s❛✈✐♥❣ ❛t t✐♠❡ t✿

max
{Ct}

. u(Ct) + β · u(Ct+1)

u
′

(Ct) = β · (1 + rt+1) · u
′

(Ct+1) ✭✽✮

■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮ ❤♦❧❞s✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦

t②♣❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✲ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ❛♥❞ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤❡② ❞✐✛❡r

✐♥ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❜✉t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❛♥❞ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✮✳ ❚❤❡②

❛❧s♦ ❢❛❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ❚❤❡② ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦st✱ ✇❤✐❝❤

❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ♦r ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡

s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ ✇♦r❦❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ s❛✈✐♥❣✿

✷✺



Kt+1 =St

=Sb
t · Lb,t + Sw

t · Lw,t

Sb
t ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t s❛✈❡❞ ❜② ❛ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡r ❛♥❞ Sw

t ❜② ❛ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡r✳

❚♦t❛❧ s❛✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ St✱ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ s❛✈✐♥❣ ♦❢ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ❛♥❞ ✇❤✐t❡✲

❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❢✉❧❧② ❞❡♣r❡❝✐❛t❡s ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛t t✱ Kt ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t♦t❛❧

s❛✈✐♥❣ ❛t t− 1✳

Cj
t =

ˆ N

0

p(i) · c(i)di

=

ˆ N

0

c(i)di ∵ p = 1 for all i(variety)

Cj
t ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ♦❢ t②♣❡ j ❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤❡

t②♣❡ j ✐s ❡✐t❤❡r w ✭✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r✮ ♦r b ✭❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡

❛❣❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❣♦♦❞ ✐s ✉s❡❞ ❜♦t❤ ❢♦r

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳✷✸ ❉✉❡ t♦ t❤❡✐r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱

❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ❞✐✈❡rt t❤❡ s❛♠❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❣♦♦❞s ✐♥t♦ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❣♦♦❞s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Sj
t =
´ N

0
s(i)di✱ ❛♥❞ s(i) ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ i✳ ❇❡❝❛✉s❡ c(i) ✐s t❤❡ s❛♠❡

❢♦r ❛❧❧ i✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❣♦♦❞s t♦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s✱
s(i)

c(i)
✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r

❛❧❧ ✐✳

❧♦❣ ✉t✐❧✐t② ❝❛s❡

❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜✉♥❞❧❡✱

u✱ ✐s ❛ ❧♦❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t u(x) = ln(x)✱ t❤❡♥✿

✷✸■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❣♦♦❞ ✐s ♥♦t ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞✳

✷✻



u(x) =ln

({
ˆ N

0

c(i)ρdi

} 1

ρ

)

=ln



{
N ·

(
Cj

t

N

)ρ} 1

ρ




=ln
(
N ( 1

ρ
−1)

· Cj
t

)

∴ u
′

(Cj
t ) =

1

N1− 1

ρ · Cj
t

✭✾✮

❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ✭✾✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✽✮✱

1

N
(1− 1

ρ)
t · (W j

t − Sj
t )

= β (1 + rt+1) ·
1

Et

[
N

1− 1

ρ

t+1

]
· (1 + rt+1) · S

j
t

❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Sj
t ✿

Sj
t =

β

β +
(

Nt

Et[Nt+1]

)(1− 1

ρ)
·W j

t

∴

Sj
t

W j
t

=
β

β +
(

Nt

Et[Nt+1]

)(1− 1

ρ)

❚❤❡ s❛✈✐♥❣ r❛t❡✱
Sj
t

W j
t

✱ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡✈❡r② ❛❣❡♥t✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡

✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛s ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t✇♦✲♣❡r✐♦❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❧♦❣ ✉t✐❧✐t②✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❝❛♣✐t❛❧

st♦❝❦ ❛t t✐♠❡ t✰✶ ✐s✿

Kt+1 =
β

β +
(
I Nt

Et[Nt+1]

)(1− 1

ρ)
·
(
Ww

t · Lw
t +W b

t · L
b
t

)

Kt+1 ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ s❛✈✐♥❣ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts✬

❧❛❜♦✉r ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✱ Kt+1 = Kt✳

✷✼



❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✲ s❡❧❢✲❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ♣r♦♣❤❡❝②

❆ ♥♦t❡✇♦rt❤② ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t t❤❡ s❛✈✐♥❣ r❛t❡ ✐s ❛❧s♦ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞✱ Et [Nt+1]✳ ■❢ ❛❣❡♥ts ❡①♣❡❝t t❤❛t

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ✇✐❧❧ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ t❤❡② ✇✐❧❧ s❛✈❡ ♠♦r❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡

❡①♣❡❝t❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❢✉t✉r❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r✐s❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t♦❞❛②✬s

❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆s s❛✈✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧

st♦❝❦ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts❀ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t② ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❡❧❢✲❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ♣r♦♣❤❡❝② ✐♥ t❤✐s

♠♦❞❡❧✿ ❖♥❝❡ ❛❣❡♥ts ❡①♣❡❝t ♠♦r❡ ✈❛r✐❡t② ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ✇✐❧❧ ❛❝t✉❛❧❧②

r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ ❢✉t✉r❡ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t② ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♥t❡r✲t❡♠♣♦r❛❧

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ✇❛② ✐s ❛ st❛t✐❝ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ t❤❛t Et [Nt+1] = Nt✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥ts ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✈❛r✐❡t② ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s

t♦❞❛②✬s✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② ✐s t♦ ❛ss✉♠❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t Nt+1✱ s♦ t❤❛t t❤❡

❡①♣❡❝t❡❞ ❧❡✈❡❧ ❡q✉❛❧s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Nt+1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✱

Et [Nt+1] = Nt✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ t❤❡ st❛t✐❝ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧

②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧t

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ P♦❧✐❝② ❢✉♥❝t✐♦♥

✷✽



❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✸✵ ②❡❛rs✱ ❛♥❞ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡ ✐♥

♦♥❡ ②❡❛r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✺✪✳✷✹ ●✐✈❡♥ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ K ∈ [1, 10]✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❧❡✈❡❧ ♦❢ N ✐s ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ Nt+1 ✐s s❡t s♦ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥

✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❛✈✐♥❣ r❛t❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞✱ ❛❧♦♥❣

✇✐t❤ t❤❡ ❢✉t✉r❡ st♦❝❦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣♦❧✐❝② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ Kt ❛♥❞ Kt+1 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳ ❚❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✐s t❤❡

♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t❡rs❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ✹✺ ❞❡❣r❡❡ ❧✐♥❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ s❤♦✇s

t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢✉t✉r❡ N ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧❧② r❡❛❧✐③❡❞

✈❛❧✉❡ ♦❢ ❢✉t✉r❡ N ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✹✺ ❞❡❣r❡❡

❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ◆ ✐s r❛t✐♦♥❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❊①♣❡❝t❡❞ ◆ ✈s ❘❡❛❧✐③❡❞ ◆

✹✳✺ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣r♦✲❝②❝❧✐❝❛❧✐t② ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡

✭❇❛s✉ ❛♥❞ ❋❡r♥❛❧❞✱ ✷✵✵✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡❣❛♥ t♦ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥

t❤❡ ✶✾✽✵s ✭●❛❧✐ ❛♥❞ ✈❛♥ ❘❡♥s✱ ✷✵✶✹✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❛❧s♦ ❤❡❧♣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❜♦t❤

t❤❡ ♣r♦✲❝②❝❧✐❝❛❧✐t② ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✐ts ❞❡❝❧✐♥❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✽✵s✳ ❲❤❡♥

❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t② ❞♦❡s ♥♦t ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡

✷✹❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✱ β = 0.9530 ⋍ 0.215✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦r ❚❋P ❣r♦✇t❤✳

P❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t ❛s L = 1✱ A = 40✱ α = 0.7✱ ρ = 0.7✱ l̄ = 0.01 ❛♥❞ k̄ = 0.05✳

✷✾



✭❞❡❝r❡❛s❡✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❛s ✐t t❛❦❡s t✐♠❡ ❢♦r ♥❡✇ ✜r♠s t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤

♥❡✇ ✈❛r✐❡t✐❡s ✭♦r ❢♦r ❡①✐st✐♥❣ ✜r♠s ❛❞❞ ♥❡✇ ♣r♦❞✉❝ts✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❜♦♦♠

✭r❡❝❡ss✐♦♥✮✱ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t② ✐s ❜❡❧♦✇ ✭❛❜♦✈❡✮ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ③❡r♦✲♣r♦✜t✱

❣✐✈✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ♣r♦✜t✳

❇❡❝❛✉s❡ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮ s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ q✉❛♥✲

t✐t②✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❢❛❝t♦rs ✭❜♦t❤ ❧❛❜♦✉r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧✮ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❢❛❝t♦r ❡♥❞♦✇✲

♠❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s ✭✐♥❝r❡❛s❡s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢❛❧❧ ✭r✐s❡✮ ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r

✇♦r❦❡rs ✐♥ t♦t❛❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❆s ✜①❡❞ ❢❛❝t♦rs ✲ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤ ✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ❛♥❞

✜①❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✲ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ q✉❛♥t✐t②✱ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡

✭✐♥❝r❡❛s❡✮ ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✜①❡❞ ✐♥♣✉ts ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦✉r ♣r♦✲

❞✉❝t✐✈✐t② ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢❛❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦

♦✉t♣✉t q✉❛♥t✐t②✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ s❤♦❝❦ ❧❛sts ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ✇✐❧❧ ❣r❛❞✉❛❧❧②

❛❞❥✉st t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧ ❛s ♥❡✇ ✜r♠s ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt✲

r✉♥ ❣❛✐♥ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇✐❧❧ ❞✐♠✐♥✐s❤ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s❤❛r❡ ♦❢ ✜①❡❞ ✐♥♣✉t✳✷✺

❉❡r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✶✾✽✵s ❛♥❞ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ ✢❡①✐❜❧❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡

❧♦✇❡r❡❞ t❤❡ t✐♠❡ ❧❛❣ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❞❥✉st ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t② t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧

❛❢t❡r ❢❛❝✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r❡❞ t❤❡ ♣r♦✲❝②❝❧✐❝❛❧✐t② ♦❢ ❧❛❜♦✉r

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳

●❉P ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s♦ t❤❛t✱ Y = A · (Lb)α · (Kv)1−α✳ A✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❚❋P ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥❧②

✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢❛❝t♦r ✐♥♣✉ts✳ ❚❋P ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦✉t♣✉t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t

❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t♦t❛❧ ❢❛❝t♦r ✐♥♣✉t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡

✐♥♣✉t ✐♥❝r❡❛s❡s ❞✉r✐♥❣ ❛ ❜♦♦♠✱ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s ♦✉t♣✉t ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❛t ✐s ✐♠♣❧✐❡❞

❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t♦t❛❧ ❢❛❝t♦r ✐♥♣✉t ✭s✉♠ ♦❢ ❜♦t❤ ✜①❡❞ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥♣✉t✮ ❡✈❡♥

✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ A✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❚❋P ✐s ♣r♦✲❝②❝❧✐❝❛❧✳

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❚❋P ❛♥❞ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛r❡ ♣r♦✲❝②❝❧✐❝❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t t❤❡ str♦♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❋P ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss✲❝②❝❧❡ ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ ♥♦t

❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❚❋P s❤♦❝❦ ❝r❡❛t❡s ❛ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ❛s t❤❡ ❘❇❈ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s✱ ❜✉t

✷✺❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❣r♦✇ ❛t

t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✜①❡❞ ✐♥♣✉ts ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

✸✵



❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦ ❛❝t✉❛❧❧② ❛✛❡❝ts ❚❋P✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❧❛❜♦✉r ❤♦❛r❞✐♥❣ ♦r ✉♥❞❡r✉t✐❧✐✲

s❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✲❝②❝❧✐❝❛❧✐t② ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱

❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡✈❡♥ r❡q✉✐r❡ ❛♥② ♣r✐❝❡ ✭♦r ✇❛❣❡✮ r✐❣✐❞✐t②✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞

✐s t❤❡ r✐❣✐❞ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❡t②✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♣r♦✲

❝②❝❧✐❝❛❧✐t② ♦❢ ❚❋P ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ♣❡r❢❡❝t ✢❡①✐❜❧❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝t♦rs✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✇✐s❞♦♠ ✐♥❢♦r♠s ✉s t❤❛t t❤❡ ✇❛❣❡ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ✐s

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ✇❛❣❡ ❢♦r

✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ■❢ ✜①❡❞ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉ts ❛r❡

❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

✐♥ ❢❛❝t♦r ✐♥♣✉ts ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ♣r♦❞✉❝t ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡

✇❛❣❡ ❢♦r ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❜❧✉❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ r❡❝❡♥t tr❡♥❞ ♦❢ r✐s✐♥❣ ✇❛❣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♠❛② ♥♦t

❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ r✐s✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs✳

❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐✲

❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❡❞✉❝❛t✐♦♥ t♦ ●❉P ❣r♦✇t❤ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡

✐s ♦✈❡rst❛t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✉♥✐✈❡rs✐t②✲❣r❛❞✉❛t❡❞ ✇❤✐t❡✲❝♦❧❧❛r ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♣❛✐❞

✸✵✪ ♠♦r❡✱ ✐t ♠❛② ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡✐r ♣❡r✲♣❡rs♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ●❉P

❣r♦✇t❤ ✐s ✸✵✪ ❤✐❣❤❡r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r♦❞✉❝t ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✲

❝r❡❛s❡ ✐♥ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❡❞✉❝❛t✐♦♥✮ ✐♠♣r♦✈❡s ❝♦♥s✉♠❡r ✇❡❧❢❛r❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ●❉P ❣r♦✇t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✐♥ ❡❞✉❝❛✲

t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧♦✇❡rs ♣r✐✈❛t❡ ❝♦st ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✲❝②❝❧✐❝❛❧✐t② ♦❢ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝✲

t✐✈✐t② ❛♥❞ ✐ts ♣✉③③❧✐♥❣ ❞❡❝❧✐♥❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✽✵s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❛

♣✉r❡ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜♦t❤ ❧❛❜♦✉r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❚❋P✳ ■t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

t❤❡ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❋P ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ♠❛② ♦❝❝✉r ♥♦t ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❚❋P

s❤♦❝❦ ❞r✐✈❡s t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ❛s t❤❡ ❘❇❈ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s✱ ❜✉t ❜❡❝❛✉s❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❜♦♦♠s ✐♥❝r❡❛s❡ ❚❋P✳

✸✶



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉❛r♦♥✳ ✭✶✾✾✽✮ ✧❲❤② ❉♦ ◆❡✇ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❈♦♠♣❧❡♠❡♥t ❙❦✐❧❧s❄

❉✐r❡❝t❡❞ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❈❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❲❛❣❡ ■♥❡q✉❛❧✐t②✧✱ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝s ✭✶✾✾✽✮ ✶✶✸ ✭✹✮✿ ✶✵✺✺✲✶✵✽✾✳

❬✷❪ ❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉❛r♦♥✱ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ❆✉t♦r✳ ✭✷✵✶✵✮ ✧❙❦✐❧❧s✱ ❚❛s❦s ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦✲

❣✐❡s✿ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❊♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ ❊❛r♥✐♥❣s✧✱ ◆❇❊❘ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r

◆♦✳ ✶✻✵✽✷✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✵✳

❬✸❪ ❆✉t♦r✱ ❉❛✈✐❞ ❍✱ ❑❛t③✱ ▲❛✇r❡♥❝❡ ❋✱ ❛♥❞ ❑r✉❡❣❡r✱ ❆❧❛♥ ❇✳ ✭✶✾✾✽✮ ✧❈♦♠♣✉t✲
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■♥ ❯✳❙✳ ❲❛❣❡ ■♥❡q✉❛❧✐t②✿ ❘❡✈✐s✐♥❣ t❤❡ ❘❡✈✐s✐♦♥✐sts✧✱ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ▼❛② ✷✵✵✽✱ ✾✵✭✷✮✿ ✸✵✵✕✸✷✸

❬✺❪ ❇❛s✉✱ ❙✉s❛♥t♦ ❛♥❞ ❋❡r♥❛❧❞✱ ❏♦❤♥✳ ✭✷✵✵✵✮ ✧❲❤② ■s Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② Pr♦❝②❝❧✐❝❛❧❄

❲❤② ❉♦ ❲❡ ❈❛r❡❄✧ ◆❇❊❘ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ◆♦✳ ✼✾✹✵ ■ss✉❡❞ ✐♥ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✵

❬✻❪ ❇❡❛✉❞r②✱ P❛✉❧✳ ❛♥❞ ●r❡❡♥✱ ❉❛✈✐❞✳ ✭✷✵✵✸✮ ✧❚❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❲❛❣❡s

✐♥ t❤❡ ❯❙ ❛♥❞ ●❡r♠❛♥②✿ ❲❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳✧ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❘❡✈✐❡✇✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✸✱ ♣♣ ✺✼✸✲✻✵✸✳

❬✼❪ ❇❡❛✉❞r②✱ P❛✉❧✳✱ ●r❡❡♥✱ ❉❛✈✐❞✳ ❛♥❞ ❙❛♥❞✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥✳ ✭✷✵✶✸✮ ✧❚❤❡ ●r❡❛t ❘❡✲

✈❡rs❛❧ ✐♥ t❤❡ ❉❡♠❛♥❞ ❢♦r ❙❦✐❧❧ ❛♥❞ ❈♦❣♥✐t✐✈❡ ❚❛s❦s✧✳ ◆❇❊❘ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r
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❬✶✺❪ ❑r✉❣♠❛♥✱ P❛✉❧ ❘✳ ✭✶✾✼✾❛✮ ✧■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❘❡t✉r♥s✱ ▼♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱

❛♥❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚r❛❞❡✧✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✾ ✭✶✾✼✾✮✱ ♣♣✳

✹✻✾✲✹✼✾

❬✶✻❪ ❑r✉❣♠❛♥✱ P❛✉❧ ❘✳ ✭✶✾✼✾❜✮✱ ✧❆ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥✱ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❚r❛♥s❢❡r✱

❛♥❞ t❤❡ ❲♦r❧❞ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ■♥❝♦♠❡✧✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ❱♦❧✳

✽✼✱ ◆♦✳ ✷ ✭❆♣r✳✱ ✶✾✼✾✮✱ ♣♣✳ ✷✺✸✲✷✻✻

❬✶✼❪ ▼❛❝❤✐♥✱ ❙t❡♣❤❡♥ ❛♥❞ ✈❛♥ ❘❡❡♥❡♥✱ ❏♦❤♥✳ ✭✶✾✾✽✮ ✧❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❈❤❛♥❣❡s

■♥ ❙❦✐❧❧ ❙tr✉❝t✉r❡✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❋r♦♠ ❙❡✈❡♥ ❖❊❈❉ ❈♦✉♥tr✐❡s✧✱ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧②

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✾✽

❬✶✽❪ ▼❛♥s✜❡❧❞✱ ❊❞✇✐♥✳ ✭✶✾✾✸✮ ✧❚❤❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❋❧❡①✐❜❧❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❙②st❡♠s

✐♥ ❏❛♣❛♥✱ ❊✉r♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✧✱ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❱♦❧✳ ✸✾✱ ◆♦✳

✷ ✭❋❡❜✳✱ ✶✾✾✸✮✱ ♣♣✳ ✶✹✾✲✶✺✾

❬✶✾❪ ▼✐❧❣r♦♠✱ P❛✉❧ ❛♥❞ ❘♦❜❡rts✱ ❏♦❤♥✳ ✭✶✾✾✵✮ ✧❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ▼♦❞❡r♥ ▼❛♥✉✲

❢❛❝t✉r✐♥❣✿ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❙tr❛t❡❣②✱ ❛♥❞ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✧✱ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❘❡✈✐❡✇✱ ❱♦❧✉♠❡ ✽✵✱ ■ss✉❡ ✸ ✭❏✉♥✳✱ ✶✾✾✵✮✱ ✺✶✶✲✺✷✽

✸✸



❬✷✵❪ ◆❡❦❛r❞❛✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡r ❏✳ ❛♥❞ ❘❛♠❡②✱ ❱❛❧❡r✐❡ ❆✳ ✭✷✵✶✸✮ ✧❚❤❡ ❈②❝❧✐❝❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦r

♦❢ t❤❡ Pr✐❝❡✲❈♦st ▼❛r❦✉♣✧ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✳

❬✷✶❪ ◆❡❧s♦♥✱ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❛♥❞ ❊❞♠✉♥❞ P❤❡❧♣s✳ ✭✶✾✻✻✮ ✧■♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❍✉♠❛♥s✱ ❚❡❝❤✲

♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●r♦✇t❤✧✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱

✺✻✭✷✮✱ ✶✾✻✻✱ ✻✾✕✼✺✳

❬✷✷❪ ❖❧✐✈❡✐r❛ ▼❛rt✐♥s✱ ❏✱ ❙❝❛r♣❡t❛ ❙✳ ❛♥❞ ❉✳ P✐❧❛t✳ ✭✶✾✾✻✮ ✧▼❛r❦✲✉♣ ❘❛t✐♦s ✐♥ ▼❛♥✲

✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ■♥❞✉str✐❡s✿ ❊st✐♠❛t❡s ❢♦r ✶✹ ❖❊❈❉ ❈♦✉♥tr✐❡s✧✱ ❖❊❈❉✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❉❡♣❛rt♠❡♥t ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ♥♦ ✶✻✷

❬✷✸❪ P❡tr✐♥✱ ❆♠✐❧ ❛♥❞ ❲❛r③②♥s❦✐✱ ❋r❡❞❡r✐❝✳ ✭✷✵✶✷✮ ✧❚❤❡ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞

❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦♥ ◗✉❛❧✐t②✱ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡✳✧ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✳

❬✷✹❪ ❘❛♠❡②✱ ❱❛❧❡r✐❡ ❆✳ ✭✶✾✾✶✮ ✧❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ✬▼❛r❦✉♣s ❛♥❞ t❤❡ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡✳✬✧

■♥ ◆❇❊❘ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s ❆♥♥✉❛❧ ✶✾✾✶✱ ❡❞✐t❡❞ ❜② ❖❧✐✈✐❡r ❏❡❛♥ ❇❧❛♥❝❤❛r❞

❛♥❞ ❙t❛♥❧❡② ❋✐s❝❤❡r✱ ♣♣✳ ✶✸✹✲✹✵✳ ▼■❚ Pr❡ss✳

❬✷✺❪ ❘♦❡❣❡r✱ ❲❡r♥❡r✳ ✭✶✾✾✺✮ ✧❈❛♥ ■♠♣❡r❢❡❝t ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❊①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ Pr✐♠❛❧ ❛♥❞ ❉✉❛❧ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ▼❡❛s✉r❡s❄ ❊st✐♠❛t❡s ❢♦r ❯✳❙✳ ▼❛♥✲

✉❢❛❝t✉r✐♥❣✧✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ❱♦❧✳ ✶✵✸✱ ◆♦✳ ✷ ✭❆♣r✳✱ ✶✾✾✺✮✱ ♣♣✳

✸✶✻✲✸✸✵

❬✷✻❪ ❙❛♥❞❡rs✱ ▼❛r❦✳ ✭✷✵✵✷✮ ✧Pr♦❞✉❝t ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡s ❛♥❞ s❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✧✱

▼❡r✐t✲■♥❢♦♥♦♠✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤ ▼❡♠♦r❛♥❞✉♠ s❡r✐❡s ✷✵✵✷✲✵✶✷✳

❬✷✼❪ ❚❤♦❡♥✐❣✱ ▼❛t❤✐❛s✱ ❛♥❞ ❚❤✐❡rr② ❱❡r❞✐❡r ✭✷✵✵✸✮✱ ✧❆ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❉❡❢❡♥s✐✈❡ ❙❦✐❧❧✲

❇✐❛s❡❞ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●❧♦❜❛❧✐③❛t✐♦♥✧✱ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ❱♦❧✳

✾✸✱ ◆♦✳ ✸ ✭❏✉♥✳✱ ✷✵✵✸✮✱ ♣♣✳ ✼✵✾✲✼✷✽

❬✷✽❪ ❳✐❛♥❣✱ ❈❤♦♥❣✳ ✭✷✵✵✺✮ ✧◆❡✇ ❣♦♦❞s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r s❦✐❧❧❡❞ ❧❛❜♦r✧✱

❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ▼❛② ✷✵✵✺✱ ✽✼✭✷✮✿ ✷✽✺✕✷✾✽
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❆♣♣❡♥❞✐①✳ ❆❜♦✉t ♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦ ❞❛t❛

❚❤❡ ♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦ ❞❛t❛ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❖❧✐✈❡✐r❛ ▼❛rt✐♥s ❡t ❛❧✳✭✶✾✾✻✮✱ ✇❤♦ ✉t✐❧✐③❡❞

❘♦❡❣❡r✭✶✾✾✺✮✬s ♠❡t❤♦❞✳ ❘♦❡❣❡r ✭✶✾✾✺✮ ✉t✐❧✐s❡s t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❚❋Ps ♠❡❛s✉r❡❞

❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❚❋P ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❙♦❧♦✇ r❡s✐❞✉❛❧

❛s ❜❡❧♦✇✿

SR = ∆q − α∆l − (1− α)∆k ✭✶✵✮

❍❡r❡✱ ❙❘ r❡❢❡rs t♦ ❙♦❧♦✇ r❡s✐❞✉❛❧✱ ❛♥❞ α ✐s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡

♦✉t♣✉t✳ ∆l✱ ∆k✱ ∆q ❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦❣s ♦❢ ❧❛❜♦✉r ✐♥♣✉t✱ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥♣✉t

❛♥❞ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛❝t♦r ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts ✐♥❝♦♠❡

s❤❛r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❘♦❡❣❡r ✭✶✾✾✺✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❚❋P ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r✐❝❡✲

❜❛s❡❞ ❙♦❧♦✇ r❡s✐❞✉❛❧✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡

✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ♣r✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❛s

❜❡❧♦✇✿

SRP = α∆w − (1− α)∆r −∆p ✭✶✶✮

❍❡r❡✱ ❙P❘ r❡❢❡rs t♦ ♣r✐❝❡✲❜❛s❡❞ ❙♦❧♦✇ r❡s✐❞✉❛❧✳ ∆w✱ ∆r✱ ∆p ❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✐♥ t❤❡ ❧♦❣s ♦❢ ✇❛❣❡✱ r❡♥t❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♣r✐❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❤♦❝❦✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣r✐❝❡ r✐s❡s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ♣r✐❝❡s

❛s t❤❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❧❡ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡♦r②✱

✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ❚❋Ps ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s

s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❛r❡ r❛r❡❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❚❤❡ ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ❧❛❜♦✉r✬s ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t ✐s ♥♦t ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡

♦❢ ❧❛❜♦✉r✬s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r✐❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❛❜♦✉r✬s ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s

t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦✉r ❛♥❞ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✉♥❞❡r

✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❜♦t❤ ❙♦❧♦✇ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❜✐❛s❡❞✱ ❜✉t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t

✸✺



❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❙♦❧♦✇ r❡s✐❞✉❛❧s✱ t❤❡ ♠❛r❦✲✉♣

r❛t✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ❜❡❧♦✇✿

SRt − SRPt = B∆xt + ut ✭✶✷✮

∆xt = (∆yt −∆kt) + (∆pt −∆rt)

❍❡r❡✱ ❇ ✐s t❤❡ ▲❡❛r♥❡r ✐♥❞❡① ❞❡✜♥❡❞ ❛s B =
P −MC

P
✱ ♦r B = 1−

1

µ
✱ ✇❤❡r❡ µ

✐s ♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❇ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❖❧✐✈❡✐r❛ ▼❛rt✐♥s ❡t ❛❧✳✭✶✾✾✻✮ ♠♦❞✐❢② ❘♦❡❣❡r✬s ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡

♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉ts ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❖❧✐✈❡✐r❛ ▼❛rt✐♥s

❡t ❛❧✳✭✶✾✾✻✮ ✐s✿

∆yt = B ·∆xt + εt ✭✶✸✮

✇❤❡r❡✱

∆yt = (∆q +∆p)− α · (∆l +∆w)− β · (∆m+∆pm)− (1− α− β) · (∆k +∆r)

∆xt = (∆yt −∆kt) + (∆pt −∆rt)

❖❧✐✈❡✐r❛ ▼❛rt✐♥s ❡t ❛❧✳✭✶✾✾✻✮ ❛❧s♦ ❛❞❥✉st ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❞✐r❡❝t t❛①❡s ♦♥ t❤❡

❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛r❦✲✉♣ ❛s ❜❡❧♦✇✿

µ =
µe

1 + τ

❍❡r❡✱ µe ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛r❦✲✉♣✱ ❛♥❞ τ ✐s ✐♥❞✐r❡❝t t❛① r❛t❡✳ ❊st✐♠❛t❡❞

♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦s ❢r♦♠ ❖❧✐✈❡✐r❛ ▼❛rt✐♥s ❡t ❛❧✳✭✶✾✾✻✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡

✐♥❞✉str✐❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ t❤❡② ✉s❡ ✐♥ ❖❧✐✈❡✐r❛ ▼❛rt✐♥s ❡t ❛❧✳✭✶✾✾✻✮ ✐s ■❙■❈

r❡✈✳✷✳ ❉❛t❛ ♦♥ ♣❛②♠❡♥t✱ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦st ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ◆❆■❈❙

✾✼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❧② ■❙■❈ r❡✈✳✷ ✐♥❞✉str② ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ❛

❝❧❡❛r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ t♦ ◆❆■❈❙ ✾✼ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✸✻



❚❛❜❧❡ ✷✿ ❚❤❡ ♠❛r❦✲✉♣ r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ❯❙ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✱ ✶✾✼✵✲✶✾✾✷
❙❡❝t♦r ♥❛♠❡ ✭■❙■❈ r❡✈✳✷✮ ❙❡❝t♦r ✭◆❛✐❝s ✾✼✮ ♠❛r❦✲✉♣

❋♦♦❞ Pr♦❞✉❝ts ✸✶✶✷∼ ✸✶✶✵✵✵ ∼ ✸✶✷✵✵✵ ✶✳✵✺

❇❡✈❡r❛❣❡s ✸✶✸✵∼ ✲ ✲

❚♦❜❛❝❝♦ ♣r♦❞✉❝ts ✸✶✹✵∼ ✸✶✷✷✵✵ ∼ ✸✶✸✵✵✵ ✶✳✺✻

❚❡①t✐❧❡s ✸✷✶✵∼ ✸✶✸✵✵✵ ∼ ✸✶✸✵✵✵ ✶✳✵✽

❲❡❛r✐♥❣ ❛♣♣❛r❡❧ ✸✷✷✵∼ ✸✶✺✵✵✵ ∼ ✸✶✻✵✵✵ ✶✳✶✵

▲❡❛t❤❡r ♣r♦❞✉❝ts ✸✷✸✵∼ ✸✶✻✵✵✵∼✸✷✶✵✵✵ ✶✳✵✽

❲♦♦❞ ♣r♦❞✉❝ts ✸✸✶✵∼ ✸✷✶✵✵✵∼✸✷✷✵✵✵ ✶✳✷✷

❋✉r♥✐t✉r❡ ✸✸✷✵∼ ✸✸✼✵✵✵∼✸✸✾✵✵✵ ✶✳✵✻

P❛♣❡r ♣r♦❞✉❝ts ✫ P✉❧♣ ✸✹✶✵∼ ✸✷✷✵✵✵∼✸✷✸✵✵✵ ✶✳✶✸

Pr✐♥t✐♥❣ ✫ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ✸✹✷✵∼ ✸✷✸✵✵✵∼✸✷✹✵✵✵ ✶✳✶✾

■♥❞✉str✐❛❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧s ✸✺✶✵∼ ✸✷✺✶✸✵∼✸✷✺✹✵✵ ✶✳✶✽

❉r✉❣s ✫ ▼❡❞✐❝✐♥❡s ✸✺✷✷∼ ✸✷✺✹✵✵∼✸✷✺✺✵✵ ✶✳✹✹

❈❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ✸✺✷✾∼ ✸✷✺✺✵✵∼✸✷✻✵✵✵ ✶✳✷✻

P❡tr♦❧❡✉♠ r❡✜♥❡r✐❡s ✸✺✸✵∼ ✸✷✹✶✶✵ ✶✳✵✸

P❡tr♦❧❡✉♠ ✫ ❈♦❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ✸✺✹✵∼ ✸✷✹✶✷✶∼✸✷✹✶✾✾ ✶✳✶✶

❘✉❜❜❡r ♣r♦❞✉❝ts ✸✺✺✵∼ ✲ ✲

P❧❛st✐❝ ♣r♦❞✉❝ts ✸✺✻✵∼ ✸✷✻✵✵✵∼✸✷✻✷✵✵ ✶✳✵✼

P♦tt❡r② ✫ ❈❤✐♥❛ ✸✻✶✵∼ ✸✷✼✵✵✵∼✸✷✼✷✵✵ ✶✳✵✾

●❧❛ss ♣r♦❞✉❝ts ✸✻✷✵∼ ✸✷✼✷✵✵∼✸✷✼✸✵✵ ✶✳✶✼

◆♦♥✲♠❡t❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ✸✻✾✵∼ ✸✷✼✸✵✵∼✸✸✶✵✵✵ ✶✳✶✽

■r♦♥ ✫ ❙t❡❡❧ ✸✼✶✵∼ ✸✸✶✵✵✵∼✸✸✶✸✵✵ ✶✳✶✵

◆♦♥✲❢❡rr♦✉s ♠❡t❛❧s ✸✼✷✵∼ ✸✸✶✸✵✵∼✸✸✷✵✵✵ ✶✳✶✹

▼❡t❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ✸✽✶✵∼ ✸✸✷✵✵✵∼✸✸✸✵✵✵ ✶✳✵✾

❖✣❝❡ ✫ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❛❝❤✳ ✸✽✷✺∼ ✸✸✹✵✵✵∼✸✸✹✷✵✵ ✶✳✺✹

▼❛❝❤✐♥❡r② ✫ ❊q✉✐♣♠❡♥t ✸✽✷✾∼ ✸✸✸✵✵✵∼✸✸✹✵✵✵ ✶✳✵✻

❘❛❞✐♦✱ ❚❱ ✫ ❈♦♠♠✳ ❡q✉✐♣✳ ✸✽✸✷∼ ✸✸✹✷✵✵∼✸✸✹✸✵✵ ✶✳✹✵

❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♣♣❛r❛t✉s ✸✽✸✾∼ ✲ ✲

❙❤✐♣❜✉✐❧❞✐♥❣ ✫ ❘❡♣❛✐r ✸✽✹✶∼ ✲ ✲

❘❛✐❧r♦❛❞ ❡q✉✐♣♠❡♥t ✸✽✹✷∼ ✲ ✲

▼♦t♦r ✈❡❤✐❝❧❡s ✸✽✹✸∼ ✸✸✻✵✵✵∼✸✸✻✹✵✵ ✶✳✵✾

▼♦t♦r❝②❝❧❡s ✫ ❇✐❝②❝❧❡s ✸✽✹✹∼ ✸✸✻✾✾✶ ✶✳✶✸

❆✐r❝r❛❢t ✸✽✹✺∼ ✲ ✲

❖t❤❡r tr❛♥s♣♦rt ❡q✉✐♣♠❡♥t ✸✽✹✾∼ ✲ ✲

Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞s ✸✽✺✵∼ ✲ ✲

❖t❤❡r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✸✾✵✵∼ ✸✸✾✵✵✵∼✸✹✵✵✵✵ ✶✳✵✽

✸✼


