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❊①t❡♥❞✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s r✐s❦ ♠♦❞❡❧ ❜❛❝❦t❡st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣
✭▼❍❚✮ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❜♦♦tstr❛♣✳ ❲❡ ❝♦♥❞✉❝t ♠✉❧t✐♣❧❡ t❡sts ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚ t♦ ❞❡s✐❣♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❡st✐♥❣✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❛❜s♦❧✉t❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ t❡st ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ r✐s❦ ♠♦❞❡❧s✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❱❛❧✉❡✲❛t✲
❘✐s❦ ✭❱❛❘✮ ❛♥❞ ❊①♣❡❝t❡❞ ❙❤♦rt❢❛❧❧ ✭❊①❙✮✳ ■♥ ❞❡✈✐s✐♥❣ t❤❡ t❡st ❢♦r t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡
t❛❦❡ t❤❡ r♦✉t❡ ♦❢ r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t ❜❛❧❛♥❝❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡ts t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢❛♠✐❧②✲✇✐s❡ ❡rr♦r r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❥❡❝t✐♥❣ tr✉❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❲❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ st❡♣✲❞♦✇♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ▼❍❚ ✐♥ ✐s♦❧❛t✐♥❣ ❢❛❧s❡ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s✳
■♥ t❡st✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❊①❙ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♥❡✇ s✐♠♣❧❡ t❡st t♦ ❞r❛✇ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❜♦✉t
r❡❝✉rs✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉✐t❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥♦✈❡❧
❞❡✈✐❝❡ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ✇❡
❝♦✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧② r♦❜✉st ✐♥str✉♠❡♥t ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡
q✉❡st✐♦♥✿ ✑✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧❄✑✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ✈❛❧✉❡✲❛t✲r✐s❦✱ ❡①♣❡❝t❡❞ s❤♦rt❢❛❧❧✱ ❜♦♦tstr❛♣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢❛♠✐❧②✇✐s❡ ❡rr♦r r❛t❡✱

♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❛♣✳

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦✱ ♦r ♠♦r❡ s✐♠♣❧② ❱❛❘✱ ❤❛s ❣❛✐♥❡❞ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ❛♠♦♥❣ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs ✐♥ t❤❡ ♣❛st ②❡❛rs ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ ♠❛r❦❡t r✐s❦ ♦❢ ❧❛r❣❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❞✐✈✐s✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲✜♥❛♥❝✐❛❧
✜r♠s✱ ❛♥❞ ♠♦st❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ♠❡tr✐❝ t♦ ❞❡❧✐✈❡r ❛ r❡❛❞❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♦✈❡r❛❧❧
r✐s❦ ❜♦r♥❡✳ ❚❤✐s ♣♦♣✉❧❛r✐t② ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ✏❝r✐s❡s✑ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❞❡❢❛✉❧ts
❞✉❡ t♦ ♠❛r❦❡t ❡①♣♦s✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧② ✾✵✬s ❛♥❞ ❧❛r❣❡❧② ♣✉❜❧✐❝✐s❡❞ ❜②
t❤❡ ♠❡❞✐❛✳

❱❛❘✶ ✐s ✉s❡❞ ❜② r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡rs ✐♥ ❜❛♥❦s ❛♥❞ ✇❡❛❧t❤ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛♥✐❡s t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ♠❛r❦❡t
r✐s❦ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❡❞ ♣♦rt❢♦❧✐♦s ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t✐❡s ❛♥❞ ♦✈❡r✲t❤❡✲❝♦✉♥t❡r ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr✐❣❣❡r
❛❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❡❞ ✐♥t♦ t❤✐s ♥✉♠❜❡r✱ s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡
♦♣t✐♠✐st✐❝ ❧♦ss ✐♥ ❛ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉✲
❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❡✳❣✳✱ ✐♥ ❜❛♥❦✐♥❣ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❊✉r♦♣❡✱
✇❤❡r❡❜② ✐t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❋r♦♠ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❱❛❘ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❛❝❦s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ s✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t②✱ ❆rt③♥❡r ❡t ❛❧✳
✭✶✾✾✾✮✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❱❛❘ ♦❢ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ❱❛❘✱ ❤❡♥❝❡ r❡q✉✐r✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❛②❡rs ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ❢r♦♠
s✉❜s❡ts t♦ t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❧❡❞ t♦ ❛ s❤✐❢t ♦❢ ❢♦❝✉s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r✐s❦
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞✲s❤♦rt❢❛❧❧ ✭❊①❙✮✱ s❡❡ ❆rt③♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s t❤❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡s ❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦ss ✐♥ ❛ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧s♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥❞✐❝❛t♦r t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❧♦ss❡s ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ❱❛❘ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ❞r❛✇s ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t❛✐❧ ❡✈❡♥t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❱❛❘ ❛♥❞ ❊①❙ ❛r❡ ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❝♦♠❡ ♦✉t ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■❢ ✇❡ ✇❡r❡
t♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ s♣❛❝❡ ♦❢
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✈❡♥ts ♦r ✏s❝❡♥❛r✐♦s✑ ♦❢ ❝♦♥❝❡r♥ A := (Ω,F)✱ t❤❛t ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡✈❡♥ts
❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❧❣❡❜r❛ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ✐ts t❡r♠s✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ A ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♣♦ss❡ss ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡
P

⋆✱ t❤❛t ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ F ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥②
❝❛♥❞✐❞❛t❡ P∼P

⋆✱ t❤❛t ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s❡✱ t♦ P
⋆✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❛ r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ r♦❜✉st ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦
✐♥❢❡r t❤♦s❡ ♥✉♠❜❡rs ❢r♦♠ ❤✐st♦r✐❝❛❧ s❛♠♣❧❡s✳

❆s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st✐♥❣ ♦❢ r✐s❦ ♠♦❞❡❧s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ t♦✇❛r❞s ❛ss❡ss✐♥❣
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ t♦♦❧s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
❤✐♥❣❡❞ ♦♥ ♠❛r❦❡t r✐s❦ ❡①♣♦s✉r❡✳ ❋r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡r✐♦✉s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ✜✲
♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐ts ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ r✐s❦ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ♦✈❡r❛❧❧ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞
♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧② ✐ts ❝❛♣✐t❛❧ ❛❞❡q✉❛❝② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❙♦ ❢♦r ✐♥❞✉str②✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ r✐s❦ ♠♦❞❡❧
♣❡r❢♦r♠s ❜❡sts ✐♥ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ r✐s❦ ❡①♣♦s✉r❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧✳ ❍✐st♦r✐❝❛❧❧② t❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
✐♥ ❜❛❝❦t❡st✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ r✐s❦✲♠♦❞❡❧s ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ ❑✉♣✐❡❝ ✭✶✾✾✺✮ ❛♥❞ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✱ ✇❤♦
❝♦♥str✉❝t ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❡sts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡r❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❱❛❘ ❜r❡❛❝❤❡s✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱
r❡s❡❛r❝❤ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ✐ss✉❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❱❛❘ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t②✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t✐♠❡✲❤♦r✐③♦♥ ♦❢ t❤❡
❢♦r❡❝❛st✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❢❛t✲t❛✐❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
✈♦❧❛t✐❧✐t② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❥✉♠♣s ✐♥ r❡t✉r♥s✱ s❡❡ ❇■❙ ✭✷✵✶✶✮ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜❛❝❦t❡st✐♥❣
❊①❙ ✐s ♠♦r❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t② ♦❢ ✐ts ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ t❛✐❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❊①❙ ✐s ♥♦t ❛s ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛s
t❤❛t ♦♥ ❱❛❘✱ ♣♦ss✐❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r r❡❛s♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ❛r❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮
❛♥❞ ❑❡r❦❤♦❢ ❛♥❞ ▼❡❧❡♥❜❡r❣ ✭✷✵✵✸✮✱ ✇❤♦ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② tr❛♥s❢♦r♠ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡
❞❛t❛ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t t❡sts ♦❢ ❊①❙ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ δ✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
♠❡t❤♦❞ ❱❛♥ ❞❡r ❱❛❛rt ✭✶✾✾✽✮✳ ❇♦t❤ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ t❡st ❢♦r ❊①❙✳

❆❧❧ ♦❢ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐❣♥♦r❡s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐ss✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❡st✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s
✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✐s ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜✉t ✐s ❧❛r❣❡❧② ✐❣✲
♥♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❛♥❝❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡s ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡sts
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s✉❧ts ❜②
♣✉r❡ ❝❤❛♥❝❡ ❛❧♦♥❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ tr✉❡ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❲✐t❤♦✉t ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❥❡❝t✐♥❣ tr✉❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ✐✳❡✳ ♠❛❦✐♥❣ ❡rr♦♥❡♦✉s ❢❛❧s❡
❞✐s❝♦✈❡r✐❡s✱ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❘♦♠❛♥♦✱ ❙❤❛✐❦❤ ❛♥❞ ❲♦❧❢ ✭✷✵✶✵✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐ss✉❡s

✷



♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣✱ ♦✉t❧✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛✳ ❆ ❦❡② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❜❛❝❦t❡st✐♥❣ ❱❛❘ ❛♥❞ ❊①❙ ♠♦❞❡❧s✳ ❚♦ ❞❛t❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❡ ♦♥❧② ❛✇❛r❡
♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❜② ❇❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ✇❤♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜✐❛s ✇✐t❤ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ r❡❛❧✐t② ❝❤❡❝❦ ♦❢ ❲❤✐t❡ ✭✷✵✵✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ r❡❛❧✐t②
❝❤❡❝❦ ♦❢ ❲❤✐t❡ ✭✷✵✵✵✮ ❤❛s s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ✐s ❤✐❣❤❧② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❛t ✐t s❡❡❦s t♦
❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❡✈❡♥ ♦♥❡ ❢❛❧s❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ s♦ ❧❛❝❦s ♣♦✇❡r✱ ✇❤❡r❡ ♣♦✇❡r ✐s ❧♦♦s❡❧②
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❥❡❝t ❢❛❧s❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ✐✳❡✳ t♦ ♠❛❦❡ tr✉❡ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❡st ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉✐t❡ t♦ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
❘✐s❦▼❡tr✐❝s✳ ❲❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❜② ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❢❛♠✐❧②✲✇✐s❡ ❡rr♦r r❛t❡ ❛♥❞
❢✉rt❤❡r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥❡✇ st❛t✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❇❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ✐♥ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡❧ s❡t ❛♥❞
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❱❛❘ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❊①❙ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥s ❛♥❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❇❡r❛♥✱
❇❡r❛♥ ✭✶✾✽✽✮✱ P♦❧✐t✐s ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦ ✭✶✾✾✹❜✮✱ ❘♦♠❛♥♦ ❛♥❞ ❲♦❧❢ ✭✷✵✵✺✮✱ ❘♦♠❛♥♦ ❛♥❞ ❲♦❧❢ ✭✷✵✵✼✮✱ ❘♦♠❛♥♦
❛♥❞ ❲♦❧❢ ✭✷✵✶✵✮✱ ✐♥ t❤❛t ✇❡ ✉t✐❧✐③❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❜♦♦tstr❛♣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣✱ ♦r ▼❍❚ ❢♦r s❤♦rt✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✛❡rs ❛ r♦❜✉st t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r ♦✉r
♣✉r♣♦s❡s ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ✇❡❛❦ st❛t✐♦♥❛r✐t②✳ ❙✐tt✐♥❣ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞
❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ t❤❛t ✐s ❢r❡❡ ❢r♦♠ ❛♥❛❧②t✐❝ ♦r ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣✐✈♦t❛❧
r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❛t ❝❛♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡ ❡✛❡❝ts✱ ♠♦❞❡❧ ♠✐ss♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥
❡rr♦r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦
t❤❡ ❜❛❝❦t❡st✐♥❣ ♦❢ ♠❛r❦❡t r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❲❡ t❡st ❛❜s♦❧✉t❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛r❦❡t
r✐s❦ ♠♦❞❡❧s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❡①❡r❝✐s❡✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥♦✈❡❧ ❞❡✈✐❝❡ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢
r❡❧❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ✇❡ ❝♦✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❛♣✱ ♦r ▼❈▼ ❢♦r s❤♦rt✳

❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚ ♦❢ r✐s❦ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ✶✲❞❛② ❛♥❞ ✶✵✲❞❛② t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥s✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ t♦ ❢♦r❡❝❛sts t❤❛t t❛r❣❡t ❛ t✐♠❡
❤♦r✐③♦♥ ✇✐❞❡r t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛②✱ ❛♥ ❡①❡r❝✐s❡ t❤❛t ♠✐❣❤t ❡✐t❤❡r ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧
♦r ❤✐❣❤❧✐❣❤t s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s ❢❛st✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✉♥❞❡r str❡ss❡❞ ♠❛r❦❡t s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✈✐❛ ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡
❱❛❘ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ♦r r❛t❤❡r ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ✜rst ♣♦♣✉❧❛r✐s❡❞ ❜② ❉✐❡❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ❛♥❞ ✉s❡❞
❜② ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✱ ❑❡r❦❤♦❢ ❛♥❞ ▼❡❧❡♥❜❡r❣ ✭✷✵✵✸✮✱ ❇❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ✐♥ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
tr❛♥s❢♦r♠ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ t♦ ❝♦♥str✉❝t st❛t✐st✐❝s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ✐♥❞✐r❡❝t❧② t❡st t❤❡ ❞❛t❛ ✈✐❛ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ✇❡
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❡✇ s✐♠♣❧❡ t❡st ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦t❡st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞✲s❤♦rt❢❛❧❧✳

❚❤❡ ❜❛tt❡r② ♦❢ t❡sts ❞r❛✇s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❜♦✉t t✇♦ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②✱ t❤❛t ✐s ❡❛❝❤
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❞❡❧✬s ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱
❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ r❡❧❛✲
t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡①❡r❝✐s❡✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡ts ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t
st❛t✐st✐❝ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ❥♦✐♥t ❜❛❧❛♥❝❡❞ t❡sts ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ❚②♣❡ ■ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s
❝♦♥❝❡♣t ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❢✉rt❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❢❛♠✐❧②✲✇✐s❡ ❡rr♦r r❛t❡ ✭k✲❋❲❊❘✮✱
❝❢r✳ ❘♦♠❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✳ ❚❤❡ k✲❋❲❊❘ s❡ts ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ tr✐❣❣❡r ❢♦r ❢❛❧s❡ r❡❥❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤
♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣♦✇❡r✷ ♦❢ t❤❡ ▼❍❚ ✇❤✐❧❡ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞s✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❛ss❡ss ❤②♣♦t❤❡s❡s ♥♦t ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ▼❍❚ ✐s
❢✉rt❤❡r r❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❡♣✲❞♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s r❡❝✉rs✐✈❡ t❡st✐♥❣
t❤❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡❥❡❝t✐♦♥s ❜② ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛❧r❡❛❞② r❡❥❡❝t❡❞ ✉♣ t♦ t❤❛t ♣♦✐♥t✱ s❡❡ ❘♦♠❛♥♦ ❛♥❞ ❲♦❧❢ ✭✷✵✶✵✮✳ ■♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ ❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚ str✉❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡ t❡st ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ t❡st ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤
❡♠❜❡❞s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ t❡st ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❛❧❧ ✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦rs✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r✲✇✐s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❇② t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ ♦♥❡ s✐♠♣❧❡ t❛❜❧❡✱ ✇❡
❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❝♦♠♣❡t✐t♦rs✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦♦❧ t♦ ❛♥s✇❡r r♦❜✉st❧② t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡
s❡t ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t♦rs✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❣✐♥❡✱ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣✱
✇❤✐❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ✉s❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡ts ❛♣♣r♦❛❝❤
❛♥❞ t❤❡ st❡♣✲❞♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✇❡ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t

✸



❢♦r♠ t❤❡ s✉✐t❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠❛r❦❡t r✐s❦ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡
t❛r❣❡t r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ st❛t✐st✐❝s✱ ❢✉rt❤❡r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❡st✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡ ❛♥❞
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ▼❈▼✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞
❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❡①❤✐❜✐t❡❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❚❤❡ ❙t❛t✐♦♥❛r② ❇♦♦tstr❛♣

❚❤❡ ❜♦♦tstr❛♣✱ ❊❢r♦♥ ✭✶✾✼✾✮✱ ✐s ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s❛♠♣❧❡ ❤✐st♦r②✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝

❘✭❳❀ P✮ ✇✐t❤ X = {Xi}i=1,...n ❛♥❞ Xi
✐✐❞∼ P✳ ❚❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡st✐♠❛t❡

♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P̂

R⋆ = R(X⋆; P̂),

✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞❧② ❞r❛✇✐♥❣ ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s X ∈ X✱ ❡❛❝❤ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② 1/n✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ R ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ X

⋆✱ ✭m r❡s❛♠♣❧✐♥❣s ♦❢
X✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐✳✐✳❞✳ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢♦r X✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❑üs❝❤ ✭✶✾✽✾✮✱ ▲✐✉ ❛♥❞ ❙✐♥❣❤ ✭✶✾✾✷✮ ♦r ✐♥ P♦❧✐t✐s ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦ ✭✶✾✾✹❜✮✱
✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❞❡❧✐✈❡rs r♦❜✉st ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦♦t✸✱ R✱ ❢♦r st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞
✇❡❛❦❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❜♦♦tstr❛♣ ♦❢ P♦❧✐t✐s ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦
✭✶✾✾✹❜✮✳

❚❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❜♦♦tstr❛♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts ❜② ✏✇r❛♣♣✐♥❣✑ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❝✐r❝❧❡✱ s✉❝❤ t❤❛t Yt = Xt̃, ∀t ∈ N✱
✇✐t❤ t̃ := (t mod n) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛tX0 := Xn✳ ❆ ♣s❡✉❞♦✲t✐♠❡ s❡r✐❡sX⋆ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ r❡t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ X✳ ❚❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
❜❧♦❝❦s Bi,l = {Yi, Yi+1, . . . , Yi+l−1}✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇✐t❤❞r❛✇❛❧ ♦❢ ✐✳✐✳❞✳ ❞✐s❝r❡t❡ ✉♥✐❢♦r♠ r❛♥❞♦♠
♥✉♠❜❡rs I1, . . . , Is ∈ {1, .., n} ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❛♥❞♦♠ ❜❧♦❝❦ ❧❡♥❣t❤s L1, . . . , Ls✱ ✇✐t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
D{Li = k} = p(1− p)(1−k)✱ k ∈ N✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s X⋆ := {BI1,L1

, . . . , BIs,Ls
}✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❧♦❝❦ ❧❡♥❣t❤ 1/p ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ p ❣r❛♥ts t❤❡ ❢❛st❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡✐r
♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ❝❢r✳ P♦❧✐t✐s ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ✭✷✵✵✹✮✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
✇✐t❤ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ p✱ s❡❡ P♦❧✐t✐s ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ✭✷✵✵✹✮✱ P❛tt♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❜✐❛s
❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❜♦♦tstr❛♣ ♦❢ P♦❧✐t✐s ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦
✭✶✾✾✹❜✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ✇❡❛❦❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠♣❧❡ ❞❛t❛✱
t❤♦✉❣❤ ♥♦t ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♥♦t✐❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇♦r❦ ♦❢ ▲❛❤✐r✐ ✭✶✾✾✾✮✱ ❜✉t s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❝♦rr❡❝t❡❞
❜② ◆♦r❞♠❛♥ ✭✷✵✵✾✮✳

❚❤❡ ♠♦st ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐ts ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t②❀ ✐t ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ♥♦♥✲♣✐✈♦t❛❧ st❛t✐st✐❝s✱ t❤❛t ✐s ❧❛❝❦✐♥❣ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ♠♦st❧② ✐t ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡ st❛t✐st✐❝s ✇❤♦s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♠✐❣❤t ❜❡ s❡♥s✐❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣✐✈♦t❛❧ r❡s✉❧ts✱ s❡❡ ❍♦r♦✇✐t③ ✭✷✵✵✵✮ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝✳
❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ✈❡r② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦
❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❝❛rr②✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ■t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r
♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❛r❣❡t✐♥❣ r✐s❦
♠❡❛s✉r❡s t❤❛t ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡ ♦r ❡✈❡♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧②✱
✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❡sts ❢♦r st❛t✐st✐❝s t❤❛t ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ s♦♠❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❝❢r✳ P♦❧✐t✐s ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦ ✭✶✾✾✹❜✮✱ P♦❧✐t✐s ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦
✭✶✾✾✹❛✮✳

✸ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❙❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❙t❡♣✲❉♦✇♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♥✲
✜❞❡♥❝❡ s❡t ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❚②♣❡ ■ ❡rr♦r ❛❝r♦ss t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ t❡st✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
k✲❋❲❊❘✱ ❛♥❞ t❤❡ st❡♣✲❞♦✇♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ st❡♣✲❞♦✇♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❚②♣❡ ■■ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦♣t✐♠✐s❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ♦❢
t❤❡ ▼❍❚✳

✹



✸✳✶ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❙❡ts

❈♦♥s✐❞❡r ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ Pj ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s X ∼ P✱ ❛♥❞ ❛ r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡ ρ(P)✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ P✳ ❚❤❡ ▼❍❚ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❡st✐♥❣ t❤❡ m ❤②♣♦t❤❡s✐s

Hj : |ρj(Pj)− ρ(P)| < 0, j = 1, . . . ,m. ✭✶✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❥♦✐♥t st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st✐♥❣ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❡sts
✐s ❤✐❣❤✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✇❡ ❜♦rr♦✇ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❘♦♠❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳
❈♦♥s✐❞❡r ✶✵✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ α = 0.05❀ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ r❡❥❡❝t✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❡sts ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤✱ t❤❛t ✐s 1−0.95100 = 0.994✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ❛♥ ❡rr♦r ♦❢ ✜rst t②♣❡ ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❧s ❢♦r ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡ r❡❥❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠✉❧t✐♣❧❡ t❡st str✉❝t✉r❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ▼❍❚ ✭✶✮✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ❛♥❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡ts
t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r t❤❡ st❛t✐st✐❝s ρj ∈ Tj ✱ ✇❤❡r❡ Tj ✐s t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ρj ✱ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ρ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❜❛♥❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❡r❛♥
✭✶✾✽✽✮✱ ❧❡t t❤❡ r♦♦ts Rn,j (X, ρj) ❜❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡t ❢♦r t❤❡ st❛t✐st✐❝
j ✐s t❤❡ s❡t

Cn,j = {ρj ∈ Tj : Rn,j (X, ρj) ≤ cn,j (α,P)} . ✭✷✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❤❡r❡ ❢♦r ❡❛s❡ ♦❢ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ♦♥❡ s✐❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✇♦r❦ ✇✐t❤ t✇♦ s✐❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ❥♦✐♥t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡tC := {Cn,j} ❤❛s ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1−α ❛♥❞ ❤❛s
t♦ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ Cn,j r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ∀j✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥str❛✐♥t
❢♦r❝❡s t❤❡ ▼❍❚ t♦ ♣✉t ✐♥ ♣❧❛❝❡ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ❡rr♦r ♦❢ ✜rst t②♣❡✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❢❛♠✐❧②✲✇✐s❡ ❡rr♦r r❛t❡ ✭❋❲❊❘✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✱
✐s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ t❡st✿ ✐❢ ❧❛❝❦✐♥❣ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡♥ t❤❡ ❥♦✐♥t t❡st ✇♦✉❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t✐❣❤t❡r
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞s ❢♦r ✇♦rs❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✇✐❞❡r ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r ❜❡tt❡r ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♣r❡✲♣✐✈♦t✐♥❣✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇✐t❤ Hn,j (·) t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ Rn,j ❛♥❞ ✇✐t❤ Hn(·) t❤❡ ❧❡❢t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ max {Hn,j , ∀j}✱ t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡t Cn,j ✐s t❤❡♥

cn,j = H−1
n,j

[
H−1

n (1− α)
]
. ✭✸✮

■♥ ❝❛s❡ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❞♦✉❜❧❡ s✐❞❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡t ✇✐t❤ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− ᾱ✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ❞❡✜♥❡
α = ᾱ/2 ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ✭✸✮ ❛s t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞✱ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧❡❢t ❤❡❞❣❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧❡❢t
s✐❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ cn,j ✱ t❤✐s t✐♠❡ ❞❡✜♥✐♥❣ Hn := min {Hn,j , ∀j}✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❇❡r❛♥ ✭✶✾✽✽✮ t♦ ✭✸✮ ✐s t❤❡
✏♣❧✉❣✲✐♥✑ ❡st✐♠❛t❡

ĉn,j(α, P̂) = Ĥ−1
n,j

[
Ĥ−1

n (1− α)
]
, ✭✹✮

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣✱ s❡❡ ❇❡r❛♥ ✭✶✾✽✽✮✱ ❇❡r❛♥ ✭✶✾✾✵✮✱ ❇❡r❛♥ ✭✷✵✵✸✮✳

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❇❡r❛♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❛r❣❡t✐♥❣ t❤❡ k✲❋❲❊❘ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡r❡ ❋❲❊❘✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❋❲❊❘ ❡①♣❛♥❞s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❛r❣❡t✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢❛❧s❡ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ r✉♥s ♦❢ t❤❡ t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❇② ❛❞❥✉st✐♥❣
t❤❡ k✲❋❲❊❘✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ✇❡❛❦ ❞❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡❜② ❛
❝❡rt❛✐♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛t ❛ s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r k✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡

k✲❋❲❊❘ := P{r❡❥❡❝t ❛t ❧❡❛st k tr✉❡ ♠♦❞❡❧s}. ✭✺✮

❙❡tt✐♥❣ k✲❋❲❊❘❂α ♠❡❛♥s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛t ❧❡❛st k ❢❛❧s❡ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s✱ t❤❡r❡❜②
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ t❛r❣❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ❥♦✐♥t ❡rr♦rs ♦❢ ❚②♣❡ ■✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤②✲
♣♦t❤❡s✐s t❡sts ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ k✲❋❲❊❘ ❤❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ ▲❡❤♠❛♥♥ ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦ ✭✷✵✵✺✮
❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦ ❛♥❞ ❲♦❧❢ ✭✷✵✵✼✮ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❘♦♠❛♥♦ ❛♥❞ ❲♦❧❢ ✭✷✵✶✵✮ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ✭✷✮✱ t❤❡r❡❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ▼❍❚ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛t
❧❡❛st k ❢❛❧s❡ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡❞ r✐❣❤t s✐❞❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡ts ✇✐t❤ k✲❋❲❊❘❂α ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣

Hn := k✲max {Hn,j , ∀j} ,
✇✐t❤ k✲max{y1 < y2 < · · · < ys} := ys−k+1✱ k ≤ s✳

✺



❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❥✉st ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❜❡♥❡✜t t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❡st✐♥❣✿ ✜rst❧②✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
t♦ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ k✲❋❲❊❘ ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡sts r❛✐s❡s t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ t♦ ❢❛❧s❡ r❡❥❡❝t✐♦♥s✱
t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ♠❛❦❡s t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠♦r❡ str✐❝t ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s
t❤❛t ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞❀ s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r k ❞r❛✇s ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❡st st❛t✐st✐❝s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t
❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❧❧ ❜✉t ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ t❤❛t ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
k✲❋❲❊❘ ♠❛② ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ♦r ♥♦t✳

✸✳✷ ❚❤❡ ❙t❡♣✲❉♦✇♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

●✐✈❡♥ t❤❡ s❡t✲✉♣ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ▼❍❚ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ k✲❋❲❊❘✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ st❡♣✲❞♦✇♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❙t❡♣✲❞♦✇♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❡sts ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ▼❍❚✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘♦♠❛♥♦ ❛♥❞ ❲♦❧❢✱ ✷✵✵✺✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✶✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

▲❡t ▼❍❚ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ m ✭r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡❞✮ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❤②♣♦t❤❡s❡s

Hj : Rn,j ≤ cn,K,j(α, k) ✭✻✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ♥♦✇ ♠❛❦❡ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s K = {1, . . . ,m} ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ c ♦♥ k✳ ❚❤❡ s❡ts
As ❛♥❞ Bs ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛♥❞ r❡❥❡❝t❡❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛t t❤❡ st❡♣ s✳ ❆t t❤❡ st❛rt ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ s❡t A0 ≡ K ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r s := 0

❆❧❣♦r✐t❤♠ ❆✿ ●❡♥❡r✐❝ st❡♣✲❞♦✇♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ k✲❋❲❊❘

• ■❢ Rn,j ≤ ĉn,A0,j(α, k)✱ ∀j ∈ A0✱ t❤❡♥ ❛❝❝❡♣t ❛❧❧ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ st♦♣❀
♦t❤❡r✇✐s❡✱ r❡❥❡❝t ❛♥② Hj ❢♦r ✇❤✐❝❤ Rn,j > ĉn,A0,j(α, k) ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ j ✐♥ B1❀
s❡t A1 := A0\B1 ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ st❡♣ s ❜② ✶❀

• ✇❤✐❧❡ |Bs| ≥ k

r❡❥❡❝t ❛♥② Hj ❢♦r ✇❤✐❝❤ Rn,j > d̂n,As,j(α, k) ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ j ✐♥ Bs+1✱ ✇❤❡r❡

d̂n,As,j(α, k) := max
I⊆Bs

|I|=k−1

{ĉn,D,j(α, k) : D = As ∪ I};

s❡t As+1 := As\Bs+1 ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ st❡♣ s ❜② ✶❀
❡♥❞

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❆ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❥❡❝t✐♥❣
❛ ❢❛❧s❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st p✲✈❛❧✉❡ st❛t✐st✐❝s ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞✱
t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞s ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣✐❝❦ tr✉❡
❞✐s❝♦✈❡r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❛t ❧❡❛st k > 1 ❢❛❧s❡ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❛t t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡❥❡❝t❡❞ tr✉❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❜✉t ❤♦♣❡❢✉❧❧② ❛t ♠♦st k − 1✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛t st❡♣
s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ▼❍❚ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s♠✐ss❡❞ k − 1 tr✉❡ ♥✉❧❧s✱
❛ ❢❛❝t t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t❡r❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❡t Bs t♦ ✐♥❝❧✉❞❡
t❤❡ ❡✈❡♥t ✏r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ k − 1 tr✉❡ ♥✉❧❧s✑ ♠✐❣❤t t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❛ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ t❛s❦ ❞✉❡ t♦ ❛ r❛♣✐❞❧② ❣r♦✇✐♥❣
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ s✐③❡ k − 1 ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡❥❡❝t❡❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱
❘♦♠❛♥♦ ❛♥❞ ❲♦❧❢ ✭✷✵✵✼✮✱ ❘♦♠❛♥♦ ❛♥❞ ❲♦❧❢ ✭✷✵✶✵✮ ♣r♦♣♦s❡ ❛ str❡❛♠❧✐♥❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❆✳

✻



❆❧❣♦r✐t❤♠ ❇✿ ❙tr❡❛♠❧✐♥❡❞ st❡♣✲❞♦✇♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ k✲❋❲❊❘

• ■❢ Rn,j ≤ ĉn,A0,j(α, k)✱ ∀j ∈ A0✱ t❤❡♥ ❛❝❝❡♣t ❛❧❧ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ st♦♣❀
♦t❤❡r✇✐s❡✱ r❡❥❡❝t ❛♥② Hj ❢♦r ✇❤✐❝❤ Rn,j > ĉn,A0,j(α, k) ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ j ✐♥ B1❀
s❡t A1 := A0\B1 ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ st❡♣ s ❜② ✶❀

• ✇❤✐❧❡ |Bs| ≥ k
❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Bs ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ p✲✈❛❧✉❡ p̂n,j = 1−Hn,j ❛♥❞ s♦rt t❤❡♠ ✐♥ ❞❡s❝❡♥❞✲
✐♥❣ ♦r❞❡r p̂n,r1 ≥ · · · ≥ p̂n,r|Bs|

✱ ✇❤❡r❡
{
r1, r2, . . . , r|Bs|

}
✐s t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡

♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ p✲✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❡s t❤❛t ❣✐✈❡s t❤✐s ♦r❞❡r✐♥❣❀ t❤❡♥ ♣✐❝❦ ❛ ✉s❡r
s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥t❡❣❡r Nmax ≤

(
|Bs|
k−1

)
❛♥❞ ❧❡t M ❜❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♥t❡❣❡r s✉❝❤ t❤❛t(

M
k−1

)
≤ Nmax❀

r❡❥❡❝t ❛♥② Hj ❢♦r ✇❤✐❝❤ Rn,j > d̃n,As,j(α, k) ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ j ✐♥ Bs+1✱ ✇❤❡r❡

d̃n,As,j(α, k) := max
|I|=k−1

I⊆{r1,r2,...,rM}

{ĉn,D,j(α, k) : D = As ∪ I}

s❡t As+1 := As\Bs+1 ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ st❡♣ s ❜② ✶❀
❡♥❞

❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠❇ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s d̂n,As,j ❜② ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♣♦♦❧ ♦❢ r❡❥❡❝t❡❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s t♦ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡
❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡❞ st❡♣✲❞♦✇♥ ♠❡t❤♦❞ tr✐❡s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✱ ❧✐♠✐t✐♥❣
t❤❡ s❡t t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ t♦ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s t❤❛t ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❆✳ ❚❤❡ st❡♣✲❞♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✜♥❡s ❛ s❡❛r❝❤
♣❛t❤ t♦ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ▼❍❚✱ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
t❡st✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❆ ❛♥❞ ❇ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ ❚②♣❡ ■■ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❤❡♥❝❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣
t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ s✐❞❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡ts t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❧❡❢t ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ♠✐♥✐♠❛ ❛❝r♦ss t❤❡ s❡❛r❝❤ s❡t ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧❡❢t p✲✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚
❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❡♣✲❞♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❇✳

✹ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ▼♦❞❡❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛r❦❡t r✐s❦ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t♦♦❧s
❛♥❞ ✇❤♦s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r♠ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ▼❍❚ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛st ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❥✉st t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ P t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❤❛t ✐s s♦✉❣❤t✱
✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s❡s ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r✇❛r❞✳
❚❤❡ s✉✐t❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡s✿ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❍❙✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r♦❧❧✐♥❣
✇✐♥❞♦✇ ❤✐st♦❣r❛♠✱ ❛ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ◆♦r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭●✮ ❛♥❞ ❘✐s❦▼❡tr✐❝s ✭❘▼✮✹❀ ❛ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❦❡r♥❡❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❑❘✮❀ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛s✲
t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✭❈❍✮✱ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦✲r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭◗❘✮ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
s✉❝❤ ❛s ♥♦r♠❛❧✐t②✱ st✉❞❡♥t✲t✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡rr♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭●❊❉✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✭●P❉✮✳

❍✐st♦r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❍❙✮ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ r❡t✉r♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛ t✲❧❡❢t ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❧♦❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pt✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ Pt (Xt+ε) , ε > 0✱
❛ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❡❡♠s ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ ✇❤❡♥ ε ≫ 0✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ✐✳✐✳❞✳✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
∆ ❧❛❣s ❢♦r✇❛r❞ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦r ▼❈ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✐♥
t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦
❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡❛s✐❧② t❤❡ ♠❛♥② ✈❛r✐❡t✐❡s ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❡①♣♦s✉r❡s ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥
❛❧❧✲✐♥❝❧✉s✐✈❡ ♠❛r❦❡t r✐s❦ ♠♦❞❡❧✳

✼



◆♦r♠❛❧ ❍②♣♦t❤❡s✐s

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ❧♦❣✲r❡t✉r♥s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✳ ❆ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✲✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥ ♦❢ ❛ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ s❛♠♣❧❡
♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ Pt (Xt+ε)✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ s♦♠❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

❘✐s❦▼❡tr✐❝s

❚❤❡ ❘▼ ♠♦❞❡❧✱ ❏✳P✳▼♦r❣❛♥ ✭✶✾✾✻✮✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❡t✉r♥s✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛ t+ 1 ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦①②✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱

ht = θ · ht−1 + (1− θ) · x2
t−1.

■t ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❧❛❣
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ♦❢t❡♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ●❆❘❈❍ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✜♥❛♥❝✐❛❧ t✐♠❡ s❡r✐❡s
❛r❡ ♥♦t ✇✐❞❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝r♦ss ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✳ ■t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐s❛♥t❛✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ ❢♦r✇❛r❞✳ ❆s ❛ ✇♦r❦✐♥❣ t❡♠♣❧❛t❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦①② ❛t ❝✉rr❡♥t h✳

❑❡r♥❡❧ ❘❡❣r❡ss✐♦♥

❆ r♦❜✉st ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✭❜✉t ❜✐❛s❡❞✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡
❦❡r♥❡❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ◆❛❞❛r❛②❛✲❲❛ts♦♥✱ ❝❢r✳ ◆❛❞❛r❛②❛ ✭✶✾✻✹✮✱ ❲❛ts♦♥ ✭✶✾✻✹✮ ❛♥❞ ❇✐❡r❡♥s ✭✶✾✽✼✮ ❢♦r
s❡✈❡r❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱

Ê{y|x} =

∑
j yjKh(x− xj)∑
j Kh(x− xj)

❆ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❛t ✐t s❤♦✇s ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ xt−∆ t❤❛t
❛r❡ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥st❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s
♦❢ t❤❡ t❛✐❧s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❑❘ ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐r❡❝t❧②
❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛♥② ❧❛❣❀ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t
♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

◗✉❛♥t✐❧❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✱ ❈❆❱✐❛❘

❚❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❇❛ss❡tt ✭✶✾✼✽✮✱ ✐s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡✳
❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ♦❢
t❤❡ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❊♥❣❧❡ ❛♥❞ ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐ ✭✷✵✵✹✮✱ ✇❤✐❝❤
❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ q✉❛♥t✐❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♣r❡tt② ♠✉❝❤
❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✉t♦✲r❡❣r❡ss✐✈❡ ❱❛❘✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♣✐t❤❡t ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❱❛❘✱
❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❛s ❈❆❱✐❛❘✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡tt✐♥❣ Xt−1 = {yt−1, . . . , yt−i, . . . }✱ ❛ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦✲r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

yt = f (Xt−1;β) + εθt

= ft (β) + εθt ,

✇✐t❤ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ θth✲q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ t❤❡ εθt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥

min
β

1

T

∑

t

(
θ − 1{yt<ft(β)}

)
(yt − ft(β))

✇❤✐❝❤ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❤❡♥❡✈❡r ft ≡ θ✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❈❆❱✐❛❘ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡❀ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❀ t❤❡ ❛s②♠✲
♠❡tr✐❝❀ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ●❆❘❈❍✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ✐♥ ❊♥❣❧❡ ❛♥❞ ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐ ✭✷✵✵✹✮✱

✽



✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❈❆❱✐❛❘ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ft = ft−1 +
[
1{yt−1<ft−1} · b1 + 1{yt−1≥ft−1} · b2

]
· (yt−1 − ft−1).

❋♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ 1st✲5th ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ 7.5% ❛♥❞
10% ❧❡✈❡❧s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♠♦♦t❤ ♦✉t t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤♦s❡ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s ❛s
❛ ♣♦✐♥t✲✇✐s❡ t❛✐❧ ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r t♦ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❝❛②✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❛❧❧✲t✐♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✇✐t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❣r❡❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✷✵✳ ■♥ t❤✐s
❡①❡r❝✐s❡ ✇❡ ❛r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥❧②✳ ❲❡ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢♦r✇❛r❞✱ s✐♠♣❧② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦t ♣♦✐♥ts✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s✱ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t✐♠❡✳

●❆❘❈❍✲❊❱❉ ▼♦❞❡❧s

❋✐♥❛♥❝✐❛❧ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❡①❤✐❜✐t ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ❢❛t t❛✐❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ❊♥❣❧❡ ✭✶✾✽✷✮✱ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ✭✶✾✽✻✮✱ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦st
s✉❝❝❡ss❢✉❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡ ✐♥ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛st t❤✐rt② ②❡❛rs✳
❚❤❡ ●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠❡ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❢❛s❤✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ ❛♥ ✉♥r❡❛✲
s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ✜♥❛♥❝✐❛❧ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❝❢r✳ ❍❛♥s❡♥ ❛♥❞ ▲✉♥❞❡ ✭✷✵✵✶✮✳ ■♥ t❤❡ ▼❍❚ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
✇❡ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ●❆❘❈❍✱ ❝❢r✳ ◆❡❧s♦♥ ✭✶✾✾✶✮ ❛♥❞ ●❧♦st❡♥ ❡t ❛❧✳
✭✶✾✾✸✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr✐❝ ●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧s✱ ❊♥❣❧❡ ✭✶✾✽✷✮✱ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ✭✶✾✽✻✮

ht = α0 + α1ε
2
t−1 + β1ht−1

❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❚❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ♦❢ ●❧♦st❡♥ ❡t ❛❧✳
✭✶✾✾✸✮

ht = α0 +
(
α1 + γ1{εt−1<0}

)
ε2t−1 + β1ht−1

❛♥❞ t❤❡ ❊●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ♦❢ ◆❡❧s♦♥ ✭✶✾✾✶✮

log ht = α0 + α1 (|vt−1| −E |vt−1|) + β1 log ht−1,

✇✐t❤ εt = vt
√
ht✳

❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞r✐✈❡r vt ✐s s✉❝❤ t❤❛t Evt = 0✱ Ev2t = 1 ❛♥❞ vt ∼ G(θ)✱ ✇❤❡r❡ G(θ) ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ♥♦r♠❛❧ ♦r st✉❞❡♥t✲t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ✜♥❛♥❝✐❛❧ t✐♠❡ s❡r✐❡s
❡①✐❤✐❜✐t ❢❛t t❛✐❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ▲♦♥❣✐♥ ✭✶✾✾✻✮✳ ❋✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r G(θ)✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ✇❡ ❛❞❛♣t ❡①tr❡♠❡✲✈❛❧✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❡❛❝❤ t❛✐❧
♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ❛ q✉❛s✐✲♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭◗▼▲❊✮ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❧❛ss❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❛❜♦✈❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧ ♦r ●❊❉ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠✐❞ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ ❛
●P❉ ❢♦r ❡❛❝❤ t❛✐❧✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ✐❞❡❛ ✐♥ ▼❝◆❡✐❧ ❛♥❞ ❋r❡② ✭✷✵✵✵✮ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈
st❛t✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❡❡❞❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❛t t❛❦❡♥ ❜② ❇❛♦
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♣✐❝❦❡❞ ❛t ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❆ r♦❜✉st ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝
❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ▼❛♥❝✐♥✐ ❛♥❞ ❚r♦❥❛♥✐ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ s❡t✉♣
✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡
t❤✐❝❦ t❛✐❧s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳

✺ ❇❛❝❦t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❚❡st✐♥❣

■♥ t❤✐s st✉❞② ✇❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ s✉✐t❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛r❦❡t r✐s❦ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ❜✉✐❧❞ ✉♣♦♥ ❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❜♦♦tstr❛♣ P♦❧✐t✐s ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦ ✭✶✾✾✹❜✮✱ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐s❡❞ t❡sts t❤❛t ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡①❡r❝✐s❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉✐t❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ t❛r❣❡t r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ t❤❡ ❱❛❘ ❛♥❞ t❤❡ ❊①❙✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱

ρ = VaRt(∆, α) := inf {x ∈ R : Pt (Xt+∆ ≤ x) ≥ α} . ✭✼✮

❍❛✈✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ✭✼✮✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ▲❡t Pt(·) = P(·|Ft)✱ Pt(·|D) = P(·|D∩Ft)✱

✾



E = {Xt+∆ < VaRt(∆, α)} ❛♥❞ Ē = {Xt+∆ ≤ VaRt(∆, α)}✳ ❚❤❡ ❊①❙ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ρ = ExSt(∆, α) :=
EPt

[Xt+∆ |E ] +
[
Pt

(
Ē
)
−Pt (E)

]
·VaR∆,α

Pt

(
Ē
) . ✭✽✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✽✮ ❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤ ♠❛r❦❡t ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❡✳❣✳ ❑❡r❦❤♦❢ ❛♥❞ ▼❡❧❡♥❜❡r❣ ✭✷✵✵✸✮✱ ✇❤❡r❡❜② ✇❡ ❤❛✈❡
t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ VaRt(∆, α) ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭P ♥♦t s✉r❥❡❝t✐✈❡✮
♦r t❤❛t ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦♥ X ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ 0 ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭P ♥♦t ✐♥❥❡❝t✐✈❡✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✭✼✮ ✐s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡ ✐♥
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♥❞ q✉✐t❡ ✉s❡❧❡ss✺✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥❧②
✐♥ ❧✐♠✐t❡❞ ❝❛s❡s✻✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞r♦♣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭✼✮✱ ✭✽✮ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦
❜❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ▲❡t Ft,∆(x) := Pt (Xt+∆ ≤ x) ❛♥❞ ❞❡✜♥❡

VaRt(∆, α) = F−1
t,∆(α) ✭✾✮

❛♥❞
ExSt(∆, α) = 1

α
EPt

[Xt+∆1E ] . ✭✶✵✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✭✾✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ✇❡ r❡❢❡r t♦ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❛♠♣❧❡
♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✾✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮ ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡t ♦r ❡♥t❡r ❛ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡①✲❛♥t❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ❝❢r✳
❲❤✐t❡ ✭✷✵✵✵✮✳ ▼❛✐♥❧②✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❡sts ✇❡ s❡t ✉♣ ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❱❛❘ ❛♥❞ ❊①❙
♦✈❡r 1✲❞❛② ❛♥❞ 10✲❞❛② t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥s✱ ✉♥❞❡r ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ s❡t ✉♣✳
❲❡ t❡st t❤❡ ❱❛❘ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❝❢r✳ ❇❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❑❡r❦❤♦❢ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭❊❈P✮

ρ̃ := 1
P

T−∆∑

t=R

1A. ✭✶✶✮

❆s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ❛ s❝❛❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ♠❡❛s✉r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t
s❛♠♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r t❡st✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② t❛r❣❡t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞✲s❤♦rt❢❛❧❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦
✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ st❛♥❞❛r❞✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♣♦ss✐❜❧② r❡♥❞❡r t❤❡ s❤♦rt❢❛❧❧ ❢♦r❡❝❛st t✐♠❡ ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❛t ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ∆✲st❡♣ ❛❤❡❛❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pt (xt+∆) t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② tr❛♥s❢♦r♠✿

yt+∆ =

xt+∆∫

−∞

dPt,∆(s), ✭✶✷✮

♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y
✐✐❞∼ U[0, 1]✱ ❝❢r✳ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮✱ ❉✐❡❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❊①♣❧♦✐t✐♥❣

t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ Y ✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇♦r❦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ss❡ss✐♥❣ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡
✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ s❡✈❡r❛❧ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❡st✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts ❛♥❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ✜♥❛♥❝✐❛❧ r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲r❛t✐♦ t❡st✱ ❝❢r✳
❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✱ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧✐❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❝❢r✳ ❇❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ t❤❡ δ✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
♠❡t❤♦❞✱ ❝❢r✳ ❱❛♥ ❞❡r ❱❛❛rt ✭✶✾✾✽✮ ❛♥❞ ❑❡r❦❤♦❢ ❛♥❞ ▼❡❧❡♥❜❡r❣ ✭✷✵✵✸✮✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❛♣♣❧②
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡

ρ̃ :=

∑T−∆
t=R yt+∆1E⋆

t+∆∑T−∆
t=R 1E⋆

t+∆

✭✶✸✮

✇❤❡r❡❛s E⋆ ✐s t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ y ❤❛s ❜r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ VaRt(∆, α)✳
❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ❤❡r❡ ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ▼❍❚ ♦❢ ❊①❙ ✐♥✈♦❧✈❡s ❡st✐♠❛t✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
s❡ts ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ✭✶✸✮ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❊①❙ ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ s♦✉❣❤t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
❧❡✈❡❧✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ t❡st ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞✲s❤♦rt❢❛❧❧ ✐s ❞❡✈✐s❡❞✳ ❋♦r
r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ t❛r❣❡t ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ st❛t✐st✐❝s ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ t❤❡ t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❡✿

α ✶% ✺%
❱❛❘t✭∆✱α✮ ✵✳✵✶ ✵✳✵✺
❊①❙t✭∆✱α✮ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✷✺

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❜❛❝❦t❡st✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❱❛❘ ❛♥❞ ❊①❙ ❢♦r
❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❡①❡r❝✐s❡✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡st✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

✶✵



♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡t ❢♦r t❡st✐♥❣ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝ ✇✐t❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧
✈❛❧✉❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝ t♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ st❡♣✲❞♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢✉rt❤❡r
r❡✜♥❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ tr✉❡ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ❜② r❡❥❡❝t✐♥❣ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡
♠♦st ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r❡❝❛sts✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐s ♦✛❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡st ❡①❡r❝✐s❡✱ ✇❤❡r❡❜② ✇❡ ❛✐♠ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②✳
❲✐t❤ t❤✐s t❡st✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣♦♦❧✱ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦♦❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡ts ✇✐t❤
❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ k✲❋❲❊❘ ❢♦r t❤✐s t②♣❡ ♦❢ t❡st✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s
✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ♦✈❡r✢♦✇ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡st✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ str❛t❡❣② ❤❡r❡ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ s✉♣❡r✐♦r✐t② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♠♦❞❡❧ r❛♥❦✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t♦r✳ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❡st✐♥❣
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✇❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤✐s ❢❡❛t✉r❡✳

▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡st✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❥♦✐♥t
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t st❛t✐st✐❝ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ k✲❋❲❊❘✱
✇❤✐❝❤ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ❛t ❧❡❛st k ❢❛❧s❡ r❡❥❡❝t✐♦♥s ❛❝r♦ss t❤❡ s✉✐t❡ ♦❢
♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ ❧❡✈❡r❛❣❡ ✉♣♦♥ t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ❛♥❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s t♦
✐♥❢❡r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡t✱ ✇❡
❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ❡rr♦r ♦❢ ❚②♣❡ ■✱ ❛♥❞ ✐t❡r❛t❡
✐♥ ❛ st❡♣✲❞♦✇♥ ❢❛s❤✐♦♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ▼❍❚ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣
❛❜✐❧✐t② t❡st ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Hj : an,K,j(α, k) ≤ Rn,j(X, ρ) ≤ bn,K,j(α, k). ✭✶✹✮

■♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✹✮✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ s✐❞❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❡st ❛♥❞ t❤❡ r♦✉t❡
t❛❦❡♥ ✐♥ t❡st✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✈❡❝t♦rs a ❛♥❞ b✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❛♥❞ t❤❡ k✲❋❲❊❘ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ st❡♣✲❞♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❢✉rt❤❡r r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ■♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❧♦✇❡r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦♥ ❧♦♥❣❡r
t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝s✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❧s❡
r❡❥❡❝t✐♦♥s ❛❝r♦ss t❤❡ t❡sts ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ 10− 13%✳

❲✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡st✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞r❛✇ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❜♦✉t ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✬s ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t②
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❛r❡ t❛r❣❡t✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥
❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❛✐♠ ♦❢ ❛♥s✇❡r✐♥❣ t❤❡ q✉❡st✐♦♥✿ ✏✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡
❜❡st ♠♦❞❡❧❄✑✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② t❤❛t ❛ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❞❡❧✐✈❡r st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
r❡s✉❧ts ❤❛s ❧✐tt❧❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✉♣❡r✐♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣♦♦❧✳ ❇✉t✱ ❛♠♦♥❣
s♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡r♠s❄ ❚❤✐s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❡ t❛❝❦❧❡ ❜②
❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ✜rst
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ❲❤✐t❡ ✭✷✵✵✵✮✱ ✇❤♦ ❞❡s✐❣♥s t❤❡ ❘❡❛❧✐t② ❈❤❡❝❦ ✭❘❈✮✱ ❛ ❥♦✐♥t st❛t✐st✐❝❛❧
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❡①t❡♥❞s t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✶✾✾✺✮ ❛♥❞ ❲❡st ✭✶✾✾✻✮✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤
❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥ t✉r♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❝❢r✳ ❍❛♥s❡♥ ✭✷✵✵✶✮ ❛♥❞ ❈♦rr❛❞✐ ❛♥❞ ❙✇❛♥s♦♥ ✭✷✵✵✻✮✳
■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ♦♥ r✐s❦ ♠♦❞❡❧ ❜❛❝❦t❡st✐♥❣✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ●♦♥③❛❧❡s✲❘✐✈❡r❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✱
❇❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❑❡r❦❤♦❢ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛st✱ ❝❢r✳ ❇❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❘❈
❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❥♦✐♥t t❡st✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❛t ✇✐t❤
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡①❡r❝✐s❡ ♦✉r t❡st ❞❡♣❛rts s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❘❡❛❧✐t② ❈❤❡❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤
♦❢ ❲❤✐t❡ ✭✷✵✵✵✮✱ ❍❛♥s❡♥ ✭✷✵✵✶✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚ ✇❡ ❞❡❧✐✈❡r ✐s str✉❝t✉r❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
t❤❡ ❘❈✱ ✇❤✐❝❤ ❤✐♥❣❡s ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝ W := maxi E [Li − L0] ✇❤❡r❡ Li ✐s t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
i ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ L0 ✐s t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ 0✳ ❚❤❡ ❘❈ ❡①♣❧♦✐ts ❛s②♠♣t♦t✐❝
r❡s✉❧ts ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t st❛t✐st✐❝s ♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ st❛t✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦
✐♥❢❡r r❡❛❧✐③❡❞ p✲✈❛❧✉❡s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝
W ✉s✉❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ✈❡r② ❢❛r r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛✱ ❡♥t❛✐❧✐♥❣ t❤❛t ✐♥
♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r t♦ r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s W ≤ 0✱ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍❛♥s❡♥ ✭✷✵✵✶✮ ❛tt❡♥✉❛t❡s✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❡❧✐♠✐♥❛t❡✱
t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ str✐❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❘❈ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❛❝❝❡♣t
t❤❡ ♥✉❧❧ ❡✈❡r② t✐♠❡✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝ ✐s t♦♦
str✐♥❣❡♥t ❛♥❞✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❘❈✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡t st❛t✐st✐❝ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❣❛✐♥✴❧♦ss ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱
❢♦r♠❛❧❧② Ri

n,j(X, ρ) := |ρj − ρ∗| − |ρi − ρ∗|✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❞❡✈✐❝❡ ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❛♣✱ ♦r ▼❈▼✳
❆♥ ▼❈▼ ✐s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❡♥tr② t❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛r❡s ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ✈❡rs✉s ❡✈❡r② ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧
✐♥ t❤❡ ♣♦♦❧✳ ❚❤❡ ❦❡② st❛t✐st✐❝ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢

✶✶



♠♦❞❡❧ i ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ j✱ ❢♦r♠❛❧❧② P {|ρj − ρ∗| − |ρi − ρ∗| ≥ 0} , ∀i, j✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r q✉❛♥t✐t② ✐s t❤❡ p✲✈❛❧✉❡✼ ♦❢ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝ ✇❤♦s❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s st❛t❡s t❤❛t ♠♦❞❡❧ i ✐s ❜❡tt❡r
t❤❛♥ ♠♦❞❡❧ j✱ ❢♦r♠❛❧❧②✱

Hj : R
i
n,j(X, ρ) ≥ 0 ✭✶✺✮

t❤❛t ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ρj ♦❢ ♠♦❞❡❧ j ❢r♦♠ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡s✉❧t ρ∗ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❢♦r ♠♦❞❡❧ i✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t r♦✇ i✱ ❝♦❧✉♠♥ j ♦❢ t❤❡ ▼❈▼ ✇❡ ❝❛♥ r❡❛❞ ♦✛ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t❤❛t ♠♦❞❡❧ i ❤❛s ❜❡tt❡r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ ♠♦❞❡❧ j✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts ❛❜♦✈❡ ❛♥❞
❜❡❧♦✇ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s✉♠ t♦ ♦♥❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t t❤❡
♠❡❛s✉r❡ ✐s ③❡r♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ ③❡r♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡✈❡♥t❀ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❧✐❦❡❧②
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❈▼ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ p✲✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❡st
✭✶✺✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ♣❛✐r❡❞ ♠♦❞❡❧ s✉♣❡r✐♦r✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ s✉♠♠❛r✐s❡s t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ r❡❧❛t✐✈❡
♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② t❡sts✳ ❚❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ t❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡
✐♥❞✐❝❛t♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❡sts ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛
p✲✈❛❧✉❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 0.5✱ t❤✉s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ♠❛r❦❡t r✐s❦ ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡ ▼❈▼ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♣❛❝❦❛❣❡❞ ✐♥t♦
❛ r❡❛❞❛❜❧❡ ❞✐s♣❧❛② ❢♦r♠❛t ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉♣❡r✐♦r✐t②✳ ■t s❤✐❢ts t❤❡ ❢♦❝✉s t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉✐t❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s r✉♥♥✐♥❣ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ s❝❛♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛✐r✲✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡ ▼❈▼
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦♦❧ ❢♦r ❛♥s✇❡r✐♥❣ ✉♥✐q✉❡❧② t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ♣♦♦❧✳

✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❡❝t✐♦♥

✻✳✶ ❉❛t❛ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✇❡❧❧ ❞✐✈❡rs✐✜❡❞ ❡q✉✐t② st♦❝❦ ✐♥❞❡①✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❉♦✇ ❏♦♥❡s ■♥✲
❞✉str✐❛❧s ❆✈❡r❛❣❡ ✐♥❞❡①✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❉❡❝❡♠❜❡r ✸✶st ✶✾✼✵ t♦ ❆♣r✐❧ ✷✷nd ✷✵✶✸✳ ❲❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❧♦❣✲r❡t✉r♥s
♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❞❛✐❧② ❝❧♦s❡ ❧❡✈❡❧ s❡r✐❡s✳ ❚❤✐s ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣❡❛❦s✱ ❛r♦✉♥❞ ❖❝t♦❜❡r ✶✾✽✼ ❛♥❞ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✽ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✇❛✈❡s✳
❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❜❛❝❦t❡st✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ s♣❧✐t t❤❡ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ ✐♥t♦ ✐♥✲t❤❡✲s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡
s❡❣♠❡♥ts✱ ❛ss✉♠✐♥❣ s✐③❡ T = R+P ✱ ✇❤❡r❡ R ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ P ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧
s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s T = 10, 674✳ ❚❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts st❛❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛❧❜❡✐t ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❲❡ s✉❜tr❛❝t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡t✉r♥ s✉❜✲s❛♠♣❧❡ ❡♥❞✐♥❣ ♦♥
❉❡❝❡♠❜❡r✱ ✸✶st ✶✾✾✽✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡r❡♦♥ ❛ ③❡r♦ ♦✛✲s❡t ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ ❞r❛✇ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ s✉❜✲s❛♠♣❧❡ ❢♦r ✜rst
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡t R = 6, 572✱ t❤❛t ✐s ✇❡ st❛rt t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❡①❡r❝✐s❡ ♦♥ ❏❛♥✉❛r②✱ ✶st ✶✾✾✼ ❛♥❞ ✉s❡
t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s t❤r♦✉❣❤♦✉t ✷✻✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
❡st✐♠❛t❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ s♣❧✐t t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❡①❡r❝✐s❡ ✐♥t♦ ✶✻ ❜❧♦❝❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡✲s❛♠♣❧❡❞
✷✱✵✵✵ t✐♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❜♦♦tstr❛♣ ♦❢ P♦❧✐t✐s ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦ ✭✶✾✾✹❜✮✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❛t s❛♠♣❧❡ s✐③❡ s♦
t❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ s❡♥s✐❜❧❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜♦♦tstr❛♣ ❜❧♦❝❦✲❧❡♥❣t❤ ✐s
❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❜❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ P❛tt♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② ❞✐s❝❛r❞
t❤❡ r♦❧❧✐♥❣✲✇✐♥❞♦✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❧✐❦❡ ●❆❘❈❍✲❊❱❉ ❛♥❞ ❈❆❱✐❛❘ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ♣r❛❝t✐❝❡
✐♥❝r❡❛s❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ s❤r✐♥❦s t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡
s②♠♠❡tr✐❝ ●❆❘❈❍ ❡q✉❛t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ✇✐❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐❢ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ t✇♦✲②❡❛r r♦❧❧✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ♠♦♥t❤❧②
❡st✐♠❛t❡ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ②❡❛r❧② ❡st✐♠❛t❡ ♦♥ ❛
❣r♦✇✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❜❛s❡✳ ❋♦r r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ r♦❧❧✐♥❣✲✇✐♥❞♦✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ●❆❘❈❍
♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ 0.869 ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ 0.073 ❛♥❞
❛ s♣✐❦❡ ❛t 0.346✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ 0.920 ✇✐t❤ ❛
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ 0.002✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●❆❘❈❍
♠♦❞❡❧s ✐♥✱ ❡✳❣✳✱ ❑❡r❦❤♦❢ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❇❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ r♦❧❧✐♥❣
✇✐♥❞♦✇ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❆❘❈❍ ♦r ❈❆❱✐❛❘ ♠♦❞❡❧s✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡❧s ❡♠♣❧♦②❡❞
❜② ♦t❤❡r ❛✉t❤♦rs ❢♦r r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ❛♣♣r♦❝❤ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣r♦✲
❞✉❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❤✉rt t❤❡✐r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ r❛t❤❡r t❤❛♥
✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ ❢♦r❡❝❛sts✳

■♥ t❤✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞②✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ st❛t✐st✐❝s ✇✐t❤ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ s✉❜s❛♠♣❧❡s ♦❢ ✷✻✵
❞❛②s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤✐s✿ ✜rst❧② t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❜✐❛s✱ ❈♦rr❛❞✐ ❛♥❞
❙✇❛♥s♦♥ ✭✷✵✵✼✮✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❜✐❛s ✐♥ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ❢♦r r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡r❡❜② ❡❛r❧✐❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡
✉s❡❞ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② t❤❛♥ t❡♠♣♦r❛❧❧② s✉❜s❡q✉❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❢♦r♠✐♥❣ t❡st st❛t✐st✐❝s❀ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧②

✶✷



t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛rt✐✜❝✐❛❧ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ ✶✲❞❛② ❛♥❞ ✶✵✲❞❛②
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡s✱ t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❱❛❘ ❛♥❞ ❊①❙ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦✉t ♦❢ ❢♦r❡❝❛st ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ❞❛t❛ ✐s
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✶✻ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ✶ ❝❛❧❡♥❞❛r ②❡❛r✳✽ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✲
❡❧s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❜❛❝❦✲t❡st t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❧♦✇ ✴ ❤✐❣❤ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s❝❡♥❛r✐♦s ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
❢♦✉r ❜❧♦❝❦s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛s ▲✴❱ ❛♥❞ ❍✴❱✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡①tr❡♠❡ s❛♠♣❧❡ ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
t✐♠❡✲❝♦♥t✐❣✉♦✉s✳

❲❤❡r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✶✲st❡♣ ❛♥❞ ✶✵✲st❡♣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈✐❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✐♥t❡✲
❣r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ t❤❡ ●❆❘❈❍✲❊❱❉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡
❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥ ❛ ❣r✐❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥t❛✐❧✐♥❣ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ❢♦r❡❝❛st ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✉s❡❞ ❛t r✉♥ t✐♠❡ ❜② tr✉♥❝❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❣r✐❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡
❤✐st♦r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ✈✐❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❘✐s❦▼❡tr✐❝s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤ ht ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❑❡r♥❡❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r
❛s t❤❡ ●❆❘❈❍✲❊❱❉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s ♦♥ ❛ ❣r✐❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥
t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ s❛♠♣❧❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ t❤❡ ❑❡r♥❡❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❦❡♣t
✜①❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞❛✐❧② ❛t t✐♠❡ t−1✳ ❚❤❡
❈❆❱✐❛❘ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ✐♥✈❡♥t✐✈❡♥❡ss t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❆s t❤❡② st❛♥❞✱ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s
❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ♦r ✐♥♣✉t ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② tr❛♥s❢♦r♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❜❡❡♥
❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ❢r❡❡ ♦❢ ❛♥② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ s❤♦rt t❡r♠
♠❡♠♦r② q✉❛♥t✐❧❡ ❢❡❛t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❢❡❡❞ t❤❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❊①❙ ❜❛❝❦t❡st✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦✲r❡❣r❡ss✐♦♥s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❧✐♥❡❛r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①♣❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥♥❡r s✐❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ✺th ✐♥ t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❡r s✐❞❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ t❛✐❧
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤✳ ❲❡ st❛rt ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❧❧ t✐♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ✇✐t❤ ❛ str❛✐❣❤t
❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇✐t❤ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✺✱ ✶✵ ❛♥❞ ✷✵✳ ❚♦ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❛r❡
❞❡s✐❣♥✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ♦✉❣❤t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ♦r❞❡r ✐s ✇❤❛t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
❜❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❝❛r❡❢✉❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t ♣♦✐♥ts✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛✉✲
t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ q✉❛♥t✐❧❡s t♦ ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❡r❡ t❤❛t t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❛♥❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳
❚❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t✐♠❡ s✐♠♣❧② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t✐♠❡✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♠✐s✲
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ ❢✉❧❧② ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✉❛❧ t❛✐❧
●P❉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥♦r♠❛❧ ♦r ●❊❉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠✐❞ q✉❛♥t✐❧❡s✱ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤
▼▲❊ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ s❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r t❤❡ ✶✵✲st❡♣ ❛❤❡❛❞ ❢♦r❡❝❛st t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ●❆❘❈❍✲❊❱❉ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❢♦r♠❛❧❧②

P(X) = E
Y [P(X|Y )] .

❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ✐♥ t❡st✐♥❣ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ✶✵ st❡♣s ❛❤❡❛❞ ✐s ♣♦ss✐❜❧②
❞✐st♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✱ ✜rst❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ r❡✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤
s❤♦✉❧❞ ❜❡ r✉❧❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② t❡sts ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✱ ❜✉t ♠♦st❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
♣♦ss✐❜❧② ❛ ♠✐ss♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♠✐❣❤t ✐♥❝❧✉❞❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♠♣❛❝t r❛♣✐❞❧②
❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳

❚❛❜❧❡ ✶ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❛❝r♦♥②♠s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✻✳✷ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❊✈✐❞❡♥❝❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r t❡st✐♥❣✳ ❚♦ ❝♦♥s❡r✈❡ s♣❛❝❡✱ ✇❡
❞♦ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❛❧❧ t❛❜❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ ❢✉❧❧✳ ❚❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ t❛❜❧❡s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✳

❲✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♠❛r❦❡t r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❱❛❘ ♥✉♠❜❡rs ❢♦r
t❤❡ ▲✴❱ ❛♥❞ ❍✴❱ ❜❧♦❝❦s✱ ❚❛❜❧❡s ✷ t♦ ✺ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ k✲❋❲❊❘ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞
❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡s s❤♦✇ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡t ❡st✐♠❛t❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ st❡♣✲❞♦✇♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❤❛❞❡❞ ❝❡❧❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s r❡❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

✶✸



♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡s ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t st❛t✐st✐❝ ❢♦r ❡❛❝❤
♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❡✿

▼❡❛s✉r❡ ❍♦r✐③♦♥ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ k
❊❈P ✶❞ ✾✾✪ ✸
❊❈P ✶✵❞ ✾✺✪ ✹
❊①❙ ✶❞ ✾✾✪ ✹
❊①❙ ✶✵❞ ✾✺✪ ✺

❋✉rt❤❡r✱ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❚❛❜❧❡s ✻ t♦ ✾ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ▼❈▼ t❛❜❧❡s✱
t❤❛t ✐s t❤❡ p✲✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ t❡sts ❢♦r t❤❡ ♠❛r❦❡t r✐s❦ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s❤♦rt
t❡r♠ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ ❢✉❧❧ s❛♠♣❧❡✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ ♦♥ s♣❛❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ▼❈▼s ❢♦r
t❤❡ ♦t❤❡r t❡st s❡tt✐♥❣s❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❡sts✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❤❡r❡
✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ♥✉♠❜❡r ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❛♥❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ✐♥
❚❛❜❧❡ ✶✵ ✐s ❛ ❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✵✳✺ ✐♥
❡❛❝❤ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❡st✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✷ ✇❡ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❢✉❧❧ s❛♠♣❧❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❱❛❘ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ▼❍❚
❢♦r t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭❊❈P✮ ♦❢ t❤❡ ❱❛❘✭✶❞✱ ✺✪✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❍❙ ❛♥❞ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
♠♦❞❡❧s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t♦rs✱ ✐♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❱❛❘✭✶❞✱ ✶✪✮ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛✉❣✲
♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❊❱❉ ❞❡❧✐✈❡r s✉♣❡r✐♦r r❡s✉❧ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❑❘ ❝❛♥ s✉r♣r✐s✐♥❣❧②
❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✶❞ ✜rst ♣❡r❝❡♥t✐❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ r❡❥❡❝t❡❞ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✜❢t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡✿ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛❧❧②
s❤♦✇s q✉✐t❡ ❡rr❛t✐❝ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ◆❛❞❛r❛②❛✲❲❛ts♦♥ ❦❡r♥❡❧ ✐s q✉✐t❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❛✐❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ s♦ ✐s
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❡rr❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ t❛✐❧s❀ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ♣♦ss✐❜❧② ✐♠♣r♦✈❡ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❧✐❣❤t❧② ✐❢ ✐t❡r❛t✐♥❣ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛✐❧② ♦r ✉s✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳✾ ❚❤❡ ❈❆❱✐❛❘ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✭❤✐❣❤❡r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡✮ t❤❛t ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡rs✬ ✇♦r❦ ❊♥❣❧❡ ❛♥❞ ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐ ✭✷✵✵✹✮✱
♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡ ❡✛❡❝t✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❜✐❛s ❡✛❡❝t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❙t✉❞❡♥t✲t t②♣❡ ♠♦❞❡❧s s❡❡♠ t♦ s✉✛❡r ♦♥ t❤❡ ✺th ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ❡①❡r❝✐s❡✳ ❚❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧s ❉❚❴♥ ❛♥❞ ❉❚❴❣❡❞ ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶❞ ❤♦r✐③♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✶✵❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡
t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝❡s ♠♦r❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❞❡s♣✐t❡ ❤❛✈✐♥❣ r❡❧❛①❡❞
t❤❡ ❚②♣❡ ■ ❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❋❲❊❘✳ ❚❤❡ ❊❱❉ ♠♦❞❡❧s s❡❡♠ t♦ s❧✐❣❤t❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡
q✉❛♥t✐❧❡ ♦✈❡r t❤❡ ✶✵❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥❀ t❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈❍✯t❴❛✈❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❱❛❘✭✺✪✱✶✵❞✮ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡❜② t❤✐s
♠♦❞❡❧ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ②❡t ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧
✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣❡r ❤♦r✐③♦♥ ❡①❡r❝✐s❡✱ s❡❡♠s t♦ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❥♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❆❘❈❍ ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡
t❛✐❧ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❛❞❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❢❛t✲t❛✐❧❡❞ ●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛s
❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ▼▲❊✳ ❚❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ●❆❘❈❍✲❊❱❉ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❉❚❴✯ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ t❤❡ ✺th q✉❛♥t✐❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❛✐s❡s
t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✏❤♦✇ ❢❛r✑ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♦♥❡ ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦❥❡❝✲
t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤❡ ❘▼ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❞✉❝❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r❡❝❛sts✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡ s❤♦rt t❛✐❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚ ❢♦r t❤❡ ❱❛❘ ✐♥ t❤❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt s♣❛❝❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♥✜r♠s t❤❡ r❡s✉❧ts
❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❡sts✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❙ ❢♦r t❤❡ ❱❛❘✭✶❞✱ ✶✪✮
❛♥❞ t❤❡ ◗❘✷ ❝❧❛ss ❢♦r t❤❡ ❱❛❘✭✶❞✱ ✺✪✮✱ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡
❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ s❡t✳ ■♥ ❢❛❝t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❧❡r❛t❡❞ ❢❛❧s❡ r❡❥❡❝t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♥✉❧❧ ❢♦r t❤❡s❡ t❡sts t❤❛t ✇❡r❡ r❡❥❡❝t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❲❡ ✐♥❢❡r t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡❧✐✈❡r r❡s✉❧ts ✇❤♦s❡
❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ s❡t✳
❚✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❊①❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❥❡❝t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ✶❞ ❤♦r✐③♦♥✳ ❈♦♥tr❛r②
t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ s❡♥s❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ♣❛ss t❤❡ t❡st ✐s ❣r❡❛t❡r ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❛✐❧✳ ❚❤❡
♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❢❛t t❛✐❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r❡❞✐❝t♦rs
❢♦r t❤❡ ❊①❙✭✶❞✱ ✶✪✮✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❧② t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❊❱❉ ❛♥❞ ❈❍✸t ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✜❢t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ●❆❘❈❍✲❊❱❉ ❛r❡ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t♦rs ♦♥ s❤♦rt❡r ❤♦r✐③♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡② t❡♥❞ t♦ s❤♦✇ s❧✐❣❤t❧②
❜✐❛s❡❞ ❢♦r❡❝❛st ♦♥ t❤❡ ✶✵❞ ❤♦r✐③♦♥✱ t❤♦✉❣❤ st✐❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤❡ t❛✐❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ◗❘ ♠♦❞❡❧ ❞❡❧✐✈❡rs
s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s✉❧ts ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ❡①❡r❝✐s❡✳ ❚❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♣r♦✈❡s t♦
❜❡ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦♥ s❤♦rt t❡r♠ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ❊①❙✭✶✵❞✱ ✺✪✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❢❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❢❛r t❛✐❧ ❛t t❤❡
❧♦♥❣ ❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤❡ ✶✵❞ ❤♦r✐③♦♥ ❡①❡r❝✐s❡ s❤♦✇s ❛❣❛✐♥ ♠♦r❡ ✇✐❞❡ s♣r❡❛❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣❡r
t❛✐❧ ❢♦r❡❝❛st✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ t❛✐❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♠♦❞❡❧s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❈❍ ❝❧❛ss ❝❛♥ ❞❡❧✐✈❡r
s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❜✉t ❞♦ ♥♦t r❡♣♦rt ❱❛❘ t❡st✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② tr❛♥s❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤
♠♦st❧② r❡t✉r♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ❲❡
❛❧s♦ ❡①❝❧✉❞❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❊①❙ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧ s✉✐t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❜❛s✐❝❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡

✶✹



s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛s t❤❡ ❱❛❘ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

■♥ t❤❡ str❡ss t❡st ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛tt❡r② ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
✈♦❧❛t✐❧✐t② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❛r❣❡t✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✭▲✴❱✮✱ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❱❛❘
❢♦r❡❝❛sts✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✭❍✴❱✮ s✉❜s❛♠♣❧❡s✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ●❛✉ss✐❛♥
♠♦❞❡❧s t❡♥❞ t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ✇✐t❤ ❧♦✇ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ●❆❘❈❍✲❊❱❉ ❝❧❛ss✱ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❛❧♠♦st s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s❝❡♥❛r✐♦ t❤❡ ❘▼ ❝❛♥
❛❧s♦ ❞❡❧✐✈❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s✉❧ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t❤✉s ❢❛r✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ▼❈▼ ❢♦r t❤❡ s✉✐t❡ ♦❢ r✐s❦ ♠♦❞❡❧s
✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚✳ ❚❤✐s t♦♦❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣❛r♥❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✏❜❡st✑ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
r❡❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧t ❧❡✈❡❧✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❖♥ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ❤♦r✐③♦♥ ❢♦r❡❝❛st✱ t❤❡ ●❆❘❈❍✲❊❱❉
♠♦❞❡❧s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ t♦♣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t❛r❣❡t r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ●❆❘❈❍ ❈❛❱✐❛❘
✇✐t❤ t❡♥t❤ ❞❡❣r❡❡s r❛t✐♦♥❛❧ t❛✐❧ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❡r ❢♦r t❤❡ ❊①❙✭✶❞✱ ✶✪✮ ❛♥❞ ❊①❙✭✶❞✱ ✺✪✮✱
✇❤❡r❡ ❢❡✇ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t♦♣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ✶✵❞ ❤♦r✐③♦♥✱ ❧✐❦❡ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ ◗❘✷❴✯✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❈❍✶① ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦♥❣❡r
❤♦r✐③♦♥ ❛t t❤❡ ✜❢t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❈❍✯t❴♣❧✉s ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡
s❛♠❡ t❛r❣❡t✱ s✉❣❣❡st ❡✐t❤❡r t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ✜♥❡ t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❢♦r ❛ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❍❙ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ♠✐❞✲r❛♥❦ ♣❡r❢♦r♠❡r✱ ✇✐t❤ ❢❡✇ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt t❡r♠ ❊①❙ ❢♦r❡❝❛sts ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ❛♥❞ ✶✵❞ ❤♦r✐③♦♥✳ ❖t❤❡r r❡s✉❧ts t❤❛t st❛♥❞ ♦✉t ❜✉t ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❛ ♣❛tt❡r♥ ❛r❡ t❤❡
t♦♣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥✱ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✉❛❧ ❢❛t t❛✐❧✱ t❤❡ ◗❘✶ ❛♥❞ t❤❡ ❘▼
♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❱❛❘✭✶✵❞✱ ✺✪✮✳

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❡①❡r❝✐s❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❇❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❡st✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉✐t❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✶✲❞❛② ❛♥❞ ✶✵✲❞❛② ❱❛❘ ❛♥❞ ❊①❙ ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡
❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ✭▼❍❚✮ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡
❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜✉✐❧t ♦♥ ❛ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s
♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ r♦❜✉st ✐♥❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ♦r
❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡s✉❧ts✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② st❛t✐♦♥❛r② t✐♠❡s s❡r✐❡s✳ ❆♠♦♥❣ ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ t❤❡ ▼❍❚
✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❧✐✈❡r st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts t❤❛t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠✉❧t✐♣❧❡ t❡st ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤❛t ❛r❡ s♦✉♥❞
t♦ ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♥♦♥✲♣✐✈♦t❛❧ st❛t✐st✐❝s✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ t♦ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ r♦❜✉st ♠✉❧t✐♣❧❡
❤②♣♦t❤❡s✐s t❡sts✱ ✇❤✐❝❤ ❡❛s✐❧② ❝❛♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❝♦♥❝❡r♥ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ r✐s❦✲
♠♦❞❡❧s✳

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ▼❍❚ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
t❡st✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡st✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡ts ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢❛♠✐❧②✲✇✐s❡ ❡rr♦r r❛t❡✳ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡ts ✐s ❛ ❤✐❣❤❧② ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢
❛ ▼❍❚✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ t❛r❣❡t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❧❡✈❡❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ k✲❋❲❊❘ ✐s ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ▼❍❚
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❡r② r❛♣✐❞❧②✳
❚❤❡ k✲❋❲❊❘ ❡①t❡♥❞s ♥❛t✉r❛❧❧② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❛r st❛t✐st✐❝✳ ❆s ❛ ✜♥❛❧ ❧❛②❡r✱ ✇❡
✉s❡ ❛ st❡♣✲❞♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐s❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ t❡st✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❡st ❥♦✐♥t❧②
❛ s❡t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r s✉✐t❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣
▼❍❚ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♥♦✈❡❧ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❡st✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❛♣ ✭▼❈▼✮✱ t❤❛t
♦✛❡rs ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ♠❡❛s✉r❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣
t❤❡ p✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s s✉♣❡r✐♦r ♠❛r❦❡t r✐s❦
❢♦r❡❝❛sts✳ ❚❤❡ ▼❈▼ ✐s ❛ ♥♦✈❡❧ t♦♦❧ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ❛t ❛ ♠♦r❡ ❣r❛♥✉❧❛r
❧❡✈❡❧✳ ❲✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡st✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❢❛♠✐❧②✲✇✐s❡ ❡rr♦r r❛t❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❢✉❧❧ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ s✉✐t❡✳ ❆
❢✉rt❤❡r ❧❛②❡r ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡t ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❢❛❧s❡
❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡
r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❡♥❣✐♥❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t❡st ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ r❛♥❦✐♥❣ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡s
✐s ♣✉rs✉❡❞ ❜② s②♥t❤❡s✐s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ p✲✈❛❧✉❡s ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥❞❡① ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✶✺



s✉♣❡r✐♦r✐t②✳

❚❤❡ t❛r❣❡t r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ t❤❡ ❱❛❘ ❛♥❞ ❊①❙ ❢♦r❡❝❛st ♦♥ ✶✲❞❛② ❛♥❞ ✶✵✲❞❛② t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥s✳ ■♥ t❤❡
❧❛tt❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ s✐♠♣❧❡ t❡st ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞✲s❤♦rt❢❛❧❧✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
tr❛♥s❢♦r♠✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ▼❍❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❛ttr❛❝t✐✈❡✱ ❜❡✲
❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧② ♥♦♥✲♥❡st❡❞ ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ r✐s❦✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤✐s ❧❛tt❡r ✐ss✉❡✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t❡s
❛r❡ s❡t t♦ t❤❡✐r ♣✲❧✐♠✐ts✱ ❞✉❡ ♠❛✐♥❧② t♦ r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r✳ ❲❡
♣❧❛♥ t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r✐s❦ ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❞✐✈❡r❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❇❛♦ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✻✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ●P❉✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ▼❍❚ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❛❧❧♦✇s t❡st✐♥❣
❢♦r t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▼❈▼ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛t ✐s ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ r❡❛❧✐t② ❝❤❡❝❦ p✲✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛rt✐❝❧❡ ❢❛✐❧s t♦
❞❡t❡❝t ❛♥② ♠♦❞❡❧ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦✈❡r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❘✐s❦▼❡tr✐❝s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✲
✐t② ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠❡❛♥ r❡✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❢❛t✲t❛✐❧❡❞♥❡ss r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s❤♦rt❡r ❤♦r✐③♦♥✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ s❡❡♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ♦♥ t❤❡
✶✵❞ ❤♦r✐③♦♥✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ❈❍✶①❴✯ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✮ ✐s t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st
✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ✜♥❞✐♥❣s ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ●❆❘❈❍ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❤✐❣❤ ♠♦❞❡❧
✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❝♦♠♣r♦♠✐s✐♥❣ t❤❡✐r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ♣❡r✲
❢♦r♠s r❡❛s♦♥❛❜❧②✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♠✐❞✲r❛♥❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❘✐s❦ ▼❡tr✐❝s✱ ❛♥♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ❛♠♦♥❣
♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs✱ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ s♦♠❡t✐♠❡s ❤✉rts t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦♥ ❛ ✇✐❞❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤❡ ✶✵❞ ❤♦r✐③♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❤♦✇s ❛ ✇✐❞❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✺✪
t❛✐❧ ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❥❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥❞✉❝t ❛ ♠♦❞❡❧ str❡ss t❡st ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡
♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❧♦✇✴❤✐❣❤ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s❝❡♥❛r✐♦s✱ ✇❤❡r❡❜② ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❜❡tt❡r ✐♥ ❛ ❧♦✇ ✈♦❧❛t✐❧✐t② r❡❣✐♠❡✳

❋✉rt❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ❜r♦✉❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ r✐s❦✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❡♥t❛✐❧ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s
❛t t❤❡ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ❧❡✈❡❧❀ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ♣♦ss✐❜❧② ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤
s✉r♣r✐s❡s ♦♥ ✇✐❞❡r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥s❀ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ st❛❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ❧❡❛✈❡ t❤✐s t♦ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤
❛❝t✐✈✐t②✳

✽ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆rt③♥❡r✱ P✳✱ P✳ ❉❡❧❜❛❡♥✱ ❏✳▼✳ ❊❜❡r✱ ❛♥❞ ❉✳ ❍❡❛t❤✱ ✶✾✾✾✱ ❈♦❤❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ r✐s❦✱▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❋✐♥❛♥❝❡

✾✳

❇❛♦✱ ❨✳✱ ❚✳ ▲❡❡✱ ❛♥❞ ❇✳ ❙❛❧t♦➜❧✉✱ ✷✵✵✻✱ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡✲❛t✲r✐s❦ ♠♦❞❡❧s ✐♥
❡♠❡r❣✐♥❣ ♠❛r❦❡ts✿ ❆ r❡❛❧✐t② ❝❤❡❝❦✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ✷✺✳

❇❛♦✱ ❨✳✱ ❚✳ ▲❡❡✱ ❛♥❞ ❇✳ ❙❛❧t♦➜❧✉✱ ✷✵✵✼✱ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛st ♠♦❞❡❧s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ✷✻✳

❇❡r❛♥✱ ❘✳✱ ✶✾✽✽✱ ❇❛❧❛♥❝❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡ts✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥

✽✸✳

❇❡r❛♥✱ ❘✳✱ ✶✾✾✵✱ ❘❡✜♥✐♥❣ ❜♦♦tstr❛♣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❡ts✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧

❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✽✺✳

❇❡r❛♥✱ ❘✳✱ ✷✵✵✸✱ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❜♦♦tstr❛♣ ♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ t❤❡♦r②✱ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✽✳

❇❡r❦♦✇✐t③✱ ❏✳✱ ✷✵✵✶✱ ❚❡st✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss
❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s ✳

❇✐❡r❡♥s✱ ❍✳❏✳✱ ✶✾✽✼✱ ❑❡r♥❡❧ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✿ ❋✐❢t❤ ❲♦r❧❞

❈♦♥❣r❡ss✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶ ✭P❛❧❣r❛✈❡✱ ▲♦♥❞♦♥✮✳

❇■❙✱ ✷✵✶✶✱ ▼❡ss❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❜♦♦❦✱ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧
❘❡♣♦rt ✶✾✱ ❇❛♥❦ ❢♦r ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❡tt❧❡♠❡♥ts✳

✶✻



❇♦❧❧❡rs❧❡✈✱ ❚✳✱ ✶✾✽✻✱ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t②✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s
✸✳

❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥✱ P✳✱ ✶✾✾✽✱ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r❡❝❛sts✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✸✾✳

❈♦rr❛❞✐✱ ❱✳✱ ❛♥❞ ◆✳❘✳ ❙✇❛♥s♦♥✱ ✷✵✵✻✱ ❇♦♦tstr❛♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❡st ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝
♠✐ss♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ✶✸✸✳

❈♦rr❛❞✐✱ ❱✳✱ ❛♥❞ ◆✳❘✳ ❙✇❛♥s♦♥✱ ✷✵✵✼✱ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❜♦♦tstr❛♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s❡❞
♦♥ r❡❝✉rs✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✳

❉✐❡❜♦❧❞✱ ❋✳❳✳✱ ❛♥❞ ❘✳❙✳ ▼❛r✐❛♥♦✱ ✶✾✾✺✱ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❛♥❞ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s ✳

❉✐❡❜♦❧❞✱ ❋✳❳✳✱ ❆✳●✳ ❚♦❞❞✱ ❛♥❞ ❆✳❙✳ ❚❛②✱ ✶✾✾✽✱ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ✜♥❛♥❝✐❛❧
r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✳

❊❢r♦♥✱ ❇✳✱ ✶✾✼✾✱ ❇♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞s✿ ❆♥♦t❤❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡✱ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s ✼✳

❊♥❣❧❡✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❙✳ ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐✱ ✷✵✵✹✱ ❈❛✈✐❛r✿ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✈❛❧✉❡✲❛t✲r✐s❦ ❜② r❡❣r❡ss✐♦♥ q✉❛♥✲
t✐❧❡✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ✫ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s ✷✷✳

❊♥❣❧❡✱ ❘✳❋✳✱ ✶✾✽✷✱ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ✇✐t❤ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✉♥✐t❡❞ ❦✐♥❣❞♦♠ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✺✵✳

●❧♦st❡♥✱ ▲✳❘✳✱ ❘✳ ❏❛❣❛♥♥❛t❤❛♥✱ ❛♥❞ ❉✳❊✳ ❘✉♥❦❧❡✱ ✶✾✾✸✱ ❖♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞
t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡①❝❡ss r❡t✉r♥ ♦♥ st♦❝❦s✱ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡ ✹✽✳

●♦♥③❛❧❡s✲❘✐✈❡r❛✱ ●✳✱ ▲✳ ❚❛❡✲❍✇②✱ ❛♥❞ ▼✳ ❙❛♥t♦s❤✱ ✷✵✵✸✱ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✿ ❆ r❡❛❧✐t② ❝❤❡❝❦ ❜❛s❡❞ ♦♥
♦♣t✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣✱ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✈❛❧✉❡✲❛t✲r✐s❦ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳

❍❛♥s❡♥✱ P✳❘✳✱ ✷✵✵✶✱ ❆♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❡st ❢♦r s✉♣❡r✐♦r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t②✱ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳

❍❛♥s❡♥✱ P✳❘✳✱ ❛♥❞ ❆✳ ▲✉♥❞❡✱ ✷✵✵✶✱ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s✿ ❉♦❡s ❛♥②t❤✐♥❣ ❜❡❛t ❛ ❣❛r❝❤✭✶✱✶✮❄✱
❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳

❍♦r♦✇✐t③✱ ❏✳▲✳✱ ✷✵✵✵✱ ❚❤❡ ❜♦♦tstr❛♣✱ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳

❏✳P✳▼♦r❣❛♥✱ ✶✾✾✻✱ ❘✐s❦♠❡tr✐❝sTM ✱ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ✹✱ ❏✳P✳▼♦r❣❛♥✱ ❘❡✉t❡rs✳

❑❡r❦❤♦❢✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❇✳ ▼❡❧❡♥❜❡r❣✱ ✷✵✵✸✱ ❇❛❝❦t❡st✐♥❣ ❢♦r r✐s❦✲❜❛s❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r② ❝❛♣✐t❛❧✱ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳

❑❡r❦❤♦❢✱ ❏✳✱ ❇✳ ▼❡❧❡♥❜❡r❣✱ ❛♥❞ ❍✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ✷✵✵✾✱ ▼♦❞❡❧ r✐s❦ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ r❡s❡r✈❡s✱ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳

❑♦❡♥❦❡r✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ●✳ ❇❛ss❡tt✱ ✶✾✼✽✱ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ q✉❛♥t✐❧❡s✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✹✻✳

❑✉♣✐❡❝✱ P✳✱ ✶✾✾✺✱ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s
✸✳

❑üs❝❤✱ ❍✳❘✳✱ ✶✾✽✾✱ ❚❤❡ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ st❛t✐♦♥❛r② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢

❙t❛t✐st✐❝s ✶✼✳

▲❛❤✐r✐✱ ❙✳◆✳✱ ✶✾✾✾✱ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❜❧♦❝❦ ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞s✱ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s ✷✼✳

▲❡❤♠❛♥♥✱ ❊✳▲✳✱ ❛♥❞ ❏✳ ❘♦♠❛♥♦✱ ✷✵✵✺✱ ●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐✇✐s❡ ❡rr♦r r❛t❡✱ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s
✸✸✳

▲✐✉✱ ❘✳❨✳✱ ❛♥❞ ❑✳ ❙✐♥❣❤✱ ✶✾✾✷✱ ▼♦✈✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❥❛❝❦❦♥✐❢❡ ❛♥❞ ❜♦♦tstr❛♣ ❝❛♣t✉r❡ ✇❡❛❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ✐♥
❊①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ▲✐♠✐ts ♦❢ ❇♦♦tstr❛♣ ✭❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✮✳

▲♦♥❣✐♥✱ ❋✳▼✳✱ ✶✾✾✻✱ ❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡①tr❡♠❡ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t r❡t✉r♥s✱ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐✲

♥❡ss ✻✾✳

▼❛♥❝✐♥✐✱ ▲✳✱ ❛♥❞ ❋✳ ❚r♦❥❛♥✐✱ ✷✵✶✶✱ ❘♦❜✉st ✈❛❧✉❡ ❛t r✐s❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s
✾✳

▼❝◆❡✐❧✱ ❆✳❏✳✱ ❛♥❞ ❘✳ ❋r❡②✱ ✷✵✵✵✱ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❛✐❧✲r❡❧❛t❡❞ r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝ ✜♥❛♥❝✐❛❧
t✐♠❡ s❡r✐❡s✿ ❛♥ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳

◆❛❞❛r❛②❛✱ ❊✳❆✳✱ ✶✾✻✹✱ ❖♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ❚❤❡♦r② ♦❢ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✾✳

✶✼



◆❡❧s♦♥✱ ❉✳ ❇✳✱ ✶✾✾✶✱ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ✐♥ ❛ss❡t r❡t✉r♥s✿ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✺✾✳

◆♦r❞♠❛♥✱ ❉✳❏✳✱ ✷✵✵✾✱ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❜♦♦tstr❛♣✬s ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s ✸✼✳

P❛tt♦♥✱ ❆✳✱ ❉✳◆✳ P♦❧✐t✐s✱ ❛♥❞ ❍✳ ❲❤✐t❡✱ ✷✵✵✾✱ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ t♦✿ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❜❧♦❝❦✲❧❡♥❣t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ❜♦♦tstr❛♣✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❘❡✈✐❡✇s ✷✽✳

P♦❧✐t✐s✱ ❉✳◆✳✱ ❛♥❞ ❏✳P✳ ❘♦♠❛♥♦✱ ✶✾✾✹❛✱ ▲✐♠✐t t❤❡♦r❡♠s ❢♦r ✇❡❛❦❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❤✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✈❛❧✉❡❞ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❜♦♦tstr❛♣✱ ❙t❛t✐st✐❝❛ ❙✐♥✐❝❛ ✹✳

P♦❧✐t✐s✱ ❉✳◆✳✱ ❛♥❞ ❏✳P✳ ❘♦♠❛♥♦✱ ✶✾✾✹❜✱ ❚❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❜♦♦tstr❛♣✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧

❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✽✾✳

P♦❧✐t✐s✱ ❉✳◆✳✱ ❛♥❞ ❍✳ ❲❤✐t❡✱ ✷✵✵✹✱ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❜❧♦❝❦✲❧❡♥❣t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜♦♦tstr❛♣✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝

❘❡✈✐❡✇s ✷✸✳

❘♦♠❛♥♦✱ ❏✳✱ ▼✳❙✳ ❆③❡❡♠✱ ❛♥❞ ▼✳ ❲♦❧❢✱ ✷✵✵✾✱ ❍②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ❙❡r✐❡s✱

■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❩✉r✐❝❤ ✹✹✹✳

❘♦♠❛♥♦✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ▼✳ ❲♦❧❢✱ ✷✵✵✺✱ ❊①❛❝t ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ st❡♣❞♦✇♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s
t❡st✐♥❣✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✶✵✵✳

❘♦♠❛♥♦✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ▼✳ ❲♦❧❢✱ ✷✵✵✼✱ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡rr♦r r❛t❡s ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❡st✐♥❣✱ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢

❙t❛t✐st✐❝s ✸✺✳

❘♦♠❛♥♦✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ▼✳ ❲♦❧❢✱ ✷✵✶✵✱ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡rr♦r r❛t❡s✱ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s ✸✽✳

❘♦s❡♥❜❧❛tt✱ ▼✳✱ ✶✾✺✷✱ ❘❡♠❛r❦s ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤♠❛t✐❝❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s

✷✸✳

❱❛♥ ❞❡r ❱❛❛rt✱ ❆✳❲✳✱ ✶✾✾✽✱ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❧t❛ ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥ ❆s②♠♣♦t✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ❝❤❛♣t❡r ✷✵ ✭❈❛♠❜r✐❞❣❡
❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✮✳

❲❛ts♦♥✱ ●✳❙✳✱ ✶✾✻✹✱ ❙♠♦♦t❤ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❙❛♥❦②✠❛✿ ❚❤❡ ■♥❞✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s ✷✻✳

❲❡st✱ ❑✳❉✳✱ ✶✾✾✻✱ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❜♦✉t ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t②✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✻✹✳

❲❤✐t❡✱ ❍✳✱ ✷✵✵✵✱ ❆ r❡❛❧✐t② ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❞❛t❛ s♥♦♦♣✐♥❣✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✻✽✳

✶✽



◆♦t❡s

✶❲❡ ❦❡❡♣ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❱❛❘ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❛❧✇❛②s ♠❡❛♥ t❤❡ t❛r❣❡t q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡t✉r♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
♦r✐❣✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❱❛❘ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♠♦♥❡t❛r② ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t ❜❡tt❡r r❡❢❡rs t♦ ❛ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ♦❢ ❛ss❡t ✈❛❧✉❡s r❛t❤❡r
t❤❛♥ r❡t✉r♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❡❛s② t♦ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳

✷❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ t❡st ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❥❡❝t✐♥❣ ❢❛❧s❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❛t ✐s ♦♥❡ ♠✐♥✉s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ❚②♣❡ ■■ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❡st ✐♥ r❡❥❡❝t✐♥❣ ❢❛❧s❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳

✸■♥ st❛t✐st✐❝s✱ ❛ r♦♦t ✐s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ t❡r♠ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞❛t❛✳ ❲❡ ✉s❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t❧② ❛s ❛ s②♥♦♥②♠ ❢♦r
st❛t✐st✐❝✱ ♦r ❛s ❛ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✹❚❤❡ ❘✐s❦▼❡tr✐❝s ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ✐s ✜①❡❞ ❛✲♣r✐♦r✐ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧✐t② t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r✇❛r❞✳

✺▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r ♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛ss✉♠❡ ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❘♦s❡♥❜❧❛tt tr❛♥s❢♦r♠✳

✻❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s s♦rt ✐s ❛ ❝r❡❞✐t r✐s❦ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t r❡❝♦✈❡r②✳
✼❚♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ❤❡r❡ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❡①✲❛♥t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❛t ✐s ❜❡❢♦r❡ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥② st❛t✐st✐❝✳ ❚❤✐s

p✲✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ❛ t②♣❡ ■ ❡rr♦r ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t t♦ ✵✳✺✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇❡ ♣✐❝❦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦t ❜❡✐♥❣ r❡❥❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ♣❡r❢♦r♠❡r✳

✽❚❤❡ ❧❛st ❜❧♦❝❦ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✶ ②❡❛r ❜✉t t❤❡ r❡s❛♠♣❧❡❞ ❞❛t❛ ✐s ❧❡t r✉♥ ❢♦r ❛ ❢✉❧❧ ②❡❛r✳
✾❲❡ ❤❛✈❡ r✉♥ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t s❡❡♠ t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ t❛✐❧s✳

✶✾



◆❛♠❡ ▼♦❞❡❧
❈❍✶❣ ●❛✉ss✐❛♥ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮
❈❍✶t ❙t✉❞❡♥t✲t ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮
❈❍✶①❴♥ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ✇✐t❤ ε ∼ ❞✉❛❧ ●P❉ t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ♠✐❞✲q✉❛♥t✐❧❡
❈❍✶①❴❣❡❞ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ✇✐t❤ ε ∼ ❞✉❛❧ ●P❉ t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ ●❊❉ ♠✐❞✲q✉❛♥t✐❧❡
❈❍✷❣ ●❛✉ss✐❛♥ ❚❆❘❈❍✭✶✱✶✮
❈❍✷t ❙t✉❞❡♥t✲t ❚❆❘❈❍✭✶✱✶✮
❈❍✷①❴♥ ❚❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ✇✐t❤ ε ∼ ❞✉❛❧ ●P❉ t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ♠✐❞✲q✉❛♥t✐❧❡
❈❍✷①❴❣❡❞ ❚❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ✇✐t❤ ε ∼ ❞✉❛❧ ●P❉ t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ ●❊❉ ♠✐❞✲q✉❛♥t✐❧❡
❈❍✸❣ ●❛✉ss✐❛♥ ❊●❆❘❈❍✭✶✱✶✮
❈❍✸t ❙t✉❞❡♥t✲t ❊●❆❘❈❍✭✶✱✶✮
❈❍✸①❴♥ ❊●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ✇✐t❤ ε ∼ ❞✉❛❧ ●P❉ t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ♠✐❞✲q✉❛♥t✐❧❡
❈❍✸①❴❣❡❞ ❊●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ✇✐t❤ ε ∼ ❞✉❛❧ ●P❉ t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ ●❊❉ ♠✐❞✲q✉❛♥t✐❧❡
❈❍✶❣❴❛✈❣ ❯♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮
❈❍✶t❴❛✈❣ ❯♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❙t✉❞❡♥t✲t ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮
❈❍✶①❴♥❴❛✈❣ ❯♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ✇✐t❤ ε ∼ ❞✉❛❧ ●P❉ t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ♠✐❞✲q✉❛♥t✐❧❡
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