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❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❙❉❊✮ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ s✉❜❥❡❝t ♦❢
❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ s❡❡ ❙ør❡♥s❡♥ ✭✷✵✵✹✮✱ ❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛ ✭✷✵✵✻✮ ❢♦r ❛ s✉r✈❡②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥②
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❡❛❝❤ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❡①❡r❝✐s❡✳ ■t
✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
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✐♥❞✐r❡❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ●♦✉r✐❡r♦✉① ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ●❛❧❧❛♥t ❛♥❞
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✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s❡❡ ▲✉♥❞ ✭✶✾✾✼✮✱ ❉✉✛❡❡ ❛♥❞ ❙t❛♥t♦♥ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ❈❤r✐st♦❢✲
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❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝
♠♦❞❡❧ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❡①❛❝t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ✈✐rt✉❛❧❧②
✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ ❢❡✇ ❧✐♠✐t❡❞ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t
s❛♠♣❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥❧②
❛t ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦s❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ♦♣t✐♠❛❧❧② ♣r♦❥❡❝t t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t✐♠❡✱ ❣✐✈❡♥
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❣r❡❛t❡r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✜♥❛♥❝❡ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❜❡✐♥❣
♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ♥❛♠❡❧②✿ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✭❡✳❣✳ ❍❡st♦♥✱ ✶✾✾✸✱ ❉✉✣❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✵✮ ❛♥❞ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✭❡✳❣✳ ❉✉✣❡ ❛♥❞ ❑❛♥✱ ✶✾✾✻✱ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❙❝♦tt✱ ✷✵✵✸✮✳ ❚❤✐s ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❜② ✜❧t❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❜❡st
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s❡t ♦❢ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞
❛s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s✱ s❡❡ Ø❦s❡♥❞❛❧ ✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡
✇❤♦❧❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ❛♥ ✉♣❞❛t❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❙❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❞❡✈❡❧♦♣ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡
❇❛t❡s ✭✷✵✵✻✮✱ ❏✐❛♥❣ ❛♥❞ ❖♦♠❡♥ ✭✷✵✵✼✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❛♥ ❛✣♥❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❙❉❊ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛✣♥❡ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❦♥♦✇♥ ✐♥ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✭❉✉✣❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❢ ✜❧t❡r t❤❛t ❝❛♥ tr❡❛t ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
♣r♦❞✉❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❧❛t❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ❛ ✜❧t❡r✱ s✐♠✐❧❛r ✐♥ s♣✐r✐t t♦ t❤❡ ♦♥❡
✉s❡❞ ❤❡r❡✱ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❜② ❍✉r♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ■♥ t❤❛t ♣❛♣❡r t❤❡
❛✉t❤♦rs ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠❛✐♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥s✳ ❚❤❡② s♦❧✈❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✈✐❛ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉❛s✐✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② t❤❡② ❛❞♦♣t✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❛t
✇❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞❡✈✐s❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❥✉♠♣
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣ ✐s q✉✐t❡ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❤❛♥❞❧❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
♦r ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❥✉♠♣s✱ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❥✉♠♣ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t❧②
s♣❡❝✐✜❡❞ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❥✉♠♣✲✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ q✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡r②
✢❡①✐❜❧❡ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▼❛②❜❡❝❦ ✭✶✾✽✷✮✱ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡✲
♠❡♥t t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❛❞♦♣ts t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥
✜❧t❡r✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭❆▼▲✮
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥ ✭P■❉❊✮ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✱
✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❧♦❝❦ ♦❢
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P■❉❊ ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣♦rt ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❛❥♦r ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ ✐♥

✷



✜♥❡r ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❥✉♠♣s ✇✐t❤ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
s②st❡♠ st❛t❡ ❞❡s✐❣♥✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ❛♥❞ ❩❤♦✉ ✭✷✵✵✷✮✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❝❛rr② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛✉①✐❧✐❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢❛❝t♦r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ t❡st t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡rr♦r ❛s ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❛t❡♥t s②st❡♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s s✐❣♥✐❢✲
✐❝❛♥t✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ ❉❡♠♣st❡r ❛♥❞ ❚❛♥❣ ✭✷✵✶✶✮ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡
❡rr♦r ✐s ♠♦r❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❥✉♠♣s ❛ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s②st❡♠
st❛t❡ ❡st✐♠❛t❡ ♠✐❣❤t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ s❤♦❝❦s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❡rr♦r t♦ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠
❞❡s✐❣♥✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❥✉♠♣s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ♠✐❣❤t ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t s②st❡♠ st❛t❡ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t✱ ✇❤❡r❡❜② ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ❛♥❞ ❛s ❛ ❦❡② ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P■❉❊ ♦♣❡r❛t♦r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ s✉✐t❡ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ■t ✜rst
❞❡♣✐❝ts t❤❡ s②st❡♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s❡s ❢r♦♠ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥✱ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡
s❛❦❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❛s ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❛t❡♥t st❛t❡
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆ ❢✉rt❤❡r s✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈✐❛ ❆▼▲ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s
s♦♠❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ t❛❝❦❧❡ ✐s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss (St)t∈[0,T )✳ ❲❡ ❝❛❧❧ St ❛ s②st❡♠✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✬ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ s②st❡♠ S ✐s ❛rr❛♥❣❡❞
✐♥t♦ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts S = (X,Y )✱ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡✐r ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ❛s Y ✱ ✇❤♦s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ X✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s②st❡♠ st❛t❡
X ✐s ❢✉❧❧② ♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ❧❛t❡♥t✱ t❤❛t ✐s ✐ts ♣❛t❤ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t Y ✳ ■♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❡st✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛s ❛ ❦❡② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ♣✉rs✉❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳

❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ✐♥ ❛ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱
t❤❛t ✐s t❤❡ Gt✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X̄t t❤❛t ♠✐♥✐♠✐s❡s t❤❡ ♣❛t❤✲✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ st❛t❡
Xt✳ ▲❡t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ (Ω,F ,Ft,P) ❛♥❞ ❧❡t t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s❡t G ⊂ F ✱
❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ ❡✈❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠ (X,Y )✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ s♣❛❝❡ L2 (P) ♦♥t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ K ⊂ L2 (P) ♦❢ t❤❡ Gt✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E [·|Gt]✱ s❡❡ Ø❦s❡♥❞❛❧ ✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✐♠s t♦ ❝♦♥str✉❝t
❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ♦♥❧② ❛t ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t✇♦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♣r♦✈✐❞✐♥❣
t❤❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ❤❡r❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝✐t❡❞ s❡♠✐♥❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❝♦♥s✐sts
♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ E [Xt |Gt−δt ] ❛♥❞ E [Xt |Gt ]✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ s✐♠♣❧✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥❞✐st✐♥❝t❧② ✐♥❞✐❝❛t❡ Et|s [X] =: E [Xt |Gs ] := X̄t|s✱ s ≤ t✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠♦✈❡s t❤❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t✐♠❡s t − δt ❛♥❞ t✱ t❤❡ t✐♠❡
s❡❣♠❡♥ts ❜❡✐♥❣ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ♥❡✇ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❧❛t❡♥t st❛t❡ ✈❡❝t♦r Xt ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Yt ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Y ❛♥❞ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Ȳ ✱ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r
X̄ ❛♥❞ t❤❡✐r s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝r♦ss✲♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♠♦✉♥ts t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝❡♥tr❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s②st❡♠ st❛t❡

dX = b(X−; θ)dt+A(X−; θ)dW + J(z;X−, θ)dN ✭✶✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s b✱ A ✐♥❝❧✉❞❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✈❡❝t♦r θ ∈ Θ✳ ❚❤❡ ❥✉♠♣ s✐③❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❡❝t♦r

✸



J ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦ ♣♦✐♥t z✱ ✇❤♦s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ st❛t❡✳ ❚❤❡
r❛♥❞♦♠ ❞r✐✈❡rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ✈❡❝t♦r W ❛♥❞ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss N ✱ ✇✐t❤
st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥t❡♥s✐t② λ(X−; θ)✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥s b✱ A ❛♥❞ J ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ s❛t✐s❢② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t
❣r❛♥t ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❊q✳ ✭✶✮ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ P❧❛t❡♥ ❛♥❞ ❇r✉t✐✲▲✐❜❡r❛t✐✱ ✷✵✶✵✮✱ ∀θ ∈ Θ✳ ■♥ ❊q✳ ✭✶✮
✇❡ ♠❛❦❡ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❧✐♠✐t ♦❢ X✱ t❤❛t ✐s ✐ts ❧❡✈❡❧ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❥✉♠♣✱
✐❢ ❛♥②✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ❞r♦♣♣❡❞✱ ✇❤❡r❡❜② ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥t❡❣r❛❧ X ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❈♦♥t
❛♥❞ ❚❛♥❦♦✈ ✭✷✵✵✸✮✱ ❍❛♥s♦♥ ✭✷✵✵✼✮✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ s②st❡♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ ❥✉♠♣ s✐③❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❥✉♠♣ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s J = G(z)f(X)✱ ✇✐t❤ G = [gij(z)]ij ❛♥❞
gij = 0 ✇❤❡♥ i 6= j✱ ✇❤❡r❡ f ❛♥❞ g ❛r❡ ♠❛♣♣✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ X ❛♥❞ z✱ t❤❡ ♠❛r❦
♣♦✐♥t ✈❡❝t♦r✱ t♦ R•✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ J ✐s ❛ ✇♦r❦✐♥❣ t♦♦❧ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❥✉♠♣ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦✲♣♦✐♥t ✈❡❝t♦r z ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ X✱ ❜✉t ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f ❛♥❞
g ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❡q✉❛t✐♦♥

▲❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐s ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈
❢♦r✇❛r❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❑❋❊✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❙❉❊ ✭✶✮✱ t❤❡ ❑❋❊ t❤❛t ✐s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐s ❢♦✉♥❞ ❛s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✭❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ P■❉❊✮✳ ❚❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❢♦r✇❛r❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r

t❤❡ ■tô ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ P♦✐ss♦♥ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭✶✮ ✐s

∂t [p] = (AX + JX) [p] ✭✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r AX ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ C = AA⋆

AX [p] ≡ 1
2

∑

ij

∂2xixj
[Cijp]−

∑

i

∂xi
[bip] ✭✸✮

❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♣❡r❛t♦r JX ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

JX [p] ≡ − (λp) +

∫

Z

dQ(z; h) |∇h| (λp) ◦ h ✭✹✮

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❍❛♥s♦♥ ✭✷✵✵✼✮

■♥ ❊q✳ ✭✹✮ Q ✐s t❤❡ ❥✉♠♣ s✐③❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✱ h : X+ → X− ✐s t❤❡ ♣♦st✲❥✉♠♣ tr❛♥s❢♦r♠✱ |∇h| ✐s
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ h ❛♥❞ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❜② ◦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❋♦r ❡❛s❡
♦❢ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t♦ ❜❡ s❝❛❧❛r ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❥✉♠♣ ✈❡❝t♦r J
t♦ ❜❡ st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡ ❥✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss λ(X)✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱

Y = qX(X) + E ✭✺✮

✇❤❡r❡ E ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡❢t ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✳ ■♥ ❊q✳ ✭✺✮ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ s✐♠♣❧❡
❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ❢♦r q(X) = HX✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♠❛tr✐① H✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝
✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ H ✐s ❛ ♣✐❝❦ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦r t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ t❛r❣❡ts
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✮ t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠s r❡q✉✐r❡s ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ◆✐❡❧s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✱ ❇❛❛❞s❣❛❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❙❡❡
❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❢♦r ❛ st✉❞② ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥
✉♥s❝❡♥t❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✳

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡✳ ❚❤✐s ❛✉①✐❧✐❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱
✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❧❛t❡♥t ❜② ✐ts ♥❛t✉r❡✱ ✐s ❛ ❞❡✜♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❛t ✐s ✐ts✱ ♣♦ss✐❜❧② st❛t❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ✐t ❤❡r❡ ✐♥ ✐ts ❧❡✈❡❧ ❡✛❡❝t ❢♦r♠

λ = qλ(X) ✭✻✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❜② ▼❛②❜❡❝❦ ✭✶✾✽✷✮ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛
♠❛r❦❡❞ ♣♦✐♥t P♦✐ss♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ❥✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥
t❤❡ ❥✉♠♣ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❖✉r ✇♦r❦ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❥✉♠♣ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ✐♥ ❞❡r✐✈✐♥❣
✇♦r❦❛❜❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t s②st❡♠✲st❛t❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛❞❞r❡ss ❢r♦♠
❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r✐s✐♥❣ ✇❤❡♥ ❥✉♠♣s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡
s②st❡♠ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✛❡r r♦❜✉st st❛t✐st✐❝s ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✹



✷✳✶ ❚❤❡ t✐♠❡✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ♦♣t✐♠❛❧ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ X✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❞✐s❝r❡t❡
t✐♠❡s ♦♥❧②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ t✐♠❡✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐♥ ▼❛②❜❡❝❦ ✭✶✾✽✷✮ ✐s t♦ ❞❡r✐✈❡ ♣♦ss✐❜❧②
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ X✱ ❝❢r✳ ◆✐❡❧s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✱
❇❛❛❞s❣❛❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮







d
dtX̄ =

∫

X∂tp dX

d
dt V̄ =

∫

XX⋆∂tp dX − d
dtX̄X̄

⋆ − X̄ d
dtX̄

⋆

✭✼✮

■♥ ❊q✳ ✭✼✮✱ ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ❑❋❊ ❢♦r t❤❡ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ∂tp t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①❛❝t
♦r ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ♣r♦①✐❡❞ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❖❉❊✮ s②st❡♠ ❢♦r X̄t|s ❛♥❞ V̄t|s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✼✮ ❢♦r t❤❡ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ✭✶✮✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡
✐♥✈♦❧✈❡❞

∫

X(A +J )[p] ❛♥❞
∫

XX⋆(A +J )[p] t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❑❋❊ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ ❢✉rt❤❡r s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❥✉♠♣s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦ t❤❡ st❛t❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ s♣❧✐t ❊q✳ ✭✼✮ ✐♥t♦ ✐ts ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢
t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❛t ✐s d

dt (·) = d
dt (·)A + d

dt (·)J ✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r EP[·] ✇✐t❤
(| · |) ❛♥❞ EQ[·] ✇✐t❤ 〈| · |〉✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❊q✳ ✭✼✮ ✐s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✭❚❤❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❚✐♠❡✲Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥✱ ▼❛②❜❡❝❦✱ ✶✾✽✷✮✳

d
dt

(

X̄
)

A
= (|b|)

d
dt

(

V̄
)

A
= (|C|) + (|bX⋆|) + (|Xb⋆|)− (|b|)X̄⋆ − X̄(|b|)⋆

✭✽✮

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

❚❤❡ ✜❧t❡r
(

X̄, V̄
)

❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❲❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ✜❧t❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r♠❛❧ ❖❉❊ s②st❡♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✭❚❤❡ ❏✉♠♣ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❚✐♠❡✲Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥✮✳

d
dt

(

X̄
)

J
= 〈|G|〉(|λf |) =: U

d
dt

(

V̄
)

J
= 〈|G|〉(|λfX⋆|) + (|λXf⋆|)〈|G|〉+ (|λff⋆|)⊙ 〈|gg⋆|〉 − UX̄⋆ − X̄U⋆ ✭✾✮

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ s✐❣♥⊙ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✭✾✮ r❡♣r❡s❡♥ts t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥
t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ♦❢ ▼❛②❜❡❝❦ ✭✶✾✽✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✜♥❛♥❝❡ ♦❢ ◆✐❡❧s❡♥ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✵✮✱ ❇❛❛❞s❣❛❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ❛♥❞ ❍✉r♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧❛t❡♥t st❛t❡ ♦❢ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ✇♦r❦❛❜❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ✉s❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t❤❡ t✐♠❡✲
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❘❍❙ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

✷✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r

❲✐t❤ ❊qs✳ ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✾✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝❡♥tr❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❛t❡✲❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s
t♦ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❊q✳ ✭✽✮ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✾✮ ❛r❡ ♦♥❧② ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❘❍❙ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
✉♥❦♥♦✇♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✇♦r❦❛❜❧❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ t❤✐s ❢♦r♠❛❧ st❛t❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ t✐♠❡✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧
♣❛♣❡rs ❝✐t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ q(X) ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②
t❛❦✐♥❣ ❛ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ q ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ❡st✐♠❛t❡ X̄ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r E [·]✱
t♦ ❜♦t❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❝❢r✳ ▼❛②❜❡❝❦ ✭✶✾✽✷✮✱ ◆✐❡❧s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✱ t♦ ♦❜t❛✐♥

E[q(X)] = q
(

X̄
)

+ 1
2 trace

[

∇2q
(

X̄
)

· V̄
]

+R, ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r R✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ t❤✐r❞ ♦r❞❡r ❝❡♥tr❛❧ ♠♦♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞
s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❜✐❛s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①✲
t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✶✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ st❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ q(X) ✐s ❛t ♠♦st q✉❛❞r❛t✐❝✱ t❤❡

✶❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ❝❢r✳✱ ❡✳❣✳✱ ▲✉♥❞
✭✶✾✾✼✮ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❉✉✛❡❡ ❛♥❞ ❙t❛♥t♦♥ ✭✷✵✶✷✮✱ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✳

✺



❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✵✮ ✐s ❡①❛❝t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❥✉♠♣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭✶✮✱ ✇✐t❤ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❥✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐✛❡rs
❢r♦♠ t❤❛t ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ✐♥ ❍✉r♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ q✉❛s✐✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧
✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ q✉❛❞r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✛❡rs ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✐♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❛ q✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❢♦r♠ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡r② ✢❡①✐❜❧❡ ❢❛s❤✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡✿ st❛t❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛✣♥❡ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥

❋r♦♠ ❊qs✳ ✭✽✮✱ ✭✾✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ b ❛♥❞ λ ❛r❡ ❛✣♥❡✱ t❤❡ ❥✉♠♣ s✐③❡ ✐s st❛t❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ❛t ♠♦st ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡✱ t❤❡ t✐♠❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❛✣♥❡ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❛s❡✱
✇❤❡♥ t❤❡ ❥✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s λ(X) = λ0 +λ1 ·X ❛♥❞ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡❞ ❥✉♠♣ ✈❡❝t♦r J ✐s st❛t❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱
✇❡ ❣❡t t❤❡ ❡①❛❝t ❖❉❊ s②st❡♠

d
dtX̄ = ã+ B̃X̄ ✭✶✶✮
d
dt V̄ = D̃ + B̃V̄ + V̄ B̃⋆

✇❤❡r❡

ã = a+ λ0

B̃ = B + 〈|J |〉λ⋆1
D̃ = AD2

X̄
A⋆ + (λ0 + λ1 · X̄)〈|JJ⋆|〉

✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐ts ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡✈❡rt t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❖❉❊✳

❊①❛♠♣❧❡✿ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t②

❲❤❡♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ❛✣♥❡✱ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ t✐♠❡✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❊q✳ ✭✶✵✮✳
■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t ❛ s❝❛❧❛r ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✣♥❡ ❞r✐❢t a + bX ❛♥❞ ❛ sq✉❛r❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ C = σ2X2γ ✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❖❉❊ ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥

d
dtX̄ = a+ bX̄ ✭✶✷✮
d
dt V̄ = σ2X̄2γ + σ2(2γ2 − γ)X̄2(γ−1)V̄ + 2bV̄

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✷✮ ✐s ✉s❡❞ ❧❛t❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r s②st❡♠✱ ✇❤❡♥
❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛♥ ❡①❡r❝✐s❡ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧✳

✷✳✸ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t✐♠❡s✱ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ s②st❡♠ st❛t❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠
✐s ❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t✐♠❡ t ❛♥❞ ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛❜♦✉t Y ✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ♠❡❛♥s t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡
s✉❝❤ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❛②✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛
♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ X̄t|t ❜② r❡❢r❡s❤✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇❧②
❛rr✐✈❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Yt+ ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❧❛t❡♥t s②st❡♠ st❛t❡✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✜❧t❡r X̄ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✉♥❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ ♦♥ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r✳

❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❛②❡s✬ r✉❧❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡
st❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦♥t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t ❛t ❝✉rr❡♥t t✐♠❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r♠
✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✭❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ▼❛②❜❡❝❦✱ ✶✾✽✷✮✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊qs✳ ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✾✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

X̄t|t = X̄t|s +ΣxyΣ
−1
yy

(

Yt − Ȳt|s
)

V̄t|t = V̄t|s − ΣxyΣ
−1
yy Σyx

✭✶✸✮

✻



✇✐t❤

Σyy = Et|s

[

(

Yt − Ȳt|s
) (

Yt − Ȳt|s
)⋆
]

Σxy = Et|s

[

(

Xt − X̄t|s

) (

Yt − Ȳt|s
)⋆
]

= Σ⋆
yx

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ X̄t|s ❛❜♦✉t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s Yt − Ȳt|s ✐♠♣♦rts ✐♥t♦ t❤❡ st❛t❡s
❡st✐♠❛t❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦st ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❋♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡✱ Y = HX ✇❤❡r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ H ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①❛❝t
❡st✐♠❛t❡s Ȳ = HX̄✱ Σyy = HV̄ H⋆✳ ❲❤❡♥❡✈❡r Y ✐s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ X✱ Y = q(X)+E✱ t❤❡
s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s Ȳ ✱ Σyy ❛♥❞ Σxy ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✈✐❛ ❊q✳ ✭✶✵✮✱ ❝❢r✳ ◆✐❡❧s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❲❡ r❡♠❛r❦
t❤❛t t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✜rst ♦r❞❡r
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r Et|t✳ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡rs✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✈✐❛ ❊q✳ ✭✶✵✮ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳

✷✳✹ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r

■♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✱ ✇❡ ❧❡❢t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r E ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡ss E ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✐s ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠
♣r♦❝❡ss Et ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σε✱ ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛t ♠♦st ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥
❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r✱ ❝❢r✳ ❉❡♠♣st❡r ❛♥❞ ❚❛♥❣ ✭✷✵✶✶✮✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ♣r♦✈❡❞
t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ♠❛♥✐❢❡sts ♠❡❛♥ r❡✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡✳ ■♥ ❉❡♠♣st❡r
❛♥❞ ❚❛♥❣ ✭✷✵✶✶✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣❧✉❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✐♥t♦ t❤❡ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛ ❝❤♦✐❝❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s
♦♥❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r E t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡tt❡r tr❛❝❦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
X✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❡①♣❡❝t ❛ ♠❡❛♥ r❡✈❡rt✐♥❣ ♦r ❡✈❡♥ ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ r❛♥❞♦♠
✐♠♣✉❧s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥s W ✳ ❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❡rr♦r ✐♥t♦ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ E ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r ❧❛t❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛♥
❛✉❣♠❡♥t❡❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ str❛t❡❣② t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❣r❡❛t❡r ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ s②st❡♠
st❛t❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣✳

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐♥ ❉❡♠♣st❡r ❛♥❞ ❚❛♥❣ ✭✷✵✶✶✮ ❛ st❡♣ ❢✉rt❤❡r✳ ❲❡ r❡♣♦rt t❤❛t ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❝❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❥✉♠♣s t❤❛t ✐❢ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ♠✐❣❤t
♣r♦♣❛❣❛t❡ t♦ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ ❛r✐s❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧② ✐♥ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝❛s❡
t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ ❧❛t❡♥t ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t②
✇❤♦s❡ ✜❧t❡r❡❞ st❛t❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠❡❛s✉r❡ t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞✱ ♠✐❣❤t s♦♠❡t✐♠❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❡①❝❡ss✐✈❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦r ❥✉♠♣s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦r ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r t❤❛t ❝♦♥t❡♠♣❧❛t❡s ❥✉♠♣s✳
❚❤✉s✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❜② ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✈❡❝t♦r E
t❤❛t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ♠❡❛♥ r❡✈❡rs✐♦♥ t❡r♠✱ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❛✈✐♥❣
❜♦t❤ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠ ♠✐❣❤t r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ✉s❡❧❡ss ♦✈❡r✲♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r E ✐s

dE = (c+ C0E) dt+ C1dWE + JEdNE . ✭✶✹✮

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♠❛tr✐① C0 ❣r❛♥t t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss E ✐s st❛t✐♦♥❛r② ♦r ❛t ❧❡❛st
♥♦♥✲❡①♣❧♦s✐✈❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t c ✐s s✉❝❤ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❞r✐❢t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❥✉♠♣s ΣNt

i=1Jti ✱ ✐❢
❛♥②✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ✐s ③❡r♦✳ ❆s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣r♦❝❡ss E ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡✱ t❤❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞r✐✈❡rs ♠✐❣❤t ♣♦ss✐❜❧② ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ✐♠♣✉❧s❡ ♦❢ X✳ ❚❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥
✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐s t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r t♦ ❥✉♠♣ ✈✐❛ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ JEdNE ✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❥✉♠♣s ♠❛② ❜❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡❞ ♦r ♥♦t
✇✐t❤ t❤❡ X ❝♦♠♣♦♥❡♥t✬s ❥✉♠♣s✱ ✇❤❡r❡❜② ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛♥❞
♣❛r❛♠❡tr✐s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❛t ❛t ❧❡❛st ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r t❡st✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r
❝❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❥✉♠♣s ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t❡✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❥✉♠♣ ♣r♦❝❡ss NE ✐s ♥♦t s②♥❝❤r♦♥✐s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ st❛t❡✱ ✐❢ ❛♥②✱ ❛ ❢✉rt❤❡r
❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦❝❡ss s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚❤✐s ♠❛② ❣✐✈❡ r✐s❡
t♦ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❛t❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞♦♣t t❤❡
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❥✉♠♣ ❡rr♦r ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ X✳ ■♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s✱
t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s✳

✼



✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ X ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❥✉♠♣ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤
✇❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❛t t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❥✉♠♣✲
❞✐✛✉s✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❛t❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❤❡r❡❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❛ P■❉❊ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②♠❜♦❧✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮ ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡ X✱ ❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡
❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P■❉❊ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✶✮✳ ■♥ tr❡❛t✐♥❣ t❤❡
❧❛tt❡r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ r♦✉t❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮✳ ❲❡ ✉s❡ ❛♥ ❆▼▲ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣
t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❜② t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❝❢r✳ P❡❞❡rs❡♥ ✭✶✾✾✺❛✮✱ P♦✉❧s❡♥ ✭✶✾✾✾✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ P■❉❊ ✈❡rs✐♦♥✱
♣r♦✈✐❞❡❞ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ s❡❡ ▲✐♥❞strö♠ ✭✷✵✵✼✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ str❛t❡❣② t❤❛t
❛❧❧♦✇s ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆▼▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉♥❞❡r✲
t❛❦❡♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ s❛✈✐♥❣ ♦❢
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P■❉❊ ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

✸✳✶ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ P (Yt|Yt−1)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠♦♠❡♥ts ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r t♦t❛❧❧② ❧❛t❡♥t s②st❡♠ st❛t❡ X✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜② ♠❛r❣✐♥❛❧✐s✐♥❣
t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤✐♥❣❡s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝♦r❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t P (Xt+1|Xt)✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❲❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿✷

P (Xt+1|Yt)P (Yt|Yt−1) =

∫

dXt P (Xt+1|Xt)P (Yt|Xt)P (Xt|Yt−1) ✭✶✺✮

■♥ ❊q✳ ✭✶✺✮ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s Y ✱ t❤❛t ✐s P (Yt|Yt−1)✱ ❛❝ts ❛s ❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❘❍❙ ✇✳r✳t✳ Xt+1✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❛t r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✺✮ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡s
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ P (Xt+1|Yt)✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❡♣✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ P(X0|Y−1) ✐s s❡t t♦

∫

dX−1P(X0|X−1)✱ ✇❤❡r❡✈❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❡t t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣♦rtr❛② ❢✉rt❤❡r t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡❝✉rs✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ♦❢
❉❡♠♣st❡r ❛♥❞ ❚❛♥❣ ✭✷✵✶✶✮✱ ❜② ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ ✇❤✐❝❤ r❡♥❞❡rs
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s Y = qX(X)✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t P (Yt|Xt) ≡ δ [q(Xt)− Yt]✱ ✇❤❡r❡
δ ✐s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r st❛t❡♠❡♥t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❛t ✇❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡
t❤❛t✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ Y ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ q✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✇❡
❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐❢ ❛♥② s✉❜❝♦♠♣♦♥❡♥t Xa ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ X = (Xa, Xb) ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r q t❤❡♥ ✇❡ s✐♠♣❧②
r❡❢❡r t♦ P (Y |X) = P (Y |Xb)

✸✳

❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✺✮✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ✐ts ❝♦r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❋❊
✈✐❛ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✭❋❉▼✮ ❛♥❞ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ r❡✲
❝❡♥t ②❡❛rs✱ t❤❡ ❋❉▼ ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ r❡♥❡✇❡❞ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ s✐♥❝❡ t❤❡

✷❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ P (Xt+1|Yt) =
∫
dXt P (Xt+1|Xt)P (Xt|Yt) t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s P (Xt|Yt) =
P(Yt|Xt)P(Xt|Yt−1)

P(Yt|Yt−1)
✳

✸❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ Y ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ q✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P (Y |X) ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ■♥
❢❛❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s

P (Y |Xa, Xb) =
P(Xa|Y,Xb)P(Y |Xb)

P(Xa|Xb)

❛♥❞ ✐❢ Y /∈ q(X)✱ t❤❡♥ {Y,Xb} ≡ ∅ ❛♥❞ P (Xa|Y,Xb) ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❍❙ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❤❛✐♥ ✇❡
♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ y = q(x) t❤❡♥ {Y,Xb} ≡ {Xb} ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ P (Y |X) = P (Y |Xb)✳

✽



s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡rs ♦❢ ▲♦ ✭✶✾✽✽✮✱ P❡❞❡rs❡♥ ✭✶✾✾✺❜✮ ❛♥❞ P♦✉❧s❡♥ ✭✶✾✾✾✮✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❏❡♥s❡♥ ❛♥❞ P♦✉❧s❡♥
✭✷✵✵✷✮✱ ▲✐♥❞strö♠ ✭✷✵✵✼✮✱ ❍✉r♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ▲✉① ✭✷✵✶✷✮✳

❲❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t P (Xt+1|Xt) ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r
❛♥❞ ❛ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r t❤❡ ❥✉♠♣ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ P■❉❊
✭✷✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❖❉❊ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s②st❡♠

d
dtp(t) = (A+ J) · p(t) ⇒ p(t) = exp [(A+ J)t] · p(0) ✭✶✻✮

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❛s ❡①❤✐❜✐t❡❞✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r p ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ ❣r✐❞✲♣♦✐♥ts✱ t = ti− ti−1 ❛♥❞
p(0) ✐s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❡♥tr❡❞ ❛t xti−1

✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ P■❉❊ ❢♦r t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❖❉❊ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦✛❡rs ❛ ✈❡r② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧s♦ ✐♥✈♦❧✈❡s s♦♠❡ ❝❛✉t✐♦♥✳ ❆ ❝♦❛rs❡ ❣r✐❞ ♠✐❣❤t
❣❡♥❡r❛t❡ ❛❜r✉♣t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t r❡s✉❧t ✐♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❢♦r❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ✉s❡
♦❢ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❊✉❧❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❝❢r✳ P♦✉❧s❡♥ ✭✶✾✾✾✮✳ ❲❡
❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❥✉st✐❢② ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s pk → p ♣♦✐♥t✇✐s❡✱ ✇✐t❤ p ≥ 0✱ ∀x✳ ❚❤✉s✱
∣

∣pk
∣

∣ → p

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❜❛s✐❝❛❧❧② s❛②s t❤❛t ✐t ✐s s❛❢❡ ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱
❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ tr✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ❛❞♦♣t ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❥✉♠♣✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✜①❡❞ ❣r✐❞
s♣❛❝❡✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ st❛t✉s✳ ▲❛❝❦✐♥❣ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡✱ t❤❡ ❆▼▲ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❢r❛♠❡ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s t❛r❣❡t✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t✇♦ s❝❤❡♠❡s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❑❋❊ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r r❡♥❞❡rs t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤✉s ❡♥t❛✐❧✐♥❣ t❤❛t t❤❡
♠❛tr✐① ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛s ♠❛♥② t✐♠❡s
❛s t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✜①❡❞ ❣r✐❞ ❛t ❡❛❝❤ r❡❝✉rs✐♦♥✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡❝♦♥❞ ❛s♣❡❝t t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤♦s❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s♦❧❡ ❡✛❡❝t ♦❢
s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② str✉❝t✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡✐r r❛♥❣❡ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦♥ ❛
✜①❡❞ ❣r✐❞✱ ✇❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡✐r ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ❧❡✈❡❧s✱ ♦t❤❡r✇✐s❡
❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦♣❡r❛t♦r ❛t ❡❛❝❤ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡❝✉rs✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞❡r✐✈❡
❛ ✜♥❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✺✮✱ ✇❤♦s❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s s♦❧❡❧② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❢✉rt❤❡r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❝❛♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
❜❡ r❡✜♥❡❞ ♠♦r❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❢♦r♠✳ ❚❤✉s✱ ❛ss✉♠✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ st❛t❡ ✐♥t♦ X = (X0, X1) ❛♥❞ t❤❛t Y = q(X0)✱ ✇✐t❤ X0 ♥♦♥ st❛t✐♦♥❛r②✹ ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱
✇❡ ❝❛♥ r❡❛rr❛♥❣❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥t♦

P
(

∆X0
t+1, X

1
t+1|∆Yt

)

= at

∫

dX1
t

[

P
(

∆X0
t+1, X

1
t+1|0, X1

t

)

∫

Ωt

d∆X0
t P

(

∆X0
t , X

1
t |∆Yt−1

)

]

✭✶✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ dXj = dx1 . . . dxkj
❛♥❞ a−1

t = P (Yt|Yt−1)✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥
Ωt := {∆X0

t : q(∆X
0
t ) − ∆Yt = 0}✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✶✼✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss st❛②s ❝♦♥✜♥❡❞ ♦♥t♦ ❛ ✉s❡r ❞❡✜♥❡❞ ♠✉❧t✐✲✐♥t❡r✈❛❧✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞r✐❢t✐♥❣ ❛❧♦♥❣s✐❞❡ t❤❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② s②st❡♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥ q ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r✳ ■♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣r♦❞✉❝❡
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳

✹■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t Y ✐s ❛ ♥♦♥ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
q(X0)✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ Y ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ Y ✐s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜♦t❤ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ♥♦♥ st❛t✐♦♥❛r②
♣r♦❝❡ss ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❣r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✉♥❧❡ss t❤❡ Y ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉t ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ X ✐♥t♦ st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ♥♦♥ st❛t✐♦♥❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❋♦r t❤❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❝❛s❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ♥❡❡❞ t♦ r❡q✉✐r❡
t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ q ❜❡ ❧✐♥❡❛r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t Y +∆Y = q(X0 +∆X0) ⇒ ∆Y = q(∆X0)✳

✾



✸✳✷ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❞❡♥s✐t② P(Xt+1|Xt)✳ ❆♥ ❛s♣❡❝t ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ P❉❊ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛
❋❉▼ ✐s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ■♥ s②st❡♠ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
■♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡s ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❉❊s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②
♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
s✉✐t❛❜❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss✉r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❚❛✈❡❧❧❛ ❛♥❞ ❘❛♥❞❛❧❧ ✭✷✵✵✵✮✱ ❉✉✛② ✭✷✵✵✻✮✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦✲
♣r✐❛t❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❤♦✇ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ st❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② st❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡ ✏s♣❡❝✐❛❧✑
r♦❧❡ t❤❛t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t✐♠❡✱ ✇❡ ♠✐❣❤t t❤✐♥❦ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❋❉▼ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ st❛❜✐❧✐s✐♥❣ t❤❡
t✐♠❡✲s♣❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛❧t♦❣❡t❤❡r✳ ■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❧❛st
✐ss✉❡ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✐s❝r❡t✐s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡
❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✲❞✐s❝r❡t✐s❡❞ ♦♣❡r❛t♦r✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P■❉❊ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡
❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❛s ❛ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ st❛❜❧❡ s②st❡♠ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❲❡ ♦✛❡r s♦♠❡
❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣r❡t❡♥❝❡ ♦❢ ❡①❤❛✉st✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❜✉t ♠♦r❡ t♦ s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t
♦♥t♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆▼▲ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
❚❤❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ t❛s❦ t♦ ❜❡ ♣✉rs✉❡❞ ♦♥ ❛ ❝❛s❡✲❜②✲❝❛s❡ ❜❛s✐s✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❋❉▼ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞
✐ts st✉❞② ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ∂✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✶✻✮✱
✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r s②st❡♠ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❛❧ ♣❛rt ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❣r❛♥t st❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ❣r❛♥ts st❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❙❡❡ ❚❛✈❡❧❧❛ ❛♥❞ ❘❛♥❞❛❧❧ ✭✷✵✵✵✮ ❛s t♦
❤♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛♥② ♦r❞❡r✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✶ ✇❡ s❤♦✇ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❧❡❣✐t ✜rst ♦r❞❡r ✜rst
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ t♦t❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ r❡❛❧
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡
♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧❧
♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥t❛✐❧✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✇✐❧❧ r❛♣✐❞❧② ❡①♣❧♦❞❡ ❛t ❧♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t✳ ❚❤❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♥tr✐❝❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♦♣t✐♦♥s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦r❞❡r ❜❡❝♦♠❡ ♥✉♠❡r♦✉s✳ ❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧
r✉❧❡✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❡rs❝❤❣♦r✐♥✬s ❞✐s❦s t❤❡♦r❡♠✳ ▲❡t [aij ] =: A ∈ Cn×n ❜❡ ❛
sq✉❛r❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ci =

∑

j 6=i |aij |✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶ ✭●❡rs❝❤❣♦r✐♥✱ ✶✾✸✶✮✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦s

{z ∈ C : |z − aii| ≤ ci} , 1 ≤ i ≤ n

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❋❉▼ s❝❤❡♠❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣❧✉❣❣✐♥❣ ❛s ♠❛♥② ♥❡❣❛t✐✈❡
✈❛❧✉❡s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t♦r ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦s s♠❛❧❧✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♦❜t❛✐♥ st❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ∂x✱ ∂2xx ❛♥❞ ∂2xv✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛r❡❢✉❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t♦rs✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❛s❡ ✇✐t❤ s❝❛❧❛r ♣♦✐♥t ♠❛r❦✱ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡ t❤❡ ❥✉♠♣ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ ❛ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ r✉❧❡ t❤❛t ②✐❡❧❞s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r
❜❛♥❞❡❞ ♠❛tr✐①✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❛tr✐① ❤❛s ❛ ♠✐♥♦r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦♣❡r❛t♦r✳
❲❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐s t❤❛t t❤✐s ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥s ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥tr✐❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✇✐❧❧ s❤✐❢t t❤❡ ❝❡♥tr❡
♦❢ t❤❡ ●❡rs❝❤❣♦r✐♥✬s ❞✐s❦s t♦ t❤❡ r✐❣❤t✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ ❝❛✉s❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②✳ ❆♥♦t❤❡r
♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❜❧♦❝❦s ♠✐❣❤t ❜❡ st❛❜❧❡ ♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧②
❞❡st❛❜✐❧✐s✐♥❣✱ t❤❡✐r s✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝tr❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢❛❝t♦rs✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❢❡✇ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❡①❤✐❜✐t
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♣❛rt ✇❤✐❝❤ t❡♥❞ t♦ s❤r✐♥❦ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡✺ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① tr❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ♦♣❡r❛t♦r AX + JX ✿

✺❚❤❡ t❛❜❧❡ ❡①✐❜✐ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣r✐❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♠❛tr✐① ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P■❉❊ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ s✐❞❡ ✐s ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❣r✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r
♦❢ st❡♣s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜②
t❤❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♣❛rt

✶✵



❣r✐❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥❞❡①
10× 10 2.27%
20× 20 0.16%
30× 30 0.04%
50× 50 0.00%

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡② t❡♥❞ t♦ ❞✐s❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❣r✐❞ ❜❡❝♦♠❡s
♠♦r❡ ❞❡♥s❡✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❜❡❢♦r❡ ✉s✐♥❣ ❛ P■❉❊ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❆▼▲
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉t ♠✉st ❜❡ r✉♥ t❤♦r♦✉❣❤❧②
❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ❣r✐❞ ♠✉st ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝❤♦s❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍❛✈✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ ❛ ✜①❡❞
❣r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✐♥t❡r✈❛❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛t❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r r❡♥❞❡r✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✜♥❡ ❣r✐❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✇❡❧❧ ❡♥♦✉❣❤
❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❡❛s✐❧②
❛❞❛♣t❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❝♦❞❡s r❡q✉✐r❡ ♦♥❧②
❢❡✇ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥
t✐♠❡ t♦ ❜❡ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡❞ s❤♦✇❝❛s✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ s♦❧❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♠❛tr✐① ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛t
❡❛❝❤ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝②❝❧❡✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ t❛r❣❡t❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❧s♦ ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♦✛ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t
❧♦♦♣✱ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ❢✉rt❤❡r ♠❛tr✐① ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ❝❢r✳ ❱❛♥ ▲♦❛♥ ✭✶✾✼✽✮✳ ❲❡ ❧❡❛✈❡ t❤✐s ❧❛tt❡r st❡♣ t♦
s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡st✐♥❣✳

✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❡❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡✣❝❛❝② ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
❥✉♠♣s ✇❤♦s❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲❛✣♥❡ st❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❛ st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥t❡♥s✐t② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡✱ ❢♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✐♥ ❇❛t❡s ✭✷✵✵✻✮✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ s♦✱ ✐♥ t❤❡ ❛✣♥❡ ❝❛s❡ t❤❡ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥
✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐t❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✉s❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❉❊ s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧✱ ❝❢r✳ ❉✉✣❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✜❧t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s
♣❛♣❡r ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ♣r♦❞✉❝❡s ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① r❡❝✉rs✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❊qs✳ ✭✽✮✱ ✭✾✮ ❛♥❞ ✭✶✸✮✱ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ str❛t❡❣②
t❤❛t r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❛②❡rs✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡✱ t❤❡
P■❉❊ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ✇❤✐❝❤ ❛ s❛♠♣❧❡
♣❛t❤ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣
❝♦♥t❡①t✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ ❛rt✐❝❧❡s s✉❝❤ ❛s ❏❡♥s❡♥ ❛♥❞ P♦✉❧s❡♥ ✭✷✵✵✷✮✱ ▲✐♥❞strö♠ ✭✷✵✵✼✮ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❆▼▲ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❲✐t❤ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞
❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛s✲
t✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s y1 ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ✐t
❜r✐♥❣s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ✈♦♦❧❛t✐❧✐t②✳
❋✉rt❤❡r✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✮✱ ✇❡ t❡st t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t r❡s✐❞✉❛❧s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ str♦♥❣ ❛✉t♦✲
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐t r♦♦t s✉❣❣❡st t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ y1✬s r❡s✐❞✉❛❧ ✐♥ ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r♠ t❤❛t
❡♥t❛✐❧s t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ ❛s ✐t ✇❛s ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❛t❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛s ❛ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ x ✇✐t❤ ❛ ♣✉r❡
❞✐✛✉s✐✈❡ v ❢❛❝t♦r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡t❡❝t❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❥✉♠♣s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
v✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✇❤❡♥ ♣r❡s❡♥t✱ ♠❛② ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞
✇✐t❤ ❛ ♣✉r❡ ❥✉♠♣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❡rr♦r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r ❞♦✇♥ t❤❡ ❧✐♥❡✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐ts ♥❛t✉r❡ ❜②
q✉❡st✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡
❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦s❡❞❧② ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ v ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞ ❜②

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❛t ♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛♥ ✐♥❞❡① ♦❢
✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛tr✐①✿ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❜❡tt❡r✳

✶✶



❞r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ E ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❆▼▲
❡①❡r❝✐s❡✱ ✇❡ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞❡r✐✈❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡
✈❡r② ❧♦✇ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ v ❡st✐♠❛t❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦♥❡s ❛♥❞ ✇❤❡r❡❜② ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇
❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✜❧t❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜s✳ ✷ ❛♥❞ ✸✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡ ❛t ❛ ✈❡r② t✐❣❤t ✐♥t❡r✈❛❧✱ ♣❧✉s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣ s✐③❡ t✐♠❡s ❛ ❜✐♥♦♠✐❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ pt = 1− exp [−λ(Xt)∆t]✳

✹✳✶ ❙②st❡♠ ❉❡s✐❣♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ❙❉❊ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥
❜②

dx = θ
√

qx(v) dW0 ✭✶✽✮

dv = κ(ω − v) dt+ σ
√
v
(

ρ dW0 +
√

1− ρ2 dW1

)

+ Jv dN1

du = θ2qx(v) dt

dπx = −J0 dN0

dπu = J2
0 dN0

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❊qs✳ ✭✶✽✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠✉❧t✐✲✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss
✇❡ ❛r❡ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st✉❞②✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠

y0 = x+ πx ✭✶✾✮

y1 = u+ πu + ε

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r Y = (y0, y1)✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss y0 ✐s ❛ ❥✉♠♣✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ✇✐t❤ q✉❛❞r❛t✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✭▲❡❜❡s❣✉❡✮✲st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥t❡❣r❛❧

∫

dt
[

θ2qx(v) + J̄2
0λN0

]

✱
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡①❡r❝✐s❡✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦✲
t✐❝❡❞✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ y0 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ x ❛♥❞
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✭✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧✮ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛♥❞♦♠ ♠❡❛s✉r❡✱ s②♠❜♦❧✐❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡
st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ dπx✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ✐s ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❛s
qx = v2γ ✱ ✇✐t❤ 0 < γ < 1✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❛st✐❝✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✻✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ v✱ ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r γ r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡ s❦❡✇♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥s❝❛❧❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ vγ ✱ ✇❤❡♥ vt ✐s
❜❡❧♦✇ ♦r ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ γ = 1/2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛✣♥❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ st❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t v ✐s ❛ s❝❛❧❛r sq✉❛r❡✲r♦♦t ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❥✉♠♣s N1 t❤❛t ❛r❡ ♥♦t
s②♥❝❤r♦♥✐s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❥✉♠♣s N0 ✐♥ y0 ❛♥❞ t❤❛t ❤❛✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛
❥✉♠♣ ✐♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛❧❧♦✇s t❤❡ s②st❡♠ t♦ r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❥✉♠♣ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
❉✉✣❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❖t❤❡r ✇♦r❦✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞✐✛✉s✐✈❡ r❛♥❞♦♠ ❞r✐✈❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r x ❛♥❞ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢❛❝t♦r v✱ ❛ ❢❛❝t
t❤❛t ✐♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❧❡✈❡r❛❣❡ ❡✛❡❝t✱ ❝❢r✳ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
●❧♦st❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② s✉✐t❛❜❧② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
t❤❡ ❥✉♠♣s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ v ✐s ❛❧s♦ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❥✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s
λN0

(v)✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r ❛ sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ v✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛❧s♦
✐♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❥✉♠♣✲✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ ❥✉♠♣✲❡①t❡♥❞❡❞ ✜❧t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❥✉♠♣ ✐♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ N1 ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐ts
❥✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ N0 ✇✐❧❧ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ❧✐♥❡❛r ✐♥ v ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦❢ λN1

❣✐✈❡♥ ❜② ❛
✜①❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λN0

✳ ❆s t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞✱ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡
❝❧✉st❡r❡❞ ❥✉♠♣s ♠❛♥✐❢❡st✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣❡❛❦s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r st♦❝❤❛st✐❝
✐♥t❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❥✉♠♣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② λ0v2✱ ✇✐❧❧ ❡①❛❝❡r❜❛t❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡
❥✉♠♣s ✐♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✜①❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
λ0✳ ❚❤❡ ❥✉♠♣ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t J0 ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r J1✱ ♦r ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡
❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❥✉♠♣ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞❡❝❛②✐♥❣ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
P [J0 ≤ z] = 1− (1 + z/α)

−η✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡q✉✐r❡ ✜♥✐t❡ ♦r❞❡r ❢♦✉rt❤ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣r❛♥t t❤❡
✇❡❧❧ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✭❝❢r✳ ❆✳✺✮ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts

✻■♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ U(c) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s −cU ′′/U ′✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ vγ ♦❢ 1− γ✳

✶✷



♦❢ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ ❤❡r❡ ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❊❱❉✮ ❢♦r t❤❡ ❥✉♠♣ s✐③❡✱ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t❤❛t ✐s ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ✜♥✐t❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❥✉♠♣ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❍❡r♠✐t❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛
✭✷✵✵✷✮ ✱ ❝❢r✳ ❋✐❧✐♣♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❛♥❞ ❙✐♥❣❡r ✭✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ω = (κ − λ0J̄v)/κ✱ ❛❧❧♦✇s t❤❡
st♦❝❤❛st✐❝ ❢❛❝t♦r v t♦ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❛r♦✉♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♥✐t❛r② ♠❡❛♥✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❡①❡r❝✐s❡ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ r❡✈❡rs✐♦♥ s♣❡❡❞ t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❥✉♠♣ ❞r✐❢t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
st❛t✐♦♥❛r② ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡ ❥✉♠♣ ♣r♦❝❡ss N0 ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞✱ ❤❡♥❝❡ y0 ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ ❞r✐❢t✳ ❆♥♦t❤❡r ❦❡② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ✐s t❤❡ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✜❧t❡r st❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡ ❥✉♠♣
♣r♦❝❡ss ✐ts❡❧❢✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s str❛t❡❣② ✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ v
❢❛❝t♦r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❆s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❆▼▲ ❡①❡r❝✐s❡✱ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ y1 ♣❧❛②s ❛ s♣❡❝✐❛❧ r♦❧❡✳ ❆s t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r (x, v, πx) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡
✇✐t❤ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ y0✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝② ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ Gt✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡s♦rt
t♦ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜②
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❲❡ ♣❧✉❣ ✐♥t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡ ✏✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✑ ♦❢ t❤❡
♣r♦❝❡ss y0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ ❧❛t❡r t❤❛t t❤✐s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♠❛tt❡rs✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞
✈❛r✐❛♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ r❡❛❧✐s❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❝♦♥t❡①t✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈
❛♥❞ ❩❤♦✉ ✭✷✵✵✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦✐ts ✐ts ♠♦♠❡♥t str✉❝t✉r❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t②
♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣r♦❝❡ss y1 = u+πu ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❙❉❊ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ y0 = x+ πx ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r w = y20

dw = 2y0

(

c0 dt+ θ
√

qx(v) dW0

)

+ θ2qx(v) dt+
[

(y0 − J0)
2 − y20

]

dN0

= 2y0 dy0 + θ2qx(v) dt+ J2
0 dN0

= 2y0 dy0 + du+ dπu.

❍❡♥❝❡✱ ❧❡t y1 = w−2
∫

y0 dy0 t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ y1✳ ❚❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ X = (x, v, u, πx, πu)✳ ■♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❛♥❞♦♠ s♦✉r❝❡s ✐♥t♦ s♣❡❝✐✜❝ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛ ❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❞✐s✲
❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜❧t❡r ❊qs✳ ✭✶✽✮ ❛♥❞
✭✶✾✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ πx✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s t❤❡
❥✉♠♣s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ y0✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✜❧t❡r ♦✉t♣✉t t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❥✉♠♣ t✐♠❡s ❛♥❞ s✐③❡s❀ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❥✉♠♣s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ t❛✐❧ ❡✈❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❥✉♠♣ st❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t❛✐❧ ✐s ❝✉t ❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❥✉♠♣s✳
❚❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛❢t❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉t✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r t❤❛t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❆t t❤✐s st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ s②st❡♠ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
✜❧t❡r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❆▼▲ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡r✲
r♦r ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ E = ε ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ y1✱ ❛s ✐♥ ❊q✳ ✭✶✾✮✱ ♣♦st✉❧❛t✐♥❣ ❛
❢✉rt❤❡r st♦❝❤❛st✐❝ ❢❛❝t♦r ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ y1(tn), n ∈ N✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ q✉❡st✐♦♥s ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✜❧t❡r✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣❛② ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢♦r♠ t❤❛t ε ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❡①❤✐❜✐t ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❡♥t❛✐❧s❀ ❢✉rt❤❡r ✇❡
q✉❡st✐♦♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ s✉❝❤ ❛s ε✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✐ts
❢♦r♠✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✐s ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ εt✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s t❤❛t ✐t ❣❛t❤❡rs ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❲❡
❢♦❧❧♦✇ ❉❡♠♣st❡r ❛♥❞ ❚❛♥❣ ✭✷✵✶✶✮ ✐♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡
❛♥❞ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❢✉rt❤❡r ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r t♦ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❥✉♠♣s✳ ❲❤❡♥ ✐t ✐s
♥♦t t❛❦❡♥ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ❛ s❝❛❧❛r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✹✮✱ ✇❤❡r❡ ✐ts
❞✐✛✉s✐♦♥ ♦r ♣✉r❡ ❥✉♠♣ ❢♦r♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❥✉♠♣s✱ ❛ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s②st❡♠ st❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❧✐❦❡ v ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱
♠✐❣❤t ✐♥ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s ❡①❤✐❜✐t ❥✉♠♣s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❥✉♠♣ ❧❛t❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r②
✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❞✉♥❞❛♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥
❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ✇❡ ❣❛t❤❡r ❡✈✐❞❡♥❝❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❢❡❛t✉r❡ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡
❞✉❡ t♦ ✉♥♦♣t✐♠✐s❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■t ✐s ❢✉rt❤❡r t♦ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❞r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ε ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞
❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ r❡s✐❞✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❥✉♠♣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ ♦♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❥✉♠♣ ❡st✐♠❛t❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐❣♥❛❧s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❥✉♠♣s s♦♠❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ✐♥

✶✸



t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❥✉♠♣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆▼▲ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ✭✶✽✮ ✐s r❡✲❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦♥str✉❝t ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s②st❡♠ ✐♥
❊q✳ ✭✶✽✮ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞r♦♣♣❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❡rr♦r ✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡✳ ❲❡ ♣r♦❞✉❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s②st❡♠ (x0, v)✳ ■♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡✜♥✐♥❣ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ X = (∆x0, v)✱
Y = ∆y0✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✿

P(Xt+1|Yt) = at

∫

dvt P(∆x0,t+1, vt+1|0, vt)P(∆y0,t, vt|∆y0,t−1) ✭✷✵✮

❚❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐s t❤❡♥

LN = 1
N
Σi log ati

❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ t❤❡ ❆▼▲ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦❞❡r❛t❡❧② t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐t❡r❛t✐♦♥
❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ s✐♠♣❧❡ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❣r✐❞✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s t❤❡ s❡t (θ, κ, σ, ρ, γ, λ0, α0, η)✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❢♦r
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ♠❡❛♥ r❡✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❢❛❝t♦r v✱ ✐ts ✈♦❧❛t✐❧✐t②
❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐❝ ❢❛❝t♦rs ♦❢ x ❛♥❞ v✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t
❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧
t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r❀ t❤❡ α ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❡✐t❤❡r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦r t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡
❥✉♠♣ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s η ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❡✐t❤❡r ❛s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❊❱❉ ♦r ❛s t❤❡ s❝❛❧✐♥❣
❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ v ❢❛❝t♦r✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ✉♥✉s❡❞✱ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ❞r♦♣♣❡❞✳

✹✳✷ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ❝❤❡❝❦ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ✜rst s❡t ♦❢ t❡sts✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡
♦❢ ✐ts st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳ ❲❡ ♣♦st✉❧❛t❡ ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✇❤✐❝❤ ✐s t❡st❡❞
s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ s❡t ♦❢ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❝❤❡❝❦s✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✳ ❚❛❜❧❡ ✷ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s✉♠♠❛r② r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✜rst
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥❀ ❚❛❜❧❡ ✶ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧❡❣❡♥❞❛ ♦❢ t❤❡ ❛❝r♦♥②♠s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r t❛❜❧❡✳ ■♥ ♠♦st
❝❛s❡s✱ t❤❡ ♦♥❧② ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❧❡❢t ❢r❡❡ ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t ❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❡st✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❡rr♦r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❆▼▲✳ ❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡ s❡✈❡r❛❧ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❛t ❛❧s♦
✐♥❝❧✉❞❡ ❥✉♠♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦❡♣t ❛t q✉✐t❡ ❛ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✇❤❡♥ t❡st✐♥❣ ❢♦r ❥✉♠♣s ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♣❛t❤ ♦❢ ❛
♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ v✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ q✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✜❧t❡r✐♥❣ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s
❛s t❤❡ ❈❊❱ ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❥✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❞r✐❢t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r
t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❊❱❉ ❥✉♠♣s s✐③❡✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❥✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t② ✐t ✐s s❧✐❣❤t❧②
s♠❛❧❧❡r✱ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ sq✉❛r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ v ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❥✉♠♣ s✐③❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡

❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ❛♥❞ ❩❤♦✉ ✭✷✵✵✷✮ ✉s❡ s❡✈❡r❛❧ s❛♠♣❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡q✉✐t② ♣r✐❝❡s✱ t♦
❡st✐♠❛t❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐❞❡❛ ✐s
t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡✐r ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♦♥ r❡❛❧✐s❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡
❡♠♣❧♦② t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s❡t✱ ❜✉t ❢r♦♠ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❲❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡
t❤❡ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤✱ ✉♣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥✱ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ t❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ st❛t❡
✈❡❝t♦r✱ ❛s ✐♥ ❊q✳ ✭✶✽✮✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ♥❡✇ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ y1✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ❛♥s✇❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s
✇❤❡t❤❡r t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ♦❢ v✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥
s♦♠❡ ❝❛s❡s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ y1 ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
t❤❡ ✜❧t❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡ ✇✐t❤ ρ = 0 ❛♥❞ ❧❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ y1✱ ❢♦r ❛♥② ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♦♥❧② ❛ ❝✉r✈❡ ❞❡❝❛②✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ♠❡❛♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐s❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ x✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r

✶✹



❢❡❛t✉r❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ❜② ✇❤✐❝❤ x ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❧❡❞✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss x ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❜② t❤❡
✜❧t❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡
✇✐t❤✐♥ t❤❡ s②st❡♠ st❡❡rs ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❞❛t❛ ✢♦✇ t♦ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✳ ❲❡ t❡st t❤❡ ❧❛t❡♥t
st❛t❡ v ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ y1✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤
t❤❡ ❧❛tt❡r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ε ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t♦ ❜❡ ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t t♦ t❤❡✐r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡rr♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♦♣t✐♠✐s❡❞ ❜②
♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮ ♦❢ t❤❡ y1 ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ✜❧t❡rs ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ▼❙❊✱ E

[

(v − v̄)2
]

✱ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ v̄ ♣❛t❤✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ t✲t❡st
❛♥❞ t❤❡ ❋✲t❡st ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛t❤s✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡ ▼❙❊✬s✳ ❚❤❡ t❡st r❡s✉❧ts ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✷✱ ❧❛❜❡❧❧❡❞ t❡st ❚0✳ ❚❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ♣❧❛✐♥
✜❧t❡r ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ▼❙❊ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ❧❡ss ✈♦❧❛t✐❧❡ t❤❛♥
t❤♦s❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ st❛t❡ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r
✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ x✱ ✇❤❡r❡❜② ✐t s❤♦✉❧❞
❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛t❤ ❛s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ t♦t❛❧❧② ❜② ❛
s✐♥❣❧❡ r✐s❦ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❡♥❝♦♠♣❛ss ❛✣♥❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❛✣♥❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢
✈❛r✐❛♥❝❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 0.2 t♦ 0.9✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s
❛r❡ str♦♥❣❧② r❡❥❡❝t❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❛✣♥❡ ❝❛s❡
✇✐t❤ ρ = 0 t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❞✉❝❡s ♥♦t ♦♥❧② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ▼❙❊ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦
❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❤✉❣❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❧②
s❡♥s✐t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ x✬s ❞✐✛✉s✐♦♥ t♦ t❤❡ v ❢❛❝t♦r✳

❆ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❊q✳ ✭✶✾✮ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ❡rr♦r ε ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ y1 ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❡st t❤❛t
t❤❡ ❧❛tt❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✐s t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧②✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ t❤❡
♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ε ❞②♥❛♠✐❝s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❲✐t❤ t❤❡ t❡st ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❚1 ✇❡ ✜rst ✈❡r✐❢② ✇❤❡t❤❡r ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❡rr♦r ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❛t ✐s 2, 000 s❛♠♣❧❡ ♣❛t❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ❛✣♥❡ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇✐t❤ q✉✐t❡ ❛ ❤✐❣❤ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦r v ❛♥❞ ❤✐❣❤
♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ρ✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❞✉❛❧ t❛✐❧ t✲t❡st ❛♥❞ ❋✲t❡st ❢♦r t❤❡ ♥✉❧❧ t❤❛t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❡①✲♣♦st
▼❙❊ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s❛♠♣❧❡ ♣❛t❤ v̄ ❛❣❛✐♥st t❤❡ r❡❛❧✐s❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✇♦ s❛♠♣❧❡s✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ str♦♥❣❧② r❡❥❡❝t❡❞✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♦r ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r♠ ❢♦r ε ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧✳
■♥ ❢❛❝t✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❡sts ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❚2 ❛♥❞ ❚3✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐t r♦♦t ✐♥ ❧❛❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢
t❤❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❢♦r♠✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡✱
t❤❛t ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛❧r❡❛❞②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝❧❡❛r✳ ❲❡ r❛♥❞♦♠❧②
s❡❧❡❝t ❢r♦♠ ❛ ✷✱✵✵✵ s❛♠♣❧❡ ♣❛t❤ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t✇♦ s❛♠♣❧❡ ♣❛t❤s ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤
✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ P❤✐❧❧✐♣✲P❡rr♦♥ t❡st ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥✐t r♦♦t ❛♥❞ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❉✐❝❦❡②✲❋✉❧❧❡r t❡st ❢♦r
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛r❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❡rr♦r y1 − ȳ1 ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❡rr♦r ✇✐t❤ t❤❡ t❡st ❚3✱
t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ t❡st❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛s
❢♦r t❤❡ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t r♦♦t ♣r❡s❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✉♥✐t r♦♦t ♣r❡s❡♥❝❡ ✐s str♦♥❣❧② r❡❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤✐t❡
♥♦✐s❡ ❝❛s❡ ✭t❡st ❚1✮✱ ❜✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s ✐s ❛❧✇❛②s ❝♦♥✜r♠❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❡sts ❚3✱ ✇❡
✜♥❞ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t r♦♦t ♣r❡s❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ❉✐❝❦❡②✲❋✉❧❧❡r t❡st ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢❛✐❧s t♦ r❡❥❡❝t t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❜❛tt❡r② ♦❢ t❡sts ♦♥ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞
❜② ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦r v ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♣r❡s❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ r❛♥❞♦♠
❞r✐✈❡rs ♣r♦✈✐❞❡s str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✈✐❛ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❡sts ❚2✲❆ ❛♥❞
❚3✲❆✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ✉♥✐t r♦♦t ♣r❡s❡♥❝❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ❝♦♥✜r♠❡❞✳ ❚❤♦s❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t❡❞
r❡s✐❞✉❛❧s ♠✐❣❤t ❜❡ s❡❧❢✲✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ str❛t❡❣②
t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡❧✐✈❡rs ❝♦❤❡r❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✶✺



❋✐❧t❡r✐♥❣ ❛ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛t❤

❲❤❡♥ ✇❡ ❜r✐♥❣ ❛ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❡rr♦r ♠✐❣❤t r❡✈❡❛❧ ✐ts❡❧❢ t♦ ❜❡ s♦♠❡t✐♠❡s ✐♥❛❞❡q✉❛t❡✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❊q✳ ✭✶✸✮ ❡♠❜❡❞s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
str❡❛♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♥❡✇ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s Yt ❛t t✐♠❡ t+ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✈❡r②
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r Et|t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r Et|s✱ ❊q✳ ✭✼✮✱ t♦
✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❥✉♠♣s✱ ❛ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r✐s❡s✳ ❲❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡
t❤❛t ✐♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s②st❡♠ str✉❝t✉r❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✶✽✮✱ ✇❤❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❛ ♣✉r❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦r v✱ t❤❛t ✐s J1 = 0✱ t❤❡ ✜❧t❡r ♠✐❣❤t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❥✉♠♣s ✐♥ v̄✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ s❤♦❝❦s r❡✈❡❛❧s t♦ ❜❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t❡
❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡②s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ♠❛♥✐❢❡st s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❥✉♠♣s ❛♥❞
♣r♦♣❛❣❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y t♦ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❡st✐♠❛t❡ v̄✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r
✐s ♥♦t s②st❡♠✐❝✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ ♦♥❧② ✐♥ ❛ ❢❡✇ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✐t ✐s ♥♦t
str✐❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♣❛✐rs ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ❜✉t ♥♦t ❛❧❧ ❧❛r❣❡ ❥✉♠♣s ♠❛♥✐❢❡st✐♥❣
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ✐t ❤❛♣♣❡♥s✳ ■t ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♦r ✐t ♠✐❣❤t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ■t ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤♦s❡ t✇♦ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s t❤❛t ✇❡ t❡st ✇✐t❤
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❚4 ❛♥❞ ❚5 ♦❢ ❚❛❜✳ ✷✳ ❇❡❢♦r❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t♦ ✐♥❢❡r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳
❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❧♦❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❛ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ v ♣❛t❤✳ ❋♦r t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧
str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞
st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r v ✐s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡♥✱ ✈✐❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ ♥♦♥✲❝❡♥tr❛❧ ❙t✉❞❡♥t✲t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s ✜t t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✐s❡❞ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ✐ts ♣❛t❤✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ 6.49✳
❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❙t✉❞❡♥t✲t r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ✇❤♦s❡ s✐③❡ ✐s s❡t t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ v✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡ t❛✐❧ p✲✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
t❡st t❤❛t ❤❛s ❥✉st ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞✱ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t
t❤❡ st❛♥❞❛r❞✐s❡❞ ♠❛① ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ v✱ s✐❣♥❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❥✉♠♣✳ ❚❤✐s
t❡st ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❥✉♠♣✲t❡st✳

❲✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❚4 ✇❡ t❡st ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❥✉♠♣s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ v✱ ❢♦r
s♦♠❡ ❡①tr❡♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛s❡s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❥✉♠♣s ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r
❝❛♥ ❛tt❡♥✉❛t❡ ❢❛✐r❧② ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦r ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❥✉♠♣s ✐♥ ❛ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤♦s❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ♣✉r❡ ❥✉♠♣ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ s❤♦❝❦ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ v✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✇❡ ❡①❤✐❜✐t ❛ t②♣✐❝❛❧ ♣❛t❤ ♦❢ v̄ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛t❤
✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❥✉♠♣ ✐♥ x✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ v ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡ sq✉❛r❡ ♠❛r❦❡rs ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✉♥♦♣t✐♠✐s❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② t②♣❡ ♦❢
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛r❦❡rs s❤♦✇❝❛s❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t✲
♣✉t ✜❧t❡r❡❞ v ✇❤❡♥ ❛ ♣✉r❡ ❥✉♠♣ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♣t✐♠✐s❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ t❛r❣❡t ♠❡❛s✉r❡
✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✐s❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡ ♣❛t❤ ✐s
t❤❡ r❡❛❧✐s❡❞ v ♣❛t❤✳ ❆♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ❤❛♣♣❡♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ ✇❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s✉✐t❛❜❧② ♦♣t✐♠✐s❡❞✳ ❚❤❡ t❡st
❧❛❜❡❧❧❡❞ ❚4 ♦❢ ❚❛❜✳ ✷ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣✲t❡st ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❥✉♠♣ ♣❛t❤ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠
❛ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❛ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ v ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦r✱
❜♦r❞❡r❧✐♥❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❥✉♠♣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❚❛❜✳ ✷ ❝♦❧✉♠♥s ❆ ❛♥❞ ❇ ❝❛rr②
t❤❡ p✲✈❛❧✉❡ ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝s ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✐s ❛ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦r ❛ ♣✉r❡ ❥✉♠♣ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
❛ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❝❛♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛tt❡♥✉❛t❡ t❤❡ ❥✉♠♣ ❡✈❡♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♠♦st❧②
t❤❡ ❥✉♠♣ ❡✈❡♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛t ❛ 5% ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♣✉r❡ ❥✉♠♣ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❡rr♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡s
❢✉rt❤❡r ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❊❱❉ ♠♦❞❡❧s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❥✉♠♣ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡❧❞♦♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s ❞✉r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❝❛♥
❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛❧s♦ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r str❛t❛❣❡♠✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❡st✐♥❣ ❚5 ✐♥ ❚❛❜✳ ✷✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❆▼▲
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s❛♠♣❧❡ ♣❛t❤s ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❥✉♠♣s ❛♠♦♥❣st ❛
❧❛r❣❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t ✇❤♦s❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡r✲
r♦r✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❥✉♠♣✲t❡st t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ v̄ ♣❛t❤✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞

✶✻



❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭t❡st ❚5✲❆✮✳ ❚❤❡ ❥✉♠♣ ✐s ♠♦st❧② r❡♠♦✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
❡st✐♠❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❊❱❉ ❝❛s❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❞❥✉st
❢♦r t❤❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❥✉♠♣ ❡✈❡♥t✱ ✐♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ❥✉♠♣ s❛♠♣❧❡ ♣❛t❤s✳ ❆ ❝❛r❡❢✉❧ ✉s❡ ♦❢ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❡rr♦r ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡✣❝✐❡♥t ❧❛t❡♥t st❛t❡ s②st❡♠ ❡st✐♠❛t❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❞✉♥❞❛♥t✱ s♦♠❡❤♦✇ ♣r❡✜❣✉r✐♥❣ ❛♥ ♦✈❡r✲♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚♦ s✉♣♣♦rt t❤✐s st❛t❡♠❡♥t✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ st❛t❡✱ ✇❤❡♥ ✜①✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ t❤❡✐r ❢✉❧❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ st❛t❡ ❛s ✐t ❤❛❞ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❛t ✐s P(Xt|Xt−1)✳ ❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ♣✉r❡ ❥✉♠♣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱
✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ✜①❡❞ s✐③❡ ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❲❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐s ❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡
✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛rt s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞
❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡sts✳ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❛s t♦ ✇❤② ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ♠✐❣❤t ♣♦ss✐❜❧②
❜❡ ❛♥ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ s♦✉❣❤t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❥✉♠♣s✳
❙❡tt✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡①tr❛❝t
❥✉♠♣ ❡st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♣❛t❤ ♦❢ πx✱ ❧❡❛✈❡s ❛ r❡s✐❞✉❛❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❞✉❝❡❞
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❥✉♠♣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❜s♦r❜s ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ♦t❤❡r✇✐s❡
❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❜② s♦♠❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡✳

✹✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❥✉♠♣s

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❆▼▲ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❛♥ ❡①❡r❝✐s❡ ✇❤✐❝❤ ♣✉ts ♠♦r❡ ❡♠♣❤❛s✐s
♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡ t❤❛t ✐s ✜♥❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡①t❡♥❞❡❞
✜❧t❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s t♦♦❧ ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤
❛s t❤❡ v ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ x r❡❧❛t❡❞ ❥✉♠♣ J0✳ ■♥ t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ v ❛♥❞ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❆s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣✱
✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ❥✉♠♣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ P❛r❡t♦ t②♣❡ ❥✉♠♣ s✐③❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇✐t❤
st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛✣♥❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧s ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐③❡ ❥✉♠♣ ✐♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ v ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ✐s ♥♦t ✐♥ s②♥❝
✇✐t❤ t❤❡ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ x ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❢❡❛t✉r❡ ❦❡❡♣s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❑❋❊ st✐❧❧ s✐♥❣❧❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❊①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ P■❉❊ s♦❧✉t✐♦♥ t②♣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐✲
❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♠♦r❡ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t
❛✣♥❡ ✐♥ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❈❊❱ t②♣❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ x
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❥✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦❝❡ss s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢
t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢❛❝t♦r st❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡✱ ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥✉♠♣s t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② s♣❧✐t
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❝✐❧❧❛r② ❥✉♠♣
✐♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❥✉♠♣s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t✇♦ ❞✐st✐♥❝t r❛♥❞♦♠ ♠❡❛s✉r❡s✱ t❤❡
❥✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s s❡t t♦ ♦♥❡ t❡♥t❤ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❥✉♠♣ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ x ❧❡✈❡❧✳
■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ r❛r❡ ❥✉♠♣ ✐♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r κ ✐s
s✉❝❤ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣✉❧❧ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ❞r✐❢t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
❥✉♠♣ s❡q✉❡♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ω ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ J1✱ ✇❤❡♥
✐t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❥✉♠♣s ✐♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡ r❡✈❡❛❧s s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛❧t❤♦✉❣❤✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s❛♠♣❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐s❡❞ ❥✉♠♣s✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt❧② t❤❡ ❥✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ s✐③❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✇❡ r❡♣♦rt q✉✐t❡ ❛ ❤✐❣❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ sq✉❛r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t②
❛♥❞ t❤❡ ❥✉♠♣ ✐♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉✐t❡✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r
♠♦❞❡❧✱ ✇❡ r❡❝♦r❞ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② t♦ sq✉❡❡③❡ t❤❡ ❥✉♠♣ s✐③❡ ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ♠❡❛♥ r❡✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❤❛s t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② t♦
✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❥✉♠♣s ✐♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

❆s ♥♦t❡❞ ❛t t❤❡ ♦✉ts❡t✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ❜✉t t❤✐s
t✐♠❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❥✉♠♣ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❥✉♠♣s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✸ ❝♦❧✉♠♥ ❆✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts✼ ❞❛✐❧② tr❛❝❦✐♥❣
❡rr♦r ✭❚❊✮ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ st❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t v ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ❛❝t✉❛❧ s❛♠♣❧❡ ♣❛t❤✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❛♥♥✉❛❧✐s❡❞
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣❛t❤✳ ❚❤♦s❡ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡
t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈❡r② ❧♦✇✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ❊❱❉ s❛♠♣❧❡ ❚❊ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ❛♥ ♦✉t❧✐❡r✳

✼■♥ st❛♥❞❛r❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❥❛r❣♦♥✱ ♦♥❡ ❜❛s✐s ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ 1/10000 ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✐t②✱ t❤❛t ✐s 100
♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ 1% ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✳

✶✼



❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♣❛t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❡rr♦r✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♦✉t♣✉t ✇❡ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ✜❧t❡r✱ ✐s t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t
❛✛❡❝t t❤❡ x ♣❛t❤✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❥✉♠♣ t✐♠❡s ❛♥❞ s✐③❡s ❜② s✐♠♣❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ πx✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣❡♥✲
s❛t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞r✐❢t✳ ❚❤❡ ❥✉♠♣ ❡✈❡♥ts r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t t❛✐❧ ✇❤❡♥ ❝✉tt✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧✐s❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✜❧t❡r ❛t t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ s❛♠♣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❡①❤✐❜✐ts
t❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ πx st❛t❡ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧✐s❡❞ ❥✉♠♣s ✭❝✐r❝❧❡s✮✳ ❚❤❡
❝❤❛rt ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❥✉♠♣
❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s❦❡✇❡❞ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ t❛✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❥✉♠♣ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❥✉♠♣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧❡❛✈❡s ❛ r❡s✐❞✉❛❧ t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r t❤❛t ❝❛♥ ❡♥❝♦♠♣❛ss ♥♦t ♦♥❧② ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❡rr♦r✱ ❜✉t t❤❛t ♠✐❣❤t ❛❜s♦r❜ ❢✉rt❤❡r ❡rr♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♦t❤❡r s②st❡♠ ♣❛rts✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ❡rr♦r r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ x✳ ❚❤❡ ❚❛❜❧❡ ✸ ❝♦❧✉♠♥
❇ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐s❡❞ ❥✉♠♣ t✐♠❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❚❛❜✳ ✸ ❝♦❧✉♠♥ ❈ s❤♦✇ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❥✉♠♣ s✐③❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❤❛t r❡♠❛✐♥s ❛❢t❡r ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❥✉♠♣s ❢r♦♠ t❤❡ ∆πx ♣r♦❝❡ss ✐s ❛
st❛t✐♦♥❛r② ♥♦✐s❡ ✇❤♦s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ ❉ ♦❢ ❚❛❜✳ ✸ s❤♦✇s t❤❡ ②❡❛r❧② st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❝✉t ♦❢ t❤❡ t❛✐❧✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ t❤❡ πu ❥✉♠♣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ s♦♠❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✜❧t❡r✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❥✉♠♣s ✐♥
t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦r v t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② ♦❢ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ t❤❡ ❥✉♠♣
❢❛❝t♦r ✈✐❛ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ v ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛ ✭✷✵✵✹✮✱ t❤❛t ❢❛❝t♦rs ❧✐❦❡ ❤✐❣❤
❥✉♠♣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ ❧♦✇ s✐③❡✱ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❢❛✈♦✉r ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞
✈❡r② ❧♦✇ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✇✐❧❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❥✉♠♣ r❡s✐❞✉❛❧s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡♥❞❡r t❤❡ ❥✉♠♣
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❖r ♠♦r❡ s✐♠♣❧② ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❧✐❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐t❤ ❛
♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ✐♥ ▼❛②❜❡❝❦
✭✶✾✽✷✮ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ◆✐❡❧s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✱ ❇❛❛❞s❣❛❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ❛♥❞ ❍✉r♥ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✸✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ t✐♠❡✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t♦ ❥✉♠♣ ♣r♦❝❡ss❡s
❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✇✐t❤ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❝♦♥♦✲
♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡❧② s❛♠♣❧❡❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❛t❡♥t st❛t❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ❝❧❛ss ❛s t❤❡ ✜❧t❡r ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ s❛♠❡ P■❉❊
♣❤✐❧♦s♦♣❤② t♦ ❞❡❧✐✈❡r ✐ts ❝♦r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ ❆▼▲ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣❛r❛♠❡t❡r
❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦①② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❋❊✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r ♣❧✉s ❛ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❑❋❊✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♠❡t❤♦❞ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② r❡❝❡✐✈❡❞ r❡✲
♥❡✇❡❞ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❝❢r✳ ▲✐♥❞strö♠ ✭✷✵✵✼✮✱ ❍✉r♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ▲✉①
✭✷✵✶✷✮✳ ■♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P■❉❊ ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣♦rt ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛
❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss s❛✈✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ r❡♥❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣
❢r♦♠ t❤✐s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ♠❛tr✐① ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧② r❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐s❡❞ ❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❡✈❡❧✳

■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❛ st♦❝❤❛st✐❝
✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❥✉♠♣s✱ tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢❛❝t♦r ❛s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❧❛t❡♥t✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡①t❡♥❞✐♥❣
t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭s❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ❛♥❞ ❩❤♦✉✱ ✷✵✵✷✮✱ ✐♠♣♦rts ❛
✇✐❞❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t t❤❛t ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛t❤✳ ■♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡
❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❜❡st ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❛s ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❛t❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡ ✈✐❛ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡✱ ❝❢r✳ ❉❡♠♣st❡r ❛♥❞ ❚❛♥❣ ✭✷✵✶✶✮✳ ■♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛ s②st❡♠
✇✐t❤ ❛ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ v ❢❛❝t♦r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❥✉♠♣ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s
❛rt✐❝❧❡ ♠✐❣❤t ♣r♦❞✉❝❡✱ ✐♥ ❡①tr❡♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❥✉♠♣s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ v✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞
✇✐t❤ ❛♥ ❛❞ ❤♦❝ t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛ ♣✉r❡ ❥✉♠♣ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❝❛♥
❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤✐s ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s

✶✽



♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❆▼▲ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✐❣❤t ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ t❤❡
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ♣❛t❤s✱ ♣✉tt✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢
t❤✐s ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞②
q✉✐t❡ ❡①tr❡♠❡✱ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ r✐s❦
♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✈❡r✲♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❊❱❉✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❡❧❡♠❡♥t
♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✜❧t❡r✳ ■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡①❡r❝✐s❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❆▼▲
♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ s✉✐t❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊qs✳ ✭✶✽✮ ❛♥❞
✭✶✾✮✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧s♦ ❛ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❢❛❝t♦r v✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s s❛t✐s❢❛❝t♦r② ♦✉t♣✉t
✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❡①❤✐❜✐t ❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❛t❤✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡
❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❥✉♠♣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❆▼▲✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛
❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ v ❢❛❝t♦r✱ s❡❡♠s t♦ ♦✈❡r✲✇❡✐❣❤t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛s ♦♣♣♦s❡❞
t♦ t❤❡ ❥✉♠♣ ♣❛rt✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❧❛❝❦✐♥❣ t❤❡ s♦✉❣❤t ❥✉♠♣ ❡❧❡♠❡♥t✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❡❞ s❛♠♣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛t❤ ❢♦r t❤❡ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ s❡t✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s t❤❛t
tr❛❝❦ t❤❡ r❡❛❧✐s❡❞ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡
❥✉♠♣ t✐♠❡s ❛♥❞ s✐③❡s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ x ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s
♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r s❛♠♣❧❡ ❞❛t❛ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❥✉♠♣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r t❤❛t ❝❛♥ ❥✉st✐❢②
t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ε ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳

❲✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❤✐❣❤ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐t ❞❡❧✐✈❡rs ✇✐t❤ ❛♥
❡①❡r❝✐s❡ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s s②st❡♠ st❛t❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ❛✣♥❡ ❥✉♠♣✲
❞✐✛✉s✐♦♥s ✇✐t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❥✉♠♣s✱ ❜✉t t❤❛t ❝❛♥ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧② ♥♦♥✲❛✣♥❡
st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❥✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❊❱❉ ❥✉♠♣ s✐③❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡✈❡♥t❡❞
✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✭s❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛✱ ✶✾✾✻✱ ❋✐❧✐♣♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✱ ❙✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✻✮✳ ❲✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❛❦❡s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝❛♥ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐✈❡✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r②
✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ♦♥❝❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ t❤❡ ❝♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧ ♣r♦❞✉❝❡s r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛t ❛ ✈❡r② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳

✻ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛✱ ❨✳✱ ✶✾✾✻✱ ❚❡st✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ s♣♦t ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧

❙t✉❞✐❡s ✾✱ ✸✽✺✕✹✷✻✳

❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛✱ ❨✳✱ ✶✾✾✾✱ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❢♦r ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐✛✉s✐♦♥s✱ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢

❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s ✺✹✱ ✶✸✻✶✕✶✸✾✺✳

❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛✱ ❨✳✱ ✷✵✵✷✱ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡❧② s❛♠♣❧❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥s✿ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✼✵✱ ✷✷✸✕✷✻✷✳
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♠❡t❤♦❞s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦✲
♠❡tr✐❝s ✺✱ ✸✾✵✕✹✺✺✳

❍✉r♥✱ ❆✳❙✳✱ ❑✳❆✳ ▲✐♥❞s❛②✱ ❛♥❞ ❆✳❏✳ ▼❝❈❧❡❧❧❛♥❞✱ ✷✵✶✸✱ ❆ q✉❛s✐✲♠❛①✐♠✉♠ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐✛✉s✐♦♥s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ✶✼✷✱ ✶✵✻✕✶✷✻✳

❍✉r♥✱ ❙✳✱ ❏✳ ❏❡✐s♠❛♥✱ ❛♥❞ ❑✳ ▲✐♥❞s❛②✱ ✷✵✶✵✱ ❚❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥ ♦❧❞ ❞♦❣ ♥❡✇ tr✐❝❦s✿ ■♠♣r♦✈❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❦❦❡r✲♣❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐♥
❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ❍❛♥❞❜♦♦❦ ✭P❛❧❣r❛✈❡✱ ▲♦♥❞♦♥✮✳

❏❡♥s❡♥✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ❘✳ P♦✉❧s❡♥✱ ✷✵✵✷✱ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✿ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ✾✱ ✶✽✕✸✵✳

❏✐❛♥❣✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❘✳ ❖♦♠❡♥✱ ✷✵✵✼✱ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❥✉♠♣ ❞✐✛✉s✐♦♥s ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤
❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ✺✱ ✶✕✸✵✳
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❏♦♥❡s✱ ❈✳❙✳✱ ✶✾✾✾✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ✜♥❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❘♦❝❤❡st❡r✳

▲✐♥❞strö♠✱ ❊✳✱ ✷✵✵✼✱ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡✲
❧✐❤♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ✶✺✶✱ ✷✻✾✕✷✽✽✳

▲♦✱ ❆✳❲✳✱ ✶✾✽✽✱ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ■tô ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡❧② s❛♠♣❧❡❞ ❞❛t❛✱ ❊❝♦♥♦✲
♠❡tr✐❝ ❚❤❡♦r② ✹✱ ✷✸✶✕✷✹✼✳

▲✉♥❞✱ ❏✳✱ ✶✾✾✼✱ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ❦❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✱ ❆❛r❤✉s
❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss✳

▲✉①✱ ❚✳✱ ✷✵✶✷✱ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r s②st❡♠s ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❞✐s❝r❡t❡❧② s❛♠♣❧❡❞ ❞❛t❛✿ ❛
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ✶✼✽✶✱ ❑✐❡❧ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r t❤❡ ❲♦r❧❞ ❊❝♦♥♦♠②✳

▼❛②❜❡❝❦✱ P✳❙✳✱ ✶✾✽✷✱ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷ ✭❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ▲♦♥❞♦♥✮✳

◆✐❡❧s❡♥✱ ❏✳◆✳✱ ▼✳ ❱❡st❣❛❛r❞✱ ❛♥❞ ❍✳ ▼❛❞s❡♥✱ ✷✵✵✵✱ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ st♦❝❤st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t②
♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ❋✐♥❛♥❝❡ ✸✱ ✶✕✸✵✳

Ø❦s❡♥❞❛❧✱ ❇✳✱ ✷✵✵✸✱ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✿ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✻t❤ ❡❞✐t✐♦♥
✭❙♣r✐♥❣❡r✮✳

P❡❞❡rs❡♥✱ ❆✳❘✳✱ ✶✾✾✺❛✱ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✶✱ ✷✺✼✕✷✼✾✳

P❡❞❡rs❡♥✱ ❆✳❘✳✱ ✶✾✾✺❜✱ ❆ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❇♦❛r❞ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❙t❛t✐st✐❝s ✷✷✱ ✺✼✕✼✶✳

P❧❛t❡♥✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ◆✳ ❇r✉t✐✲▲✐❜❡r❛t✐✱ ✷✵✶✵✱ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❥✉♠♣s

✐♥ ✜♥❛♥❝❡ ✭❙♣r✐♥❣❡r✮✳

P♦✉❧s❡♥✱ ❘✳✱ ✶✾✾✾✱ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱
❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ✷✾✱ ❈❡♥tr❡ ❢♦r ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❆❛r❤✉s✳

❙✐♥❣❡r✱ ❍✳✱ ✷✵✵✻✱ ▼♦♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡r♠✐t❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ st♦❝❦ ♣r✐❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ✸✽✺✕✸✾✼✳

❙✐♥❣❧❡t♦♥✱ ❑✳❏✳✱ ✷✵✵✶✱ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✣♥❡ ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ✶✵✷✱ ✶✶✶✕✶✹✶✳

❙ør❡♥s❡♥✱ ❍✳✱ ✷✵✵✹✱ P❛r❛♠❡tr✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t✐♠❡✿ ❛
s✉r✈❡②✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ✼✷✱ ✸✸✼✕✸✺✹✳

❚❛✈❡❧❧❛✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❈✳ ❘❛♥❞❛❧❧✱ ✷✵✵✵✱ Pr✐❝✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥str✉♠❡♥ts✿ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✭❲✐❧❡②✮✳
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❚❡st t②♣❡
▲❡❣❡♥❞❛ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❆ ❇

❚0 ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥❡✲t❛✐❧ t✲t❡st ♦♥❡✲t❛✐❧ ❋✲t❡st
❚1 ▼❙❊ ♦❢ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ✜❧t❡r ✈s✳ t❤❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✬s t✇♦✲t❛✐❧ t✲t❡st t✇♦✲t❛✐❧ ❋✲t❡st
❚2 r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✉♥✐t✲r♦♦t t❡st ❛✉t♦❝♦rr✳ r❡s✐❞✉❛❧s
❚3 r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✉♥✐t✲r♦♦t t❡st ❛✉t♦❝♦rr✳ r❡s✐❞✉❛❧s
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❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❝❡ss✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧✇❛②s ❛✣♥❡✱ ❡①♣❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ x ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❥✉♠♣ s✐③❡✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❊❱❉
❥✉♠♣s ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧✱ α ❛♥❞ η ❛r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐♥❣ t❤❡ ❥✉♠♣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ v ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t η r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❥✉♠♣ s✐③❡ ✐♥ v✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❥✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ λ1 = λ/10✳ ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❆ r❡♣r❡s❡♥ts ❛
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t s②st❡♠ st❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱
t❤❛t ✐s t❤❡ v ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❛t ❝♦❧✉♠♥ ❝❛rr✐❡s t❤❡ ❞❛✐❧② tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ✐♥ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❛❣❛✐♥st
t❤❡ r❡❛❧✐s❡❞ s❛♠♣❧❡ ♣❛t❤ ♦❢ v✳ ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❇ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐s❡❞ ❥✉♠♣ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ x
❧❡✈❡❧s t❤❛t ❛r❡ ✜❧t❡r❡❞ ✈✐❛ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t πx✳ ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❈ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
❥✉♠♣ s✐③❡ ❡rr♦r✱ ❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❥✉♠♣ t✐♠❡s✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ J0✳
❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❉ ❡①✐❜✐ts t❤❡ ②❡❛r❧② st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ J0✱
♦♥❝❡ t❤❡ t❛✐❧ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❥✉♠♣s✳

✷✸



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❖r❞❡r❡❞ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❋❉▼ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ∂x✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t
❜❛❝❦✇❛r❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✜rst✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❤❛s ❜❡❡♥ s❝❛❧❡❞ t♦ ✉♥✐t②✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❖r❞❡r❡❞ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❋❉▼ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ∂x✱ ∂2xx✱ ∂
2
xv ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

✇✐t❤ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❝❡♥tr❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐①❡❞ ✉♣♣❡r✲r✐❣❤t ❛♥❞ ❧♦✇❡r✲❧❡❢t
❝♦r♥❡r✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❣r✐❞
♣♦✐♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❤❛s ❜❡❡♥ s❝❛❧❡❞ t♦ ✉♥✐t②✳

✷✹



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❛ s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡
r❡❛❧✐s❡❞ v ❢❛❝t♦r ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ✇✐t❤ ❛ ♣✉r❡ ❥✉♠♣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✭❞♦tt❡❞
❧✐♥❡s✮ ✇❤❡♥ tr✐❣❣❡r✐♥❣ t❤❡ ❥✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t② ✉♣ t♦ ✐ts ♦♣t✐♠✐s❡❞ ❧❡✈❡❧ ✭❝✐r❝❧❡ ♠❛r❦s✮✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❥✉♠♣s ✐♥
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s❤♦❝❦s
✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ s②st❡♠ st❛t❡ X ❛s ✐❢ ✐t ✇❛s
♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♦♣t✐♠✐s❡❞ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ❆▼▲ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❧❡
t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t❤♦r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♣✉r❡ ❥✉♠♣
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ ✇✐t❤ ❛ ❥✉♠♣ s✐③❡ s❡t t♦ 0.1✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❥✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t② r✉♥s ❢r♦♠ 0 t♦ 100✳ ❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s
❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡❝t✐♦♥✬s ♠♦❞❡❧✳ ❲❤❛t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❜s❡♥❝❡
♦❢ ❛ tr❡♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✳

✷✺



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ πx ♣❛t❤ ❢♦r t❤❡ ❆❋❋ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝✐r❝❧❡s
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡❛❧✐s❡❞ ❥✉♠♣s ✐♥ t❤❡ x ❧❡✈❡❧✳

✷✻



❆ Pr♦♦❢ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s

❆✳✶ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷

Pr♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❋♦r✇❛r❞ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❊q✉❛t✐♦♥

∂tp =
1
2

∑

ij

∂2ij [Cijp]−
∑

i

∂i [bip] ✭✷✶✮

❲❤❡r❡ p r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝✲
t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡ ✇✐t❤ ✭✷✶✮

X̄t|s =

∫

dx pt|sX ⇒ d
dtX̄ =

∫

dx ∂tpX =

1
2

∫

dx
∑

ij

∂2ij [Cijp]X −
∫

dx
∑

i

∂i [bip]X ✭✷✷✮

❛♥❞ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣
❜② ♣❛rts✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

−
∫

dx ∂i [bip]X = −
∫

. . .

∫

dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxn

∫

dxi ∂i [bip]X =

∫

dx [bip] ∂iX =

∫

dx [bip] ei = eiEbi.

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
∫

dx p
∑

ij

Cij∂
2
ijX = 0

❜❡❝❛✉s❡ ∂2ijX = ∂iej = 0✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ X̄✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

Vt|s = Et|s [XX
⋆]− X̄t|sX̄

⋆
t|s

❛♥❞ ♦❜t❛✐♥
d
dtVt|s =

d
dtE [XX⋆]− d

dt

[

X̄
]

X̄⋆ − X̄ d
dt

[

X̄
]⋆

◆♦✇✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✷✶✮ ✇✐t❤ t❤❡ d
dtE [XX⋆] ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ❛❜♦✈❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

−
∫

dx
∑

i

∂i [bip]XX
⋆ = −

∫

dx p
∑

i

bi∂iXX
⋆

❜✉t ∂iXX⋆ = eiX
⋆ +Xe⋆i ✱ ❤❡♥❝❡

−
∫

dx
∑

i

∂i [bip]XX
⋆ = −

∫

dx p (bX⋆ +Xb⋆) =

E [bX⋆] + E [Xb⋆]

❚❤❡ ❧❛st ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r d
dtVt|s ✐s

1
2

∫

dx
∑

ij

∂2ij [Cijp]XX
⋆ = 1

2

∫

dx p
∑

ij

Cij∂
2
ij [XX

⋆]

❜✉t

∑

ij

∂ijXX
⋆ =

∑

ij

∂i
(

ejX
⋆ +Xe⋆j

)

=











2 1 . . . 1
1 2 . . . 1
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
1 1 . . . 2











❤❡♥❝❡
1
2

∫

dx
∑

ij

∂2ij [Cijp]XX
⋆ = EC.

✷✼



❆✳✷ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ✭✹✮ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ r❡✈❡rt ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♣r❡✲❥✉♠♣ tr❛♥s❢♦r♠ H(X+) =
X−⇐⇒X+ = (I + J)(X−) ✇❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❛t❡❀ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧
❡q✉❛❧✐t② (J ⋆[u], v) = (u,J [v])✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s

∫

(X− + J−)J ⋆[p]dX ❛♥❞
∫

(X− + J−)(X− +
J−)⋆J ⋆[p]dX✳ ❆❢t❡r s♦♠❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ s♦✉❣❤t ❥✉♠♣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
t❤❡ t✐♠❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳

❆✳✸ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹

Pr♦♦❢✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼❛②❜❡❝❦ ✭✶✾✽✷✮✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r X ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❡❝t♦r
Y ✱ ψ(X) ❛♥❞ θ(Y ) ❛♥❞✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s

Et|s [ψ(X)θ(Y )] = Et|s

[

Et|t [ψ(X)] θ(Y )
]

✭✷✸✮

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✶✸ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦r♠

X̄t|t = at +At

(

Yt − Ȳt|s
)

V̄t|t = Σt

❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ψ ❛♥❞ θ ❛♥❞ t❤❡♥
♣❧✉❣❣✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ✷✸✳ ❚❤❡ t❡r♠ at ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❧❡tt✐♥❣ ψ = Xt− X̄t|t ❛♥❞ θ = 1✱ ✇❤❡r❡❛s
ψ = Xt − X̄t|t ❛♥❞ θ =

(

Yt − Ȳt|s
)⋆

❡♥t❛✐❧s t❤❛t t❤❡ ✷✸ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r At✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① Σt ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ψ =

(

Xt − X̄t|t

) (

Xt − X̄t|t

)⋆
❛♥❞ θ = 1 ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ X̄t|t ✐♥ t❤❡ ❘❍❙✳

❆✳✹ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶

Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t fh → f ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❛♥❞ f ≥ 0✱ ∀x✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♠✐t✱ ✇✐t❤ ε > 0✱

lim
h→∞

fh(x) = f(x) ⇔ ∃k :
∣

∣f − fh
∣

∣ < ε ∀h > k

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ k ❞❡♣❡♥❞s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♦♥ x✳ ◆♦✇✱ ❜❡❝❛✉s❡ −f ≥ −
∣

∣fh
∣

∣ ❛♥❞ f ≥ 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ε >
∣

∣f − fh
∣

∣ ≥
∣

∣f −
∣

∣fh
∣

∣

∣

∣ ≥ 0

❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡❞✳

❆✳✺ ❈❛❧❝✉❧✉s✿ ♥♦♥✲❝❡♥tr❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❊❱❉

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P [J ≤ x] = 1− (1 + x/α)
−η✱ t❤❛t ✐s

η

α
(

1 + x
α

)1+η
✭✷✹✮

❛❢t❡r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ x/α = z ❛♥❞ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t αn✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧

η

∫ +∞

0

dz
zn

(1 + z)1+η

❢♦r η > n ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

n!

(η − n) . . . (η − 1)

❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r n = 1✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ✐t tr✉❡ ❢♦r n✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t

∫ +∞

0

dz
zn+1

(1 + z)1+η
=
n+ 1

η

∫ +∞

0

dz
zn

(1 + z)1+η

❛♥❞ ❧❡tt✐♥❣ η̄ = η − 1 ✇❡ ❣❡t
(n+ 1)n!

(η̄ + 1)(η̄ − n) . . . (η̄ − 1)η̄

s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❜❛❝❦ η̄ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② η ✇❡ ❣❡t t❤❡ s♦✉❣❤t r❡s✉❧t✳

✷✽
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