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▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ ◗✉❛♥t✐❧❡ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥

❳✐❛♦❝❤✉♥ ▲✐✉∗

❖❝t♦❜❡r ✶✻✱ ✷✵✶✺

❆❜str❛❝t

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✲s❝❛❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥

❛♥❞ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ r❡❣✐♠❡ s❤✐❢ts✳ ❚❤❡ r❡❣✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣✲

♣❡r t❛✐❧s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛ ❧❛t❡♥t✱ ❞✐s❝r❡t❡✲st❛t❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡

♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❞✐r❡❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ ❛ ♥♦♥st❛t✐♦♥❛r②

t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r s✇✐t❝❤✐♥❣ r❡❣✐♠❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ q✉❛♥t✐❧❡✱ ✈✐❛ ❛

t❤r❡❡✲♣❛r❛♠❡t❡r ❛s②♠♠❡tr✐❝✲▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r

❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♦✉t♣✉t✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r

t❡st✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♠❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r❡✲

❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❣✐♠❡s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❛s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❢❛✐r❧② ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❣♥♦r✲

✐♥❣ t❤❛t ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠✐❣❤t ❜❡ q✉❛♥t✐❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧❡❛❞s t♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❜✐❛s

✐♥ ❜♦t❤ r❡❣✐♠❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s

✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❯✳❙✳ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❆s②♠♠❡tr✐❝✲▲❛♣❧❛❝❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✱ ❇❧♦❝❦✲❛t✲❛✲❚✐♠❡✱

❚r❛♥s✐t✐♦♥ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ▼❛r❣✐♥❛❧ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❏❊▲✿ ❈✷✷✱ ❈✺✶✱ ❈✶✶

∗❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❋✐♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ■♥s✉r❛♥❝❡ ✫ ❘✐s❦ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❈♦❧❧❡❣❡ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❡♥tr❛❧
❆r❦❛♥s❛s✱ ❈♦♥✇❛② ❆❘ ✼✷✵✸✺ ❯❙❆✳ ❊♠❛✐❧✿ ①❧✐✉❅✉❝❛✳❡❞✉



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❳✐❛♦ ✭✷✵✵✻✮ st✉❞② q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡❢✲

✜❝✐❡♥ts ♠❛② t❛❦❡ ❞✐st✐♥❝t ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡✐r ♠♦❞❡❧s ❝❛♥

❝❛♣t✉r❡ s②st❡♠❛t✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ s❝❛❧❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▲❡t {Ut} ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐✳✐✳❞✳ st❛♥❞❛r❞ ✉♥✐❢♦r♠ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡

mt❤✲♦r❞❡r ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss

yt = θ0 (Ut) + θ1 (Ut) yt−1 + ...+ θm(Ut)yt−m ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ yt ✐s t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t✱ ❛♥❞ θ✬s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s [0, 1] → R t♦ ❜❡

❡st✐♠❛t❡❞✳ Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✳✶✮ ✐s ♠♦♥♦t♦♥❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ Ut✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ τt❤

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ yt ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s

Qyt

(

τ |yt−1

)

= θ0(τ) + θ1(τ)yt−1 + ...+ θm(τ)yt−m ✭✶✳✷✮

✇❤❡r❡ yt−1 = (yt−1, ..., yt−m)
′

✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ✭✶✳✶✮ t♦ ✭✶✳✷✮ ✐s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

❡q✉✐✈❛r✐❛♥❝❡ t♦ ♠♦♥♦t♦♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳✶ ■♥ ✭✶✳✷✮✱ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠❛②

❜❡ τ ✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ✈❛r② ♦✈❡r t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦t ♦♥❧② s❤✐❢t t❤❡

❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ yt ✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♠❛② ❛❧t❡r t❤❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❳✐❛♦ ✭✷✵✵✻✮ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❡①❤✐❜✐t ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝

♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛r✐❧② ❡①♣❧♦s✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥♥♦t ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ♠❛♥② st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts s✉❝❤ ❛s

str✉❝t✉r❛❧ ❜r❡❛❦s ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡

✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❳✐❛♦ ✭✷✵✵✻✮ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦♥st❛t✐♦♥❛r② q✉❛♥t✐❧❡

❞②♥❛♠✐❝s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✲s❝❛❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥

❛♥❞ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ r❡❣✐♠❡ s❤✐❢ts ✇✐t❤✐♥ ❛ q✉❛♥t✐❧❡✳ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣✐♠❡s ✐s

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ st❛t❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ❛ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤

✉♥❦♥♦✇♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ ◗✉❛♥t✐❧❡ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭▼❙◗❆❘✮

♥❡sts t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❳✐❛♦ ✭✷✵✵✻✮ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐♦♥❛r②✳

✶❙❡❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❡q✉✐✈❛r✐❛♥❝❡ t♦ ♠♦♥♦t♦♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ ❑♦❡♥❦❡r ✭✷✵✵✺✮✱ ♣❛❣❡ ✸✾✳

✶



▼❙◗❆❘ ✐s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ ✈❛st ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ ▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♠♦❞✲

❡❧s✳✷ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ s✐♠♣❧② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✐s ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥

✐s ❛ ♥♦♥✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❜❛s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❜❛s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ♠❛❦❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r s✇✐t❝❤✐♥❣ r❡❣✐♠❡s✳ ❚♦

s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t q✉❛♥t✐❧❡ ❡rr♦r t❡r♠s ❢♦❧❧♦✇ ❛ t❤r❡❡✲♣❛r❛♠❡t❡r ❛s②♠♠❡tr✐❝✲▲❛♣❧❛❝❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❨✉ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮✮✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r s❤♦✇s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠❛t❤❡♠❛t✲

✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✐t ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❡str✐❝t✐✈❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r s✇✐t❝❤✐♥❣ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣✐♠❡s

❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✜❧t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❍❛♠✐❧t♦♥ ✭✶✾✾✹✮✮✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛❞♦♣ts ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❨✉ ❛♥❞ ▼♦②❡❡❞ ✭✷✵✵✶✮✱

t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❡rr♦r t❡r♠s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s♦♠❡

s❡r✐♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤r♦✉❣❤ ❇❛②❡s✐❛♥ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❆❧s♦ s❡❡ ❈❤❡r♥♦③❤✉❦♦✈ ❛♥❞

❍♦♥❣ ✭✷✵✵✸✮✳ ■♥ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦❢ ❈❤✐❜ ❛♥❞ ●r❡❡♥❜❡r❣ ✭✶✾✾✺✮✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛❞♦♣ts ❛ ✏❜❧♦❝❦✲❛t✲❛✲t✐♠❡✑

▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s s❛♠♣❧✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳✸ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣r♦✉♣s ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ t♦ ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉♣❞❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣ st❡♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✱ s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❚✐❡r♥❡② ✭✶✾✾✹✮✱ ❆✉s✐♥ ❛♥❞ ▲♦♣❡s ✭✷✵✶✵✮✱ ●❡✇❡❦❡ ❛♥❞ ❚❛♥✐③❛❦✐ ✭✷✵✵✶✮✱

❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r s♣❡❡❞ ✉♣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ▼❈▼❈

❝❤❛✐♥s✱ ■ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ●❡r❧❛❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s

❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❦❡r♥❡❧ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❡❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢

♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♦✉t♣✉t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♠❡s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡

♦❢ ❈❤✐❜ ❛♥❞ ❏❡❧✐❛③❦♦✈ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❯✳❙✳ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r❧② s✉♣♣♦rts

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❣✐♠❡s ✐♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ♣❡r❢♦r♠s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✷❙❡❡ ❡✳❣✳✱ ❙✐♠s ❛♥❞ ❩❤❛ ✭✷✵✵✻✮✱ ●r❛② ✭✶✾✾✻✮✱ ❈❤❡✉♥❣ ❛♥❞ ❊r❧❛♥❞ss♦♥ ✭✷✵✵✺✮✱ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❛♥❞ ❙✉s♠❡❧ ✭✶✾✾✹✮✱ ❑✐♠ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✽✮✱ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✳ ●✉✐❞♦❧✐♥ ✭✷✵✶✷✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s
✐♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❛♥❝❡✳

✸❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ✇♦r❦ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▲✐✉ ❛♥❞ ▲✉❣❡r ✭✷✵✶✺✮
✇❤♦ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ●✐❜❜s s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ♣❛♣❡r ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡✐r ✇♦r❦ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❛②s✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡✐r ✇♦r❦ t❤❛t r❡str✐❝ts ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ r❡❣✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ♦♥❧② ❛❧❧♦✇s r❡❣✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ▼❙◗❆❘
♠♦❞❡❧ t♦ ❛❧❧♦✇ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❜♦t❤ r❡❣✐♠❡s ❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ r❡❣✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ t❤❡✐r ●✐❜❜s s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢❛✐❧s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❣❣❡❞ q✉❛♥t✐❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ✇✐t❤✐♥ ●✐❜❜s s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s
✐ss✉❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳

✷



st✉❞② t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥

r❡❣✐♠❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ❢♦❧❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❛t ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠✐❣❤t ❜❡ τ ✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥

✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝✲

▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❞❡✜♥❡s ▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣

q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛s t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❢♦r ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺

✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ❢♦r t❡st✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ r❡❣✐♠❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ♣r❡s❡♥ts ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s✉❧ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ r❡♣♦rts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡

❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❯✳❙✳ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✽ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s ♣❛♣❡r✳

✷ ❆s②♠♠❡tr✐❝ ▲❛♣❧❛❝❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ◗❆❘✭m✮ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✭✶✳✷✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r♠ ❛s

yt = θ0(τ) +

m
∑

l=1

θl(τ)yt−l + εt(τ) ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ εt(τ) ✐s q✉❛♥t✐❧❡ ❡rr♦r t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝✲▲❛♣❧❛❝❡ ✭AL) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

AL(0, ς, τ)✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s

f(εt; 0, ς, τ) =
τ(1− τ)

ς
exp

{

−
εt (τ − I(εt ≤ 0))

ς

}

✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ I(·) ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ τ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s❦❡✇♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ς > 0 ✐s ❛ s❝❛❧❡

♣❛r❛♠❡t❡r✳ AL(0, ς, τ) ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡✐♥❣ ③❡r♦ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❛t t❤❡ τt❤ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ③❡r♦ ❛s Pr (εt ≤ 0) = τ ✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
´ 0
−∞ fε(s)ds =

τ ✳ ❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝✲▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✷✮ ❤❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✱

E(εt) = ς(1 − 2τ)/[(1 − τ)τ ] ❛♥❞ V ar(εt) = ς2(1 − 2τ + 2τ2)/[(1 − τ)2τ2]✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙❡❡ ❨✉ ❛♥❞

❩❤❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✐✳✐✳❞✳ εt(τ)✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥

✸



❜②

L(θ, τ) = [τ(1− τ)/ς]T−m ✭✷✳✸✮

exp

{

−
T
∑

t=m+1

yt −Qyt

(

τ |yt−1

)

ς

[

τ − I
(

yt ≤ Qyt

(

τ |yt−1

))]

}

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡ ❡rr♦r ❞❡♥s✐t② ✐s ♦❢t❡♥ ❧❡❢t ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞✱ s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❇❛ss❡tt ✭✶✾✼✽✮✱

❑♦❡♥❦❡r ✭✷✵✵✺✮✱ ❛♥❞ ❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❳✐❛♦ ✭✷✵✵✻✮✱ ❡t❝✳ ◗✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

θ(τ) = arg min
θ(τ)∈Rm+1

E
(

ρτ
(

yt −Qyt

(

τ |yt−1;θ(τ)
)))

✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ θ (τ) = (θ0(τ), ..., θm (τ)) ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❝❤❡❝❦

♦r ❧♦ss✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρτ (·) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ρτ (ε) = ε (τ − I(ε < 0)) ✐♥ ❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❇❛ss❡tt ✭✶✾✼✽✮✳ ❙♦❧✈✐♥❣

t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❛❧♦❣ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ θ(τ)

θ̂(τ) = arg min
θ(τ)∈Rm+1

T
∑

t=1

ρτ
(

yt −Qyt

(

τ |yt−1;θ(τ)
))

✭✷✳✺✮

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❨✉ ❛♥❞ ▼♦②❡❡❞ ✭✷✵✵✶✮✱ ❨✉ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ●❡r❧❛❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱

❤❛✈❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝✲▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝✲▲❛♣❧❛❝❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱

♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ✭✷✳✸✮ ✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡

❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✺✮✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r τ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜②

r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛s q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❞✉r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ yt ✐s ❡st✐♠❛t❡❞✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡

♥♦♥✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❜❛s❡❞ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✺✮ t♦ ❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❈❤❡r♥♦③❤✉❦♦✈ ❛♥❞

❍♦♥❣ ✭✷✵✵✸✮✮✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ r❡❣✐♠❡s ✐s ♣♦ss✐❜❧② ♠❛❞❡ t❤r♦✉❣❤

❍❛♠✐❧t♦♥ ✜❧t❡r✳

✸ ▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ ◗✉❛♥t✐❧❡ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥

❋♦r t❤❡ τt❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ yt✱ ❧❡t {st} ❜❡ ❛♥ ❡r❣♦❞✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡

✹



s❡t S = {1, ...,K}✱ ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① P (τ) ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

{pij(τ) = Pr (st = j|st−1 = i; τ)}

❢♦r i, j ∈ S ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ st ❢♦❧❧♦✇s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s s❛t✐s❢②

∑

j∈S pij(τ) = 1✳ ❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ❢♦r st ✐s str✐❝t❧② st❛t✐♦♥❛r② ✐❢ pij(τ) ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✉♥✐t② ❛♥❞

❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥s✐❞❡rs ❝♦♥st❛♥t tr❛♥s✐t✐♦♥

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛①❡❞ t♦ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣

tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② ❡✳❣✳✱ ❋✐❧❛r❞♦ ✭✶✾✾✹✮ ❛♥❞ ❉✐❡❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳

■♥ t❤❡✐r ✇♦r❦s✱ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥ ✈❛r② ✇✐t❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s✳

❯s✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛❜♦✈❡✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❞❡✜♥❡s ▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡

♠♦❞❡❧s ✭▼❙◗❆❘✮ ❛s

yt = Qyt(τ |yt−1;θst(τ)) + εt(τ)

= θst,0(τ) +

m
∑

l=1

θst,l(τ)yt−l + εt(τ) ✭✸✳✶✮

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ♥♦ r❡❣✐♠❡s ♦❝❝✉r ✭K = 1✮✱ t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✭✸✳✶✮ ❝♦❧❧❛♣s❡s t♦ t❤❡ ◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ♦❢

❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❳✐❛♦ ✭✷✵✵✻✮✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ♥❡sts t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥

♦❢ ❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❳✐❛♦ ✭✷✵✵✻✮ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t yt ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜✉t ❝❛♥ ♦♥❧② ♠❛❦❡ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ st

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛s ♦❢ ❞❛t❡ t✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ▲❛♣❧❛❝❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s

s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❞✐s❝r❡t❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss✱ {st}✱ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✜❧t❡r✐♥❣

❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❍❛♠✐❧t♦♥✱ ✶✾✾✹✮ t♦ ❡❛❝❤ q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥

❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✜❧t❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❞❡t❛✐❧s ❤♦✇ t♦ ❞r❛✇ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ st❛t❡s✱ {st}✱ ❣✐✈❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ yt✳

❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥

q✉❛♥t✐❧❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ Θ(τ) ✐s s♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

min
Θ(τ)

E





∑

j∈S

ρτ (yt −Qyt (τ |st = j, yt−1;Θ(τ))) I (st = j; τ)



 ✭✸✳✷✮

✺



✇❤❡r❡ yt = {yt, yt−1, ..., y1, y0}✳ ❆♣♣❧② t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ✐t❡r❛t❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ t♦ r❡✇r✐t❡ ✭✸✳✷✮ ❛s

min
Θ(τ)

∑

j∈S

E [ρτ (yt −Qyt (τ |st,τ = j, yt−1;Θ(τ)))Pr (st = j|yt, τ ;Θ(τ))] ✭✸✳✸✮

Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❛t τ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜② r❡s❡❛r❝❤❡rs ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ✭❆✳✸✮ ✐s ♠❛t❤❡✲

♠❛t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✷✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②

r❡✇r✐tt❡♥ ❛s L(Θ; τ) =
∏T

t=1

∑

j∈S f (yt|st = j,yt−1, τ ;Θ(τ))Pr (st = j|yt, τ ;Θ(τ)) ✇✐t❤ Pr(st =

j|yt, τ ;Θ(τ)) =
∑

i∈S pij(τ)ξi,t−1|t−1(τ) ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ Pr (st = j|yt, τ ;Θ(τ)) ❝❛♥♥♦t

❜❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✸✮❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r st ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s✱ ✐t ✐s t❤❡♥ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❢♦r❡❝❛st

t❤❡ ♦♥❡✲st❡♣✲❛❤❡❛❞ τt❤ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ yt+1 ❛t t✐♠❡ t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❦♥♦✇✐♥❣ st+1,τ ,

Qyt+1
(τ |st+1 = j,yt;θj(τ)) = θj,0(τ) +

m−1
∑

l=0

θj,l+1(τ)yt−l ✭✸✳✹✮

❋✉rt❤❡r✱ ❢r♦♠ ✭❆✳✷✮✱ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❢♦r❡❝❛st ❢♦r t+ 1 ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t✐♠❡ t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s

Qyt+1
(τ |yt;θ(τ)) =

k
∑

j=1

Qyt+1
(τ |st+1 = j,yt;θj(τ))Pr (st+1 = j|yt, τ ;Θ(τ)) ✭✸✳✺✮

✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r❡❝❛st ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ✐♥ t❤❡ jt❤ r❡❣✐♠❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✸✳✹✮ ✇✐t❤

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ t❤❛t r❡❣✐♠❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭❆✳✷✮✱ ❛♥❞ t♦ s✉♠ t❤♦s❡ ♣r♦❞✉❝ts ❢♦r

❡✈❡r② r❡❣✐♠❡ t♦❣❡t❤❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t h✲st❡♣✲❛❤❡❛❞ ❢♦r❡❝❛sts ❢♦r h ≥ 2 r❡q✉✐r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✐♥❝❡ ✐t

✐♥✈♦❧✈❡s ❢♦r❡❝❛sts ♦❢ yt+h−1 ✐♥ ✭✸✳✹✮ ❢♦r Qyt+h
(τ |st+h−1,τ = j,yt+h−1;θj(τ))✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❛✐ ✭✷✵✶✵✮✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛✉t♦r❡✲

❣r❡ss✐✈❡ ❡rr♦r str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ r❡❣✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡s

yt = βst,0 +
m
∑

l=1

βst,lyt−l + σstεt ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ βst ❛♥❞ σst ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ st✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✭✸✳✻✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡

✭▼❙❆❘✮ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❜② ♠❛♥② st✉❞✐❡s✱ ❡✳❣✳✱ ●❛r❝✐❛ ❛♥❞ P❡rr♦♥ ✭✶✾✾✻✮✱ ❑✐♠ ❛♥❞ ◆❡❧s♦♥ ✭✶✾✾✾✮✱ ❊♥❣❡❧

❛♥❞ ❑✐♠ ✭✶✾✾✾✮✱ ❊♥❣❡❧ ✭✶✾✾✹✮✱ ❈❤❡✉♥❣ ❛♥❞ ❊r❧❛♥❞ss♦♥ ✭✷✵✵✺✮✱ ❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ❡t❝✳✱ t♦ ❛♥❛❧②③❡

✻



♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t εt ❢♦❧❧♦✇s ❡✐t❤❡r ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧

♦r ❛ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ st✉❞❡♥t✲t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ τt❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ✭✸✳✻✮ ✐s

Qyt

(

τ |yt−1

)

= βst,0(τ) +
m
∑

l=1

βst,lyt−l ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ βst,0(τ) = βst,0+σstQεt (τ) ❛♥❞ Qεt(τ) ✐s t❤❡ τt❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠❡❞

❢♦r εt✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t βst,0✱ σst ❛♥❞ βst,1, ..., βst,m ❛r❡ τ ✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ yt r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ τ ∈ (0, 1)✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ✐♥ ✭✸✳✼✮ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ▼❙❆❘ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❝r♦ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❜② t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ✭Qεt(τ)✮ ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❡rr♦r t❡r♠s✳ ◆♦t❛❜❧②✱ t❤✐s

✐♠♣❧✐❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ✐❢ t❤❡

❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts θst,l(τ) ✐♥ ✭✸✳✶✮ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ τ ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ♦❢ ❑♦❡♥❦❡r

❛♥❞ ❳✐❛♦ ✭✷✵✵✻✮ ❛ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ♠❛② ❛❧❧♦✇ ❢♦r s♦♠❡ ✭tr❛♥s✐❡♥t✮ ❢♦r♠s ♦❢ ❡①♣❧♦s✐✈❡

❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ st❛t✐♦♥❛r② ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳ ❚❤✐s ❡①♣❧♦s✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✐s ♥♦t

❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ▼❙❆❘ ♠♦❞❡❧s✳

❋♦r ▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♠♦❞❡❧s✱ ♦♥❡ ♠✉st ✉s❡ s♦♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤

▼❙◗❆❘ ❛♥❞ ▼❙❆❘ ♠♦❞❡❧s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❧❛❜❡❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐ss✉❡✳ ❙❡❡ ❇❛✉✇❡♥s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❍❛♠✐❧t♦♥

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ r❡❣✐♠❡s ❢♦r ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② t❤❡

r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ q✉❛♥t✐❧❡ ✐♥t❡r❝❡♣ts✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ θ1,0(τ) > ... > θK,0(τ)✳ ■♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❜✉t ♥♦t ✐♠♣♦s❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ τ ✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥

✐s t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛t❡s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛❝r♦ss q✉❛♥t✐❧❡s ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ♥♦ t❤❡♦r✐❡s s❤♦✇ t❤❛t r❡❣✐♠❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝r♦ss q✉❛♥t✐❧❡s✳✹ ❚❤❡

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ r❡❣✐♠❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛s②♠♠❡tr✐❝ r✐s❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❛t

♠❛r❦❡ts ✐♥ ❞♦✇♥t✉r♥ ♣❡r✐♦❞s ✭❧♦✇❡r t❛✐❧s✮ ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ✐♥t❡r✈❡♥❡❞ ❜② ❝❡♥tr❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ♦r ❛♣♣❡❛r

t♦ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ♠❛r❦❡t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t❤❛♥ ✐♥ ✉♣t✉r♥ ♣❡r✐♦❞s ✭✉♣♣❡r t❛✐❧s✮✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ t❤✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥✱ r❡❣✐♠❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❜❡

❞r✐✈❡♥ ❜② ❞❛t❛ ❛❝r♦ss q✉❛♥t✐❧❡s✳

✹❯♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s πj(τ) = Pr (st = j; τ) ❢♦r j ∈ S✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ S = {1, 2}✱ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ π1 ❛♥❞ π2 ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s (1− p22)/(2− p11 − p22) ❛♥❞ (1− p11)/(2− p11 − p22)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
r❡❣✐♠❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❢♦r r❡❣✐♠❡ ✶ ❛♥❞ ✷ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❣✐✈❡♥ ❜② p11 ❛♥❞ p22✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡
PMSAR = {p11 = 0.95, p22 = 0.9} ❛♥❞ PMSQAR(τ) = {p11(τ) = 0.80, p22(τ) = 0.60}✱ ❜♦t❤ ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s π1 = π1(τ) = 0.667 ❛♥❞ π2 = π2(τ) = 0.333 ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♠❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳

✼



✹ ❇❛②❡s✐❛♥ ■♥❢❡r❡♥❝❡

▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❦✐♥❦s ❛♥❞ ❞✐s❝♦♥t✐✲

♥✉✐t✐❡s ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✭❆✳✸✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧❡ss ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢❛❧❧ ✐♥ ♠♦r❡ ❡①tr❡♠❡

q✉❛♥t✐❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ✐ss✉❡✳ ❚❤❡s❡ ✐ss✉❡s ♠❛❦❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤

❛s ▼▲❊ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ✐♥st❡❛❞ ♣r❡❢❡r t♦ ✉s❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ▼❈▼❈

♠❡t❤♦❞s t♦ ❧❡❛r♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

●✐✈❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ yt ❢♦r t = 1, ..., T ✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Θ(τ) t❛❦❡s t❤❡ ✉s✉❛❧

❢♦r♠✿ p(Θ(τ)|yt) ∝ L(yt|Θ(τ))π (Θ(τ))✱ ✇❤❡r❡ L(yt|Θ(τ)) ✐s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞

π(Θ(τ)) ✐s t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❨✉ ❛♥❞ ▼♦②❡❡❞ ✭✷✵✵✶✮ ❛♥❞ ❈❛✐ ❛♥❞ ❙t❛♥❞❡r ✭✷✵✵✽✮ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡

♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♠♣r♦♣❡r ♣r✐♦r ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤✐s

♣❛♣❡r✱ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❛s ✉♥✐❢♦r♠ ♦✈❡r Ξ(τ)✱ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ♦❢ Θ(τ)✱

✐✳❡✳✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜❡❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s π(ς(τ)) ∝ ς(τ)−1

❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ ●❡r❧❛❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳

❏✉st ❧✐❦❡ ❱r♦♥t♦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❆✉s✐♥ ❛♥❞ ▲♦♣❡s ✭✷✵✶✵✮✱ ■ ❛❧s♦ ✜♥❞ t❤❛t ▼❈▼❈ ♠✐①✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡

✐♠♣r♦✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞

♣❛r❛♠❡t❡r ❣r♦✉♣s ❛t ❡❛❝❤ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ✭▼❍✮ st❡♣✳ ■♥ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦❢ ❈❤✐❜ ❛♥❞ ●r❡❡♥❜❡r❣

✭✶✾✾✺✮✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✏❜❧♦❝❦✲❛t✲❛✲t✐♠❡✑ ▼❍ s❛♠♣❧❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t

❜② ❝②❝❧✐♥❣ r❡♣❡❛t❡❞❧② t❤r♦✉❣❤ ❞r❛✇s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❧♦❝❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r

❜❧♦❝❦s✳ ▲❡tΘ(τ) = (P (τ),θ1(τ), ...,θK(τ)) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ P (τ) =

(pij(τ)) ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ θj(τ) ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ jt❤

r❡❣✐♠❡ ❢♦r j = 1, ...,K✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥Θ(τ) ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ K+1 ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉♣❞❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ▼❍ s❛♠♣❧❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ●❡r❧❛❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮

❛♥❞ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ▼❍ ✭❘❲✲▼❍✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❦❡r♥❡❧

▼❍ ✭■❑✲▼❍✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❡❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠

✇❛❧❦ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧ ❧❛r❣❡ ❥✉♠♣s✱ ♣❡r❤❛♣s ❛✇❛② ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡s✱

t❤❡r❡❜② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s t❤❛t t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❛❝❡✳

❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❢✉rt❤❡r s♣❡❡❞✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♠✐①✐♥❣

♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ▼❈▼❈ ❝❤❛✐♥s✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦✲❛t✲❛✲t✐♠❡ ▼❍ s❛♠♣❧❡r✱ ■ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢

✽



t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❧♦❝❦s ❛s Θ(τ) = (θ1(τ),θ2(τ), ...,θK+1(τ))✱ ✇❤❡r❡ θ1(τ) = P (τ) ❛♥❞ θj(τ) ❞❡♥♦t❡s

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ (j − 1)t❤ r❡❣✐♠❡ ❢♦r j = 2, ...,K + 1✳ ❆♥❞✱ ❧❡t Θ−j(τ) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r Θ(τ)

❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦❝❦ θj(τ) ❢♦r j = 1, ...,K+1✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❛t g = 1 ✇✐t❤ Θ[1](τ) =
(

θ
[1]
1 (τ), ...,θ

[1]
K+1(τ)

)

✱

t❤❡ G1 r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ▼❍ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r Θ(τ) ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

❙t❡♣✶✳ ■♥❝r❡♠❡♥t g ❜② ✶ ❛♥❞ s❡t Θ[g](τ) ❡q✉❛❧ t♦ Θ[g−1](τ)✳

❙t❡♣✷✳ ❋♦r i = 1, ..., k + 1 ✐♥ t✉r♥✱ ❣❡♥❡r❛t❡ θc
i (τ) ❛s

θc
i (τ) = θ

[g]
i (τ) + ε, ε ∼ ρN (0, diag {bi}) + (1− ρ)N (0, ωdiag {bi})

❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ θ
[g]
i (τ) ✐♥ Θ[g](τ) ❜② θc

i (τ) ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② min (ζi, 1)✱ ✇❤❡r❡

ζi =
L
(

yt|θ
c
i (τ),Θ

[g]
−i(τ)

)

π
(

θc
i (τ),Θ

[g]
−i(τ)

)

L
(

yt|Θ
[g](τ)

)

π
(

Θ[g](τ)
)

❙t❡♣✸✳ ■❢ g < G1✱ ❣♦ t♦ ❙t❡♣ ✶✳

❯♣♦♥ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ✜rst G1 ✐t❡r❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ s❛♠♣❧❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✱ ■

s❡t ρ = 0.95✱ ω = 100✱ ❛♥❞ t✉♥❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r bi s♦ t❤❛t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t❡ ❧✐❡s ✐♥

t❤❡ r❛♥❣❡ (0.2, 0.45) ❢♦r t❤❡ it❤ ❜❧♦❝❦✳ ❚✉♥✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❡✈❡r② ✶✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ bi ✇❤❡♥ t❤❡

❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✶✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✵✳✹✺✱ ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ bi ✇❤❡♥ t❤❛t r❛t❡ ✐s ❧♦✇❡r

t❤❛♥ ✵✳✷✳

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst G1 ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ µi(τ) ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σi(τ)

♦❢ θi(τ) ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦✇❡r tr✐❛♥❣✉❧❛r ❈❤♦❧❡s❦② ❢❛❝t♦r Σ
1/2
i (τ) ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r i = 1, ...,K+1✳

❚❤❡ ▼❈▼❈ s❛♠♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ t❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❢♦r G2 ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❦❡r♥❡❧ ▼❍ st❡♣s✿

❙t❡♣✹✳ ■♥❝r❡♠❡♥t g ❜② 1 ❛♥❞ s❡t Θ[g](τ) ❡q✉❛❧ t♦ Θ[g−1](τ)✳

❙t❡♣✺✳ ❋♦r i = 1, ..., k + 1 ✐♥ t✉r♥✱ ❣❡♥❡r❛t❡ θc
i (τ) ❛s

θc
i (τ) = µi(τ) +Σ

1/2
i (τ)ε, ε ∼ ρN (0, I) + (1− ρ)N (0, ωI)

✾



❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ θ
[g]
i (τ) ✐♥ Θ[g](τ) ❜② θc

i (τ) ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② min (ζi, 1)✱ ✇❤❡r❡

ζi =
L
(

yt|θ
c
i (τ),Θ

[g]
−i(τ)

)

π
(

θc
i (τ),Θ

[g]
−i(τ)

)

q
(

θ
[g]
i (τ)

)

L
(

yt|Θ
[g](τ)

)

π
(

Θ[g](τ)
)

q (θc
i (τ))

q (θi(τ)) ∝ ρexp

{

−
1

2
(θi(τ)− µi(τ))

′

Σ−1
i,τ (θi(τ)− µi(τ))

}

+
1− ρ

ωdim(θi(τ))/2
exp

{

−
1

2
(θi(τ)− µi(τ))

′

Σ−1
i (τ) (θi(τ)− µi(τ))

}

❙t❡♣✻✳ ■❢ g < G1 +G2✱ ❣♦ t♦ ❙t❡♣ ✹✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ Σi(τ) ✐♥ ❙t❡♣ ✺ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢

θi(τ)✱ t❤❡r❡❜② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♣❞❛t❡s ❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②

r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ ❞r❛✇s ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✱

❛♥❞ t❤❡ st❡♣s ❛r❡ ✐t❡r❛t❡❞ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞r❛✇s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❢❡❛t✉r❡s

✭♠❡❛♥s✱ ✈❛r✐❛♥❝❡s✱ q✉❛♥t✐❧❡s✱ ❡t❝✳✮ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ G1 = 50, 000 ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ▼❍ s❛♠♣❧❡r ❛♥❞ G2 = 50, 000 ✇✐t❤ ❛ t❤✐♥♥✐♥❣

♦❢ ✺ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❦❡r♥❡❧ ▼❍ s❛♠♣❧❡r✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♣♦st❡r✐♦r s❛♠♣❧❡s ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ✶✵✱✵✵✵ ❞r❛✇s✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❑✲▼❍ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ✐s ❛ss❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❡✇❡❦❡ ✭✶✾✾✷✮ t❡st✳ ❋♦r ❡❛❝❤

♣❛r❛♠❡t❡r✱ ■ ❛❧s♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✐ts ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r

✭◆❙❊✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❛t❝❤✲♠❡❛♥s ♠❡t❤♦❞ ✭❘✐♣❧❡②✱ ✶✾✽✼✮✳ ■♥ ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❡①❛♠♣❧❡s

♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ▼❈▼❈ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ✇❡❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ✐♥s✐❞❡ ✺✵✱✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

✺ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ■ss✉❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ❛❞❞r❡ss t✇♦ ✐ss✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ❛♥❞

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■ r❡s♦❧✈❡ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ π(y|τ)✱

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❦❡② ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧✬s ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭❑❛ss ❛♥❞ ❘❛❢t❡r②✱ ✶✾✾✺✮✳

❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs

♦❢ r❡❣✐♠❡s✱ s♦ ✐t t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❜❛s❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♠❡s

✶✵



❜② ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❉❡♥♦t❡ t❤❡ τt❤ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ k ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♠❡s ❛s Mk ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡r

✈❡❝t♦r Θk ❢♦r k = 1, ...,K✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ❜② ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ {Mk} t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ♣♦st❡r✐♦r ♦❞❞s r❛t✐♦✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r ❛♥② t✇♦ ♠♦❞❡❧sMk

❛♥❞ Mg ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s Pr (Mk|y, τ) /Pr (Mg|y, τ) = [Pr (Mk|τ) /Pr (Mg|τ)] [π (y|Mk, τ) /π (y|Mg, τ)]✳

❚❤❡ ✜rst ❢r❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦❞❞s r❛t✐♦ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣r✐♦r ♦❞❞s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞

❛s t❤❡ ❇❛②❡s ❢❛❝t♦r✳ ■❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐s t♦ t❡st t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❣✐♠❡s✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡

H0 : k = 1 vs. H1 : g > 1✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r k = 1✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❝♦❧❧❛♣s❡s t♦

t❤❡ ◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❳✐❛♦ ✭✷✵✵✻✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♠❡s✱ t❤❡♥

t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ H0 : k = a vs. H1 : g > a ❢♦r a > 1✳

❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐♦r✱ ♣♦st❡r✐♦r✱ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✈✐❛ t❤❡

❡q✉❛❧✐t②

π(y|Mk, τ) =
f (y|Mk,Θk(τ))π(Θk(τ)|Mk, )

π(Θk(τ)|y,Mk)

✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ❛t ❛❧❧ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❙♦ ❢♦r ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s Θk(τ)
∗ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ log π(y|Mk, τ) ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣

log π̂(y|Mk, τ) = log f (y|Mk,Θk(τ)
∗) + log π (Θk(τ)

∗|Mk)− log π̂ (Θk(τ)
∗|y,Mk) ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ π̂ (Θk(τ)
∗|y,Mk) ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♦r❞✐♥❛t❡ ❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳ ■♥

♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ Θk(τ)
∗ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❆s ❈❤✐❜ ❛♥❞ ❏❡❧✐❛③❦♦✈ ✭✷✵✵✶✮

❡①♣❧❛✐♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❞✐❝t❛t❡ t❤❛t log π (y|Mk, τ) ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②

❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ♣♦✐♥t✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ ♦r ♠♦❞❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛t ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡

t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r✳ ❍❡r❡✱ ■ ✉s❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ ❢♦r ❡❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✺✳✶✮ ✐s t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ▼❙◗❆❘ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✭❆✳✸✮

❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t Θk (τ)
∗✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✺✳✶✮ ✐s t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r ❞❡♥s✐t②

❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t Θk(τ)
∗✳ ❚❤❡ ❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♦r❞✐♥❛t❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛s t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡

r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✺✳✶✮ r❡q✉✐r❡s ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛s

π (Θk(τ)
∗|y,Mk) =

E1 {α (Θk(τ),Θk(τ)
∗|y,Mk) q (Θk(τ),Θk(τ)

∗|y,Mk)}

E2 {α (Θk(τ)∗,Θk(τ)|y,Mk)}

✶✶



✇❤❡r❡ α = min (ζ, 1) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦✈❡ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✈❛❧✉❡✮✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E1 ✐s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π (Θk(τ)|y,Mk) ❛♥❞ t❤❡

❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E2 ✐s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❞❡♥s✐t② q (Θk(τ)
∗,Θk(τ)|y,Mk)✳ ❚❤✐s

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❝♦♥s✐st❡♥t ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s

π̂ (Θk (τ)
∗ |y,Mk) =

R−1
∑R

r=1 α
(

Θ
[r]
k (τ),Θk(τ)

∗|y,Mk

)

q
(

Θ
[r]
k (τ),Θk(τ)

∗|y,Mk

)

J−1
∑J

j=1 α
(

Θk(τ)∗,Θ
[j]
k (τ)|y,Mk

)

✇❤❡r❡
{

Θ
[r]
k (τ)

}

❛r❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ❞r❛✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥t ❦❡r♥❡❧ ▼❍ st❡♣ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✮ ❛♥❞
{

Θ
[j]
k (τ)

}

❛r❡ ❞r❛✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❞❡♥s✐t② q (Θk(τ)
∗,Θk(τ)|y,

Mk)✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ Θk(τ)
∗✳

❈❤✐❜ ❛♥❞ ❏❡❧✐❛③❦♦✈ ✭✷✵✵✶✮ ❤❛s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♦r❞✐♥❛t❡ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❧♦❝❦s

❛s

π (Θj(τ)
∗|y,Θ1(τ)

∗, ...,Θj−1(τ)
∗) =

E1

{

α
(

Θj(τ),Θj(τ)
∗|y,Ψ∗

j−1,Ψ
j+1

)

q
(

Θj(τ),Θj(τ)
∗|y,Ψ∗

j−1,Ψ
j+1

)}

E2

{

α
(

Θj(τ)∗,Θj(τ)|y,Ψ∗

j−1
,Ψj+1

)}

✇❤❡r❡ Θj(τ) ✐s t❤❡ jt❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❧♦❝❦ ❢♦r j = 1, ...,K + 1✱ Ψj−1 = (Θ1(τ), ...,Θj−1(τ)) ❛♥❞ Ψj+1 =

(Θj+1(τ), ...,ΘK+1(τ))✳ E1 ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦st❡r✐♦r π
(

Θj(τ),Ψ
j+1|y,

Ψ∗
j−1

)

❛♥❞ E2 ✐s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♠❡❛s✉r❡ π
(

Ψj+1|y,Ψ∗
j

)

q (Θj(τ)
∗,Θj(τ)|y,

Ψ∗
j−1,Ψ

j+1
)

✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ✐♥t❡❣r❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ❜❡❢♦r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣ ▼❈▼❈

♦✉t♣✉t✳ ❙❡❡ ❈❤✐❜ ❛♥❞ ❏❡❧✐❛③❦♦✈ ✭✷✵✵✶✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧ st❡♣s✳ ❯♣♦♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦st❡r✐♦r

♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥t♦ ✭✺✳✶✮✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ✭t❤❡ ❧♦❣ ♦❢✮ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s

log π̂(y|Mk, τ) = log f (y|Mk,Θk(τ)
∗) + log π (Θk(τ)

∗|Mk)−
K+1
∑

j=1

log π̂ (Θj,k(τ)
∗|y,Mk)

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲s❛♠♣❧❡ s✐③❡s ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱

❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ■ s❡t t❤❡♠ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧✳ ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❛❧♠♦st ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❢✉❧❧ ▼❈▼❈ r✉♥ ✐s ✜♥✐s❤❡❞✳

✻ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝❛rr✐❡s ♦♥ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st✉❞② t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✏❜❧♦❝❦✲❛t✲

❛✲t✐♠❡✑ ▼❍ s❛♠♣❧❡r ✐♥ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t t✇♦ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡s ❢♦r t❤✐s st✉❞②✿

✭✐✮ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✇❤❡♥ t❤❡ tr✉❡

✶✷



♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ❢♦❧❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡✛❡❝t ♦♥ r❡❣✐♠❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❛t ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠✐❣❤t ❜❡ τ−❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

t✇♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉r♣♦s❡✿ ✭✶✮ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❞❛t❛

s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ▼❙❆❘ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✭✸✳✼✮ ✇✐t❤ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ τ ✱ ❛♥❞ ✭✷✮

✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞ ❳✐❛♦ ✭✷✵✵✻✮ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞❛t❛ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❜♦t❤ st ❛♥❞ τ ❛s ✐♥ ✭✸✳✶✮✳

✻✳✶ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✿ ❉❡s✐❣♥ ✶

❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t s✐♠✉❧❛t❡s ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛ ▼❙❆❘ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✷ r❡❣✐♠❡s ❛s

yt =















2.0 + 0.2yt−1 + 0.5εt, st = 1

−2.0 + 0.4yt−1 + εt, st = 2

✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛tr✐① P =







0.9 0.1

0.1 0.9






✳ ❚❤❡ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞

❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚✇♦ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❡rr♦r

t❡r♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭N(0, 1)) ❛♥❞ ❛ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ st✉❞❡♥t✲t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✇✐t❤ ✸ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭t3✮✳ ❚❤❡ τt❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ yt ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛

▼❙◗❆❘ ❢♦r♠ ❛s

Qyt(τ |yt−1; Θ(τ)) =















θ10(τ) + θ11yt−1, st = 1

θ20(τ) + θ21yt−1, st = 2

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✐❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s θ10(τ) = 2.0 + 0.5Qεt (τ)✱ θ11 = 0.2✱ θ20(τ) = −2.0 +

Qεt (τ)✱ ❛♥❞ θ21 = 0.4✳ Qεt(τ) ✐s t❤❡ τt❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ ❛ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s s❡❡♥✱

t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ θ11 ❛♥❞ θ21✱ ❛r❡ τ−✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

✷✵✵ ❞❛t❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ✺✱✵✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥✲

❡r❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✉t ♦♥❧② t❤❡ ❧❛st ✺✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❦❡♣t ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ r❡❞✉❝❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡ s✐③❡s✱ T = {200, 500} ❛♥❞

q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧s✱ τ = {0.05, 0.25, 0.5, 0.75, 0.95}✳

❚❛❜❧❡ ✶ r❡♣♦rts t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ tr✉❡ q✉❛♥t✐❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❚r✉❡✮✱

♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥s ✭P▼✮✱ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✭❙t❞✮✱ t❤❡ r♦♦t ♦❢ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs ✭❘▼❙❊✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥

❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭▼❆❉✮✳ ❘▼❙❊ ❛♥❞ ▼❆❉ ❡rr♦rs ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❛r❡ s♠❛❧❧ ♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧s

✶✸



❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡

r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛❧s♦ s❤♦✇ ❛ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥

✐♥ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❘▼❙❊s✱ ▼❆❉s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞

❡rr♦rs✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❡ss ❡①tr❡♠❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♣r❡s❡♥t s♠❛❧❧❡r ❘▼❙❊ ❛♥❞

▼❆❉ ❡rr♦rs t❤❛♥ ❡①tr❡♠❡ q✉❛♥t✐❧❡s✳

❬❚❛❜❧❡ ✶ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❋✐❣✉r❡ ✶ ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣♦st❡r✐♦rs ✇❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ tr✉❡ q✉❛♥t✐❧❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r τ = 0.5✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦rs ❛♣♣❡❛r

s❦❡✇❡❞ ❜✉t st✐❧❧ ✇✐t❤ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♥❡❛r t❤❡ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❚♦ s❛✈❡ s♣❛❝❡✱

❋✐❣✉r❡ ✶ ♣❧♦ts r❡s✉❧ts ❢♦r τ = 0.05, 0.5, 0.95 ❛♥❞ N = 200 ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❖t❤❡r r❡s✉❧ts

❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✳

❬❋✐❣✉r❡ ✶ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❢✉rt❤❡r ❛ss❡ss❡❞ ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ Qyt(τ |yt−1; Θ) ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ tr✉❡ ▼❙❆❘ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ Qyt(τ |yt−1; Θ̂(τ))✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t❧②

❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ❜② t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❡rr♦r ✭▼❆❉❊✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝r♦ss ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛s

MADE =
1

T

T
∑

t=1

∣

∣

∣Qyt

(

τ |yt−1; Θ
)

−Qyt

(

τ |yt−1; Θ̂(τ)
)∣

∣

∣

✇❤❡r❡ Θ̂(τ) ❛r❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ▼❆❉❊ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❉●P

r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❉●P ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ t❤❡

♠❡❞✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ✷✵✵ ▼❆❉❊s r❡♣♦rt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦✇❡r ✺✪ ❛♥❞ ✉♣♣❡r ✾✺✪ q✉❛♥t✐❧❡s ✐♥

sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞❡♥♦t❡ ▼❙❆❘❴◆❴◆ ❛s t❤❡ ▼❙❆❘ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ❞❛t❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ▼❙❆❘❴t❴t ❛s t❤❡

▼❙❆❘ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st✉❞❡♥t✲t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ❞❛t❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t3✳ ❆s

❡①♣❡❝t❡❞✱ ▼❙❆❘❴◆❴◆ ❛♥❞ ▼❙❆❘❴t❴t ❛s t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧s ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳

✶✹



◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛❧s♦ ❛❝❤✐❡✈❡s r❡❛s♦♥❛❜❧❡

q✉❛♥t✐❧❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▼❙❆❘❴◆❴t ❛♥❞ ▼❙❆❘❴t❴◆✱

t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❤❛✈❡ s♠❛❧❧❡r ▼❆❉❊ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡

r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ▼❆❉❊ q✉❛♥t✐❧❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐♠♣r♦✈❡s

t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛t ❛❧❧ q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞

✉♣♣❡r ▼❆❉❊ q✉❛♥t✐❧❡s✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❤♦✇s t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ▲❛♣❧❛❝❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛❝❤✐❡✈❡s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ r❡❣✐♠❡

♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ❢♦❧❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❬❚❛❜❧❡ ✷ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

✻✳✷ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✿ ❉❡s✐❣♥ ✷

❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ τ ✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥ r❡❣✐♠❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t s✐♠✉❧❛t❡s ❞❛t❛ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❑♦❡♥❦❡r ❛♥❞

❳✐❛♦ ✭✷✵✵✻✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❘❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇ ❛ ✈❛❧✉❡ z ❢r♦♠ U(0, 1)✳ ■❢ 0 < z < 0.25✱ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡s yt ❛s

yt =















2 + 0.1yt−1 + 0.5εt(z), st = 1

−2 + 0.3yt−1 + εt(z), st = 2

■❢ 0.25 ≤ z ≤ 0.75✱ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡s yt ❛s

yt =















2 + 0.4yt−1 + 0.5εt(z), st = 1

−2 + 0.6yt−1 + εt(z), st = 2

■❢ 0.75 < z < 1✱ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡s yt ❛s

yt =















2 + 0.7yt−1 + 0.5εt(z), st = 1

−2 + 0.9yt−1 + εt(z), st = 2

✇❤❡r❡ εt(z) ✐s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② z ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

✶✺



♠❛tr✐① P =







0.9 0.1

0.1 0.9






✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭N(0, 1)✮ ❛♥❞ ❛ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞

st✉❞❡♥t✲t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✸ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭t3✮ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r εt(z)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ yt ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Qyt(τ |yt−1; Θ(τ)) =















θ10(τ) + θ11(τ)yt−1, st = 1

θ20(τ) + θ21(τ)yt−1, st = 2

✇❤❡r❡ θ10(τ) = 2+0.5Qεt(τ)✱ θ20(τ) = −2+Qεt(τ) ❛♥❞ {θ11(τ), θ21(τ)} = {(0.1, 0.3) , (0.4, 0.6) , (0.7, 0.9)}

❢♦r 0 < τ < 0.25✱ 0.25 ≤ τ ≤ 0.75✱ ❛♥❞ 0.75 ≤ τ < 1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❉❡s✐❣♥

✶✱ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t s✐♠✉❧❛t❡s ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥✲s❝❛❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✉✲

t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛r②✐♥❣ ✇✐t❤ τ ❢r♦♠ ❧♦✇❡r t♦ ✉♣♣❡r t❛✐❧s✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡

❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥❧② ❢♦r τ = {0.05, 0.5, 0.95}✱ ♦♥❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡❣♠❡♥t✳

❚❛❜❧❡ ✸ r❡♣♦rts t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❉❡s✐❣♥ ✷✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❉❡s✐❣♥ ✶✱ t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❛❝❤✐❡✈❡s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s✳

❬❚❛❜❧❡ ✸ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡s ✹ t❡❧❧ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t st♦r✐❡s ❢r♦♠ t❤♦s❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✷✳ ❚❛❜❧❡ ✹ r❡✲

♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ q✉❛♥t✐❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ▲❛♣❧❛❝❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❣r❡❛t❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ q✉❛♥t✐❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡

s♠❛❧❧❡st ▼❆❉❊ ✈❛❧✉❡s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❞❛t❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠

♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ τ = 0.05 ❛♥❞ N = 200✱ t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ▼❆❉❊❂✶✳✶✽✶ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥

✶✳✹✻✺ ❛♥❞ ✶✳✺✵✵ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❙❆❘❴◆❴◆ ❛♥❞ ▼❙❆❘❴t❴◆ ♠♦❞❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✲

t❡r✈❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ▼❆❉❊ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ♥❛rr♦✇❡r ❜✉t

❛❧s♦ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❙❆❘ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐♥❞✐❝❛t❡s ❜♦t❤ ❤✐❣❤❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥

♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ r❡✲

s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ τ ✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

♦♥ q✉❛♥t✐❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥✲

t✐❧❡s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ▼❙❆❘ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ τ ✱ ❛♥❞ t❤✉s ❧❡❛❞ t♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❜✐❛s ✐♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✶✻



❬❚❛❜❧❡ ✹ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

✼ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■❧❧✉str❛t✐♦♥

▼❛♥② ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ r✐s❦s✳ ■♥

t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❙✫P ✺✵✵ ✐♥❞❡①

r❡t✉r♥s ✇✐t❤ r❡❣✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❛✐❧s ❢♦r ♠❛r❦❡t r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t ❛❝r♦ss q✉❛♥t✐❧❡s✳ ▼♦♥t❤❧② ✭❢r♦♠

❏❛♥✉❛r② ✶✾✷✻ t♦ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✸ ✇✐t❤ ✶✵✹✼ ♠♦♥t❤s✮ ❛♥❞ ✇❡❡❦❧② ✭❢r♦♠ ❏❛♥✉❛r② ✶✾✺✵ t♦ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✸

✇✐t❤ ✸✷✾✹ ✇❡❡❦s✮ ❙✫P ✺✵✵ ✐♥❞❡① r❡t✉r♥s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❡♥t❡r ❢♦r ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❙❡❝✉r✐t② Pr✐❝❡s

✭❈❘❙P✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ ♣❧♦ts t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❙✫P ✐♥❞❡① r❡t✉r♥s✳

❬❋✐❣✉r❡ ✷ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❣✐♠❡s✱ r❡❣✐♠❡

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ▼❙❆❘

♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❈❆❱✐❛❘ ♠♦❞❡❧ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦

❜② r❡❣r❡ss✐♦♥ q✉❛♥t✐❧❡s✮ ♦❢ ❊♥❣❧❡ ❛♥❞ ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐ ✭✷✵✵✹✮✱ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳✺ ❚❤❡

♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❣✐♠❡s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣

t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢❛❝t♦rs✳✻ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❞❡✜♥❡s t❤❛t r❡❣✐♠❡ ✷ r❡♣r❡s❡♥ts ♠♦r❡ ❡①tr❡♠❡ ♦✉t❝♦♠❡s t❤❛♥ r❡❣✐♠❡

✶✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛t ❧♦✇❡r t❛✐❧s✱ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ r❡❣✐♠❡ ✷ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ❢❛rt❤❡r ✐♥t♦ t❤❡ ❧❡❢t

t❛✐❧ ❛r❡❛s t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ r❡❣✐♠❡ ✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦st❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❝❡ss✐♦♥s

❛♥❞ ❝r✐s❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛t ✉♣♣❡r t❛✐❧s✱ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ r❡❣✐♠❡ ✷ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ❢❛rt❤❡r ✐♥t♦

t❤❡ r✐❣❤t t❛✐❧ ❛r❡❛s t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ r❡❣✐♠❡ ✶✳

❚❛❜❧❡ ✺ r❡♣♦rts t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠♦♥t❤❧② ❛♥❞ ✇❡❡❦❧② ❙✫P ✺✵✵ r❡t✉r♥s✳✼

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡

❝♦♥✈❡r❣❡❞ ✇❡❧❧ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ●❡✇❡❦❡ ✭✶✾✾✷✮ t❡st st❛t✐st✐❝✳

❚❛❜❧❡ ✺ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ✐♥t❡r❝❡♣ts ✭θ10✮ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢

✺■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ❡st✐♠❛t❡ ❈❆❱✐❛❘ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✱ s❡❡ ❊♥❣❧❡ ❛♥❞ ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐
✭✷✵✵✹✮✱ ♣❛❣❡ ✸✻✾✳ ❳✐❛♦ ❛♥❞ ❑♦❡♥❦❡r ✭✷✵✵✾✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❈❆❱✐❛❘ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
q✉❛♥t✐❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❧✐♥❡❛r GARCH(p, q) ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚❛②❧♦r ✭✶✾✽✻✮✳

✻❉❡s♣✐t❡ t❤❛t t❤✐s ♣❛♣❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❣✐♠❡s✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♠❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷
r❡❣✐♠❡s✱ s✉❝❤ ❛s ◆❛❧❡✇❛✐❦ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ❇❛❡❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ ❡t❝✳✱ ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳

✼❚❤❡ t❡sts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❆❈❋ ❛♥❞ P❆❈❋ ✭♥♦t r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡✱ ❜✉t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✮ r❡❥❡❝t ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ✉♣ t♦ ✷✻ ❧❛❣s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛❣ ♦❢ ♦r❞❡r ♦♥❡ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✺ ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡t✉r♥ ❞❛t❛✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s❡tt✐♥❣s ✇❤❡r❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♠❡s ✐t ✐s ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❝❤♦♦s❡ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ♠♦❞❡❧s
t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♠❡s✳

✶✼



q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ r❡❣✐♠❡ ✷ ✭θ21τ ) ❛r❡ ❧❛r❣❡r ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛♥

t❤♦s❡ ♦❢ r❡❣✐♠❡ ✶ ✭θ11τ )✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✸ ♣❧♦ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦✈❡r q✉❛♥t✐❧❡s ✇✐t❤

t❤❡ ✺✪ ❛♥❞ ✾✺✪ ❝r❡❞✐❜❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡①❝❧✉❞❡ ③❡r♦ ❢♦r ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r t❛✐❧s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r♦✉♥❞ τ = 0.5 ✐♥❝❧✉❞❡ ③❡r♦✳ ❚❤✐s

r❡s✉❧t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ t❤❛t r❡t✉r♥ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r t❛✐❧s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ③❡r♦✲✐♥❝❧✉❞❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r♦✉♥❞ τ = 0.5 ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡

s✉❝❤ ❛❜✐❧✐t②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛r❦❡t ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭❊▼❍✮✱ ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ t✐♠❡✱ st♦❝❦ ♣r✐❝❡s ❢✉❧❧②

r❡✢❡❝t ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛r❦❡t✱ st♦❝❦ ♣r✐❝❡s ❜❡❝♦♠❡ ♥♦t ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❜✉t

r❛♥❞♦♠✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r t❛✐❧s t❡♠♣♦r❛r✐❧② ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❊▼❍✱

t❤✉s✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ✐♥✈❡st♦rs t♦ ❞✐s❝❡r♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❛ ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡ s✐♠✐❧❛r ❡♠♣✐r✐❝❛❧

❡✈✐❞❡♥❝❡ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❜② ❇❛❧✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳

❬❚❛❜❧❡ ✺ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❬❋✐❣✉r❡ ✸ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♣❧♦ts ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ t❤❡✐r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss q✉❛♥t✐❧❡s ✐♥ r❡❣✐♠❡

✶ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ r❡❣✐♠❡ ✷✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ r❡❣✐♠❡ ✶ ❛r❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✳✽✺

t♦ ✵✳✾✽✺✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ r❡❣✐♠❡ ✷ ❢r♦♠ ✵✳✸✽✶ t♦ ✵✳✾✹✺✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ❡①tr❡♠❡

t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧ ✐s✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ r❡❣✐♠❡ ✷ ✭p22(τ)✮ ✐s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

r❡❣✐♠❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❛❝r♦ss q✉❛♥t✐❧❡s✱ ✐✳❡✳✱ π1(τ) ❛♥❞

π2(τ) ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✽✹ ❛♥❞ ✵✳✶✻ ❢♦r ❡❛❝❤ q✉❛♥t✐❧❡ ❧❡✈❡❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✐♥ t❤❛t

t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② r❡✢❡❝ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ r❡❣✐♠❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧② ✈❛r②✐♥❣ ❛❝r♦ss

q✉❛♥t✐❧❡s✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✹ ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡ s♠♦♦t❤❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

ξst=2,t|T ❢♦r τ = 0.05, 0.5 ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳✮✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛s ❛r❡

◆❇❊❘✲❞❛t❡❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ r❡❣✐♠❡ ✷ ❢♦r t❤❡ ✺✪ ❧♦✇❡r t❛✐❧ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss

♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ❜♦t❤ s♠♦♦t❤❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s tr❛❝❡ ❝❧♦s❡❧② t♦ t❤❡ ◆❇❊❘✲❞❛t❡❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s✳

❬❋✐❣✉r❡ ✹ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

✶✽



❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ❚❛❜❧❡ ✻ r❡♣♦rts t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ❢♦r

t❡st✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❣✐♠❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❑❛ss ❛♥❞ ❘❛❢t❡r② ✭✶✾✾✺✮✱ ✈❡r② str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r t❤❡ ◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❛s t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢❛❝t♦rs π (y|MSQAR, τ) /

π (y|QAR, τ) ❢♦r ❛❧❧ τs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡①❝❡❡❞ ✶✺✵✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s✉♣♣♦rts t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❣✐♠❡s ❛❝r♦ss

q✉❛♥t✐❧❡s ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦♥t❤❧② ❛♥❞ ✇❡❡❦❧② ❙✫P ✺✵✵ ✐♥❞❡① r❡t✉r♥s✳

❬❚❛❜❧❡ ✻ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❋✐❣✉r❡ ✺ ♣❧♦ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡s ❢♦r τ = 0.05 ❛s Qyt

(

τ |yt−1, st; Θ̂(τ)
)

=
∑

i∈S Qyt

(

τ |yt−1 ,

st = i; θ̂i(τ)
)

Pr
(

st = i|yt; Θ̂(τ)
)

✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ ❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ❞②♥❛♠✲

✐❝s ✭Qyt(τ |yt−1, st; Θ̂(τ))✮ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❧✐❣❤t ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s

♦❢ r❡❣✐♠❡ ✶ ✭Qyt(τ |yt−1, st = 1; θ̂1(τ))✮ ❛♥❞ r❡❣✐♠❡ ✷ ✭Qyt(τ |yt−1, st = 2; θ̂2(τ))✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❙♣❡❝✐✜✲

❝❛❧❧②✱ ✐t ✐s r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t❤❛t ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤♦✉t r❡❣✐♠❡ s❤✐❢ts ❝❛♥♥♦t s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t r✐s❦

❧❡✈❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❝❡ss✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♥♦r♠❛❧ t✐♠❡s✳ ❚❤✉s✱

q✉❛♥t✐❧❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❛t ❜❡st t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❝

st❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ♠❛r❦❡t r✐s❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❣✐♠❡s✳ ◗✉❛♥t✐❧❡ r❡❣✐♠❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ❛r❡

♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ s✉❝❤ ❛s str❡ss✲t❡st✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❇❛s❡❧

❆❝❝♦r❞ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❛ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡r ♦r ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥s ❛❜♦✉t ❡①tr❡♠❡ s❝❡♥❛r✐♦s ♦r

✇♦rst ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s✳

❬❋✐❣✉r❡ ✺ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❆ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ q✉❛♥t✐❧❡ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ r❛t✐♦ v̂r = τ̂ /τ

✇❤❡r❡ τ̂ = 1
T

∑T
t=1 I(yt < Qyt(τ |yt−1; Θ̂(τ)) ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛♥t✐❧❡ ❡①❝❡❡❞❛♥❝❡s ✭✈✐♦❧❛t✐♦♥s✮ ❞✐✈✐❞❡❞

❜② t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❛♠♣❧❡ s✐③❡✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ r❛t✐♦s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✐❢ v̂r < 1✱

t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ t♦♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✭❧❡ss ✈✐♦❧❛t✐♦♥s t❤❛♥ ♥♦♠✐♥❛❧✮✱ ✇❤✐❧❡ ❛ r❛t✐♦ v̂r > 1 ♠❡❛♥s t♦♦

❛❣❣r❡ss✐✈❡ ✭♠♦r❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s t❤❛♥ ♥♦♠✐♥❛❧✮✳ ❚❛❜❧❡ ✼ r❡♣♦rt✐♥❣ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ r❛t✐♦s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❈❆❱✐❛❘

♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❝❧♦s❡st t♦ ♦♥❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ r❛t✐♦ r❡s✉❧ts

❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ▼❙❆❘ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s ❛❣❣r❡ss✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ❧♦✇❡r t❛✐❧s ❜✉t ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r ✉♣♣❡r

✶✾



t❛✐❧s✳ ■ ❢✉rt❤❡r ❛ss❡ss t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✭❯❈✮ t❡st ♦❢ ❑✉♣✐❡❝

✭✶✾✾✺✮✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✭❈❈✮ t❡st ♦❢ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ q✉❛♥t✐❧❡ ✭❉◗✮ t❡st ♦❢

❊♥❣❧❡ ❛♥❞ ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐ ✭✷✵✵✹✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ●❛❣❧✐❛♥♦♥❡

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳✽ ❚❤❡s❡ t❡sts ❛r❡ q✉✐t❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡❀ s❡❡ ❑✉❡st❡r ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✻✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❡ t❡st r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡s❡ t❡sts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞♦ ♥♦t

r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❢♦r t❤❡ ▼❙◗❆❘ ❛♥❞ ❈❆❱✐❛❘ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② q✉❛♥t✐❧❡

❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ▼❙❆❘ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❜② ❯❈✱ ❈❈ ❛♥❞ ❱◗❘ t❡sts✳

❬❚❛❜❧❡ ✼ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

❬❚❛❜❧❡ ✽ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ❝r♦ss✐♥❣s ♦✈❡r

q✉❛♥t✐❧❡s✳ ❙❡✈❡r❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❡q✉✐✈❛r✐❛♥❝❡ t♦ ♠♦♥♦t♦♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❢r♦♠ ✭✶✳✶✮ t♦ ✭✶✳✷✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✻ ♣❧♦ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s

❛r❡ Qyt(τ |yt−1, st = 1; θ̂1(τ)) ❛♥❞ Qyt(τ |yt−1, st = 2; θ̂2(τ)) ❢♦r r❡❣✐♠❡ ✶ ❛♥❞ ✷✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

❞♦ts ❛r❡ t❤❡ s❝❛tt❡r ♣❧♦ts ✇✐t❤ yt ❛s y✲❛①✐s ❛♥❞ yt−1 ❛s x✲❛①✐s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❛t t❤❡ ▼❙◗❆❘ ♠♦❞❡❧ ✐s

♥♦♥❧✐♥❡❛r✱ ✐t t❛❦❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❣✐♠❡✳ ◗✉❛♥t✐❧❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❣✐♠❡ ❛r❡ ♥♦t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞✉❡

t♦ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ τ ✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ q✉❛♥t✐❧❡s ❤❛✈❡

♥♦ ❝r♦ss✐♥❣ ✐ss✉❡s ❢♦r ♠♦♥t❤❧② ❙✫P ✺✵✵ r❡t✉r♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠✐♥♦r ❝r♦ss✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❝❝✉rs ❢♦r ✇❡❡❦❧②

❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ❋✐❣✉r❡ ✻ ❞♦❡s ♥♦t r❛✐s❡ ❛♥② s❡✈❡r❡ ❝r♦ss✐♥❣ ✐ss✉❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥

t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❬❋✐❣✉r❡ ✻ ❛❜♦✉t ❤❡r❡❪

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥✲s❝❛❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣ q✉❛♥✲

t✐❧❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥✱ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ ❛ ♥♦♥st❛t✐♦♥❛r② t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡s ❞②♥❛♠✐❝ q✉❛♥t✐❧❡s ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥

✽❚❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ♦❢ ❊♥❣❧❡ ❛♥❞ ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐ ✭✷✵✵✹✮ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❉◗ t❡st ✉s✐♥❣ ❢♦✉r ❧❛❣s

✷✵



❛♥❞ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❜❥❡❝t t♦ r❡❣✐♠❡ s❤✐❢ts✳ ❯♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞

❍❛♠✐❧t♦♥ ✜❧t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✐❧❡ ❡rr♦r t❡r♠s ❢♦❧❧♦✇ ❛ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ▲❛♣❧❛❝❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s♦♠❡ s❡r✐♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ t❤✐s

♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦♥✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♦✉t♣✉t ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s

❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ t❡st t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♠❡s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ✈❡r✐✜❡❞ t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ▲❛♣❧❛❝❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥ r❡❣✐♠❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs

❢♦❧❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❜✐❛s ✐♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s

❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✈✐❛ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✭▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡

♠♦❞❡❧✮ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ τ ✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❯✳❙✳ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r❧② s✉♣♣♦rts t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❣✐♠❡s ✐♥ q✉❛♥t✐❧❡

❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡s st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✐♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆✉s✐♥✱ ▼✳❈✳ ❛♥❞ ❍✳❋✳ ▲♦♣❡s ✭✷✵✶✵✮ ❚✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♣✉❧❛s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞
❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s ✺✹✿ ✷✸✽✸✲✷✸✾✾

❬✷❪ ❇❛❡❧❡✱ ▲✳✱ ❇❡❦❛❡rt✱ ●✳✱ ■♥❣❤❡❧❜r❡❝❤t✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ❲❡✐✱ ▼✳ ✭✷✵✶✹✮ ❋❧✐❣❤ts t♦ ❙❛❢❡t②✳ ❋✐♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❙❡r✐❡s ✷✵✶✹✲✹✻✱ ❇♦❛r❞ ♦❢ ●♦✈❡r♥♦rs ♦❢ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❙②st❡♠✳

❬✸❪ ❇❛❧✐✱ ❚✳✱ ❉❡♠✐rt❛s✱ ❑✳ ❛♥❞ ▲❡✈②✱ ❍✳ ✭✷✵✵✾✮ ■s ❚❤❡r❡ ❛♥ ■♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❉♦✇♥s✐❞❡ ❘✐s❦ ❛♥❞
❊①♣❡❝t❡❞ ❘❡t✉r♥s❄ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❛♥❞ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❆♥❛❧②s✐s ✹✹✭✹✮✿ ✽✽✸✲✾✵✾

❬✹❪ ❇❛✉✇❡♥s✱ ▲✳✱ ❆✳ Pr❡♠✐♥❣❡r ❛♥❞ ❏✳❱✳❑✳ ❘♦♠❜♦✉ts ✭✷✵✶✵✮ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ ●❆❘❈❍
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ❏♦✉r♥❛❧ ✶✸✿ ✷✶✽✲✷✹✹

❬✺❪ ❈❛✐✱ ❨✳ ❛♥❞ ❏✳ ❙t❛♥❞❡r ✭✷✵✵✽✮ ◗✉❛♥t✐❧❡ ❙❡❧❢✲❊①❝✐t✐♥❣ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ▼♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❆♥❛❧②s✐s ✷✾✭✶✮✿ ✶✽✻✲✷✵✷

❬✻❪ ❈❛✐✱ ❨✳ ✭✷✵✶✵✮ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❢♦r q✉❛♥t✐❧❡ s❡❧❢✲❡①❝✐t✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♠♦❞❡❧s✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛ ✾✼✭✶✮✿
✶✾✾✲✷✵✽

❬✼❪ ❈❤❡♥✱ ◗✳✱ ❘✳ ●❡r❧❛❝❤✱ ❛♥❞ ❩✳ ▲✉ ✭✷✵✶✷✮ ❇❛②❡s✐❛♥ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ s❤♦rt❢❛❧❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✈✐❛ t❤❡ ❛s②♠✲
♠❡tr✐❝ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s ✺✻✭✶✶✮✿ ✸✹✾✽✲✸✺✶✻

❬✽❪ ❈❤❡r♥♦③❤✉❦♦✈✱ ❱✳ ❛♥❞ ❍✳ ❍♦♥❣ ✭✷✵✵✸✮ ❆♥ ▼❈▼❈ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ✶✶✺✿
✷✾✸✲✸✹✻

❬✾❪ ❈❤❡✉♥❣✱ ❨✳ ❛♥❞ ❯✳●✳ ❊r❧❛♥❞ss♦♥ ✭✷✵✵✺✮ ❊①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡s ❛♥❞ ▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ✫
❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s ✷✸✭✸✮✿ ✸✶✹✲✸✷✵

❬✶✵❪ ❈❤✐❜✱ ❙✳ ❛♥❞ ❊✳ ●r❡❡♥❜❡r❣ ✭✶✾✾✺✮ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝✐❛♥ ✹✾✿
✸✷✼✲✸✸✺

❬✶✶❪ ❈❤✐❜✱ ❙✳ ❛♥❞ ■✳ ❏❡❧✐❛③❦♦✈ ✭✷✵✵✶✮ ▼❛r❣✐♥❛❧ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❋r♦♠ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❖✉t♣✉t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✲
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❬✸✻❪ ❑♦❡♥❦❡r✱ ❘✳ ❛♥❞ ❩✳ ❳✐❛♦ ✭✷✵✵✻✮ ◗✉❛♥t✐❧❡ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✶✵✶✭✹✼✺✮✿
✾✽✵✲✾✾✵

✷✷



❬✸✼❪ ❑✉❡st❡r✱ ❑✳✱ ▼✐tt♥✐❦✱ ❙✳ ❛♥❞ P❛♦❧❡❧❧❛✱ ▼✳ ✭✷✵✵✻✮ ❱❛❧✉❡✲❛t✲r✐s❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ✹✿ ✺✸✲✽✾

❬✸✽❪ ❑✉♣✐❡❝✱ P✳ ✭✶✾✾✺✮ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ✸✿
✼✸✲✽✹

❬✸✾❪ ▲✐✉✱ ❳✳ ❛♥❞ ❘✳ ▲✉❣❡r ✭✷✵✶✺✮ ▼❛r❦♦✈✲❙✇✐t❝❤✐♥❣ ◗✉❛♥t✐❧❡ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥✿ ❆ ●✐❜❜s s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲♦r❦✐♥❣
P❛♣❡r

❬✹✵❪ ◆❛❧❡✇❛✐❦✱ ❏✳ ❏✳ ✭✷✵✶✶✮ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ r❡❝❡ss✐♦♥s ✉s✐♥❣ st❛❧❧ s♣❡❡❞s✳ ❇♦❛r❞ ♦❢ ●♦✈❡r♥♦rs ♦❢ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❙②st❡♠
✲ ❋✐♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❙❡r✐❡s✳

❬✹✶❪ ❘✐♣❧❡②✱ ❇✳ ✭✶✾✽✼✮ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡②✱ ◆❡✇ ❨♦r❦

❬✹✷❪ ❙✐♠s✱ ❈✳❆✳ ❛♥❞ ❚✳ ❩❤❛ ✭✷✵✵✻✮ ❲❡r❡ ❚❤❡r❡ ❘❡❣✐♠❡ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❯❙ ▼♦♥❡t❛r② P♦❧✐❝②✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇
✾✻✭✶✮✿ ✺✹✲✽✶

❬✹✸❪ ❚❛②❧♦r✱ ❙✳ ✭✶✾✽✻✮ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ❲✐❧❡②

❬✹✹❪ ❚✐❡r♥❡②✱ ▲✳ ✭✶✾✾✹✮ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥s ❢♦r ❊①♣❧♦r✐♥❣ P♦st❡r✐♦r ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✷✷✿ ✶✼✵✶✲✶✼✷✽

❬✹✺❪ ❱r♦♥t♦s✱ ■✳✱ P✳ ❉❡❧❧❛♣♦rt❛s✱ ❉✳ P♦❧✐t✐s ✭✷✵✵✷✮ ❋✉❧❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ●❆❘❈❍ ❛♥❞ ❊●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s ✶✽✿ ✶✽✼✲✶✾✽

❬✹✻❪ ❳✐❛♦✱ ❩✳ ❛♥❞ ❘✳ ❑♦❡♥❦❡r ✭✷✵✵✾✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ◗✉❛♥t✐❧❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❍❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t② ▼♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✶✵✹✭✹✽✽✮✿ ✶✻✾✻✲✶✼✶✷

❬✹✼❪ ❨✉✱ ❑✳ ❛♥❞ ❏✳ ❩❤❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮ ❆ ❚❤r❡❡✲P❛r❛♠❡t❡r ❆s②♠♠❡tr✐❝ ▲❛♣❧❛❝❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ■ts ❊①t❡♥s✐♦♥✳ ❈♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝s✲ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ✸✹✿ ✶✽✻✼✲✶✽✼✾

❬✹✽❪ ❨✉✱ ❑✳ ❛♥❞ ❘✳❆✳ ▼♦②❡❡❞ ✭✷✵✵✶✮ ❇❛②❡s✐❛♥ q✉❛♥t✐❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❙t❛t✐st✐❝s ✫ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲❡tt❡rs ✺✹✿ ✹✸✼✲✹✹✼

✷✸



❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❉❡s✐❣♥ ✶✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

✭✶✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ◆♦r♠❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

❚r✉❡
N = 200 N = 500

P▼ ❙t❞ ❘▼❙❊ ▼❆❉ P▼ ❙t❞ ❘▼❙❊ ▼❆❉

τ = 0.05

p11 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✽✸ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✹✷ ✵✳✵✸✶ ✵✳✽✾✺ ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✷✷ ✵✳✵✶✼

p22 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✾✵ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✸✾ ✵✳✵✸✵ ✵✳✾✵✶ ✵✳✵✷✷ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✶✾

θ10(τ) ✶✳✶✼✽ ✶✳✷✻✷ ✵✳✶✶✸ ✵✳✶✷✵ ✵✳✵✾✾ ✶✳✷✹✾ ✵✳✵✽✶ ✵✳✵✾✷ ✵✳✵✼✺

θ11(τ) ✵✳✷✵✵ ✵✳✶✽✶ ✵✳✵✸✽ ✵✳✷✶✵ ✵✳✶✻✽ ✵✳✶✽✹ ✵✳✵✸✷ ✵✳✶✼✽ ✵✳✶✹✺

θ20(τ) ✲✸✳✻✹✺ ✲✸✳✺✽✹ ✵✳✷✾✺ ✵✳✵✽✷ ✵✳✵✻✺ ✲✸✳✻✵✻ ✵✳✶✾✸ ✵✳✵✺✹ ✵✳✵✹✸

θ21(τ) ✵✳✹✵✵ ✵✳✹✵✶ ✵✳✵✾✼ ✵✳✶✼✷ ✵✳✷✵✵ ✵✳✹✵✵ ✵✳✵✺✾ ✵✳✶✹✼ ✵✳✶✶✻

τ = 0.25

p11 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✽✼ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✹✵ ✵✳✵✷✾ ✵✳✽✾✽ ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✷✶ ✵✳✵✶✻

p22 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✽✾ ✵✳✵✸✷ ✵✳✵✸✽ ✵✳✵✷✾ ✵✳✽✾✾ ✵✳✵✷✶ ✵✳✵✷✹ ✵✳✵✶✽

θ10(τ) ✶✳✻✻✸ ✶✳✻✼✶ ✵✳✵✽✽ ✵✳✵✺✸ ✵✳✵✹✶ ✶✳✻✻✺ ✵✳✵✻✵ ✵✳✵✸✻ ✵✳✵✷✾

θ11(τ) ✵✳✷✵✵ ✵✳✶✾✹ ✵✳✵✸✵ ✵✳✶✺✶ ✵✳✶✷✷ ✵✳✶✾✺ ✵✳✵✷✹ ✵✳✶✷✵ ✵✳✵✾✾

θ20(τ) ✲✷✳✻✼✹ ✲✷✳✻✼✼ ✵✳✷✷✶ ✵✳✵✽✸ ✵✳✵✻✼ ✲✷✳✻✻✵ ✵✳✶✷✸ ✵✳✵✹✻ ✵✳✵✸✼

θ21(τ) ✵✳✹✵✵ ✵✳✸✾✹ ✵✳✵✻✼ ✵✳✶✻✽ ✵✳✶✸✸ ✵✳✹✵✷ ✵✳✵✸✾ ✵✳✵✾✽ ✵✳✵✽✶

τ = 0.5

p11 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✽✾ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✹✵ ✵✳✵✷✾ ✵✳✾✵✵ ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✷✶ ✵✳✵✶✺

p22 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✽✽ ✵✳✵✸✷ ✵✳✵✸✽ ✵✳✵✷✾ ✵✳✽✾✼ ✵✳✵✷✶ ✵✳✵✷✸ ✵✳✵✶✽

θ10(τ) ✷✳✵✵✵ ✶✳✾✾✼ ✵✳✵✽✺ ✵✳✵✹✸ ✵✳✵✸✺ ✶✳✾✽✽ ✵✳✵✺✺ ✵✳✵✷✽ ✵✳✵✷✷

θ11(τ) ✵✳✷✵✵ ✵✳✶✾✻ ✵✳✵✷✽ ✵✳✶✹✷ ✵✳✶✶✷ ✵✳✶✾✽ ✵✳✵✷✶ ✵✳✶✵✻ ✵✳✵✽✺

θ20(τ) ✲✷✳✵✵✵ ✲✷✳✵✺✼ ✵✳✷✵✾ ✵✳✶✵✽ ✵✳✵✽✾ ✲✷✳✵✹✶ ✵✳✶✶✾ ✵✳✵✻✸ ✵✳✵✺✷

θ21(τ) ✵✳✹✵✵ ✵✳✸✽✷ ✵✳✵✻✹ ✵✳✶✻✺ ✵✳✶✸✾ ✵✳✸✽✽ ✵✳✵✸✼ ✵✳✵✾✼ ✵✳✵✽✵

τ = 0.75

p11 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✾✶ ✵✳✵✸✺ ✵✳✵✹✵ ✵✳✵✸✵ ✵✳✾✵✸ ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✷✷ ✵✳✵✶✽

p22 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✽✹ ✵✳✵✸✷ ✵✳✵✹✵ ✵✳✵✸✶ ✵✳✽✾✹ ✵✳✵✷✶ ✵✳✵✷✹ ✵✳✵✶✾

θ10(τ) ✷✳✸✸✼ ✷✳✸✷✸ ✵✳✵✽✼ ✵✳✵✸✽ ✵✳✵✸✶ ✷✳✸✶✶ ✵✳✵✺✼ ✵✳✵✷✼ ✵✳✵✷✶

θ11(τ) ✵✳✷✵✵ ✵✳✷✵✸ ✵✳✵✷✾ ✵✳✶✹✹ ✵✳✶✶✻ ✵✳✷✵✻ ✵✳✵✷✶ ✵✳✶✵✼ ✵✳✵✺✹

θ20(τ) ✲✶✳✸✷✻ ✲✶✳✹✾✾ ✵✳✷✸✶ ✵✳✶✶✽ ✵✳✶✼✷ ✲✶✳✹✻✾ ✵✳✶✹✽ ✵✳✶✵✺ ✵✳✶✷✺

θ21(τ) ✵✳✹✵✵ ✵✳✸✺✽ ✵✳✵✼✺ ✵✳✶✼✼ ✵✳✶✼✸ ✵✳✸✻✺ ✵✳✵✹✼ ✵✳✶✹✵ ✵✳✶✶✺

τ = 0.95

p11 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✽✹ ✵✳✵✹✵ ✵✳✵✹✽ ✵✳✵✸✺ ✵✳✽✾✻ ✵✳✵✷✹ ✵✳✵✷✼ ✵✳✵✷✶

p22 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✻✸ ✵✳✵✸✻ ✵✳✵✺✼ ✵✳✵✹✻ ✵✳✽✼✹ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✹✵ ✵✳✵✸✸

θ10(τ) ✷✳✽✷✷ ✷✳✼✼✾ ✵✳✶✷✸ ✵✳✵✹✻ ✵✳✵✸✼ ✷✳✼✼✷ ✵✳✵✽✵ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✷✼

θ11(τ) ✵✳✷✵✵ ✵✳✷✶✼ ✵✳✵✹✷ ✵✳✷✷✺ ✵✳✶✽✽ ✵✳✷✶✺ ✵✳✵✸✸ ✵✳✶✽✶ ✵✳✶✹✽

θ20(τ) ✲✵✳✸✺✺ ✲✵✳✹✺✸ ✵✳✶✷✹ ✵✳✶✹✹ ✵✳✸✽✵ ✲✵✳✹✺✶ ✵✳✶✵✸ ✵✳✶✷✸ ✵✳✸✷✷

θ21(τ) ✵✳✹✵✵ ✵✳✸✸✼ ✵✳✵✽✻ ✵✳✶✽✼ ✵✳✷✶✺ ✵✳✸✷✽ ✵✳✵✻✼ ✵✳✶✹✺ ✵✳✷✵✹

P▼✱ ❙t❞✱ ❘▼❙❊ ❛♥❞ ▼❆❉ ❛r❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ r♦♦t ♦❢ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs

❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✹



✭✷✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t3 ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✶ ❝♦♥t✐♥✉❡❞
❚r✉❡

N = 200 N = 500

P▼ ❙t❞ ❘▼❙❊ ▼❆❉ P▼ ❙t❞ ❘▼❙❊ ▼❆❉

τ = 0.05

p11 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✼✾ ✵✳✵✸✶ ✵✳✵✹✷ ✵✳✵✸✸ ✵✳✽✽✺ ✵✳✵✷✶ ✵✳✵✷✾ ✵✳✵✷✷

p22 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✽✵ ✵✳✵✹✶ ✵✳✵✺✵ ✵✳✵✸✼ ✵✳✽✾✷ ✵✳✵✷✹ ✵✳✵✷✽ ✵✳✵✷✷

θ10(τ) ✶✳✸✷✶ ✶✳✹✷✽ ✵✳✶✵✶ ✵✳✶✶✶ ✵✳✵✾✹ ✶✳✹✹✶ ✵✳✵✼✼ ✵✳✶✵✽ ✵✳✵✾✹

θ11(τ) ✵✳✷✵✵ ✵✳✶✾✶ ✵✳✵✸✺ ✵✳✶✽✵ ✵✳✶✹✽ ✵✳✶✾✸ ✵✳✵✷✽ ✵✳✶✹✷ ✵✳✶✶✼

θ20(τ) ✲✸✳✸✺✾ ✲✸✳✸✶✾ ✵✳✸✾✽ ✵✳✶✶✾ ✵✳✵✾✸ ✲✸✳✸✶✾ ✵✳✷✹✻ ✵✳✵✼✹ ✵✳✵✺✾

θ21(τ) ✵✳✹✵✵ ✵✳✹✶✻ ✵✳✶✶✽ ✵✳✶✾✼ ✵✳✷✹✵ ✵✳✹✵✼ ✵✳✵✽✵ ✵✳✶✷✶ ✵✳✶✻✶

τ = 0.25

p11 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✽✺ ✵✳✵✸✶ ✵✳✵✸✽ ✵✳✵✷✾ ✵✳✽✾✶ ✵✳✵✷✶ ✵✳✵✷✻ ✵✳✵✷✵

p22 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✼✾ ✵✳✵✸✺ ✵✳✵✹✺ ✵✳✵✸✸ ✵✳✽✽✾ ✵✳✵✷✶ ✵✳✵✷✼ ✵✳✵✷✶

θ10(τ) ✶✳✼✼✾ ✶✳✼✼✵ ✵✳✵✻✷ ✵✳✵✸✺ ✵✳✵✷✽ ✶✳✼✼✼ ✵✳✵✹✸ ✵✳✵✷✹ ✵✳✵✶✽

θ11(τ) ✵✳✷✵✵ ✵✳✷✵✷ ✵✳✵✷✹ ✵✳✶✶✽ ✵✳✵✾✺ ✵✳✷✵✷ ✵✳✵✶✻ ✵✳✵✼✽ ✵✳✵✻✵

θ20(τ) ✲✷✳✹✹✷ ✲✷✳✹✻✺ ✵✳✶✺✻ ✵✳✵✻✹ ✵✳✵✹✾ ✲✷✳✹✹✸ ✵✳✵✾✶ ✵✳✵✸✼ ✵✳✵✸✶

θ21(τ) ✵✳✹✵✵ ✵✳✸✾✸ ✵✳✵✹✽ ✵✳✶✷✵ ✵✳✵✾✸ ✵✳✹✵✵ ✵✳✵✷✾ ✵✳✵✼✸ ✵✳✵✺✽

τ = 0.5

p11 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✽✻ ✵✳✵✸✶ ✵✳✵✸✼ ✵✳✵✷✽ ✵✳✽✾✷ ✵✳✵✷✶ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✷✵

p22 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✼✻ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✹✻ ✵✳✵✸✹ ✵✳✽✽✻ ✵✳✵✷✶ ✵✳✵✷✽ ✵✳✵✷✷

θ10(τ) ✷✳✵✵✵ ✶✳✾✾✹ ✵✳✵✺✽ ✵✳✵✷✾ ✵✳✵✷✷ ✶✳✾✾✸ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✶✼ ✵✳✵✶✹

θ11(τ) ✵✳✷✵✵ ✵✳✶✾✾ ✵✳✵✷✸ ✵✳✶✶✺ ✵✳✵✾✶ ✵✳✷✵✶ ✵✳✵✶✸ ✵✳✵✻✼ ✵✳✵✺✶

θ20(τ) ✲✷✳✵✵✵ ✲✷✳✵✷✺ ✵✳✶✶✼ ✵✳✵✻✵ ✵✳✵✹✽ ✲✷✳✵✷✺ ✵✳✵✼✹ ✵✳✵✸✾ ✵✳✵✷✽

θ21(τ) ✵✳✹✵✵ ✵✳✸✾✹ ✵✳✵✸✼ ✵✳✵✾✺ ✵✳✵✼✼ ✵✳✸✾✻ ✵✳✵✷✹ ✵✳✵✻✷ ✵✳✵✹✾

τ = 0.75

p11 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✽✻ ✵✳✵✸✷ ✵✳✵✸✾ ✵✳✵✷✾ ✵✳✽✾✷ ✵✳✵✷✷ ✵✳✵✷✻ ✵✳✵✷✵

p22 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✼✵ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✺✵ ✵✳✵✸✾ ✵✳✽✽✶ ✵✳✵✷✷ ✵✳✵✸✸ ✵✳✵✷✻

θ10(τ) ✷✳✷✷✶ ✷✳✷✶✽ ✵✳✵✼✺ ✵✳✵✸✹ ✵✵✳✵✷✺ ✷✳✷✶✷ ✵✳✵✹✸ ✵✳✵✷✵ ✵✳✵✶✻

θ11(τ) ✵✳✷✵✵ ✵✳✶✾✾ ✵✳✵✷✼ ✵✳✶✸✸ ✵✳✶✵✶ ✵✳✷✵✷ ✵✳✵✶✻ ✵✳✵✽✵ ✵✳✵✻✸

θ20(τ) ✲✶✳✺✺✽ ✲✶✳✻✹✸ ✵✳✶✸✼ ✵✳✶✵✸ ✵✳✵✽✸ ✲✶✳✻✹✼ ✵✳✵✽✺ ✵✳✵✼✾ ✵✳✵✻✺

θ21(τ) ✵✳✹✵✵ ✵✳✸✽✸ ✵✳✵✹✷ ✵✳✶✶✸ ✵✳✵✾✷ ✵✳✸✽✺ ✵✳✵✷✼ ✵✳✵✼✻ ✵✳✵✻✷

τ = 0.95

p11 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✽✶ ✵✳✵✸✾ ✵✳✵✹✽ ✵✳✵✸✻ ✵✳✽✽✽ ✵✳✵✷✻ ✵✳✵✸✷ ✵✳✵✷✹

p22 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✺✸ ✵✳✵✸✼ ✵✳✵✻✼ ✵✳✵✺✺ ✵✳✽✻✶ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✺✶ ✵✳✵✹✹

θ10(τ) ✷✳✻✼✾ ✷✳✻✾✵ ✵✳✶✽✻ ✵✳✵✻✾ ✵✳✵✺✸ ✷✳✻✼✺ ✵✳✶✷✽ ✵✳✵✹✽ ✵✳✵✸✽

θ11(τ) ✵✳✷✵✵ ✵✳✶✾✼ ✵✳✵✻✻ ✵✳✶✺✸ ✵✳✷✻✺ ✵✳✷✵✷ ✵✳✵✹✼ ✵✳✶✸✼ ✵✳✶✽✻

θ20(τ) ✲✵✳✻✹✶ ✲✵✳✺✾✻ ✵✳✶✶✵ ✵✳✶✽✺ ✵✳✶✹✶ ✲✵✳✺✾✻ ✵✳✵✼✸ ✵✳✶✸✹ ✵✳✶✵✻

θ21(τ) ✵✳✹✵✵ ✵✳✸✺✹ ✵✳✵✻✻ ✵✳✷✵✶ ✵✳✶✻✼ ✵✳✸✺✽ ✵✳✵✹✽ ✵✳✶✺✽ ✵✳✶✸✵

P▼✱ ❙t❞✱ ❘▼❙❊ ❛♥❞ ▼❆❉ ❛r❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ r♦♦t ♦❢ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs

❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✺



❚❛❜❧❡ ✷✿ ❚❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❉❡s✐❣♥ ✶✿ ❙✉♠♠❛r② ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ◗✉❛♥t✐❧❡ Pr❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t②

❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t3 ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

▼❙◗❆❘ ▼❙❆❘❴◆ ▼❙❆❘❴t ▼❙◗❆❘ ▼❙❆❘❴◆ ▼❙❆❘❴t

N = 200

τ = 0.05 ✵✳✶✾✼ ✵✳✶✷✺ ✵✳✷✹✾ ✵✳✶✼✹ ✵✳✷✹✸ ✵✳✶✹✹

❬✵✳✶✷✹✱✵✳✸✷✸❪ ❬✵✳✵✺✵✱✵✳✷✷✸❪ ❬✵✳✵✻✶✱✵✳✸✹✺❪ ❬✵✳✵✼✵✱✵✳✺✸✽❪ ❬✵✳✵✼✻✱✵✳✻✷✾❪ ❬✵✳✵✺✾✱✵✳✻✷✸❪

τ = 0.25 ✵✳✵✾✾ ✵✳✶✵✵ ✵✳✶✷✷ ✵✳✶✶✷ ✵✳✶✽✽ ✵✳✶✵✽

❬✵✳✵✻✽✱✵✳✶✼✻❪ ❬✵✳✵✹✹✱✵✳✶✼✷❪ ❬✵✳✵✹✽✱✵✳✶✽✷❪ ❬✵✳✵✸✸✱✵✳✶✼✾❪ ❬✵✳✵✻✸✱✵✳✹✶✵❪ ❬✵✳✵✹✵✱✵✳✷✹✵❪

τ = 0.5 ✵✳✵✾✸ ✵✳✵✾✸ ✵✳✵✾✶ ✵✳✵✾✽ ✵✳✶✶✽ ✵✳✵✾✾

❬✵✳✵✻✹✱✵✳✷✵✸❪ ❬✵✳✵✹✹✱✵✳✶✺✵❪ ❬✵✳✵✹✷✱✵✳✶✺✼❪ ❬✵✳✵✹✹✱✵✳✶✺✾❪ ❬✵✳✵✹✽✱✵✳✷✺✸❪ ❬✵✳✵✸✾✱✵✳✶✺✵❪

τ = 0.75 ✵✳✶✶✾ ✵✳✵✾✼ ✵✳✶✶✸ ✵✳✶✸✶ ✵✳✶✽✾ ✵✳✶✵✺

❬✵✳✵✾✻✱✵✳✶✻✶❪ ❬✵✳✵✹✻✱✵✳✶✹✼❪ ❬✵✳✵✹✸✱✵✳✶✻✻❪ ❬✵✳✵✼✹✱✵✳✷✷✽❪ ❬✵✳✵✼✸✱✵✳✹✾✶❪ ❬✵✳✵✹✹✱✵✳✷✶✾❪

τ = 0.95 ✵✳✶✻✽ ✵✳✶✶✽ ✵✳✷✸✷ ✵✳✶✼✺ ✵✳✷✸✺ ✵✳✶✸✺

❬✵✳✵✻✵✱✵✳✸✽✼❪ ❬✵✳✵✺✸✱✵✳✷✶✺❪ ❬✵✳✵✺✸✱✵✳✸✹✺❪ ❬✵✳✵✺✾✱✵✳✹✺✻❪ ❬✵✳✵✽✶✱✵✳✻✻✷❪ ❬✵✳✵✺✺✱✵✳✻✶✷❪

N = 500

τ = 0.05 ✵✳✶✸✹ ✵✳✵✽✹ ✵✳✶✺✻ ✵✳✶✺✺ ✵✳✷✵✵ ✵✳✶✵✸

❬✵✳✵✻✽✱✵✳✷✼✺❪ ❬✵✳✵✹✶✱✵✳✶✹✽❪ ❬✵✳✵✹✽✱✵✳✷✼✶❪ ❬✵✳✵✺✸✱✵✳✸✷✸❪ ❬✵✳✵✻✶✱✵✳✹✽✸❪ ❬✵✳✵✺✶✱✵✳✸✶✼❪

τ = 0.25 ✵✳✵✾✵ ✵✳✵✻✽ ✵✳✵✽✹ ✵✳✵✽✼ ✵✳✶✼✻ ✵✳✵✼✻

❬✵✳✵✺✻✱✵✳✶✶✹❪ ❬✵✳✵✸✹✱✵✳✶✵✼❪ ❬✵✳✵✹✶✱✵✳✶✶✸✼❪ ❬✵✳✵✹✾✱✵✳✶✸✼❪ ❬✵✳✵✼✶✱✵✳✸✶✵❪ ❬✵✳✵✹✶✱✵✳✶✷✻❪

τ = 0.5 ✵✳✵✽✺ ✵✳✵✻✸ ✵✳✵✼✵ ✵✳✵✼✼ ✵✳✵✾✶ ✵✳✵✼✵

❬✵✳✵✸✸✱✵✳✶✶✼❪ ❬✵✳✵✸✸✱✵✳✶✵✷❪ ❬✵✳✵✸✺✱✵✳✶✹✹❪ ❬✵✳✵✹✶✱✵✳✶✶✺❪ ❬✵✳✵✹✼✱✵✳✶✻✾❪ ❬✵✳✵✸✽✱✵✳✶✵✽❪

τ = 0.75 ✵✳✶✶✼ ✵✳✵✻✼ ✵✳✵✼✼ ✵✳✶✸✸ ✵✳✶✼✻ ✵✳✵✼✽

❬✵✳✵✾✾✱✵✳✷✵✽❪ ❬✵✳✵✸✺✱✵✳✶✵✼❪ ❬✵✳✵✹✶✱✵✳✷✶✽❪ ❬✵✳✵✾✷✱✵✳✶✽✽❪ ❬✵✳✵✽✽✱✵✳✸✻✽❪ ❬✵✳✵✸✾✱✵✳✶✸✹❪

τ = 0.95 ✵✳✶✸✷ ✵✳✵✽✷ ✵✳✶✸✼ ✵✳✶✼✶ ✵✳✶✾✹ ✵✳✵✾✹

❬✵✳✵✻✸✱✵✳✸✹✶❪ ❬✵✳✵✹✶✱✵✳✶✹✵❪ ❬✵✳✵✹✵✱✵✳✸✺✽❪ ❬✵✳✵✻✶✱✵✳✹✵✷❪ ❬✵✳✵✺✾✱✵✳✺✾✷❪ ❬✵✳✵✻✼✱✵✳✷✾✼❪

❊♥tr② ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤✐s t❛❜❧❡ ❛r❡ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✭▼❆❉❊✮ ❛❝r♦ss ✷✵✵ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❱❛❧✉❡s ✐♥ sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts ❛r❡ t❤❡ ✺✪

❛♥❞ ✾✺✪ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ ▼❆❉❊s ❛❝r♦ss ✷✵✵ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▼❙❆❘❴◆ ❛♥❞ ▼❙❆❘❴t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ▼❙❆❘ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②

♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ st✉❞❡♥t✲t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✻



❚❛❜❧❡ ✸✿ ❚❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❉❡s✐❣♥ ✷✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

✭✶✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ◆♦r♠❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

❚r✉❡
N = 200 N = 500

P▼ ❙t❞ ❘▼❙❊ ▼❆❉ P▼ ❙t❞ ❘▼❙❊ ▼❆❉

τ = 0.05

p11 ✵✳✾✵✵ ✵✳✾✵✽ ✵✳✵✷✷ ✵✳✵✷✷ ✵✳✶✸✺ ✵✳✾✵✹ ✵✳✵✶✼ ✵✳✵✶✾ ✵✳✶✷✺

p22 ✵✳✾✵✵ ✵✳✾✶✺ ✵✳✵✷✷ ✵✳✵✷✹ ✵✳✶✹✷ ✵✳✾✶✵ ✵✳✵✶✽ ✵✳✵✷✸ ✵✳✶✸✽

θ10(τ) ✶✳✶✼✽ ✶✳✶✻✹ ✵✳✵✹✽ ✵✳✵✺✵ ✵✳✷✵✹ ✶✳✶✻✽ ✵✳✵✹✸ ✵✳✵✹✹ ✵✳✶✾✷

θ11(τ) ✵✳✶✵✵ ✵✳✶✵✸ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✺✾ ✵✳✶✵✷ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✹✹

θ20(τ) ✲✸✳✻✹✺ ✲✸✳✾✼✺ ✵✳✵✺✾ ✵✳✸✸✷ ✵✳✺✼✺ ✲✸✳✾✸✾ ✵✳✵✷✽ ✵✳✸✵✵ ✵✳✺✹✸

θ21(τ) ✵✳✸✵✵ ✵✳✸✷✻ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✷✼ ✵✳✶✻✷ ✵✳✸✷✷ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✷✷ ✵✳✶✹✽

τ = 0.5

p11 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✾✽ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✷✺ ✵✳✶✹✹ ✵✳✾✵✶ ✵✳✵✶✽ ✵✳✵✶✽ ✵✳✶✶✼

p22 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✾✷ ✵✳✵✷✷ ✵✳✵✷✸ ✵✳✶✹✵ ✵✳✽✾✺ ✵✳✵✶✽ ✵✳✵✶✾ ✵✳✶✷✸

θ10(τ) ✷✳✵✵✵ ✶✳✾✾✺ ✵✳✵✹✻ ✵✳✵✹✻ ✵✳✶✽✾ ✷✳✵✵✶ ✵✳✵✸✽ ✵✳✵✸✽ ✵✳✶✼✻

θ11(τ) ✵✳✹✵✵ ✵✳✹✵✶ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✾✻ ✵✳✹✵✵ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✾✻

θ20(τ) ✲✷✳✵✵✵ ✲✷✳✵✶✺ ✵✳✵✻✹ ✵✳✵✻✻ ✵✳✷✸✼ ✲✷✳✵✵✻ ✵✳✵✹✼ ✵✳✵✹✽ ✵✳✶✾✽

θ21(τ) ✵✳✻✵✵ ✵✳✺✾✽ ✵✳✵✶✼ ✵✳✵✶✼ ✵✳✶✷✷ ✵✳✺✾✾ ✵✳✵✶✺ ✵✳✵✶✺ ✵✳✶✶✷

τ = 0.95

p11 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✾✼ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✷✺ ✵✳✶✹✺ ✵✳✽✾✾ ✵✳✵✷✶ ✵✳✵✷✶ ✵✳✶✷✼

p22 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✽✹ ✵✳✵✷✶ ✵✳✵✷✻ ✵✳✶✹✾ ✵✳✽✽✼ ✵✳✵✶✼ ✵✳✵✷✷ ✵✳✶✸✶

θ10(τ) ✷✳✽✷✷ ✸✳✵✺✺ ✵✳✵✹✵ ✵✳✷✻✵ ✵✳✹✽✸ ✸✳✵✽✷ ✵✳✵✶✻ ✵✳✷✸✻ ✵✳✺✶✵

θ11(τ) ✵✳✼✵✵ ✵✳✻✹✹ ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✻✶ ✵✳✷✸✼ ✵✳✻✸✾ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✺✼ ✵✳✷✹✼

θ20(τ) ✲✵✳✸✺✺ ✲✵✳✸✹✽ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✶✼ ✵✳✶✷✼ ✲✵✳✸✸✾ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✶✵ ✵✳✵✽✽

θ21(τ) ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✷✻ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✼✾ ✵✳✷✽✶ ✵✳✽✷✶ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✼✹ ✵✳✷✼✷

P▼✱ ❙t❞✱ ❘▼❙❊ ❛♥❞ ▼❆❉ ❛r❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ r♦♦t ♦❢ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs

❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✼



✭✷✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t3 ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✹ ❝♦♥t✐♥✉❡❞
❚r✉❡

N = 200 N = 500

P▼ ❙t❞ ❘▼❙❊ ▼❆❉ P▼ ❙t❞ ❘▼❙❊ ▼❆❉

τ = 0.05

p11 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✾✻ ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✶✾ ✵✳✶✷✻ ✵✳✽✾✾ ✵✳✵✶✺ ✵✳✵✶✺ ✵✳✶✵✽

p22 ✵✳✾✵✵ ✵✳✾✷✵ ✵✳✵✷✻ ✵✳✵✷✽ ✵✳✶✺✹ ✵✳✾✶✶ ✵✳✵✶✽ ✵✳✵✷✼ ✵✳✶✺✶

θ10(τ) ✶✳✸✷✶ ✶✳✸✺✽ ✵✳✵✺✵ ✵✳✵✻✷ ✵✳✷✸✷ ✶✳✸✹✻ ✵✳✵✹✹ ✵✳✵✺✶ ✵✳✷✵✼

θ11(τ) ✵✳✶✵✵ ✵✳✶✵✷ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✹✾ ✵✳✶✵✶ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✸✽

θ20(τ) ✲✸✳✸✺✾ ✲✸✳✻✽✽ ✵✳✵✶✸ ✵✳✸✷✾ ✵✳✺✼✸ ✲✸✳✻✼✺ ✵✳✵✵✸ ✵✳✸✶✼ ✵✳✺✻✷

θ21(τ) ✵✳✸✵✵ ✵✳✸✷✾ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✷✾ ✵✳✶✼✵ ✵✳✸✷✼ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✷✼ ✵✳✶✻✹

τ = 0.5

p11 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✾✻ ✵✳✵✷✸ ✵✳✵✷✸ ✵✳✶✸✾ ✵✳✽✾✻ ✵✳✵✶✼ ✵✳✵✶✼ ✵✳✶✶✼

p22 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✾✷ ✵✳✵✷✹ ✵✳✵✷✺ ✵✳✶✹✼ ✵✳✽✾✻ ✵✳✵✶✽ ✵✳✵✶✽ ✵✳✶✷✶

θ10(τ) ✷✳✵✵✵ ✶✳✾✾✾ ✵✳✵✸✼ ✵✳✵✸✼ ✵✳✶✼✸ ✷✳✵✵✵ ✵✳✵✷✽ ✵✳✵✷✽ ✵✳✶✹✾

θ11(τ) ✵✳✹✵✵ ✵✳✹✵✵ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✵✼ ✵✳✵✼✾ ✵✳✹✵✵ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✵✼ ✵✳✵✼✻

θ20(τ) ✲✷✳✵✵✵ ✲✷✳✵✶✶ ✵✳✵✺✽ ✵✳✵✺✾ ✵✳✷✶✼ ✲✷✳✵✵✺ ✵✳✵✺✶ ✵✳✵✺✶ ✵✳✷✵✺

θ21(τ) ✵✳✻✵✵ ✵✳✺✾✼ ✵✳✵✶✹ ✵✳✵✶✹ ✵✳✶✵✻ ✵✳✻✵✶ ✵✳✵✶✸ ✵✳✵✶✸ ✵✳✶✵✻

τ = 0.95

p11 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✾✻ ✵✳✵✸✵ ✵✳✵✸✵ ✵✳✶✺✾ ✵✳✽✽✽ ✵✳✵✷✾ ✵✳✵✸✶ ✵✳✶✺✾

p22 ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✺✼ ✵✳✵✶✸ ✵✳✵✸✽ ✵✳✷✵✼ ✵✳✽✻✺ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✹✹ ✵✳✶✽✽

θ10(τ) ✷✳✻✼✾ ✷✳✾✷✼ ✵✳✵✺✹ ✵✳✷✹✾ ✵✳✹✾✽ ✷✳✽✾✺ ✵✳✵✷✷ ✵✳✷✷✷ ✵✳✹✻✽

θ11(τ) ✵✳✼✵✵ ✵✳✻✹✺ ✵✳✵✶✸ ✵✳✵✻✶ ✵✳✷✹✻ ✵✳✻✸✾ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✺✻ ✵✳✷✸✻

θ20(τ) ✲✵✳✻✹✶ ✲✵✳✻✵✼ ✵✳✵✶✷ ✵✳✵✹✽ ✵✳✷✶✾ ✲✵✳✺✾✸ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✸✻ ✵✳✶✽✺

θ21(τ) ✵✳✾✵✵ ✵✳✽✷✷ ✵✳✵✶✵ ✵✳✵✼✾ ✵✳✷✽✵ ✵✳✽✷✹ ✵✳✵✶✷ ✵✳✵✼✻ ✵✳✷✼✺

P▼✱ ❙t❞✱ ❘▼❙❊ ❛♥❞ ▼❆❉ ❛r❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ r♦♦t ♦❢ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs

❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✽



❚❛❜❧❡ ✹✿ ❚❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❉❡s✐❣♥ ✷✿ ❙✉♠♠❛r② ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ◗✉❛♥t✐❧❡ Pr❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t②

❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t3

▼❙◗❆❘ ▼❙❆❘❴◆ ▼❙❆❘❴t ▼❙◗❆❘ ▼❙❆❘❴◆ ▼❙❆❘❴t

N = 200

τ = 0.05 ✶✳✶✽✶ ✶✳✹✻✺ ✶✳✺✵✵ ✶✳✸✵✺ ✶✳✹✽✵ ✶✳✹✽✵

❬✶✳✵✷✽✱✶✳✸✶✼❪ ❬✶✳✷✽✽✱✶✳✻✷✹❪ ❬✶✳✸✷✵✱✶✳✻✻✽❪ ❬✶✳✶✷✹✱✶✳✺✵✸❪ ❬✶✳✷✹✾✱✶✳✻✾✵❪ ❬✶✳✷✼✼✱✶✳✻✺✺❪

τ = 0.5 ✵✳✺✸✶ ✶✳✷✸✷ ✶✳✷✹✼ ✵✳✺✸✻ ✶✳✷✺✼ ✶✳✷✸✼

❬✵✳✹✸✺✱✵✳✻✸✼❪ ❬✶✳✵✼✷✱✶✳✸✼✽❪ ❬✶✳✶✵✷✱✶✳✹✶✻❪ ❬✵✳✹✸✺✱✵✳✻✸✼❪ ❬✶✳✵✺✹✱✶✳✹✵✻❪ ❬✶✳✵✼✼✱✶✳✹✶✼❪

τ = 0.95 ✵✳✾✾✹ ✶✳✶✾✽ ✶✳✷✷✸ ✶✳✵✶✷ ✶✳✷✽✶ ✶✳✷✼✹

❬✵✳✽✽✷✱✶✳✶✶✷❪ ❬✶✳✵✻✵✱✶✳✸✶✺❪ ❬✶✳✵✽✺✱✶✳✸✹✷❪ ❬✵✳✽✾✻✱✶✳✶✶✷❪ ❬✶✳✵✻✽✱✶✳✹✽✼❪ ❬✶✳✶✶✹✱✶✳✹✼✽❪

N = 500

τ = 0.05 ✶✳✶✻✻ ✶✳✹✹✵ ✶✳✹✼✽ ✶✳✷✾✼ ✶✳✹✹✽ ✶✳✹✹✺

❬✶✳✵✽✾✱✶✳✷✹✾❪ ❬✶✳✸✶✷✱✶✳✺✹✺❪ ❬✶✳✸✹✷✱✶✳✺✾✾❪ ❬✶✳✶✸✹✱✶✳✹✻✷❪ ❬✶✳✸✶✹✱✶✳✻✹✻❪ ❬✶✳✸✸✵✱✶✳✺✺✾❪

τ = 0.5 ✵✳✺✸✶ ✶✳✷✶✽ ✶✳✷✹✽ ✵✳✺✸✺ ✶✳✷✹✽ ✶✳✷✷✹

❬✵✳✹✸✺✱ ✵✳✻✷✾❪ ❬✶✳✶✷✷✱✶✳✸✶✸❪ ❬✶✳✶✺✸✱✶✳✸✸✹❪ ❬✵✳✹✽✵✱✵✳✺✾✺❪ ❬✶✳✶✷✾✱✶✳✸✹✽❪ ❬✶✳✶✺✶✱✶✳✸✷✷❪

τ = 0.95 ✵✳✾✽✹ ✶✳✶✼✽ ✶✳✷✵✷ ✶✳✵✵✼ ✶✳✷✺✾ ✶✳✷✹✸

❬✵✳✽✾✻✱✶✳✵✽✼❪ ❬✶✳✵✽✶✱✶✳✷✻✾❪ ❬✶✳✵✼✼✱✶✳✹✶✼❪ ❬✵✳✾✹✷✱✶✳✵✻✻❪ ❬✶✳✶✶✺✱✶✳✺✸✻❪ ❬✶✳✶✹✵✱✶✳✸✺✽❪

❊♥tr② ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤✐s t❛❜❧❡ ✐s ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✭▼❆❉❊✮ ❛❝r♦ss ✷✵✵ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❱❛❧✉❡s ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s ❛r❡ t❤❡ ✺✪

❛♥❞ ✾✺✪ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ ▼❆❉❊s ❛❝r♦ss ✷✵✵ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▼❙❆❘❴◆ ❛♥❞ ▼❙❆❘❴t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ▼❙❆❘ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♥♦r♠❛❧

❛♥❞ st✉❞❡♥t✲t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✾



❚❛❜❧❡ ✺✿ ❚❤❡ ▼❙◗❆❘ ▼♦❞❡❧ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

▼♦♥t❤❧② ❙✫P ✺✵✵ ❲❡❡❦❧② ❙✫P ✺✵✵
τ = 0.05 τ = 0.25 τ = 0.5 τ = 0.75 τ = 0.95 τ = 0.05 τ = 0.25 τ = 0.5 τ = 0.75 τ = 0.95

p11 ✵✳✾✵✷ ✵✳✾✷✺ ✵✳✾✽✺ ✵✳✾✽✼ ✵✳✽✹✷ ✵✳✽✺✵ ✵✳✽✻✽ ✵✳✾✽✺ ✵✳✾✹✼ ✵✳✼✽✼

✭✵✳✵✶✽✮ ✭✵✳✵✺✺✮ ✭✵✳✵✶✵✮ ✭✵✳✵✵✾✮ ✭✵✳✵✶✻✮ ✭✵✳✵✶✼✮ ✭✵✳✵✸✹✮ ✭✵✳✵✶✶✮ ✭✵✳✶✵✷✮ ✭✵✳✵✶✾✮

❬✶✳✹✹✵❪ ❬✲✵✳✹✹✼❪ ❬✲✵✳✹✵✺❪ ❬✵✳✵✻✷❪ ❬✲✵✳✷✼✹❪ ❬✵✳✻✸✶❪ ❬✵✳✵✻✺❪ ❬✶✳✷✼✸❪ ❬✵✳✻✽✺❪ ❬✲✶✳✽✸✷❪

p22 ✵✳✺✼✷ ✵✳✻✷✺ ✵✳✾✶✹ ✵✳✾✶✼ ✵✳✸✽✶ ✵✳✸✽✾ ✵✳✻✹✶ ✵✳✾✹✺ ✵✳✽✽✵ ✵✳✹✶✺

✭✵✳✵✹✺✮ ✭✵✳✵✻✸✮ ✭✵✳✵✹✸✮ ✭✵✳✵✸✾✮ ✭✵✳✵✻✻✮ ✭✵✳✵✹✻✮ ✭✵✳✵✸✼✮ ✭✵✳✵✷✼✮ ✭✵✳✶✹✻✮ ✭✵✳✵✹✹✮

❬✲✵✳✻✽✺❪ ❬✲✵✳✺✼✵❪ ❬✲✷✳✹✵✺❪ ❬✲✵✳✹✽✸❪ ❬✲✵✳✷✹✹❪ ❬✲✵✳✷✼✻❪ ❬✵✳✹✹✻❪ ❬✲✵✳✽✵✸❪ ❬✵✳✺✻✽❪ ❬✲✵✳✺✵✾❪

θ10(τ) ✲✹✳✶✷✶ ✲✵✳✶✶✹ ✶✳✵✹✺ ✸✳✺✷✷ ✹✳✾✼✶ ✲✶✳✻✶✾ ✲✵✳✵✸✾ ✵✳✸✹✻ ✶✳✵✻✻ ✶✳✻✹✼

✭✵✳✵✽✾✮ ✭✵✳✵✺✶✮ ✭✵✳✵✻✹✮ ✭✵✳✵✻✷✮ ✭✵✳✵✻✸✮ ✭✵✳✵✸✾✮ ✭✵✳✵✹✶✮ ✭✵✳✵✹✵✮ ✭✵✳✶✸✷✮ ✭✵✳✵✸✺✮

❬✲✷✳✹✹✹❪ ❬✲✵✳✹✻✹❪ ❬✵✳✻✹✽❪ ❬✲✵✳✶✵✽❪ ❬✵✳✽✸✻❪ ❬✲✵✳✸✷✷❪ ❬✲✵✳✼✹✼❪ ❬✲✶✳✻✼✽❪ ❬✵✳✼✷✸❪ ❬✲✶✳✵✵✼❪

θ11(τ) ✵✳✵✽✹ ✵✳✵✸✺ ✵✳✵✷✻ ✲✵✳✵✽✼ ✲✵✳✵✽✷ ✵✳✵✽✺ ✵✳✵✶✺ ✵✳✵✸✺ ✲✵✳✵✷✺ ✲✵✳✵✸✷

✭✵✳✵✹✷✮ ✭✵✳✵✷✻✮ ✭✵✳✵✷✼✮ ✭✵✳✵✸✶✮ ✭✵✳✵✹✷✮ ✭✵✳✵✸✻✮ ✭✵✳✵✷✻✮ ✭✵✳✵✷✷✮ ✭✵✳✵✽✶✮ ✭✵✳✵✷✵✮

❬✶✳✽✸✺❪ ❬✲✵✳✸✵✼❪ ❬✲✵✳✺✶✽❪ ❬✵✳✵✾✽❪ ❬✵✳✵✻✹❪ ❬✲✵✳✸✷✽❪ ❬✶✳✷✹✻❪ ❬✲✵✳✼✽✽❪ ❬✲✵✳✻✶✻❪ ❬✲✵✳✶✷✻❪

θ20(τ) ✲✶✺✳✼✼ ✲✸✳✾✼✽ ✲✷✳✶✷✹ ✺✳✼✽✹ ✶✷✳✵✺ ✲✺✳✽✻✺ ✲✶✳✾✺✷ ✲✵✳✵✾✹ ✷✳✹✷✷ ✹✳✽✺✶

✭✵✳✶✹✼✮ ✭✵✳✵✹✼✮ ✭✵✳✸✶✽✮ ✭✵✳✶✼✹✮ ✭✵✳✷✵✵✮ ✭✵✳✵✾✹✮ ✭✵✳✵✹✵✮ ✭✵✳✶✹✼✮ ✭✵✳✶✹✼✮ ✭✵✳✵✽✵✮

❬✲✵✳✹✼✽❪ ❬✵✳✶✵✶❪ ❬✲✶✳✻✶✺❪ ❬✲✵✳✷✶✷❪ ❬✵✳✶✻✾❪ ❬✲✵✳✷✾✻❪ ❬✶✳✹✵✹❪ ❬✵✳✾✻✺❪ ❬✲✵✳✽✸✺❪ ❬✲✵✳✻✻✺❪

θ21(τ) ✵✳✸✼✽ ✵✳✶✶✺ ✵✳✵✽✺ ✵✳✵✹✷ ✵✳✵✸✷ ✵✳✷✵✼ ✵✳✵✶✵ ✵✳✵✶✻ ✲✵✳✶✾✻ ✲✵✳✷✺✶

✭✵✳✵✸✾✮ ✭✵✳✵✹✺✮ ✭✵✳✵✹✽✮ ✭✵✳✵✺✹✮ ✭✵✳✵✹✻✮ ✭✵✳✵✸✽✮ ✭✵✳✵✶✼✮ ✭✵✳✵✺✻✮ ✭✵✳✵✻✾✮ ✭✵✳✵✶✽✮

❬✲✵✳✷✷✹❪ ❬✲✵✳✸✹✷❪ ❬✵✳✽✽✾❪ ❬✵✳✸✾✺❪ ❬✵✳✻✷✶❪ ❬✵✳✸✶✼❪ ❬✵✳✸✹✽❪ ❬✵✳✶✷✹❪ ❬✵✳✻✶✼❪ ❬✵✳✺✸✽❪

❱❛❧✉❡s ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s ❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛♥❞ t❤❡ ●❡✇❡❦❡ ✭✶✾✾✷✮ t❡st st❛t✐st✐❝ ✐♥ sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts✳ ❚❤❡ t❡st

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ●❡✇❡❦❡ ✭✶✾✾✷✮ st❛t✐st✐❝ ✐s st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✸✵



❚❛❜❧❡ ✻✿ ❚❤❡ ▼❛r❣✐♥❛❧ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❋❛❝t♦rs ✭❇❋✮

τ = 0.05 τ = 0.25 τ = 0.5 τ = 0.75 τ = 0.95

▼♦♥t❤❧② ❙✫P ✺✵✵

◗❆❘ ✲✸✽✷✾✳✾✼ ✲✸✸✷✹✳✶✹ ✲✸✶✻✺✳✵✺ ✲✸✷✵✵✳✺✼ ✲✸✻✵✵✳✾✾

▼❙◗❆❘ ✲✸✹✶✽✳✾ ✲✸✷✵✺✳✶✹ ✲✸✶✶✼✳✹✷ ✲✸✶✹✷✳✻✻ ✲✸✸✷✽✳✷✼

❇❋✿ ▼❙◗❆❘✴◗❆❘ ❃✶✺✵ ❃✶✺✵ ❃✶✺✵ ❃✶✺✵ ❃✶✺✵

❲❡❡❦❧② ❙✫P ✺✵✵
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Monthly S&P 500 Returns
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Monotonicity in Regime 1: Monthly S&P 500
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Monotonicity in Regime 2: Monthly S&P 500
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Monotonicity in Regime 1: Weekly S&P 500
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❆ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ▼❙◗❆❘ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s

ξj,t|t(τ) = Pr (st = j|yt, τ ;Θ(τ)) =
∑

i∈S

Pr (st = j, st−1 = i|yt, τ ;Θ(τ))

✇❤❡r❡
∑

j∈S ξj,t|t(τ) = 1 ❛♥❞ Θ(τ) = (P (τ),θst(τ)) ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ st ∈ S✳ ❚❤❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❇❛②❡s t❤❡♦r❡♠ ❛s

ξj,t|t(τ) =

∑

i∈S pij(τ)ξi,t−1|t−1(τ)ηj,t(τ)

f (yt|yt−1, τ ;Θ(τ))
✭❆✳✶✮

✇❤❡r❡ ηj,t(τ) ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛s

ηj,t(τ) = f (yt|st = j,yt−1, τ ;θ(τ))

=
τ(1− τ)

ς
exp

{

−
(yt −Qyt (τ |yt−1;θj(τ)))

ς
[τ − I (yt < Qyt (τ |yt−1;θj(τ)))]

}

❛♥❞
f(yt|yt−1, τ ;Θ(τ)) =

∑

j∈S

∑

i∈S

pij(τ)ξi,t−1|t−1(τ)ηj,t(τ)

❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ξj,t+1|t(τ) = Pr (st+1 = j|yt, τ ;Θ(τ)) =
∑

i∈S

pij(τ)ξi,t|t(τ) ✭❆✳✷✮

❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s ✜❧t❡r ✭❍❛♠✐❧t♦♥✱ ✶✾✾✹✮✱ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❢♦r t = 1, ..., T
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ξj,0|0(τ) ❢♦r j ∈ S✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ τt❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ yt
✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

L(Θ; τ) =

T
∏

t=1

f(yt|yt−1, τ ;Θ(τ)) ✭❆✳✸✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❑✐♠ ✭✶✾✾✹✮✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❡st✐♠❛t❡s s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱
ξj,t|T (τ) = Pr (st = i|yT , τ ; θ(τ))✳ ❆♣♣❧② t❤❡ ❇❛②❡s t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦♣❡rt② t♦ ②✐❡❧❞

Pr (st = i|st+1 = j, yT , τ ;Θ(τ)) =
pjiPr (st = j|yt, τ ;Θ(τ))

Pr (st+1 = i|yt, τ ;Θ(τ))

■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t

Pr (st = j, st+1 = i|yT , τ ;Θ(τ)) = Pr (st+1 = i|yT , τ ;Θ(τ))
pjiPr (st = j|yt, τ ;Θ(τ))

Pr (st+1 = i|yt, τ ;Θ(τ))
✭❆✳✹✮

❚❤❡ s♠♦♦t❤❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❞❛t❡ t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✭❆✳✹✮ ♦✈❡r i ∈ S ❛s

ξj,t|T (τ) =
∑

i∈S

Pr (st+1 = i|yT , τ ;Θ(τ))
pjiPr (st = j|yt, τ ;Θ(τ))

Pr (st+1 = i|yt, τ ;Θ(τ))
✭❆✳✺✮

❚❤❡ s♠♦♦t❤❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐t❡r❛t✐♥❣ ♦♥ ✭❆✳✺✮ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❢♦r t = T −1, T −2, ..., 1✳
❚❤✐s ✐t❡r❛t✐♦♥ st❛rts ✇✐t❤ ξj,T |T (τ) ❢♦r j ∈ S ✇❤✐❝❤ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭❆✳✶✮ ❢♦r t = T ✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ st ❢♦❧❧♦✇s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✳

✸✾
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