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❆ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛♠❜❧✐♥❣ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s♦❝✐❛❧

❝♦sts✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♣♦❧✐❝② s♦❧✉t✐♦♥s

❆❜str❛❝t

❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡

✇❡❧❧❜❡✐♥❣ ❝r✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞s ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❛❦✲

❡♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣✳ ❲❡ ♦✉t❧✐♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❣❛♠❜❧✐♥❣

♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ❛❞❞✐❝t✐✈❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢r♦♠ ❛ s♦❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳

❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧✐❝② s♦❧✉t✐♦♥s ✭t❛① ♦♥ ❣❛♠❜❧✐♥❣✱

❣❛♠❜❧✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥s✮ ✐♥ ❜r✐❞❣✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r✲

✈❡♥t✐♦♥ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳

❑❡②✇♦r❞s✿❛❞❞✐❝t✐♦♥✱ ❣❛♠❜❧✐♥❣✱ s♦❝✐❛❧ ❝♦sts✳

❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ◆✉♠❜❡rs✿▲✽✸✱ ❉✷✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs P♦t❡♥③❛✱ ✷✵✵✽ ❛♥❞ ❘♦ss✱ ✷✵✶✵✮ P❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧

●❛♠❜❧✐♥❣ ✭❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ P●✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ✭❛♥❞ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣❛r❛❞✐❣♠✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣❛♠❜❧❡r ✧t❛❦❡s ♣❛✐♥s t♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ❛♥ ❛❝t✐✈✐t②

t❤❛t tr❛♥s♣❛r❡♥t❧② ❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡t✉r♥s ✐❢ ✉t✐❧✐t② ✈❛r✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ♠♦♥❡②✳ ❍❡

❛❧s♦✱ t②♣✐❝❛❧❧②✱ s♣❡♥❞s ❢✉rt❤❡r r❡s♦✉r❝❡s ♦♥ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤

❤❡r ❣❛♠❜❧✐♥❣✧✭❘♦ss✱ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P● ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝ ✭s✉❜st❛♥❝❡✮ ❛❞❞✐❝t✐♦♥

✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② str♦♥❣ ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♠❛②

❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t♦ st✉❞② t❤❡ P● ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥s ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ tr❛❝❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ❝♦♥✲

tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❙t✐❣❧❡r ❛♥❞ ❇❡❝❦❡r ✭✶✾✼✼✮✱ ■❛♥♥❛❝♦♥❡ ✭✶✾✽✻✮ ❛♥❞ ❇❡❝❦❡r ❛♥❞ ▼✉r♣❤② ✭✶✾✽✽✮

✇❤♦ ❛❝t✉❛❧❧② st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛r❡ ♥♦t

♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡✳

■♥ ❇❡❝❦❡r ❛♥❞ ▼✉r♣❤② ✭✶✾✽✽✮ r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥ts✱ ❞❡s♣✐t❡ r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐❝t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢

t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡s✱ st✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ❢✉t✉r❡ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ♠❛❦❡s ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ ❣❛♠✲

❜❧✐♥❣ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ❝♦sts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♣❛②✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛❞❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❣♦♦❞s ❛❝ts ❛s ❛ ❞❡t❡rr❡♥t s✐♥❝❡ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ♥♦t ♦♥❧② ❛ ❝✉rr❡♥t ♠♦♥❡t❛r② ❝♦st ❜✉t ❛❧s♦ ❛

♣❡r♠❛♥❡♥t ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ✇❡❛❧t❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❞❞✐❝t✐♦♥✳

●r✉❜❡r ❛♥❞ ❑♦s③❡❣✐ ✭✷✵✵✶✮ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡✲✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❛❣❡♥ts✱

✇❤✐❧❡ ●✉❧ ❛♥❞ P❡s❡♥❞♦r❢❡r ✭✷✵✵✼✮ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐❝t✐✈❡ ❣♦♦❞ ✐s

❛ t❡♠♣t✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ t❤❛t ❡r♦❞❡s s❡❧❢✲❝♦♥tr♦❧ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❇♦t❤ ♣❛♣❡rs ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ ❇❡❝❦❡r

❛♥❞ ▼✉r♣❤② ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛✐s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐❝❡

♦❢ ❛❞❞✐❝t✐✈❡ ❣♦♦❞s s✉❝❤ ❛s s♠♦❦✐♥❣✱ ❛❧❝♦❤♦❧ ❛♥❞ ❤❡r♦✐♥ ✇❤❡♥ t❤❡② s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡

❞❡♠❛♥❞ ❢♦r t❤❡♠✳

■♥ t❤❡ ♣❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ✐♥t❡r❡st ❝♦♥✲

❝❡r♥✐♥❣ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞✱ ✇✐t❤ ✐t✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✐♠♣❛❝ts ♦❢ ❧❡❣❛❧ ❣❛♠❜❧✐♥❣✱

❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♦♥❧② ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧②

s♠❛❧❧ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ✭s❡❡✱ ❛♠♦♥❣

✷



♦t❤❡rs✱ ❲❛❧❦❡r✱ ✷✵✵✽✮✳ ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t ❇❛r❞s❧❡② ✭✶✾✾✽✮ ❞❡✈✐s❡s ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❣❛♠❡ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❧❧❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐❝t✐✈❡ s✉❜st❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ❍❛rt❧❡② ❛♥❞ ❋❛r✲

r❡❧❧ ✭✷✵✵✷✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② t❤❡♦r② t♦ ❛❝❝♦✉♥t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②

❢♦r ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳

❲❡ ❛✐♠ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣❛♠✲

❜❧✐♥❣ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts t❤❛t ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ❤❛s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐❝t✐✈❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞s✴st✐♠✉❧✉s

❣♦♦❞s✶✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ♦✉r ♣❛♣❡r ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✲

♥❡ss ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧✐❝② r❡♠❡❞✐❡s t♦ t❤❡ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞✱ ✐♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✐t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡

✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ✐ss✉❡ ♦❢ ♣❛t❡r♥❛❧✐s♠ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡

❧❡❣❛❧ ❛♥❞ ✇❤❛t ♥♦t✳ ❲✐t❤ t❤✐s r❡s♣❡❝t ♦✉r ✇♦r❦ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ s♦♠❡ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡rs s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②

❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❧❡❣❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ❲❛❧❦❡r ❛♥❞ ❏❛❝❦s♦♥ ✭✷✵✶✶✮ ✇❤♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❧❡❣❛❧✐③❡❞ ❝❛s✐♥♦ ❣❛♠❜❧✐♥❣

♦♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❜❡♥❡✜ts t❤❛t ❝❛s✐✲

♥♦s ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❛① r❡✈❡♥✉❡s✱ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❝♦sts ✐s ❛❧s♦

❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❛②t♦♥ ❛♥❞ ❲♦rt❤✐♥❣t♦♥ ✭✷✵✶✶✮ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②

❡①tr❛❝t❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✳✼✽✪ ♦❢ t♦t❛❧ st❛t❡ t❛①❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❣❛♠❜❧✐♥❣✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡s❡

r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤♦✉t s♦♠❡ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ s♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s t❤❡

r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡tr✐♠❡♥t ♦❢ ❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥❡❡❞ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝ s✉♣♣♦rt

♣r♦❣r❛♠s ✭❙③❛❦♠❛r② ❛♥❞ ❙③❛❦♠❛r②✱ ✶✾✾✺❀ ▼❛❞❤✉s✉❞❤❛♥✱ ✶✾✾✻❀ ❘✐✈❡♥❜❛r❦ ❛♥❞ ❘♦✉♥s❛✈✲

✐❧❧❡✱ ✶✾✾✻✱ ❑❡❛r♥❡②✱ ✷✵✵✺✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ ❢♦r♠s ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣

♠❛② ❝r❡❛t❡ ❝♦♠♣✉❧s✐✈❡ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❥♦r ❛❞❞✐❝t✐♦♥✱ ❛ttr❛❝t ❝r✐♠✐♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❢♦st❡r

❝♦rr✉♣t✐♦♥ ✭▼❛s♦♥✱ ❙❤❛♣✐r♦ ❛♥❞ ❇♦r❣✱ ✶✾✽✾❀ ▼✐❦❡s❡❧❧ ❛♥❞ P✐r♦❣✲●♦♦❞✱ ✶✾✾✵✮✳ ❚r❡❛t✐♥❣ ❛❞✲

❞✐❝ts✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ ❞✐✣❝✉❧t②✱ ✜❣❤t✐♥❣ ❝r✐♠❡ str✉❝t✉r❡❞ ❛r♦✉♥❞ P●✱ ❛r❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s

t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ ❤✐❣❤ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦sts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✭♠✉♥✐❝✲

✐♣❛❧✐t✐❡s✱ ❧♦❝❛❧ ❤❡❛❧t❤ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s✱ ♣♦❧✐❝❡ ❢♦r❝❡s✮✱ ❜✉t t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♠❛② ❛❧s♦ ❝❛✉s❡ ❛

✶■♥ ❞♦✐♥❣ s♦ ✇❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❙❝✐t♦✈s❦✐❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✭❙❝✐t♦✈s❦②✱ ✶✾✼✻✮ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

❝♦♠❢♦rt ❣♦♦❞s ✭❣♦♦❞s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦✱ ❜✉t ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧s♦ t❤♦s❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✮ ❛♥❞

✇❡❧❧❜❡✐♥❣ ❢r♦♠ st✐♠✉❧✉s ❣♦♦❞s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❥♦②❡❞ ♦♥❧② ❛❢t❡r ♣r♦♣❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✴✐♥✈❡st♠❡♥t ♦♥ t❤❡

❧❛tt❡r✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠❢♦rt ❣♦♦❞s

✸



❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❜✉❞❣❡t ❛s t❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ♣r♦❣r❡ss❡s✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ♣❛♣❡r ✇❡ ❛✐♠ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t

❛❣❛✐♥st t❤❡ ❛❞✈❡rs❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣r✐❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ♦♥

❧✐♠✐t❛t✐♦♥s t♦ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦

♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ♥♦t ♠②♦♣✐❝ ❛♥❞ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s♦❝✐❛❧

❧♦ss❡s ❢r♦♠ ❣❛♠❜❧✐♥❣✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♦✉r

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❝♦sts

♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❢♦r ✧♣❛ss✐✈❡✧ ♠❡♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡

t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ✇❡ ❛r❣✉❡ ❤♦✇ t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r tr❛❞❡✲♦✛

❜❡t✇❡❡♥ ❣❛♠❜❧✐♥❣ r❡✈❡♥✉❡s ❛♥❞ ✇❡❧❧❜❡✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦✉r ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜② t❤❡

❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

❖✉r ♠♦❞❡❧ ❜♦rr♦✇s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❢r♦♠ ❉r❛❣♦♥❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛ r❛t✐♦♥❛❧

❛❣❡♥t ❝❤♦♦s❡s✱ ❣✐✈❡♥ ❤❡r ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ♦❢✿

✐✮ ❛ ❣♦♦❞ s ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ✇✐t❤ s❧♦t ♠❛❝❤✐♥❡s✮✷❀

✐✐✮ ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ r❀

✐✐✐✮ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥✉♠❡r❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞ q ✇✐t❤ ✉♥✐t ♣r✐❝❡✳

❋r♦♠ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ✉t✐❧✐t② ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ a r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣

❛❞❞✐❝t✐♦♥ t♦ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❣♦♦❞ w ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣❛st

❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✭✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥✮ r ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❣❛♠❜❧✐♥❣✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤ a(t) ❛♥❞ w(t) ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❝❛② δ ✇❡

❤❛✈❡ t❤❛t a ❡✈♦❧✈❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❝✉rr❡♥t ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ❢r♦♠

✷❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ps ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❜② r❡❛s♦♥❛❜❧② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢

❣❛♠❜❧✐♥❣ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛s ✐t ✉s✉❛❧❧② ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ♣❧❛②✐♥❣ ✇✐t❤ s❧♦t ♠❛❝❤✐♥❡s ✭✐❡✳ ✐❢ ♣❧❛②✐♥❣ ✶✵ ❡✉r♦s ❣✐✈❡s ❛

✶✴✶✵✵✵ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✇✐♥♥✐♥❣ ✶✵✵✵ ❡✉r♦s✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦ss ♦❢ s✉❝❤ ♣❧❛② ✐s ✾ ❡✉r♦s ❛♥❞ ps❂✾✮✳
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❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t② ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✿ ȧ(t) = s(t)− δa(t)✸ ✇❤✐❧❡ w ✐s r✉❧❡❞ ❜②✿ ẇ(t) =

r(t)− δw(t)− εs(t)✱ ✇❤❡r❡ ε ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❣r❡❛t❡r

❛tt❛❝❤♠❡♥t t♦ t❤❡ ♣❧❡❛s✉r❡ ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✉t✐❧✐t② ❛s ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r

✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛rts

αU(s(t), a(t)) + βU(r(t), w(t)) + U(q(t))

✇❤❡r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❣✐✈❡ ❤✐❣❤❡r ✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❣❛♠❜❧✐♥❣ (α > β) ❛♥❞ ❛s ✐♥ ❉r❛❣♦♥❡

✭✷✵✶✺✮✱ U(q(t)) = q(t) ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ U(s(t), a(t)) ❛♥❞ U(r(t), w(t)) ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡

❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s (Uss, Uaa, Urr, Uww < 0)✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧❛❝❦ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛r❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥

t❤❡ Us > 0 ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉r❛❣♦♥❡ ❡t ❛❧✳✭✷✵✶✺✮✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❛

♣❡rs♦♥ ✐s ❛❞❞✐❝t❡❞ t♦ ❣❛♠❜❧✐♥❣✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❤❡ ❞❡s✐r❡s t♦ ❝♦♥s✉♠❡ t❤❡ ❛❞❞✐❝t✐✈❡ ❣♦♦❞✱ s♦ t❤❛t

t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐❝t✐✈❡ ❣♦♦❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ♣❛st ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t

❣♦♦❞✱ t❤❛t ✐s✱ Usa > 0✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♠❡❛♥s t❤❛t ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r ✇❤❡♥ ♣❛st ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❣r❡❛t❡r✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t Ua < 0 ❢♦r a > 0✳

❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t r ❞✐s♣❧❛②s ✧✈✐rt✉♦✉s✧ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❡✛❡❝ts ✐♥ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱

❤❡♥❝❡ Urw > 0✳

■♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤♦♦s❡s t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ s ❛♥❞ r✱ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠

max
(s,r)

∫
∞

0

e−ρt[αU(s(t), a(t)) + βU(r(t), w(t)) + U(q(t))]dt ✭✶✮

❝♦♥st❛✐♥t t♦

M = q(t) + pss(t) ✭✷✮

ȧ(t) = s(t)− δa(t), a(0) = a0 ✭✸✮

ẇ(t) = r(t)− δw(t)− εs(t), w(0) = w0 ✭✹✮

✸❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ♠❛② s❧♦✇❧② ❢❛❧❧

❛♥❞ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ❜② ❢✉rt❤❡r ❣❛♠❜❧✐♥❣ ✧✐♥✈❡st♠❡♥t✧✳

✺



s(t) ≥ 0, w(t) > 0 ❛♥❞ a(t) > 0.

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮ ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✇❤❡r❡ M r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✐♥❝♦♠❡

✭t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✐s t❤❡ ♦♥❧② s♦✉r❝❡ ♦❢ ✇❡❛❧t❤✮ ❛♥❞ ps ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛rt❡❝✐♣❛t❡ t♦ ❣❛♠❡ s✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ st♦❝❦✲✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦

❣♦♦❞s✳ ■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛r❡ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥

♦❢ r ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ✉t✐❧✐t②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ♣❡r s❡ ❜♦t❤ ❛ ❞✐s✉t✐❧✐t② ❛♥❞ ❛

r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r a✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❞❡①✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✲✈❛❧✉❡ ❍❛♠✐❧t♦✲

♥✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❝♦st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✹✿

H = αU(s, a) + βU(r, w) +M − pss+ µ(s− ǫa) + λ(r − ǫs− δw)

βUr = −λ ✭✺✮

αUs − ps = −µ+ λε ✭✻✮

µ̇ = (ρ+ δ)µ− αUa ✭✼✮

λ̇ = (ρ+ δ)λ− βUw ✭✽✮

❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

lim
t→∞

e−ρt[µ(t)a(t) + λ(t)r(t)] = 0

❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✻✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ t✱ ✇❡ ❣❡t

β(Urr ṙ + Urwẇ) = −λ̇ ✭✾✮

α(Ussṡ+ Usaȧ) = −µ̇+ λ̇ε. ✭✶✵✮

❙✐♥❝❡ ✐♥ st❡❛❞② st❛t❡ ȧ = 0, ẇ = 0✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ λ̇ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮ ❛♥❞ λ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✺✮ ✐♥ ✭✾✮ ❛♥❞ ♣r♦❝❡❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✮ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✻✮

✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠

ṙ =
1

Urr

[(ρ+ δ)Ur + Uw]

✹❚❤❡ ❝♦st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s µ ❛♥❞ λ✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ a ❛♥❞ w r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❤❛❞♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❛st

❣❛♠❜❧✐♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❥♦②♠❡♥t ♦❢ r✱ ✐✳❡✳ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✻



ṡ =
1

αUss

{−βε[(ρ+ δ)Ur + Uw] + αUa − (ρ+ δ)(−αUs + ps − βUrε)}

s(t) = δa(t)

r(t) = δw(t)− εs(t)

✇❤✐❝❤ ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡ r❡❞✉❝❡s t♦

−(ρ+ δ)Ur = Uw ✭✶✶✮

Ua =
1

α
{(ρ+ δ)(ps − αUs) + εβUw} ✭✶✷✮

s(t) = δa(t) ✭✶✸✮

r(t) = δw(t)− εs(t) ✭✶✹✮

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✷✮ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠

♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛♥❞ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ✇❡❧❧❜❡✐♥❣ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ❣❡♥❡r❛t❡❞

❜② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✸✮ ❛♥❞ ✭✶✹✮ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛❝❦

♦❢ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✴❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡❧❧❜❡✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ r ✐♥

st❡❛❞② st❛t❡✺✳ ❋r♦♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✶✮✲✭✶✹✮ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❝❧❡❛r t❤❛t ❛♥ ❛❣❡♥t r❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s

t♦ ❛ st❛❜❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ ❤❡ ✐s ♥♦t ❛❞❞✐❝t❡❞ t♦

❣❛♠❜❧✐♥❣ (Ua = Uw = 0) ✐♥ st❡❛❞② st❛t❡✱ ♦♥❧② ✇❤❡♥ Us = ps

α
✱ t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢

❣❛♠❜❧✐♥❣ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣✱ s❡❡ ✭✶✶✮ ❛♥❞ ✭✶✷✮✳ ❆ ❣❛♠❜❧❡r ✐s ❛✇❛r❡

t❤❛t Ua < 0✱ ❤❡♥❝❡

β > −(ρ+ δ)
ps − αUs

εUw

✐❢ Uw < 0. ✭✶✺✮

β < −(ρ+ δ)
ps − αUs

εUw

✐❢ Uw > 0 ✭✶✻✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥✿❯♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✭✶✺✮✱ ❛ P❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ●❛♠❜❧❡r ✐s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛✇❛r❡ t❤❛t Ua <

0✱ ❜✉t ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❛t ❤❛r♠❢✉❧ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧

Us <
ps

α
✳

✺◆♦t✐❝❡ ❛s ✇❡❧❧ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✮ s❤♦✇s t❤❛t ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❢r♦♠ w ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

♦❢ r ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✱ t♦♦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❢♦r Ur < 0 t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ❝♦♥s✉♠✐♥❣ r ✐♥ ❡①❝❡ss ✭❛s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t✐♠❡

❞❡✈♦t❡❞ t♦ r ❛♥❞ ❡♥❣❛❣✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠❢♦rt ❣♦♦❞s ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❤❡r ✉t✐❧✐t②✮✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ✇ ✇♦✉❧❞

✐♥❝r❡❛s❡ ♦♥❧② ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❤❡r ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♥❧②

♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ❛s ♠♦r❡ r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧✳

✼



❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛s P❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ●❛♠❜❧❡r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t ❣❛♠❜❧✐♥❣

❛❞❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❤❛r♠❢✉❧ ✭s✐♥❝❡ Ua < 0 ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ❜②

❣❛♠❜❧✐♥❣ ♠♦r❡ ❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ r s✐♥❝❡ ❤❡ ❣✐✈❡s ❤✐❣❤ ✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠

❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦✇ ✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❥♦②♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞✳ ❋r♦♠

✭✶✷✮ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s Ua < 0✳

❈❛s❡ ✶✿ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ps − αUs > 0✱ t❤❛t ✐s Us < ps

α
✳ ❙✐♥❝❡ Ua < 0 ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✉♠ ✐♥ ✭✶✷✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t Uw ✐s ❛❧s♦ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❍❡♥❝❡✱

❜② ✭✶✶✮✱ Ur > 0 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧

♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ r✳ ❍❡♥❝❡ Ua < 0 ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ ✭✶✺✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❈❛s❡ ✶ ♠❛② ❜❡

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ P❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ●❛♠❜❧❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✉♠❡s ❤✐❣❤ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ s ❛♥❞ ❧♦✇

q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ r✳

❈❛s❡ ✷✿ ❆ss✉♠❡ ps − αUs < 0 ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t Uw < 0✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t Us >
ps

α
> 0✳

❲❡ ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ ✭✶✶✮ t❤❛t Ur > 0✳ Ua < 0 ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ ✭✶✺✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s s ❛♥❞ r✳

❈❛s❡ ✸✿ ❆ss✉♠❡ ps − αUs < 0 ❛♥❞ Uw > 0✳ ❚❤✐s t✐♠❡ Us > ps

α
> 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥s✉♠❡s ❧♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ s ❛♥❞ ❤✐❣❤ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ r✳ Ua < 0 ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ ✭✶✻✮

✐s s❛t✐s✜❡❞✳

❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s β✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ✐s t♦ s❛t✐s❢② Ua < 0✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✧♠✐♥❞❢✉❧✧ ♦r ✧❝♦♥s❝✐♦✉s✧ ❣❛♠❜❧❡r✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣❛♠❜❧❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❡❛❞② st❛t❡✱ s❡❡ ❈❛s❡ ✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡

t❤❛t s = δa✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ s ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❤❛❜✐t✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss r❡❞✉❝✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t st❛rt ❛♥❞ t❤✐s ♣❧❛②❡rs

r❡♠❛✐♥ ❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣❛♠❜❧❡r✻✳

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ❈❛s❡ ✶ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦✈❡r❝♦♥s✉♠❡s ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ✐ts

♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❡✛❡❝t ✭Usa > 0✮

✻■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✭✶✶✮✲✭✶✷✮ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦t ✉♥❝♦♠♠♦♥ ❝❛s❡ ♦❢ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s

❢♦r ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α ✈❡rs✉s β✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ st❛❜❧❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛

♠♦❞✐✜❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❙②st❡♠ ❛s ✐♥ ❉♦❝❦♥❡r ❛♥❞ ❋❡✐❝❤t✐♥❣❡r ✭✶✾✾✶✮✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠

s♦❧✉t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ (s(t), a(t)) = s(xa−

s

2
)− a

2

2
❛♥❞ U(r(t), w(t)) = r(yw −

r

2
)− w

2

2
✳

❋✉❧❧ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✮

✽



✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❧♦ss ❢r♦♠ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ✭Ua < 0) ❛♥❞ t❤❡ ♠✐ss❡❞ ✉t✐❧✐t②

❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ r✳ ❚❤✐s ♠❛② ♦❝❝✉r ♦♥❧② ❢♦r ✈❡r② ❧♦✇ ✉t✐❧✐t② ✇❡✐❣❤ts

❣✐✈❡♥ t♦ t❤✐s ❧❛st ✭β ❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✮✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❞❡ ♦❢ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣❛♠❜❧✐♥❣

t❤❡r❡❢♦r❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡t❤✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ♣❡r s❡ ✉t✐❧✐t② ✭t❤❡ ❣♦♦❞ s✮ ❜✉t

❤♦✇❡✈❡r ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s✐❞❡ ❡✛❡❝t ✭❛❞❞✐❝t✐♦♥✮ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❞✐s✉t✐❧✐t② t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✭Ua < 0✮✳ ❚❤❡ ♥❡t ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts r❡♠❛✐♥s ❤♦✇❡✈❡r ♣♦s✐t✐✈❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥

t❤♦✉❣❤ ✇❡ ♠❛② t❤✐♥❦ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ✧❤❡❛❧t❤②✧ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✭❞✉❡ t♦ ❛❞❞✐❝t✐♦♥

❣r♦✇t❤✮ t❤❡ P❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ●❛♠❜❧❡r ✐s st✐❧❧ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ ❤❡r ✧t♦t❛❧✧ ✉t✐❧✐t② ✭✇❤❡r❡

❢♦r t♦t❛❧ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐ts t❤r❡❡ ♣❛rts✮✳ ❲❤② t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ s❤♦✉❧❞ st✐❣♠❛t✐③❡ ✐ts ❝❤♦✐❝❡❄

■❢ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①❛♠✐♥❡ s♠♦❦✐♥❣ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧

s♠♦❦❡r ♠❛② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❤❡❛❧t❤ ❝♦sts ♦❢ s♠♦❦✐♥❣✳ ❆❣❛✐♥ t❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❢♦r♠ ♦❢

✐rr❛t✐♦♥❛❧✐t② ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦sts ✐♥ ❤❡r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳✼

✸ ❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ❝♦sts ♦❢ P❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ●❛♠❜❧✐♥❣

❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❣❛♠❜❧❡r ✐ts❡❧❢✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❝♦sts ♦❢ P❛t❤♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ●❛♠❜❧✐♥❣ ✐s ❜② ❛ss✉♠✐♥❣✱ ❛s ✇❡ ❞♦✱ t❤❛t t❤❡ P❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ●❛♠❜❧❡r ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛

❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤❛t ❤❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜✉❞❣❡t ❛♥❞

r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ ✐t ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ✧♣❛ss✐✈❡✧

♠❡♠❜❡r ✭s✐♥❝❡ ♥♦✇ ♦♥ pm✮✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✇❤♦ s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✲

s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✉♥❞❡r t❤❡ P❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ●❛♠❜❧✐♥❣

s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♠♦♥❡② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r❛r② ❣♦♦❞ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤✐s

❢❛❝t ❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♠❡♠❜❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♠❛② r❡❛s♦♥❛❜❧②

❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t r ✐s ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❥♦✐♥t❧② ❛♠♦♥❣ ♣❛ss✐✈❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞

♠❡♠❜❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ s❛ s✇❡❧❧✱ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❤❛s ❞✐r❡❝t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❧❜❡✐♥❣

✼❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ❣❛♠❜❧✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✉t✐❧✐t②

♠✐s♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ ♠✐❣❤t ✐♥ ♦t❤❡r t❡r♠s ❛r❣✉❡ t❤❛t α ✐s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞✱ β

✐s ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ ✐ts ♦♣t✐♠❛❧

✈❛❧✉❡ ❞✉❡ t♦ ♠✐s♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧❡s ❢♦r ✉t✐❧✐t② ♠✐s♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦✉r

❝❛s❡ ❛r❡ t❤♦r♦✉❣❤❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ❋r❡② ❛♥❞ ❙t✉t③❡r ✭✷✵✵✹✮✳ ❲❡ ❤♦✇❡✈❡r ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦t✐✈❛t❡s s♦❝✐❛❧ ❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t r❡❝✉rr✐♥❣ t♦ ✉t✐❧✐t② ♠✐s♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

✾



♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♠❡♠❜❡rs✳ P❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ●❛♠❜❧✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢

r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣❛♠❜❧❡rs ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥❛❧ t✐❡s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✲

✉❛❧s ✇❤♦ ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡s❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s

✇❡ ♠❛❦❡ s♦♠❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❧② t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❡①✐st ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✱ t❤❛t ✐s ♦♥❡

♦❢ t❤❡♠ ✐s ❛ ♠✐♥❞❢✉❧✴❝♦♥s❝✐♦✉s ♣❧❛②❡r P▼ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s ❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❧❛②❡r P●✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s❝✐♦✉s ♣❧❛②❡r ❤❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r αpm ✐♥ ❤✐s ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♥✉❧❧ ✐❢ ❤❡ ❞♦❡s♥✬t ❧✐❦❡ t♦ ❣❛♠❜❧❡ ❛t ❛❧❧✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❤❡ t❤✐♥❦s t❤❛t t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞s ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✱ s♦ t❤❛t ❤✐s βpm ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ β ❢♦✉♥❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳

❚❤❡ ❝♦♥s❝✐♦✉s ♣❧❛②❡r s♦❧✈❡s✿

max
(s,r)

∫
∞

0

e−ρt[αpmU(s(t), a(t)) + βpmU(r(t), w(t)) + U(qpm(t))dt] ✭✶✼✮

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② s∗pm t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ P▼

✭✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♥✉❧❧ ✐❢ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ❣❛♠❜❧❡ ❛t ❛❧❧✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

V ∗

o = V (s∗pm, r∗pm, q∗pm)✳ ❲❤❡♥ P▼ ✐s ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ P●✱

❤✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V ∗

l ✐s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ✧♣❛ss✐✈❡✧ ♠❡♠❜❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

max
(s,r)

∫
∞

0

e−ρt[αpmU(s(t), a(t)) + (βpm − k(α− αpm))U(r(t), w(t)) + U(qpm(t))]dt. ✭✶✽✮

❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ♠❡♠❜❡r ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞s ❢♦r ❛ s❤❛r❡ k

♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ❞❡✈♦t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r ❣✐✈❡s t♦ ❣❛♠❜❧✐♥❣ r❛t❤❡r t❤❛♥

t❛❦✐♥❣ ❝❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② α−αpm✳ ▼♦r❡♦✈❡r ♣❛ss✐✈❡ ♠❡♠❜❡r✬s ✉t✐❧✐t② ✐s ❧❡ss ❡✈❡♥ t♦ r❡s♣❡❝t

t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r❛✐r❡ ❣♦♦❞ t❤❛t ❤❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✉♠❡ ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ♣❛✐❞ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛♥❞

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ P●✿

qpm = Mpm−pss
pm−pss

∗−q✳ s∗ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❢♦r t❤❡ P● ❛♥❞ q ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ q✉❛♥t✐t②

♦❢ ♥❡❝❡ss❛r② ❣♦♦❞ ❢♦r ❛ P● t❤❛t t❤❡ pm ✇✐❧❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❤✐♠✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t

P● ❝❛♥ ❝♦♥s✉♠❡ q = M − pss ✐❢ ❤❡ ❤❛s ❤✐s ♦✇♥ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝♦♠❡ M > 0✱ ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r✬s ✐♥❝♦♠❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ t❤❡ P● ❤❛s ♥♦ ✐♥❝♦♠❡ ✽ ❤❡ ❝❛♥

✽❚❤❡ P● ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜♦rr♦✇ ♠♦♥❡② ❛t ❛ ❞❡❜t r❛t✐♦ i ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛✐❞ ❜② t❤❡ pm✱ ❜✉t ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②

✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t i = 0 ❛s ♦✉r r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❝❤❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

✶✵



st✐❧❧ ❝♦♥s✉♠❡ ❛t ❧❡❛st ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥❡❝❡ss❛r② s❤❛r❡ q ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s ❛t ❛ ♣r✐❝❡ ps ✐❢ ❤❡ ✐s

❜♦rr♦✇✐♥❣ ♠♦♥❡② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ pm✳ P▼ t❛❦❡s ❛s ❣✐✈❡♥ t❤❡ P●

❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡s ❤✐s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ qpm ❛s ✐❢ ❤❡ ❤❛❞ ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ Md
pm ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ♣❛✐❞ q ❛♥❞ s ❢♦r t❤❡ P●✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ ❤❡ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r ♥♦t t♦ ♣❧❛② ❛t ❛❧❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❝♦♥s✉♠❡ ♠♦r❡ qpm✳ ❚❤❡ ❧♦ss✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t✱ ❛✛❡❝ts ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❝♦ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞s

r ❛♥❞ q ❜✉t ❛❧s♦ ❤✐s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ spm s✐♥❝❡ ❤❡ ✐s ❝♦♥s❝✐♦✉s t❤❛t ❤❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥s✉♠❡

❛♥②♠♦r❡✳

❆♥②✇❛② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t s♦❝✐❛❧ ❝♦sts ✇❤✐❝❤ ❛ ❙♦❝✐❛❧ P❧❛♥♥❡r s❤♦✉❧❞

t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ♠❡♠❜❡r ❲❡❧❢❛r❡ ▲♦ss ♠❛② ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜②✿

Lpm = V ∗

o − V ∗

l = αkU(r) + pss ∗+q.

✹ ❚♦ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ t❤❡ P❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ●❛♠❜❧✐♥❣✿ t✇♦ ❛❧t❡r✲

♥❛t✐✈❡s ❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❜❡❤❛✈✐♦✉r

■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♠❛② ✉s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦

t❛❝❦❧❡ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛❞❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❛✐♠s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ♣r✐❝❡✱ ps t❤r♦✉❣❤ ❤✐❣❤❡r t❛①❡s✳ ❚❤❡② ✇♦✉❧❞

r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❣❛♠❜❧❡r✬s ✇❡❛❧t❤ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥

❤✐s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ str❛t❡❣② ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❣❛♠❜❧✐♥❣

♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② ❜❛♥♥✐♥❣ s❧♦t ♠❛❝❤✐♥❡s ✐♥ t❤❡ st♦r❡s ♦r ❝r❡❛t✐♥❣ ❧✐♠✐ts t♦ t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜❡ts ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦r r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✮ ✇❤✐❝❤

✐♠♣❧✐❡s s❡tt✐♥❣ ✉♣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t✿ 0 ≤ s < s✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❛✐♠❡❞ ❛t ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❜②

r❛✐s✐♥❣ ✐ts ♣r✐❝❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐s❡ t❛①❡s ♦♥ s❡❧❧❡rs✳

❲❡ ❛♥❛❧②③❡ ✐ts ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡s✳ ❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ s❤♦✇

t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛❞❞✐❝t❡❞ ❣❛♠❜❧❡rs ❞♦ r❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞

✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ t❤❡② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐❝t✐✈❡ ❣♦♦❞ ✇❤❡♥ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡

✶✶



❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ✐✳❡✳

∂

∂t

∂s(t)

∂ps
< 0. ✭✶✾✮

❚♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s tr✉❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❡❝❦❡r ❛❞ ▼✉r♣❤② ✭✶✾✽✽✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∂

∂t

∂s(t)

∂ps
=

∂ṡ

∂ps
=

∂

∂ps

∂s

∂a
ȧ =

ds

da

∂ȧ

∂ps
+ ȧ

∂

∂ps

∂s

∂a
.

❈❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❡✛❡❝t ❢♦r ❛♥ ❛❞❞✐❝t❡❞ ❣❛♠❜❧❡r ds
da

> 0 ❛♥❞ s✐♥❝❡ ps ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡

❡✛❡❝t ♦♥ s(t) ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ♦♥ ȧ ✇❡ ❤❛✈❡ ∂ȧ
∂ps

< 0✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t

✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡ ds
da

∂ȧ
∂ps

= 0, ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ✭✶✾✮✳

❆s ❢❛r ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ str❛t❡❣② ✐s ❝♦♥❝❡❛r♥❡❞✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

✐ts tr❛❞❡✲♦✛ ✐♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♥ ♦♥❡ s✐❞❡✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❡❛r♥s

r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✇❤✐❧❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡

♥❡❣❛t✐✈❡ s♦❝✐❛❧ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s t❤❛t ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡s✳

▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ♠②♦♣✐❝ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇❛♥ts t♦ ❡❛r♥ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t

♦❢ r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠ ❣❛♠❜❧✐♥❣✱ ✾

γpss ≥ E

✇❤❡r❡ γ ✐s t❤❡ t❛① r❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ♣❡r❝❡♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ps ♣❛✐❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❣❛♠❜❧✐♥❣

♣❧❛② ❛♥❞ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s ❝❛♥♥♦t ❢❛❧❧ ❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧ E✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ✜①❡❞ ❜② t❤❡ ♠②♦♣✐❝ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❝❛♥♥♦t

❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥

s ≥ spm ≥
E

ps
✭✷✵✮

❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❢♦r ❛ ♥♦♥ ♠②♦♣✐❝ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛♠❜❧✐♥❣ r❡✈✲

❡♥✉❡s ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❢r♦♠ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ✭✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ♠❡❛s✉r❡❞

❜② Lpm✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡❝♦♠❡s

γpss+ θLpm ≥ E

✇❤❡r❡ θ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ✇✐t❤

s ≥ spm ≥
E − θLpm

γps
✭✷✶✮

✾❚❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t ✐s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✇❤✐❝❤

s✐❣♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡ss✐♦♥ ❝♦♥tr❛❝t ❢♦r ✐♥st❛❧❧✐♥❣ s❧♦t ♠❛❝❤✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr②✳

✶✷



❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ✇✐❧❧ ✜① ❛ ❧♦✇❡r s❤❛r❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛❧❧♦✇❛♥❝❡✳ ❲❤❛t ♠❛② ❞❡t❡r♠✐♥❡

t❤✐s tr❛❞❡✲♦✛ ✐s t❤❛t✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ s✐❞❡✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛r❡s ❛❜♦✉t t❛① r❡✈❡♥✉❡s ✇❤✐❧❡✱ ♦♥

t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♦♣✐♥✐♦♥ t♦ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❝♦sts ♦❢

❣❛♠❜❧✐♥❣ ♠❛② ❛✛❡❝t ✐ts r❡✲❡❧❡❝t✐♦♥✶✵✳

◆♦t✐❝❡ ❛s ✇❡❧❧ t❤❛t ✭✷✵✮ ❛♥❞ ✭✷✶✮ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡

❞❡s✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢❛r✲s✐❣❤t❡❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞

❛ s❤♦rt✲s✐❣❤t❡❞✴s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st❡❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡

♠♦st ❡✣❝✐❡♥t str❛t❡❣② ❜❡t✇❡❡♥ ❛ t❛① ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✳

❲✐t❤ t❤❡ t❛① ♣♦❧✐❝② ✐♥ st❡❛❞② st❛t❡✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ s✱ ✇❤❡♥

t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✜①❡s ❛ ❧✐♠✐t s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✉s✐♥❣ ✭✷✵✮ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s∗

✇❡ ❤❛✈❡

s∗ > s ⇐⇒ δa∗ >
E

γps
.

❚❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P● ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ a∗✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❝♦♥✲

s✉♠♣t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ P● ✐♥ st❡❛❞② st❛t❡ s∗✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✜①❡s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠

❛♠♦✉♥t ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ r❡✈❡♥✉❡s E ❛t ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡

❞❡s✐r❡❞ ❜② t❤❡ P●✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣r✐❝❡✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ str❛t❡❣②✱ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s

❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦♥❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡

s∗ > s ⇐⇒ δa∗ >
E − θLpm

γps
.

❲❤❛t ♠❛tt❡rs✱ ✜①✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛r❡ t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ Lpm✱ ❛ ❢❛❝t♦r

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❛❝ts ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❛t ❛ s♦❝✐❡t② ❝♦♥s✐❞❡rs ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣r❡s❡r✈❡✳

✶✵❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐♥ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✸ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ♣❛r❧✐❛♠❡♥t ✈♦t❡❞ ❛♥

❛♠❡♥❞♠❡♥t t♦ t❤❡ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❧❛✇ ✇❤❡r❡ ❧♦❝❛❧ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❧❛✇s ❧✐♠✐t✐♥❣ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s

✇❡r❡ ❛s❦❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✜s❝❛❧ r❡✈❡♥✉❡s ❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜✉❞❣❡t✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ♣r❡ss✉r❡

❢r♦♠ ♠❡❞✐❛ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♦♣✐♥✐♦♥ ❢♦r❝❡❞ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ ✇✐t❤❞r❛✇ t❤❡ ❛♠❡♥❞♠❡♥t✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s

t❤❡ ❝✐t② ♦❢ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✇❤❡r❡ ✐♥ ◆♦✈❡♠❜❡r t❤❡ ✺t❤ ✷✵✶✸ t❤❡ ❝♦✉♥❝✐❧ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝✐t✐③❡♥s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

✇✐t❤ ❛ r❡❢❡r❡♥❞✉♠ ♦♥ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ✈✐❞❡♦ ❧♦tt❡r②✳
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❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡✈❡♥✉❡ E t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛✐♠s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡✱ ✇❤✐❝❤

♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts γ ❛♥❞ δ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞

s✐♥❝❡ t❤❡② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ✐s str♦♥❣❧② ❧✐♠✐t❡❞✳

◆♦✇ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❛ t❛① ♣♦❧✐❝② ✈❡rs✉s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦♣ts ❢♦r

❛ ♣r✐❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ r❡❞✉❝❡s t♦

δa∗(1−
∂s∗

∂ps
)

✇❤✐❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦❧✐❝② ✐t ✐s

δa∗ −
E − θLpm

γps

❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ♣♦❧✐❝② ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞✱

❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡✈❡♥✉❡s E✳

■♥ ❢❛❝t ✐t ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❤✐❣❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ✐❢

δa∗(1−
∂s∗

∂ps
)− δa∗ +

E − θLpm

γps
< 0

♦r
E − θ(αkU(r) + psδa

∗ + q)

γps
< δa∗

∂s∗

∂ps

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s

❝❡rt❛✐♥❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Lpm✱ ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❞❞✐❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s t❤❡

♣❛ss✐✈❡ ♠❡♠❜❡r ❛tt❛❝❤❡s t♦ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t ♦❢ r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ P●✱

✭✐✳❡✳ kUr ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦st ❛s P● ❞❡✈♦t❡s ♠♦r❡ ❝❛r❡ t♦ ❣❛♠❜❧✐♥❣✮✱ ❛♥❞ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢

t❤❡ ♠✐♠✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t q t❤❡ P● ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ❛♥❞ ❤❡ ❝❛♥✬t ♣❛② ❜② ❤✐♠s❡❧❢✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❣r❡❛t❡r ❞✐s✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ t❤❡ P●✱ s♦ r❡❞✉❝✐♥❣

❧♦ss❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ♠❡♠❜❡r ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ s❛✈❡ ♠♦♥❡② t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡s❡

❧♦ss❡s✳

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ♦✉r r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ❣❛♠❜❧❡rs✬ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss

♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐❝❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ♦✉tr✐❣❤t ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐❝t❡❞ ❣❛♠❜❧❡r ✇✐❧❧ tr② t♦

❣❛♠❜❧❡ ❡✈❡♥ ✐❢ ps ✐s ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣❛r❛❞♦① ♦❢ ❢✉rt❤❡r

r❡❞✉❝✐♥❣ ✇❡❧❧❜❡✐♥❣ ♦❢ ♣❛ss✐✈❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♠❡♠❜❡rs ✇✐t❤♦✉t ❧✐♠✐t✐♥❣ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳
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❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ r❡❝❡♥t ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥s ♣♦❧✐❝✐❡s

♦♥ ❛♥♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❞❞✐❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ s♠♦❦✐♥❣ ❛❞❞✐❝t✐♦♥✱ ❲❛❦❡✜❡❧❞ ❡t ❛❧✳✭✷✵✵✵✮ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①t❡♥t ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ s♠♦❦✐♥❣ ❛t ❤♦♠❡✱ ❛t s❝❤♦♦❧ ❛♥❞ ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ♣❧❛❝❡s

❛♥❞ s♠♦❦✐♥❣ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ s❝❤♦♦❧ st✉❞❡♥ts✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡

❜❛♥s ♦♥ s♠♦❦✐♥❣ ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ♣❧❛❝❡s ❛♥❞ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜❛♥s ♦♥ s♠♦❦✐♥❣ ❛t s❝❤♦♦❧ ♠❛② r❡❞✉❝❡ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ s♠♦❦✐♥❣ t❡❡♥❛❣❡rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋❛rr❡❧❧② ❡t ❛❧✳✭✶✾✾✾✮ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✶✵✵✪ s♠♦❦❡✲❢r❡❡

✇♦r❦♣❧❛❝❡ ✇♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ s♠♦❦✐♥❣ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❜② ✻✪ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❛✐❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❛♠♦♥❣ s♠♦❦❡rs ❜② ✶✹✪ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✇♦r❦❡rs s✉❜❥❡❝t t♦ ♠✐♥✐♠❛❧ ♦r ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❋✐❝❤t❡♥❜❡r❣

❛♥❞ ●❧❛♥t③ ✭✷✵✵✷✮❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡①❝✐s❡

t❛①❡s ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❛t s♠♦❦❡✲❢r❡❡ ✇♦r❦♣❧❛❝❡s ♥♦t ♦♥❧② ♣r♦t❡❝t ♥♦♥✲s♠♦❦❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛♥❣❡rs

♦❢ ♣❛ss✐✈❡ s♠♦❦✐♥❣✱ ❜✉t ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣♦rt✐♦♥✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ❡✛❡❝t ❝✐❣❛r❡tt❡ t❛①❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ✸✵✵✪✳

✺ ❚❤❡ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✧s❧♦t ♠♦❜✧ ❛s ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s✉❜st✐t✉t❡

■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❞❡✲

✈✐s✐♥❣ ✧❜♦tt♦♠✲✉♣✧ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡s ❜② ✇❤✐❝❤ ✧s♦❝✐❛❧❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❝✐t✐③❡♥s✧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r

❛❝t✐♦♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✧♥✉❞❣✐♥❣✧ ❡✛❡❝ts ♦♥ ♠②♦♣✐❝ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✳ ■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥

❢♦♦t♥♦t❡ ✶✶✱ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✉♣ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♦♣✐♥✐♦♥ ♠❛② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣❡r❝❡♣✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ✱ t❤❡r❡❜② ❛✛❡❝t✐♥❣ ✐ts tr❛❞❡✲♦✛ ❛♥❞ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ str♦♥❣❡r ❡♥❣❛❣❡♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛❣❛✐♥st ❣❛♠❜❧✐♥❣✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❇❡❝❝❤❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✶❀ ❇❡❝❝❤❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱✷✵✶✸✮ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ❛ s♠❛❧❧ s❤❛r❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r ❝❤♦✐❝❡s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s♦❝✐❛❧

❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✜r♠s

✇❤♦s❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉❝❝❡ss ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♠❛r❦❡t s❤❛r❡s✱ r❡✈❡♥✉❡s

❛♥❞ ♣r♦✜ts✳ ■♥st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❛✛❡❝t❡❞ ❛s ♣♦❧✐t✐❝✐❛♥s tr② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐ss✉❡s ♦❢

t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s ♥♦t t♦ ❧♦s❡ t❤❡✐r ♣♦❧✐t✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✐s

t❤❛t ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✧s❧♦t✲♠♦❜s✧✭http : //www.nexteconomia.org/slots − mob✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛

✐s t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝✐t✐③❡♥s ❛♥❞ t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡♠ t♦ r❡✇❛r❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r

s❤♦♣♣✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s ❝❛❢❡t❡r✐❛s ✇❤✐❝❤ ♠❛❞❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ t♦ r❡♠♦✈❡ s❧♦t ♠❛❝❤✐♥❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r s❤♦♣s✳

✶✺



❙✐♥❝❡ ✷✵✶✸ ❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡r ✼✵ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ■t❛❧② ♦r❣❛♥✐③❡❞ s❧♦t✲♠♦❜s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ■t❛❧✐❛♥

❝✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ r❛✐s✐♥❣ ❛✇❛r❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣✳ ❆❢t❡r

t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❧♦t ♠♦❜ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❧❛✇s r❡str✐❝t✐♥❣ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥

✐♥ t❤❡ ❝✐t✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ s❧♦t✲♠♦❜s ✇❡r❡ ♦♣❡r❛t❡❞✳ ❲❤❛t ♠❛② ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✐s t❤❛t s❧♦t✲♠♦❜s

❤❛✈❡ r❛✐s❡❞ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ✈♦t❡rs ♦♥ t❤❡ ✐ss✉❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r θ ✐♥ ✭✶✽✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ ❣✐✈❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ s♦❝✐❛❧

❝♦sts ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ t❤❛♥ t♦ ✐ts t❛① r❡✈❡♥✉❡s✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ ❛♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣❛♠❜❧✐♥❣✱ ❡✈❡♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡

❣❛♠❜❧❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✉t✐❧✐t②✱ ♣r♦❞✉❝❡s ✧♣❛✐♥❢✉❧✧ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❤✐♠ ♣❧✉s s♦❝✐❛❧ ❝♦sts✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝✐❡s

♥❡❡❞❡❞ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣❛♠❜❧❡r ✐s ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦ ❝♦♠✲

♣❡♥s❛t❡s t❤❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤

✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛st ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ❤♦✇❡✈❡r ♣r♦✲

✈✐❞❡s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❡r❧② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s♦❝✐❛❧ ❝♦sts ♦❢ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧

❣❛♠❜❧✐♥❣✳

❚❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣❛♠❜❧❡r ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ s❡❝♦♥❞ ✧♣❛ss✐✈❡✧ ♠❡♠❜❡r

✇❤♦s❡ ✉t✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❣♦♦❞s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❤✐♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣❛♠❜❧❡r

✭❛ st❛♥❞❛r❞ ♥✉♠❡r❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧✐♠❡♥t❛r② r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❣♦♦❞✮✳ ❈♦♥s✉♠♣✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t✇♦ ❣♦♦❞s ✐s ❤♦✇❡✈❡r r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣❛♠❜❧❡r✬s

♦✈❡r❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣✳

❆ ❧♦♥❣ s✐❣❤t❡❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♠❛② ❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐t ♠❛②

✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❣❛♠❜❧✐♥❣ t❤❡r❡❜② r❡❞✉❝✐♥❣ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧

❣❛♠❜❧❡r✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t ♠❛② ❞✐r❡❝t❧② r❡❞✉❝❡ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✳

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✇❤② ❛♥❞ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦❧✐❝② ✐s t♦

❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳

✶✻



❲❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ❜♦tt♦♠ ✉♣ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐♥♦r✐t② ♦❢ ✧❣❛♠❜❧✐♥❣ ❝♦♥✲

❝❡r♥❡❞✧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭❛s ♦❝❝✉rr❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡♥t ✇❛✈❡ ♦❢ s❧♦t✲♠♦❜s✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❛✐s❡ ❣♦✈✲

❡r♥♠❡♥t s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ✐ss✉❡✱ t❤❡r❡❜② ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❛①

r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛♥❞ ❣❛♠❜❧✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥s✳

❖✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♠❛② ❜❡ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ ✐ss✉❡✳ ■♥ ♦✉r

♠♦❞❡❧ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ❡①tr❛ ✇❡✐❣❤t t♦ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡

t❤❛t ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts ♦♥ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ♠❛② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t s✉❝❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❡✐❣❤t✱ ❛ t❤✐r❞

♣♦❧✐❝② ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛♥♥✐♥❣ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛♥❞❛ ♠❛② ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ♣r❡✈❡♥t ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧

❣❛♠❜❧✐♥❣✳ ❆❧s♦ ♠✐①❡❞ ♣♦❧✐❝② ♦♣t✐♦♥s ❛✛❡❝t✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♦❢

t❛①✐♥❣ ❣❛♠❜❧✐♥❣ ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❡❞✳
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