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❆❜str❛❝t

❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② str♦♥❣❡r t♦✇❛r❞s ✐♥✲❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ✉♣✲

r✐❣❤t s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♠♣❧✐❡s ❤✐❣❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛♠♦♥❣ ♠❡♠❜❡rs

✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s♦❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t②✳ ❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦

❣r♦✉♣s ✐s ❛ ♠❛♥❞❛t♦r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s✉❝❝❡ss ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❥❡❝t✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡

✜rst ♦♥❡✱ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t② ✐s q✉✐t❡ str♦♥❣✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ s❤❛r❡

♦❢ ♣r♦s♦❝✐❛❧ ♣❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❛ s♦rt ♦❢ ✧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✧ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤

♥❡✇ ♠❡♠❜❡r ♣✉ts ♠♦r❡ ❡✛♦rt ✐♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱

t♦ ❛✈♦✐❞ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛♦rt s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✬s ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✇❛②

t♦ ❜♦♦st ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❛ ❝♦❡r❝✐✈❡ str❛t❡❣② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✐③❡❞ ♠❛❥♦r✐t✐❡s ♦r ❢❡❡❧✐♥❣s ♦❢ r❡s❡♥t♠❡♥ts✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t

✐t ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ t♦ st✐♠✉❧❛t❡ ❛ ♠✉❧t✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠

❞❡✈♦t❡❞ t♦ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡ ❞✐✈❡rs✐t② t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛❝❝✉❧t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣

❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ♠✉t✉❛❧ ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝✉❧t✉r❡s✳
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✷✵✶✺ ❛♥❞ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② t❤❡r❡✐♥ ❝✐t❡❞✮✱ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ s✉❝❤ ✐♥✲❣r♦✉♣ ❜✐❛s✳ ❊✈❡r❡tt ❡t

❛❧✳✭✷✵✶✺✮ ❡①♣❧♦r❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡

✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ♦✇♥✬s ❣r♦✉♣ ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢s ♦❢ ❢✉t✉r❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❛❝t✐♦♥ ❜② t❤❡✐r ♦✇♥✱

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ❣r♦✉♣✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣t ✐s t❤❛t ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t② ✭❚❛✐❢❡❧✱ ✶✾✼✹✮✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤

❛ s♦❝✐❛❧ ❣r♦✉♣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ ♣❡r❝❡✐✈❡ t♦ ❜❡ ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡

s❛♠❡ ❝❛t❡❣♦r② s❤❛r✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦r s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✭♥❛t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❣❡♥❞❡r✱ ❥♦❜s✱

❡t❝✳✮✳ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t②✱ ✐✳❡✳ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡

♣❛②♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦st r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛♦rts ❞❡✈♦t❡❞ t♦ r❡❛❧✐③✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♦✉t❝♦♠❡ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧

❜❡♥❡✜t ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs ✭❉♦✈✐❞✐♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳

❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❣❡♥ts✬ ❡✛♦rt ❛♥❞ t❤❡r❡✲

❢♦r❡ t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❡❛♠ ♠❡♠❜❡rs s❤♦✇✐♥❣ t♦ ✇♦r❦ s②♥❡r❣✐st✐❝❛❧❧② ✭❆❧❝❤✐❛♥ ❛♥❞ ❉❡♠s❡t③✱

✶✾✼✷✮✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡♥❡✜ts✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♦r r❡❧❛t❡❞ t♦ r❡♣✉✲

t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ r❡♣✉t❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❊✈❡r❡tt ❡t ❛❧✳

✷✵✶✺✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②✮✱ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ✐♥♣✉t t♦ ♣✉s❤ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡

t❤❡ ❜❡❧✐❡❢s t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡rs ✇✐❧❧ r❡❝✐♣r♦❝❛t❡ ♥♦✇ ♦r ❧❛t❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦

❣✐✈❡ ❛ s✐❣♥❛❧ t♦ ❜❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ❛ tr✉st✇♦rt❤② ♣❡rs♦♥✳

▼✐❧✐♥s❦✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ s❤♦✇ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ♣❡♦♣❧❡

❝♦♦♣❡r❛t❡ ♠♦r❡ ✇❤❡♥ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❚r❛❣❡❞②

♦❢ ❈♦♠♠♦♥s ♥❡✈❡r ❛♣♣❧✐❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② str♦♥❣❡r t♦✇❛r❞s ✐♥✲❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs✱

❛s ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♠♣❧✐❡s ❤✐❣❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❜❡ r❡❝✐♣r♦❝❛t❡❞ ❢r♦♠

t❤♦s❡ ✇❤♦ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s♦❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t② ✭❊✈❡r❡tt ❡t ❛❧✳✱✷✵✶✺✮✳

❆♣♣❛r❡♥t❧② t❤✐s ✐♥✲❣r♦✉♣ ❜✐❛s ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ❣r♦✉♣

❛s t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❣r♦✉♣ tr❡❛t♠❡♥ts ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs✱

❛❧s♦ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙❤❡r❡♠❡t❛ ✭✷✵✶✺✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉❝❝❡❡❞

♣❡♦♣❧❡ t❡♥❞ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ♠♦r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣ ❜✉t✱ ❛s t❤❡ ❡✛♦rt ✐s ♥♦t

✸



❝♦st❧❡ss✱ t❤❡② ♠❛② t❡♥❞ t♦ ❢r❡❡✕r✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡

❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ❛r❣✉❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❛❝t♦rs ❛✛❡❝t✐♥❣

t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❣r♦✉♣ s✐③❡✱ s❤❛r✐♥❣ r✉❧❡✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✐♠♣❛❝t

❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ♣❧❛②❡rs✳ ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❊✈❡r❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✱ ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r

✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥✕❣r♦✉♣ ❜✐❛s ✐s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s r❡❧❛t❡❞ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢

✐♥✕❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs ♦r ✐♥ ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✐♥✕❣r♦✉♣ ❛♥❞ ♦✉t✕❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ ❣r♦✉♣s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐ss✉❡

♦❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t r❡❝✐♣r♦❝✐t② ✭❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ✶✾✽✼❀ ◆♦✇❛❦ ❛♥❞ ❙✐❣♠✉♥❞✱

✶✾✾✽✱ ✷✵✵✺✮✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✐♥❞✐r❡❝t r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡❝✐❞❡ t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♦♣✲

❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❤❡❧♣❢✉❧ ❛❝t✐♦♥s t♦✇❛r❞s ♦t❤❡rs ✐♥ ❛ str❛t❡❣✐❝ ✇❛② t♦ ❜✉✐❧❞ ✉♣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡rs♦♥❛❧

r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❤❡❧♣✱ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❆s ◆✐❡t③s❝❤❡ ✇✐❧❧

♣✉t ✐t✱ ✐t ✐s t❤❡ s❡❧✜s❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r♦✉s✳

❍❛rr✐s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ✐♥✕❣r♦✉♣ ❜✐❛s ✐s ❞❛♥❣❡r♦✉s t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs✱

s♦♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s❡t ✉♣ ❛♥❞ s❤❛r❡ ❜r♦❛❞❡r ❡t❤✐❝❛❧ s♦❝✐❛❧

♥♦r♠s ❛❝r♦ss ❣r♦✉♣s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♦t❤❡r ❛✉t❤♦rs✱ ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥t♦ t❤❡

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ s❤♦✇ t❤❛t s♦♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞♦ ❤❡❧♣ ♦t❤❡rs ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡✐r ❤❡❧♣ ✐s ♥♦t ✐♥

t❤❡✐r ✐♥t❡r❡st ✭❈❛♠❡r❡r ❛♥❞ ❋❡❤r✱ ✷✵✵✹✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♦t❤❡r✲r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❞♦ ❞r✐✈❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭❛t ❧❡❛st s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠✮ ✐♥ t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ♦❢ ♦t❤❡rs✱ ❛s ✇❡❧❧

❛s ❢❛✐r♥❡ss ❛♥❞ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ✭❋❡❤r ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t✱ ✶✾✾✾❀ ❈❤❛r♥❡ss ❛♥❞ ❘❛❜✐♥✱ ✷✵✵✷❀ ❈❛♠❡r❡r✱

✷✵✵✸✮✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ tr② t♦ ❡♥❧✐❣❤t❡♥ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥s✐❣❤ts ❛❜♦✉t r❡♣✉t❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞

✐♥✲❣r♦✉♣ ❢❛✈♦r✐t✐s♠✳ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ s❤❛r❡ ♦❢ ✐♥✲

❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs ✇✐t❤ ❛ ♣r♦✲s♦❝✐❛❧ ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡

❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s ✐♥ s♦❝✐❡t② ♠✉st ❝♦♦♣❡r❛t❡ t♦ r❡❛❧✐③❡ ❛ ❥♦✐♥t ♣r♦❥❡❝t✱ ✇❤✐❝❤

♥❡❡❞s t❤❡ ❡✛♦rt ♦❢ ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡r✐♦❞✳ ❙♦♠❡ t②♣✐❝❛❧

❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ s❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱

❞❡♣❛rt♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❡t❤♥✐❝ ♠❛❥♦r✐t✐❡s ❛♥❞ ♠✐♥♦r✐t✐❡s ✭❡✳❣✳ ♠✐❣r❛♥ts✮ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ❝♦✉♥tr②✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳

❆s t❤❡ r❡t✉r♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s✱ t❛❦✐♥❣ t♦♦ ♠✉❝❤ ❝❛r❡ ❥✉st t♦ t❤❡

✐♥✲❣r♦✉♣ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❝♦✉♥t❡r♣r♦❞✉❝t✐✈❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❧♦✇ ❡✛♦rts t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡

♦✉ts✐❞❡ ❣r♦✉♣✳ ❚❤✐s ✧♥❛rr♦✇ r❡♣ t❤✐♥❦✐♥❣✧ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❧❡ss ❝♦❤❡s✐✈❡ s♦❝✐❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱
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♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❝✉❧t✉r❛❧ s♦❝✐❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♦t❤❡r✲r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s❤❛r❡ ♦❢

✐♥✲❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs✱ r❡♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞r✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t

❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❣r♦✉♣s✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✜✈❡ ❙❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ■♥

❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♦✉r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ♣r✐♠❛r②

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ ❣r♦✉♣ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt ✸ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ❤♦✇ t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠✐♥✐♠❛❧ s❤❛r❡ ❝❛♥ ❜♦♦st s♣❡❝✐✜❝ ❜❡t✇❡❡♥✲❣r♦✉♣ ❡✛♦rts ❢♦r t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥

♦❢ ❛ ❥♦✐♥t ♣r♦❥❡❝t✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t✇♦ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛t ✇♦r❦✿ ✐t ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜♦♦st ❜❡t✇❡❡♥✕❣r♦✉♣

❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡rs ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts ❛ ♠♦r❡ ❝❛✉t✐♦✉s ❛❧tr✉✐s♠ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛

t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ❡✛♦rt ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ t❤✐s ♠✐♥✐♠❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣❡♦♣❧❡✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s ❡✛❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦❡r❝✐✈❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛

♣❡♥❛❧t② ♦♥ t❤❡ r❡t✉r♥s ♦❢ t❤❡ ❧❡ss ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤✐s ✇❛②

t♦ ❜♦♦st ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✐③❡❞ ♠❛❥♦r✐t✐❡s

♦r ❢❡❡❧✐♥❣s ♦❢ r❡s❡♥t♠❡♥ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ n1 ❛♥❞ n2 ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✇❤♦ ❛r❡ ❡♥❣❛❣❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❥❡❝t

✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t❤❡ ❥♦✐♥t ❡✛♦rts ♦❢ ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ T ✳

❊❛❝❤ ❣r♦✉♣ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❤✐s s♦❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s str♦♥❣❡r ✐♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ s♦ t❤❛t

✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ✉t✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ r❡♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t✇♦ ♥❡✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ♠✉st ❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❡✛♦rt

♣✉t ✐♥ t❤❡ ✐♥✲❣r♦✉♣ ♦r ❜❡t✇❡❡♥✕❣r♦✉♣s ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ❢✉❧❧ r❡t✉r♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❢♦r

❡❛❝❤ ♥❡✇ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ s❤❛r❡s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡t✉r♥s r1 ❛♥❞

r2✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✇✐t❤✐♥✕❣r♦✉♣s ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢

♠❛❦✐♥❣ ❛♥ ❡✛♦rt ❤❛s ❝❧❡❛r❧② ❛ ❝♦st✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

a1 ❛♥❞ a2 ❢♦r ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡

❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ ✐♥ t✐♠❡ t❤❛t u1 ❛♥❞ u2 ❛r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡✛♦rt ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t

✺



✐♥ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ s♦❧✈❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡

t✇♦ ❣r♦✉♣s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ s♦❧✈❡s✿

max
u1

∫ T

0

e−ρt[r1n1u1(t)u2(t)− α1u
2
1(t)− α2u

2
2(t) + n1R(t)+

r2n2(u1 − u1(t))(u2 − u2(t))− α1(u1 − u1(t))
2
− α2(u2 − u2(t))

2]dt, ✭✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ u1 t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥ [0, u1] ∈ R✱ u2 ✐♥ [0, u2] ∈ R ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ R ✐s r✉❧❡❞ ❜②











R′(t) = −δR(t) + cu1(t)− ku2(t)

R(0) = R0 > 0.

✭✷✮

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ c ❛♥❞ k ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ ✇❤✐❧❡ δ ✐s t❤❡ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡✳

❚❤✐s ❧❛st ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♥❡❡❞s ❢♦r ❞✐st✐♥❝t✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦t❤❡rs

✭❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇r❡✇❡r✱ ✶✾✾✶✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❧s♦ ❛✈♦✐❞ s❡❧❢✲❝♦♥str✉❛❧s t❤❛t ❛r❡

❡✐t❤❡r t♦♦ ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ ♦r t♦♦ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡

❝❛t❡❣♦r② ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s✮ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛✇❛r❞❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ♦✇♥ s❦✐❧❧s ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✱ ♦r t♦ ❛✈♦✐❞ ❛❧✐❡♥❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳

❚❤❡ t❡r♠ ku2 ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❙♦❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣✳ ■♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ s♦❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t② ✐s ❞✐sr✉♣t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣ ✐s ❤✐❣❤❧②

❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✱ s♦ t❤❛t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝✐♣r♦❝✐t② t♦✇❛r❞s ✐t ✐s ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ t❤r❡❛t

♦❢ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ✇❤♦ ♦♥ t✉r♥ ❞♦ ♥♦t r❡❝✐♣r♦❝❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡r✳ ❚❤✐s

✐s ❛ s♦rt ♦❢ ❜r✐❞❣✐♥❣ ✭♦r ✐♥❝❧✉s✐✈❡✮ s♦❝✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧✭P✉t♥❛♠✱ ✷✵✵✵✮ t❤❛t✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣

s♦❝✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥✇❛r❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ r❡✐♥❢♦r❝❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡

✐❞❡♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣r♦✉♣s✱ ✐♥st❡❛❞ ✐t ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ♦✉t✇❛r❞✲❧♦♦❦✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❝♦♠♣❛ss

♣❡♦♣❧❡ ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t s♦❝✐❛❧ ❞✐✈✐❞❡s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛②❡r s♦❧✈❡s

max
u2

∫ T

0

e−ρt[r1n1u1(t)u2(t)− α1u
2
1(t)− α2u

2
2(t)− n1R(t)+

r2n2(u1 − u1(t))(u2 − u2(t))− α1(u1 − u1(t))
2
− α2(u2 − u2(t))

2]dt, ✭✸✮

✇❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ st❛t❡ R ✐s r✉❧❡❞ ❜② ✭✷✮✳

✻



❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❣❡♥t ✇❡ s✉❜tr❛❝t n1R s✐♥❝❡ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t②

❝♦st t❤❛t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐ts❡❧❢✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ u2 ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✭✶✮✕✭✷✮

H(t, u1, R, λ) = r1n1u1u2 − α1u
2
1 − α2u

2
2 + n1R+

r2n2(u1 − u1)(u2 − u2)− α1(u1 − u1)
2
− α2(u2 − u2)

2 + λ(−δR+ cu1 − ku2).

▼❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ u1 ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ✐t ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❛t

u∗

1 ❣✐✈❡♥ ❜②

u∗

1(t) = C1 + C2u2(t) + C3λ(t) ✭✹✮

✇❤❡r❡

C1 =
u1

2
−

r2n2u2

4α1
, C2 =

r1n1 + r2n2

4α1
❛♥❞ C3 =

c

4α1
. ✭✺✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡✛♦rt ❢♦r t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♦✇♥

♠❡♠❜❡rs ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s✿

• P♦s✐t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ♦✇♥✕❣r♦✉♣ s✐③❡ ✭❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡✕❣r♦✉♣ s✐③❡✮✳ ■♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❡①❛❝t ❡✛❡❝t ♦❢ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ✐s ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧ ❡♥♦✉❣❤✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ t❤❡✲

♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛♠♦♥❣ t❤❡✐r ♠❡♠✲

❜❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉ts✐❞❡rs ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢

r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡✲

s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡ s✐③❡❞ ♠❛❥♦r✐t✐❡s t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t② ✐s str♦♥❣❡r ❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥

✇✐t❤✐♥ ❣r♦✉♣ ❤✐❣❤❡r✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ♥❡❛r❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❢♦r ♠✐♥♦r✐t✐❡s

✭s❡❡ ❙❤❡r❡♠❡t❛ ✷✵✶✺ ❢♦r ❛ s✉r✈❡② ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s❡s✮✳ ❖✉r

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧t s❤♦✇s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ✇❤✐❝❤ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ✐❢ r❡t✉r♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳

• P♦s✐t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❡✛♦rt ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡✐r ❢✉❧❧ r❡t✉r♥s✳ ❚❤✐s

♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ✐s ●r♦✉♣ ✷ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✇✐t❤ ●r♦✉♣ ✶✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♦❢

t❤❡ ❧❛tt❡r t♦ r❡❝✐♣r♦❝❛t❡ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❣r♦✉♣ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡

♦✉ts✐❞❡ ❣r♦✉♣ ❧❡ss❡♥s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s✉♣♣♦rt

t♦ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✧s♠❛❧❧ ❝❧♦s❡❞ s♦❝✐❡t②✧ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt♥❡r t♦

❝♦♦♣❡r❛t❡✳

✼



• ❆s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✛♦rt ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ u1 ❞❡✲

❝r❡❛s❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ❝❛♥ ❢r❡❡✕r✐❞❡ ✇❤❡♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣

✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❛❧s♦ ✇❤❡♥ r❡t✉r♥s r2 ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳

• P♦s✐t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ r❡♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s c t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣r✐❝❡ λ✳

❚❤❡ ❝♦✲st❛t❡ λ s♦❧✈❡s✿

λ′(t) = ρλ(t)−
∂H

∂R
= (ρ+ δ)λ(t)− n1, ✭✻✮

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥

λ(T ) = 0. ✭✼✮

❋r♦♠ ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✼✮ ✇❡ ✜♥❞

λ(t) =
n1

ρ+ δ
[1− e(ρ+δ)(t−T )]. ✭✽✮

❆s ❢❛r ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❣❡♥t ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✹✮ ✐♥ ✭✸✮ ✇❡ ♠❛①✐♠✐③❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ u2 t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

H(t, u2, R, µ) = r1n1u
∗

1u2 − α1u
∗

1
2
− α2u

2
2 − n1R+

r2n2(u1 − u∗

1)(u2 − u2)− α1(u1 − u∗

1)
2
− α2(u2 − u2)

2 + µ(−δR+ cu∗

1 − ku2).

❍❡♥❝❡ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❋✳❖✳❈✳

∂H

∂u2
= [2(r1n1 + r2n2)C2 − 4α1C

2
2 − 4α2]u2+

(2α2 − r2n2)u2 + (2α1C2 − r2n2)u1 ++cC2µ = 0,

t❤❡ ❝♦✲st❛t❡ µ s♦❧✈❡s

µ′(t) = ρµ(t)−
∂H

∂R
= (ρ+ δ)µ(t) + n1, ✭✾✮

❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥

µ(T ) = 0. ✭✶✵✮

❋r♦♠ ✭✾✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮✱ ✇❡ ✜♥❞

µ(t) =
n1

ρ+ δ
[e(ρ+δ)(t−T )

− 1]. ✭✶✶✮

✽



◆♦t✐❝❡ t❤❛t µ = −λ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ r❡♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s R ♦♣♣♦s✐t❡

❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ t✇♦ s✐♠✐❧❛r ♣❧❛②❡rs ✐♥ ❞✐✈❡rs❡ ❣r♦✉♣✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦st ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞

❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❛ ❜❡♥❡✜t ❢♦r t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t 4α1C2 = r1n1 + r2n2 ✇❡ ❤❛✈❡

∂H

∂u2
= 4(α1C

2
2 − α2)u2 + (2α2 − r2n2C2)u2 + (2α1C2 − r2n2)u1 + (cC2 − k)µ = 0,

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ H ✇❡ ❛ss✉♠❡ C2
2 < α2

α1

✭✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❡✛♦rt t♦

❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❡♥♦✉❣❤ ✇✳r✳t t❤❡ r❡t✉r♥s t♦ st✐❧❧ ♠❛❦❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t

❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦✇♥✬s ❣r♦✉♣✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ♣❧❛②❡r ✷ ✇♦✉❧❞ ♣✉t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡✛♦rt

♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✮ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❛t u∗

2 ❞❡✜♥❡❞ ❛s

u∗

2(t) =
(2α2 − r2n2C2)u2 + (2α1C2 − r2n2)u1 + (cC2 − k)µ(t)

4(α2 − α1C
2
2 )

✭✶✷✮

• ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣✱ ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ n2r2✱

t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦sts ♦❢ ❡✛♦rt ♠❛② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐t t❤❛t t❤❡ ♣❧❛②❡r ✇❛♥ts t♦ ♣r♦✈✐❞❡✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡s❡ ❝♦sts ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❢♦r ♠✐♥♦r✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ ❡①tr✐♥s✐❝ ❢❛❝t♦rs ✭❢♦r ✐♥✲

st❛♥❝❡ ❞✐✈❡rs❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❢♦r ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r

♠✐♥♦r✐t✐❡s ❡t❤♥✐❝❛❧ ❣r♦✉♣s✱ ❡t❝✳✮✳ ❘❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡s❡ ✉♥❢❛✐r ❝♦sts✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠✉❧t✐❝✉❧t✉r❛❧

♣❛r❛❞✐❣♠ ♣r♦♠♦t✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡♥

❜❡tt❡r ♠✐♥♦r✐t② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r t❤❡♠ ❛♥❞ r❡❛❧✐③❡ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡

♣r♦❥❡❝t✳

• ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ r2 ✭❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ s✐③❡ n2✮ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡r ♠❛② ❢r❡❡✕r✐❞❡ ✇✳r✳t

❤✐s ♦✇♥ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ♠♦r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳

• ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❡✛❡❝t k ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♥❡❡❞s ❧❡ss ❡✛♦rt t♦

❤❛✈❡ ❣r❡❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ✇❡❛❦❡♥ ❤✐s s♦❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t②✱

s♦ t❤❛t t❤❡ ♦✉ts✐❞❡r ❝❛♥ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ♠♦r❡ ✇✐t❤ ❤✐s ♦✇♥ ❣r♦✉♣✳

• ❋✐♥❛❧❧❧②✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ c ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡✛♦rts✱ ❝♦♥❝❡r♥s

❜♦t❤ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ t❤✐s ❧❛st t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣r✐❝❡ µ✳ ❋♦r

❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r1 ❛♥❞ n1✱ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥♦r✐t② ❣r♦✉♣ ♠✉st ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r

❡✛♦rts ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❜✉t u2 ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❛t ❣r♦✉♣

✾



✐s ✇♦r❦✐♥❣ ❤❛r❞ ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡✐r ♣❡❡rs ❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡♠ ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ♠❛✐♥

✇❛② t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♦✇♥ ❣r♦✉♣✳

✸ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❣r♦✉♣s ♠❛② ❜❡ ❜♦♦st❡❞ ❜② s♠❛❧❧

s❤❛r❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ♣r♦✲s♦❝✐❛❧ ❛tt✐t✉❞❡s t♦✇❛r❞s

t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs✳

❆s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡✛♦rt ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ u1 ❞❡❝r❡❛s❡s✱

❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ❝❛♥ ❢r❡❡✕r✐❞❡ ✇❤❡♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ r❡t✉r♥s r2 ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳

❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❣r♦✉♣s ♠❛② ❜❡ ❜♦♦st❡❞ ❜② s♠❛❧❧ s❤❛r❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ♣r♦✲s♦❝✐❛❧

❛tt✐t✉❞❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs✳

❖✉r r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❙❡❝t✐♦♥ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧s♦ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ ✐s

❤✐❣❤❧② ♣r♦❞✉❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ♠♦r❡ ✇✐t❤ ✐t✱ t❤✐s ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠❛②

❜❡ s❤❛r♣❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ r❡♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s c✳ ■❢ ✇❡ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ♠♦r❡

❝♦❤❡s✐✈❡ s♦❝✐❡t②✱ ✇✐t❤ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ✇❤♦ s❡ts ✉♣ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❡✛♦rts t❤❛t

❜♦t❤ t❤❡ ❛❣❡♥ts s❤♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ t♦ r❡❛❧✐③❡ ❛ s❤❛r❡❞ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♣r♦❥❡❝t✱ ✐t ✇✐❧❧ s♦❧✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡

✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s♠❛❧❧ ❤✐♥t ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦♥ R✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ u1 ❛♥❞ u2 ✇♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ r❡t✉r♥s✱ ❝♦sts ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢ ❜♦t❤

❣r♦✉♣s✭♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✮✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❙❤❡r❡♠❡t❛✱ ✷✵✶✺ ❛♥❞ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② t❤❡r❡✐♥

❝✐t❡❞✮ ✇❤❡♥ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❡♥❢♦r❝❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

❣r♦✉♣s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥♦t❤❡r ❧❡ss ❝♦❡r❝✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠♦r❡

❝♦❤❡s✐✈❡ s♦❝✐❡t② ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥❝❡r♥s ❛r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜② ❡❛❝❤

♠❡♠❜❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❣r♦✉♣s ❝❛♥

❜❡ ♣✉s❤❡❞ ✉♣ ❜② s♠❛❧❧ s❤❛r❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ♣r♦✲s♦❝✐❛❧ ❛tt✐t✉❞❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t❤❡ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞ ♣r❛❝t✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

❣r♦✉♣s ❜② ❛ s♠❛❧❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ♦t❤❡r✲r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜♦♦st

❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✧✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡s✉❧t ♠❛② ❛r✐s❡ s✐♥❝❡ ✐t ♣✉s❤❡s

✶✵



❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs ✭❇❡❝❝❤❡tt✐✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤✐s ♣r♦♠♦t✐♦♥ t♦✇❛r❞s

❤②❜r✐❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ❛t t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✧s♦❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ❡♥✲

t❡r♣r✐s❡s✧ ❧✐❦❡ ❢❛✐r tr❛❞❡rs✭❇❡❝❝❤❡tt✐✱ ✷✵✵✼✮❀ ❜✉t ❛❧s♦ ❛t ❛ s♦❝✐❛❧ ❧❡✈❡❧ ✇❤❡♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s

♦r s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ♣✉t ✐♥ ♣❧❛❝❡ t♦ s♠♦♦t❤ s♦❝✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts ❛♥❞ ♣✉s❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦✇❛r❞s

✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❤♦✇ t❤✐s s❤❛r❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ♦t❤❡r✲

r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❧✐♠✐t t❤❡ r❡♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s✱ ❤❡♥❝❡ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥

✇✐t❤ ♦✉ts✐❞❡rs✳

❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤✐s r❡✈✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ t✇♦ ♣❧❛②❡rs s♦❧✈❡ t❤❡

s❛♠❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❙❡❝t✐♦♥ ❜✉t ✇❤❡r❡ R ✐s ♥♦✇ r✉❧❡❞ ❜②✿










R′(t) = −δR(t) + cu1(t)− ku2(t) + s(u1 − u1(t))

R(0) = R0 > 0.

✭✶✸✮

✇❤❡r❡ s ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ s❤❛r❡ ♦r t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣

♠❡♠❜❡rs t♦ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs✭❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✮✳

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞✿

u∗∗

1 (t) = C1 + C2u2(t) + C3λ(t) ✭✶✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ λ ✐s t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✽✮✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts C1✱ C2 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✮ ❛♥❞

r❡❝❛❧❧✐♥❣ C3 ✇❡ s❡t

C3 =
c− s

4α1
= C3 −

s

4α1

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s✿

u∗∗

1 (t) = u∗

1(t)−
s

4α1
λ(t) ✭✶✺✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛②❡r✱ ✇❡ ❣❡t✿

u∗∗

2 (t) =
(2α2 − r2n2C2)u2 + (2α1C2 − r2n2)u1 + [(c− s)C2 − k]µ(t)

4(α2 − α1C
2
2 )

, ✭✶✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦st❛t❡ µ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✶✮✳

✶✳ ❚❤❡ s❤❛r❡ s ♦❢ ❛❧tr✉✐st✐❝ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❜♦♦sts ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs✿

❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ u1 t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❡♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❝♦♥❝❡r♥s ❜② ❛♥ ❛♠♦✉♥t c − s✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt t♦

❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ❣r♦✉♣✳
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✷✳ ❚❤❡ s❤❛r❡ s ♦❢ ❛❧tr✉✐st✐❝ ❛❣❡♥ts ♠❛② ❛❧s♦ ❜♦♦st ♦✉ts✐❞❡rs✬ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣✳❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛

r❡❞✉❝❡❞ u1 ✐s ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧ ❛s ✐t ❞❡♣❡♥❞s ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥t✱

t❤❛t ✐s ♦♥ t❤❡ ♥❡✇ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ u2✳ ❚❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡

s ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ u2 ✐s ♥♦t ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s✿ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s c− s r❛✐s❡s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♦✉s✐❞❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ❧❡ss ✐♥ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣✱ ❛s t❤❡

❡✛❡❝t ♦❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t② ✐s ✇❡❛❦❡r ❛♥❞ ❤❡ ❝❛♥ ❢r❡❡✲r✐❞❡ ❢r♦♠

t❤❡ ♦t❤❡rs✬ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✲✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✭✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❜② ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ✇❡ ♠❡❛♥

t❤❛t t❤❡ ♦✉ts✐❞❡r ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡

✇✐t❤ ❤✐s ♦✇♥ ❣r♦✉♣✮✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❧♦✇❡r ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ k✳

❚❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ r✐❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❣r♦✉♣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❜r♦❛❞❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❖❧s♦♥✬s

✇♦r❦ ✭✶✾✻✺✮✱ ✇❤♦ ❝❧❛✐♠s t❤❛t ❢r❡❡ r✐❞✐♥❣ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛♣♣❡♥ ✐❢ ❛ ❣r♦✉♣

❡♥❞❡❛✈♦rs ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐❧❧ ♥♦t

❢r❡❡r✐❞❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡✛♦rts ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ✐❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✇✐❧❧ ♣r♦❝✉r❡ ❜❡♥❡✜ts t♦ ❛❝t✐✈❡ ♠❡♠❜❡rs✳

■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ❢r❡❡r✐❞✐♥❣ ❤❛♣♣❡♥s✱ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥

✐♥t❡r❡sts ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs✳ ❖❧s♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❧✐❦❡ s❡❧❡❝t✐✈❡

r❡✇❛r❞s ❛♥❞ ❝♦❡r❝✐✈❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦♥❧② ✇❛②s t♦ s♦❧✈❡ ♦✉t t❤❡ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❢r❡❡r✐❞✐♥❣

✐ss✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣

♠❛② ❜♦♦st ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs t♦✇❛r❞s t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ✐ts❡❧❢✳ ❖✉r r❡s✉❧ts

s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❢✉❧❧ ❡✛❡❝t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✇♦ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳

✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ✈❡rs✉s t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs ❝❛♥ ❝♦✉♥t ❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡

✧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✧ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r♦✉s ♣❡♦♣❧❡ ♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳

❚❤❡ ✜rst ❡✛❡❝t ♣r❡✈❛✐❧s ❢♦r ✈❡r② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ k✱ ❤♦❧❞✐♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s ❝♦♥st❛♥t✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t s❡❡♠s s✉✐t❛❜❧❡✱ ✐♥ s✉❝❤ ❝♦♥t❡①t✱ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❖❧s♦♥✬s ♣r♦♣♦s❛❧ ✭✶✾✻✺✮ t♦ ❜❡

❛❧tr✉✐st✐❝ ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡r ✇❤♦ ✇✐❧❧ ✐♥ t✉r♥ ♣r♦❝✉r❡ ❜❡♥❡✜ts t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♠❡♠❜❡rs✳

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t♦ ❛❞❞ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ R

❜❡❝♦♠❡s

R′(t) = −δR(t) + cu1(t)− ku2(t) + s(u1 − u1(t))

✶✷



✇❤❡r❡










s > 0 iff u2 ≥ ũ2

0 otherwise

✭✶✼✮

❚❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ s❡ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ũ2 ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

t♦ r❡q✉❡st ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ❛♥❞ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ r❡t✉r♥ r1

❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❥❡❝t ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ũ2 = u∗

2✮✳

✹ ❈♦❡r❝✐✈❡ ✈s ❛❧tr✉✐st✐❝ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦✉t✲

s✐❞❡rs

■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ♦✉t t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢r❡❡ r✐❞✐♥❣✳ ■♥ ❖❧s♦♥✬s ✇♦r❦ ✭✶✾✻✺✮ ❡✈❡♥ ❝♦❡r❝✐✈❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛ ✇❛②

t♦ r❡♠❡❞✐❛t❡ t♦ t❤❡ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇♦♥❞❡r ✐❢ ❛ s✐♠✐❧❛r s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳

❚❤❡ ✉s✉❛❧ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ t❤❡ ❝♦❡r❝✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t str❛t❡✲

❣✐❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❤✉♠❛♥ s♦❝✐❡t✐❡s ❛r❡ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦❡r❝✐✈❡

♦r❞❡rs t❤❛t ❝♦❡①✐st✱ s♦♠❡t✐♠❡s ✐♥ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✇❛②✱ ♦t❤❡r t✐♠❡s t❤❡② ❝♦♥✢✐❝t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r ❧✐✈✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

♦❢t❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❝♦❡r❝✐✈❡ ♣♦✇❡r t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r✉❧❡s✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❛❝❝❡♣t t❤❡♠✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱

s♦♠❡t✐♠❡s ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s♦❝✐❡t② ❝❛♥♥♦t ❡①✐st ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝♦❡r❝✐✈❡ ♣♦✇❡r ❛❜❧❡ t♦ ✐♠♣♦s❡ s♦♠❡

♥❡✇ r✉❧❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ s♦♠❡t✐♠❡s t❤❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❡r❝✐✈❡ ♣♦✇❡r ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡✲

♠♦✈❡ ❜❛rr✐❡rs t♦ ♥❡✇ ❥♦✐♥t ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭▼♦♥t❛♥✐✱✷✵✵✽✮✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧❧②✱

♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✱ ❝♦❡r❝✐♦♥✱ ❡t❝✳✱ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧

❢♦r ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐r❞✲♣❛rt② ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦sts ❛r❡ ❜♦r♥❡ ❜② t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜✉t t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❛❝❝r✉❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣✱ ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ r❡❝❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞

❤❛s ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❤✉♠❛♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❋❡❤r ❛♥❞ ❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r ✷✵✵✸❀

❋❡❤r ❛♥❞ ●❛❝❤t❡r ✷✵✵✵❀ ❇♦✇❧❡s ❛♥❞ ●✐♥t✐s ✷✵✵✸❀ ❇♦②❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸✮✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣✉♥✐s❤✲

♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣✐✈♦t ♦❢ ♥♦♥✲❦✐♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ♦❝❝✉rr❛♥❝❡

✶✸



t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s ♦♥❧② t♦ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣s✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♣♦s✐t✐✈❡ s❡♥t✐♠❡♥ts ✲ ❡♠♣❛t❤②✱ ❣❡♥❡r♦s✐t②

❛♥❞ s♦ ♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ ♣r♦s♦❝✐❛❧ ❛❝t✐♦♥s t♦✇❛r❞s str❛♥❣❡rs❀ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ♥❡❣❛t✐✈❡

❢❡❡❧✐♥❣s✱ ❧✐❦❡ s♣✐t❡ ❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ✉♥❢❛✐r♥❡ss✱ ❝❛♥ ♣❧❛② ❛ ♣✐✈♦t❛❧ r♦❧❡ t♦♦✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡② ❝❛♥

♣✉s❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛❣❛✐♥st ❢r❡❡✲r✐❞❡rs ✭❡✳❣✳ ❋❡❤r ❛♥❞ ❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r ✷✵✵✸❀ ❇♦②❞

❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❀ ❚♦♠❛s❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❀ ❍✐❧❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾✮✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❝♦♠♠✐t♠❡♥t t♦ ❛❜✐❞✲

❛♥❝❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ s❛♥❝t✐♦♥s ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦❞✉❝t✐✈❡✱ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❜✐tt❡r ❢❡❡❧✐♥❣s ❛♠♦♥❣ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❢❛✲

❝✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ✉♥✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✭❇✉r❜②

❛♥❞ P❛t❡rs♦♥✱ ✶✾✾✸✮✳ ■♥ ♠❛♥② ❝♦♥t❡①ts✱ ❛ ❝♦❡r❝✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ♠❛② ❜r❡❡❞

str♦♥❣ r❡s❡♥t♠❡♥ts✳ ❇✉r❜② ❛♥❞ P❛t❡rs♦♥ ✭✶✾✾✸✮ st✉❞② t❤❡ ❜❡st str❛t❡❣② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝♦♠✲

♣❧✐❛♥❝❡ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ st❛♥❞❛r❞ ♦r ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡✐r ✜♥❞✐♥❣s✱ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♠♣❛❝t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡

✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ st❛♥❞❛r❞✳ ■♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❛s❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♦r❞❡r

✇✐t❤♦✉t ❝♦❡r❝✐♦♥ ❜✉t t❤r♦✉❣❤ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❆①❡❧r♦❞ ❛♥❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✱ ✶✾✽✶✮

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥♥❡❞ ❛♥❞ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❝❛♥

❤②♣♦t❤❡s✐③❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐s♦♥❡r✬s ❞✐❧❡♠♠❛✱ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s

❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♥♦♥❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡✲

❝✐♣r♦❝❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❝❤ ❛♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❇❛ts♦♥ ✭✶✾✾✶✮ ✜♥❞s ♣r♦s♦❝✐❛❧

❢❡❡❧✐♥❣s✱ ❡✳❣✳ ❡♠♣❛t❤②✱ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞r✐✈❡r ♦❢ ♣r♦s♦❝✐❛❧ ❛❝t✐♦♥s t♦✇❛r❞s ♥❡✇❝♦♠❡rs✳

❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② r❡✈✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♣❡♥❛❧t② φu1 ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ r❡t✉r♥ ❣♦✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❣r♦✉♣ ♦♥❡✱

♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡✛♦rt ❤❡ ♣✉ts ✐♥t♦ ❤✐s ❣r♦✉♣✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❛❧

P❧❛♥♥❡r ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❣♦ ✐♥st❡❛❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❣r♦✉♣✳ ❍❡♥❝❡ ♥♦✇ t❤❡ ♣❧❛②❡r ♦♥❡ s♦❧✈❡s✿

max
u1

∫ T

0

e−ρt[r1n1u1(t)u2(t)− α1u
2
1(t)− α2u

2
2(t) + n1R(t)+

r2n2(u1 − u1(t))(u2 − u2(t))− α1(u1 − u1(t))
2
− α2(u2 − u2(t))

2
− φu1]dt, ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ φ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ R ✐s r✉❧❡❞ ❜② ✭✷✮✳

❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t u2 ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ✜①❡❞ ❛t t❤❡

✶✹



♥❡❝❡ss❛r② ❧❡✈❡❧ t♦ ♥♦ ♠❛❦❡ ❢r❡❡ r✐❞✐♥❣✱ ✇❡ ❣❡t✿

ǔ1(t) = u∗

1(t)−
φ

4α1
✭✶✾✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ✭✶✹✮✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❛t ǔ1(t) > u∗∗

1 (t) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ φ
4α1

<
sλ(t)
4α1

♦r

φ < sλ(t)✳

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ λ(t) ✐♥ ✭✽✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

φ < s
n1

ρ+ δ
[1− e(ρ+δ)(t−T )]. ✭✷✵✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❢♦r ❤✉❣❡ s✐③❡❞ ♠❛❥♦r✐t② ❣r♦✉♣s✱ ✐✳❡✳ ❢♦r n1 ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✱ ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞s

tr✉❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❛❧s♦ ❢♦r ✈❡r② s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧s♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡s❡♥t♠❡♥t✱ ♠❛❦✐♥❣ ❝♦✲

❡r❝✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r♣r♦❞✉❝t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❣❡♥❡r❛t❡s ❛✈❡rs✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs ✇❤♦ ❛r❡

✐♥❞✐r❡❝t❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❛t✱ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t k ❞❡❝r❡❛s❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧②✳

❚❤❛t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦❡r❝✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❡✈❡♥ ❜❡ ❝♦✉♥t❡r♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❜② ❡♥❣❡♥❞❡r✐♥❣

✐♥tr❛♥s✐❣❡♥❝❡ t❤❡ ❧♦✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ R ❜❡❝♦♠❡s R′(t) = −δR(t) + cu1(t) − k(1 − υφ)u2(t)

✇❤✐❝❤✱ ❜② r❛✐s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ u∗

2✱ ✇✐❧❧ ❝❧❡❛r❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ u1 t❤❡

✜rst ♣❧❛②❡r ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ t♦ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❣❧♦❜❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♠✉❧t✐❝✉❧t✉r❛❧ s♦❝✐❡t②✱ t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✈❡rs✐t② s❡❡♠s ❛

♥❡❝❡ss❛r② ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❥♦✐♥t ♣r♦❥❡❝t t❤❛t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡✛♦rt ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s✳

❯s✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✲

❛t✐♦♥ t♦ ❜♦♦st ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣s ✇❤❡♥ r❡♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t②

♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❣r♦✉♣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ ♠✐♥♦r✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❧♦✇ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡s✐r❡ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♣r♦♣❡♥s✐t② t♦ ❢r❡❡ r✐❞✐♥❣✱ t❤❡♥ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡

❡✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❧♦✇✲✐♥❝❧✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐❢ t❤❡ ❢✉❧✜❧❧♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❡♥❝♦✉♥t❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡

❝♦❤❡s✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs ✐s ♣✐✈♦t❛❧ ❢♦r ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t ✇♦r❦ ✇❤✐❧❡ ❞r✐❢t✐♥❣ t♦ ❛
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❣r♦✉♣ t❤✐♥❦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭❲❤②t❡✱ ✶✾✺✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❛♥❣❡r♦✉s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥♦r✐t②

❤❛s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ♦✉ts✐❞❡ ❣r♦✉♣ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❙♦♠❡

♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ♦♣❡r❛t❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇✐t❤ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇♦r❦❢♦r❝❡ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ♠♦r❡

❡✣❝✐❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✇♦r❦❢♦r❝❡✳

❖✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ✇❤❡♥ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♠❛♥❛❣✐♥❣ ♠✉❧t✐❝✉❧t✉r❛❧

♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ s♦❝✐❛❧ ♠✉❧t✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡

s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t✐♥② s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦s♦❝✐❛❧ ♣❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❛

s♦rt ♦❢ ✧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✧ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ♥❡✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❣✐✈❡s ❧❡ss ❡♠♣❤❛s✐s t♦

♣❡rs♦♥❛❧ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ♣✉ts ♠♦r❡ ❡✛♦rt ✐♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛♦rt s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✬s ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳

❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✇❛② t♦ ❜♦♦st ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❛ ❝♦❡r❝✐✈❡ str❛t❡❣②

✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✐③❡❞ ♠❛❥♦r✐t✐❡s ♦r ❢❡❡❧✐♥❣s ♦❢ r❡s❡♥t♠❡♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s t♦ st✐♠✉❧❛t❡ ❛

♠✉❧t✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠ s♦ ❛s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦s♦❝✐❛❧ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❣r♦✉♣✳

❚❤❡r❡ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❡❜❛t✐♥❣ ❞✐✈❡rs❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✭s❡❡ ❲❤✐t❡✱ ✶✾✾✾✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤✐s ✉s✉❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥

♠✉❧t✐❝✉❧t✉r❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s✿ ✐✮❛ttr❛❝t t❤❡ ❤✐❣❤❡st q✉❛❧✐t② ♦❢ ❤✉♠❛♥ r❡s♦✉r❝❡s✱ ✉♣❤♦❧❞ ❛♥❞

❢✉rt❤❡r t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✇♦r❦❡rs ❢r♦♠ ❞✐✈❡rs❡ ❝✉❧t✉r❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞s❀ ✐✐✮ ❝❛♥ ✉♥❞❡r✲

st❛♥❞ ❛♥❞ ♣❡♥❡tr❛t❡ ✇✐❞❡r ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✭❢♦r❡✐❣♥✮ ♠❛r❦❡ts❀ ✐✐✐✮ ❞✐s♣❧❛② ❣r❡❛t❡r ❝r❡❛t✐✈✐t②

❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❜❡tt❡r ♣r♦❜❧❡♠✲s♦❧✈✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②❀ ✐✈✮ ❛r❡ ❜❡tt❡r ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❛♣t t♦ ❝❤❛♥❣❡

❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t ♠♦r❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❛❧ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✮✳ ❆♣♣❛r❡♥t❧②✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❡❧❧✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s

♣♦ss❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉❧t✉r❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ ❞✐✈❡rs✐t② ✐s ♥♦t ♠❛♥❛❣❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t

♠❛♥♥❡r✱ ✐t ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❞②s❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ■♥❛❞❡q✉❛t❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡❛❦ t❡❛♠

s♣✐r✐t✱ ❧♦♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡ss t❡❛♠ ❝♦❤❡s✐♦♥ ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❛r✐s❡ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s

♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ✐s

✉♥②✐❡❧❞✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❝r♦ss✲❝✉❧t✉r❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❝✉❧t✉r❛❧❧② ❞✐✈❡rs❡ ❣r♦✉♣s

t♦ ❧✐✈❡ ✉♣ t♦ t❤❡✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❛♥❛❣❡rs

✐♥ ❛♥ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦r s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡rs ✐♥ s♦❝✐❡t② s❤♦✉❧❞ r❡❝♦♥❝✐❧❡ ❛♠❜✐t✐♦✉s ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ s✉st❛✐♥

t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ ♠✐♥♦r✐t② ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs✱ s❝❛tt❡r ♣♦✇❡r ✐♥ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✇❛②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥✲

❛❧❧②✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛❜✉♥❞❛♥t r❡s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❛❧ ❞✐✈❡rs✐t✐❡s ❛r❡

✶✻



✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❛ s♦❝✐❡t② ✇❤❡r❡ ❞✐✈❡rs❡ ❣r♦✉♣s ❝♦✐♥❝✐❞❡ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r

str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠s t♦ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡ ❞✐✈❡rs✐t② t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛❝❝✉❧t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤❛t

❡♠♣❤❛s✐③❡s t✇♦✲✇❛② ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ♠✉t✉❛❧ ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ❝✉❧t✉r❡s✳ ❆❧s♦✱ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♥❡✇ ✐❞❡❛s✱ ❣r✐❡✈❛♥❝❡s✱

✐♥♣✉t ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❇❡❢♦r❡ ♥❡✇ ♣❛r❛❞✐❣♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝✉❧t✉r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥✲

♠❡♥t ❤❛s t♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❣r❡❛t❡r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❛② t❤❡

✐♥❡✈✐t❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❞✐✈❡rs❡ s♦❝✐❡t②✳

✶✼



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆❧❝❤✐❛♥✱ ❞✬❆r♠❡♥ ❆✳ ❛♥❞ ❉❡♠s❡t③✱ ❍✳✭✶✾✼✷✮✱ ✧Pr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦sts✱ ❛♥❞ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✧✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✻✷✿ ✼✼✼✲✼✾✺✳

❬✷❪ ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❘✳ ❉✳ ❚❤❡ ❇✐♦❧♦❣② ♦❢ ▼♦r❛❧ ❙②st❡♠s✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ❆❧❞✐♥❡ ❞❡ ●r✉②t❡r✳✶✾✽✼

❬✸❪ ❆①❡❧r♦❞✱ ❘✳ ❛♥❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✱ ❲✳✭✶✾✽✶✮✱ ✧❚❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥✧✱ ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✶✶✿

✶✸✾✵✲✾✻✳

❬✹❪ ❇❛ts♦♥ ❈✳ ❉✳✭✶✾✾✶✮✳ ❚❤❡ ❛❧tr✉✐s♠ q✉❡st✐♦♥✿ t♦✇❛r❞ ❛ s♦❝✐❛❧✲♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥s✇❡r✳ ❍✐❧❧s✲

❞❛❧❡✱ ◆❏✿ ▲❛✇r❡♥❝❡ ❊r❧❜❛✉♠✱✶✾✾✶✳

❬✺❪ ❇❡❝❝❤❡tt✐✱ ▲✳ ❛♥❞ ●✐❛♥❢r❡❞❛✱ ●✳✭✷✵✵✼✮✱ ✧❈♦♥t❛❣✐♦✉s ✧❙♦❝✐❛❧ ▼❛r❦❡t ❊♥t❡r♣r✐s❡s✧✿ ❚❤❡

❘♦❧❡ ♦❢ ❋❛✐r ❚r❛❞❡rs✧✱ ❘✐✈✐st❛ ❞✐ P♦❧✐t✐❝❛ ❊❝♦♥♦♠✐❝❛ ✼✭✸✮✿✺✶✲✽✹✳

❬✻❪ ❇❧❛♥❝♦✱▼✳✱ ❊♥❣❡❧♠❛♥♥✱ ❉✳✱ ❑♦❝❤✱❆✳❑✳ ❛♥❞ ◆♦r♠❛♥♥✱ ❍✳❚✳ ✭✷✵✶✹✮✳ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❜❡✲

❧✐❡❢s ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s♦❝✐❛❧ ❞✐❧❡♠♠❛✿ ❛ ✇✐t❤✐♥✲s✉❜❥❡❝ts ❛♥❛❧②s✐s✳ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s

❇❡❤❛✈✐♦✉r ✽✼✿✶✷✷✲✶✸✺✳

❬✼❪ ❇♦✇❧❡s ❙✳ ❛♥❞ ●✐♥t✐s ❍✳ ❖r✐❣✐♥s ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ●❡♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭❡❞✳ ❍❛♠♠❡rst❡✐♥ P✳✮✳❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✿ ❚❤❡ ▼■❚ Pr❡ss✱ ✷✵✵✸✳

❬✽❪ ❇♦②❞ ❘✳ ❛♥❞ ❘✐❝❤❡rs♦♥ P✳ ❏✳✭✶✾✾✷✮✱ ✧P✉♥✐s❤♠❡♥t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥

✭♦r ❛♥②t❤✐♥❣ ❡❧s❡✮ ✐♥ s✐③❛❜❧❡ ❣r♦✉♣s✧✱ ❊t❤♦❧✳ ❙♦❝✐♦❜✐♦❧♦❣② ✶✸✿✶✼✶✲✶✾✺

❬✾❪ ❇♦②❞✱ ❘✳✱ ●✐♥t✐s ❍✳✱ ❇♦✇❧❡s ❙✳ ❛♥❞ ❘✐❝❤❡rs♦♥ P✳ ❏✳✭✷✵✵✸✮✱ ✧❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧tr✉✐st✐❝

♣✉♥✐s❤♠❡♥t✧✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s ✶✵✵✿✸✺✸✶✲✸✺✸✺✳

❬✶✵❪ ❇r❡✇❡r✱ ▼✳✭✶✾✾✶✮✱ ✧❚❤❡ ❙♦❝✐❛❧ ❙❡❧❢✿ ❖♥ ❇❡✐♥❣ t❤❡ ❙❛♠❡ ❛♥❞ ❉✐✛❡r❡♥t ❛t t❤❡ ❙❛♠❡

❚✐♠❡✧✱ P❡rs♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ ❙♦❝✐❛❧ Ps②❝❤♦❧♦❣② ❇✉❧❧❡t✐♥ ✶✼✭✺✮✿✹✼✺✲✹✽✷✳

❬✶✶❪ ❇✉r❜② ❘❏ ❛♥❞ P❛t❡rs♦♥ ❘●✳✭✶✾✾✸✮✱ ✧■♠♣r♦✈✐♥❣ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ st❛t❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧

r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✧✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐❝② ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✷✿✼✺✸✲✼✼✷

❬✶✷❪ ❈❛♠❡r❡r✱❈✳ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r②✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❙tr❛t❡❣✐❝ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ Pr✐♥❝❡t♦♥✱

◆✳❏✳✿Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✸✳

✶✽



❬✶✸❪ ❈❛♠❡r❡r✱❈✳❛♥❞ ❋❡❤r✱ ❊✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❣❛♠❡s✿❛ ❣✉✐❞❡ ❢♦r s♦❝✐❛❧ s❝✐❡♥❝❡s✱❈❤✳✸ ✐♥ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❍✉♠❛♥ ❙♦❝✐❛❧✐t②✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✲

✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✹❪ ❈❤❛r♥❡ss✱ ●✳ ❛♥❞ ❘❛❜✐♥✱▼✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ✧❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡

t❡sts✧✱ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✶✼✿✽✶✼✲✽✻✾✳

❬✶✺❪ ❉♦✈✐❞✐♦✱ ❏✳ ❋✳✱ P✐❧✐❛✈✐♥✱ ❏✳ ❆✳✱ ❙❝❤r♦❡❞❡r✱ ❉✳ ❆✳✱ ❛♥❞ P❡♥♥❡r✱ ▲✳ ❚❤❡ ❙♦❝✐❛❧ Ps②❝❤♦❧♦❣②

♦❢ Pr♦s♦❝✐❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦r✳ ▼❛❤✇❛❤✱ ◆❏✿ ▲❛✇r❡♥❝❡ ❊r❧❜❛✉♠ ❆ss♦❝✐❛t❡s P✉❜❧✐s❤❡rs✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✻❪ ❊✈❡r❡tt✱ ❏✳❆✳❈✳✱ ❋❛❜❡r✱ ◆✳ ❛♥❞ ❈r♦❝❦❡tt✱ ▼✳✭✷✵✶✺✮✱ ✧Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❜❡❧✐❡❢s ✐♥ ✐♥❣r♦✉♣

❢❛✈♦r✐t✐s♠✧✱ ❋r♦♥t✐❡rs ✐♥ ❇❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ ◆❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡s ✾✿ ✶✲✷✶✳

❬✶✼❪ ❋❡❤r✱❊✳ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t✱ ❑✳▼✳ ✭✶✾✾✾✮✱ ✧❆ t❤❡♦r② ♦❢ ❢❛✐r♥❡ss✱ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✧✱

◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✶✹✿ ✽✶✼✲✽✻✽✳

❬✶✽❪ ❋❡❤r✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t✱ ❑✳▼✳✳❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ❢❛✐r♥❡ss✱ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛♥❞ ❛❧tr✉✐s♠ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥❡✇ t❤❡♦r✐❡s✱ ✐♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦♥ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ●✐✈✐♥❣✱ ❘❡✲

❝✐♣❝r♦❝✐t② ❛♥❞ ❆❧tr✉✐s♠✱ ❡❞s❙✳✲❈✳❑♦❧♠❛♥❞ ❏✳▼✳❨t❤✐❡r ✭❆♠st❡r❞❛♠✿❊❧s❡✈✐❡r✮✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✾❪ ❋❡❤r ❊✳ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r ❯✳✭✷✵✵✸✮✱ ✧❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❛❧tr✉✐s♠✧✱ ◆❛t✉r❡ ✹✷✺✿✼✽✺✲

✼✾✶✳

❬✷✵❪ ❋❡❤r ❊✳ ❛♥❞ ●❛❝❤t❡r ❙✳✭✷✵✵✵✮✱ ✧❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥ts✧✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✵✿✾✽✵✲✾✾✹✳

❬✷✶❪ ❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r✱ ❯✳✱ ●❛❝❤t❡r✱ ❙✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ✧❙♦❝✐❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❜❡❧✐❡❢s ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢

❢r❡❡r✐❞✐♥❣ ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✧✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✶✵✵✿✺✹✶✲✺✺✻✳

❬✷✷❪ ❍❛rr✐s✱❉✳✱ ❍❡rr♠❛♥♥✱❇✳✱ ❑♦♥t♦❧❡♦♥✱ ❆✳ ❛♥❞ ◆❡✇t♦♥✱ ❏✳✭✷✵✶✺✮✱ ✧■s ✐t ❛ ♥♦r♠ t♦ ❢❛✈♦✉r

②♦✉r ♦✇♥ ❣r♦✉♣❄✧✱ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✽✿✹✾✶✲✺✷✶✳

❬✷✸❪ ❍✐❧❧ ❑✳✱ ❇❛rt♦♥ ▼✳ ❛♥❞ ❍✉rt❛❞♦ ❆✳ ▼✳✭✷✵✵✾✮✱ ✧❚❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ✉♥✐q✉❡♥❡ss✿

❝❤❛r❛❝t❡rs ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡r♥✐t②✧✱ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❆♥t❤r♦♣♦❧♦❣② ✶✽✿✶✽✼✲✷✵✵✳

❬✷✹❪ ▼✐❧✐♥s❦✐ ✱▼✳✱ ❙❡♠♠❛♥♥✱ ❉✳ ❛♥❞ ❑r❛♠❜❡❝❦✱ ❍✳❏✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ✧❘❡♣✉t❛t✐♦♥ ❤❡❧♣s s♦❧✈❡ t❤❡

tr❛❣❡❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥s✧✱ ◆❛t✉r❡ ✹✶✺✿✹✷✹✲✹✷✻✳

✶✾



❬✷✺❪ ▼♦♥t❛♥✐✱●✳▲✬❡❝♦♥♦♠✐❛ ♣♦❧✐t✐❝❛ ❞❡❧❧✬✐♥t❡❣r❛③✐♦♥❡ ❡✉r♦♣❡❛✳ ❊✈♦❧✉③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥❛ ❞❡♠♦❝r❛③✐❛

s♦✈r❛♥❛③✐♦♥❛❧❡✱ ❯❚❊❚✱ ✷✵✵✽✳

❬✷✻❪ ◆♦✇❛❦✱ ▼✳ ❆✳ ❛♥❞ ❙✐❣♠✉♥❞✱ ❑✳ ✭✶✾✾✽✮✱ ✧❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♥❞✐r❡❝t r❡❝✐♣r♦❝✐t②✧✱ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ✶✾✹✿✺✻✶✲✺✼✹✳

❬✷✼❪ ◆♦✇❛❦✱ ▼✳ ❆✳ ❛♥❞ ❙✐❣♠✉♥❞✱ ❑✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ✧❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐r❡❝t r❡❝✐♣r♦❝✐t②✧✱ ◆❛t✉r❡

✹✸✼✿✶✷✾✶✲✶✷✾✽✳

❬✷✽❪ ❖❧s♦♥✱ ▼✳❚❤❡ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❆❝t✐♦♥✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✿ ❍❛r✈❛r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱

✶✾✻✺✳

❬✷✾❪ P✉t♥❛♠✱ ❘✳❉✳❇♦✇❧✐♥❣ ❆❧♦♥❡✿ ❚❤❡ ❈♦❧❧❛♣s❡ ❛♥❞ ❘❡✈✐✈❛❧ ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❈♦♠♠✉♥✐t②✳◆❡✇

❨♦r❦✿ ❙✐♠♦♥ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ✷✵✵✵✳

❬✸✵❪ ❙❤❡r❡♠❡t❛✱ ❘✳✭✷✵✶✺✮✱ ✧❇❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ●r♦✉♣ ❈♦♥t❡sts✿ ❆ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡✲

s❡❛r❝❤✧✱ ▼P❘❆ ❲P✳✻✼✺✶✺✳

❬✸✶❪ ❚❛❥❢❡❧✱ ❍✳ ✭✶✾✼✹✮✱ ✧❙♦❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞ ✐♥t❡r❣r♦✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✧✱ ❙♦❝✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ■♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ✶✸✿✻✺✲✾✸✳

❬✸✷❪ ❚♦♠❛s❡❧❧♦ ▼✳✱❈❛r♣❡♥t❡r ▼✳✱❈❛❧❧ ❏✳✱ ❇❡❤♥❡ ❚✳ ❛♥❞ ▼♦❧❧ ❍✳✭✷✵✵✺✮✱ ✧❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞

s❤❛r✐♥❣ ✐♥t❡♥t✐♦♥s✿ t❤❡ ♦r✐❣✐♥s ♦❢ ❝✉❧t✉r❛❧ ❝♦❣♥✐t✐♦♥✧✱ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❛♥❞ ❇r❛✐♥ ❙❝✐❡♥❝❡s

✷✽✿✻✼✺✲✼✸✺✳

❬✸✸❪ ❲❤✐t❡✱ ❘✳ ❉✳ ✭✶✾✾✾✮✱ ✧▼❛♥❛❣✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡rs❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❢♦r ❛

♥❡✇ ♠✉❧t✐❝✉❧t✉r❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠✧✱ P✉❜❧✐❝ ❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✿ ❆♥ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡

❏♦✉r♥❛❧ ✹✭✹✮✿✹✻✾✲✹✾✸✳

✷✵


