
Munich Personal RePEc Archive

The Extrinsic Value of

Low-Denomination Money Holdings

Hernandez-Chanto, Allan

Arizona State University

15 January 2016

Online at https://mpra.ub.uni-muenchen.de/72348/

MPRA Paper No. 72348, posted 06 Jul 2016 06:44 UTC



❚❤❡ ❊①tr✐♥s✐❝ ❱❛❧✉❡ ♦❢ ▲♦✇✲❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥

▼♦♥❡② ❍♦❧❞✐♥❣s∗

❆❧❧❛♥ ❍❡r♥❛♥❞❡③✲❈❤❛♥t♦†

∗■ ❛♠ t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ P❡❞r♦ ●♦♠✐s✱ ❈❛t❤② ❩❤❛♥❣✱ ❘②❛♥ ❇❛r❛♥♦✇s❦✐✱ ●✉✐❧❧❡❛✉♠❡ ❘♦❝❤❡t❡❛✉ ❛♥❞ ❘❛♥❞②

❲r✐❣❤t ❢♦r ✈❛❧✉❛❜❧❡ s✉❣❣❡st✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥ts✳ ■ ❛♠ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥❞❡❜t❡❞ ✇✐t❤ ❆❧❜❡rt♦ ❚r❡❥♦s ❢♦r ❤✐s ✉♥❝❡❛s✐♥❣

❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❣✉✐❞❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✇r✐t✐♥❣ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ■ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡♥❡✜t❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ❝♦♠♠❡♥ts ♦❢ ❛✉❞✐❡♥❝❡s ❛t ❚❤❡ ❈❤✐❝❛❣♦ ❋❡❞ ❲♦r❦s❤♦♣ ❛♥❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈♦st❛ ❘✐❝❛✳ ❆❧❧ t❤❡ ❡rr♦rs ❛r❡

♠② ♦✇♥✳
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❆❜str❛❝t

❚❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛♥② ❡♣✐s♦❞❡s ✐♥ ❤✐st♦r② ✇❤❡r❡ ❧♦✇✲❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡♠✐✉♠ ♦✈❡r ✐ts ❢❛❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥

P❛♥❛♠❛ ♦♥❧② t✇❡♥t② ✜✈❡ ②❡❛rs ❛❣♦✱ ✉♥❞❡r ❛ ♠♦❞❡r♥ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✳ ■♥ s✉❝❤ ❡♣✐s♦❞❡s✱

❡✈❡♥ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡♥t✐t② ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ❛t

❛ ✜①❡❞ r❛t❡✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ❛❣❡♥ts ❡①♣❡❝t t❤✐s r❛t❡ t♦ ♣r❡✈❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ❛r❜✐tr❛❣❡

♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥❡② ❛r✐s❡ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❤♦rt❛❣❡ ♦❢

❧✐q✉✐❞ ❛ss❡ts ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇ ♣r✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❉❡s♣✐t❡ ♦❢ ✐ts r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛♥❞

r❡❝✉rr❡♥❝❡✱ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✜❛t ♠♦♥❡②✳ ❚♦

❡①♣❧❛✐♥ ✐t ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡✿ ✭✐✮ ✜❛t ♠♦♥❡② ❝♦♠❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤

❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ✭✐✐✮ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡♥t✐t② t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t②

♦❢ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s ❛t ✜①❡❞ r❛t❡✱ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ✐s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✭✐✈✮ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❧♦✇ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s

❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡①tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠♦♥❡② s❡❛r❝❤ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤✐s

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ s✉❝❤

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛r✐s❡s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❈♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t②✱ ❊①tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✉❡✱ ▼♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s✱ P♦✐ss♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

❏❊▲✿ ❊✺✵ ❊✺✷
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤r♦✉❣❤♦✉t ❤✐st♦r②✱ t❤❡ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ❧♦✇✲❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✐♥s ✭❜✐❧❧s✮ ❤❛✈❡

❡♥t❛✐❧❡❞ s❡r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠s t♦ tr❛❞❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❛t r❡❛s♦♥ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡♠✐✉♠ ♦✈❡r ✐ts ❢❛❝❡ ✈❛❧✉❡✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t❡ ❢r♦♠

t❤❡✐r ✏♥❛t✉r❛❧ r❛t❡✳✑ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❜✐❧❧s ♦❢

$100 ❛♥❞ $10 ❝✐r❝✉❧❛t❡s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛s ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱

❜✉②❡rs ❛♥❞ s❡❧❧❡rs ❦♥♦✇ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ✇✐❧❧ ❢r❡❡❧② ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛ ❜✐❧❧ ♦❢ $100 ❢♦r 10 ❜✐❧❧s

♦❢ $10✱ ❛♥❞ t❤❡② ❡①♣❡❝t t❤✐s ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ t♦ ♣r❡✈❛✐❧ ✐♥ ❛♥② tr❛❞❡✳ ❆♥② ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠

s✉❝❤ ✏♥❛t✉r❛❧ r❛t❡✑ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❜✐❧❧s ✇♦✉❧❞ ❣r❛♥t t❤❡♠ ❛♥ ❡①tr✐♥s✐❝

✈❛❧✉❡✳ ❙✉❝❤ ♠♦♥❡t❛r② ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝✉rr❡♥t ❛❧♦♥❣ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✐ts ♠♦st r❡❝❡♥t

❡♣✐s♦❞❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ♦♥❧② t✇❡♥t② ✜✈❡ ②❡❛rs ❛❣♦ ✐♥ t❤❡ P❛♥❛♠❛ ♦❢ ✶✾✽✼✲✶✾✽✾✱ ✉♥❞❡r ❛ ♠♦❞❡r♥

❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✶✳ ❚❤❡r❡✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ♠❛❥♦r ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝r✐s❡s✱ $300 ♠✐❧❧✐♦♥

✇❡r❡ ✇✐t❤❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ♦❜❧✐❣❛t❡❞ ❜❛♥❦s t♦ ❜♦rr♦✇ ❛❜r♦❛❞ ❛♥❞

r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❧✐q✉✐❞ ❛ss❡ts t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❧♦❝❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s

♣❛❧❧✐❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡✱ ❜❛♥❦s ✇❡r❡ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ r❡♦♣❡♥❡❞ ❧❛t❡r ✉♥❞❡r s❡✈❡r❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝♦✉❧❞ ✇✐t❤❞r❛✇ ✉♣ t♦ 50% ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❛❝❝♦✉♥ts ❛♥❞ ✉♣ t♦ 5% ❢r♦♠

s❛✈✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ♦❢ ❞❡♣♦s✐ts r❡♠❛✐♥ ❢r♦③❡♥✳ ❇❛♥❦s ✇❡r❡ ❛✉t❤♦r✐③❡❞ t♦ ✐ss✉❡

♥♦t❡s ❦♥♦✇♥ ❛s ■♥✈❡st♠❡♥t ❈❡rt✐✜❝❛t❡s ✭❈❊❉■❙✮ ✉s❡❞ ❜② ❝✐t✐③❡♥s ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♣❛②♠❡♥t

✶❆♥♦t❤❡r ❡♣✐s♦❞❡ t❤❛t ❡①❤✐❜✐t❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❛t t❤❡

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❳■❳t❤ ❝❡♥t✉r②✳ ❚❤❡r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❚r❡❛s✉r② ♦♥❧② ♣❡r♠✐tt❡❞

✐ss✉✐♥❣ ❜❛♥❦ ♥♦t❡s ❢♦r ❛♥ ❛♠♦✉♥t ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✩✺✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✇❛s ❞✉❡ t♦ ❆❞❛♠ ❙♠✐t❤ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧♦❣✐❝

t❤❛t ✐❢ ❜❛♥❦s ♦♥❧② ✐ss✉❡ ♥♦t❡s ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ r❡❞❡❡♠ t❤❡♠

♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ❜❛♥❦s ✇♦✉❧❞ st❛② ❛✇❛② ❢r♦♠ ✏♦✈❡r ♣r✐♥t✐♥❣✑ ♠♦♥❡②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥❞ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡

❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ s✉❝❤ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦❧✐❝②✱ ♣❡♦♣❧❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞✐♥❣ s♠❛❧❧ ❝♦✐♥s ✭♦r ❜❛♥❦ ♥♦t❡s✮ t♦ ♠❛❦❡ ❞❛✐❧②

tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛t t❤❛t t✐♠❡ ❛ ♥❡✇s♣❛♣❡r ❤❛❞ ❛ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛

♣❡♥♥②✱ ❛ ❧❛❜♦r❡r t②♣✐❝❛❧❧② ❡❛r♥❡❞ ✩✺ ♣❡r ✇❡❡❦✱ ❛♥❞ ❛ ❢❛♠✐❧② ♣❛✐❞ ❛❜♦✉t s✐① ❝❡♥ts ❢♦r ❛ ♣♦✉♥❞ ♦❢ ❜❛❝♦♥✱ ✇❤✐❧❡

st♦r❡s ❢❛❝❡❞ ❜✐❣ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ t♦ t❤❡✐r ❝✉st♦♠❡rs ✭❈❤❛♠♣✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❝❛✉s❡❞ t❤❡

❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦✐♥❛❣❡ ♦❢ ❧♦✇ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ st♦r❡s ♣❛✐❞ ❛ ♣r❡♠✐✉♠ ✇❤❡♥

t❤❡② tr❛❞❡❞ ✇✐t❤ s♠❛❧❧✲❝♦✐♥ ❝✉st♦♠❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s♠❛❧❧ st♦r❡s ❞✐❞ ♥♦t ✉s❡ t♦ ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡ ✐♥✈❡♥t♦r✐❡s t♦

s❛t✐s❢② t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❤✐❣❤✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ✭✐✳❡✳ t❤❡② ❤❛❞ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜✉②❡rs ✐♥❝✉rr❡❞

✐♥ ❧♦ss❡s ✇❤❡♥ tr❛❞❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❘♦❧♥✐❝❦ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮ ✇❤♦ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡♣✐s♦❞❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤

❧♦✇ ❝♦✐♥s ✭♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❛♥ ✐♥❢❡r✐♦r ♠❡t❛❧❧✐❝ ♦r ❤❛✈✐♥❣ ❧❡ss ♠❡t❛❧❧✐❝ ❝♦♥t❡♥t✮ ✇❡r❡ tr❛❞❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡♠✐✉♠ ♦✈❡r

✐ts ❝♦♥t❡♥t ✐♥ s♣❡❝✐❡✱ ✐♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ tr❛❞❡ ✇✐t❤ s❡❧❧❡rs✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡② ❝✐t❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥

♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙♣❛✐♥ ♦❢ ❝❡♥t✉r✐❡s ❳❱■ ❛♥❞ ❳❱■■✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♣♣❡r ✈❡❧❧♦♥s ✇❡r❡ ♠♦r❡ ✈❛❧✉❡❞ t❤❛♥ t❤❡✐r

❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♦❢ ❣♦❧❞ ❛♥❞ s✐❧✈❡r ❝♦✐♥s✳

✸



❜✉t ✇❡r❡ tr❛❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝♦✉♥t ♦❢ 15 t♦ 25 ♣❡r❝❡♥t✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ✇❛❣❡s

❞❡❝❧✐♥❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s 20% ✐♥ ♠❛♥② s❡❝t♦rs ✭▼♦r❡♥♦✲❱✐❧❧❛❧❛③✱ ✶✾✾✾✮✳ ■♥ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ❛ss❡ts ❛♥❞ ❧♦✇ ♣r✐❝❡s ✭✇❛❣❡s✮✱ ❧♦✇✲❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥

❝♦✐♥s ❛♥❞ ❜✐❧❧s ✇❡r❡ tr❛❞❡❞ ❛t ♣r❡♠✐✉♠ ♦✈❡r ✐ts ❢❛❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ♣r♦♣✐t✐❛t❡❞

t❤❡ ❛r❜✐tr❛❣❡ ✐♥ ❧♦✇✲❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ $100 ❛♥❞ $50

❜✐❧❧s ❢♦r $5 ❛♥❞ $1 ❜✐❧❧s✱ ✇❤❡♥ P❛♥❛♠❛♥✐❛♥s tr❛❞❡❞ ✇✐t❤ ❢♦r❡✐❣♥ ✈✐s✐t♦rs✳ ■♥ t❤❛t s❡♥s❡✱

❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❢♦r❡✐❣♥ ✈✐s✐t♦rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❛t t❤❡ ✏♥❛t✉r❛❧ r❛t❡✱✑ ❛♥❞

P❛♥❛♠❛♥✐❛♥s ❡①♣❡❝t❡❞ ✐t t♦ ❜❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ t❤❡r❡ ✇❛s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❧♦✇✲❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ✇❡r❡ ❜❡st♦✇❡❞ ❛♥ ❡①tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ✈✐rt✉❡ ♦❢

✐ts ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❧✐q✉✐❞✐t②✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ r❡t✉r♥❡❞ t♦

♥♦r♠❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛❧❧ r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ ✇✐t❤❞r❛✇❛❧s ❛♥❞ ❞❡♣♦s✐ts ✇❡r❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ❛♥❞ ❜❛♥❦s

❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣♦rt❢♦❧✐♦s✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❜✉✐❧❞s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ ❜✉❜❜❧❡

♦❢ t❤✐s ♥❛t✉r❡ ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞❡rs ❝❛♥ ❢r❡❡❧② r❡❝♦♥✈❡rt t❤❡✐r ♣♦rt❢♦❧✐♦s ❛t

t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡♠✐✉♠ ♦✈❡r

❧♦✇✲❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ❤❛s ❡①✐st❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❡♣✐s♦❞❡s ✉♥❞❡r ❛ s❤♦rt❛❣❡ ♦❢ ❧✐q✉✐❞

❛ss❡ts✱ ✐t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❛❧✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ r❡s✉❧ts

❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✲♠❛❦❡rs✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♥♦✇❛❞❛②s ✇❤❡♥ ●r❡❡❦ ❜❛♥❦s ♣r❡♣❛r❡ ❢♦r ❛

❜❛♥❦✐♥❣ ❝❧♦s✉r❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♣♣❡♥❡❞ ✐♥ P❛♥❛♠❛ t✇❡♥t② ✜✈❡ ②❡❛rs ❛❣♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡s♣✐t❡

♦❢ ✐ts r❡❝✉rr❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♠♦♥❡②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦✉♥t✐♥❣

✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s t✇♦❢♦❧❞✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐t ❤❛s ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❛t ✐t ♣❡r♠✐ts t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤❛t

❛r❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❢♦r❝❡s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s✉❝❤ ♣✉③③❧✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t s♦ r❛r❡ ✐♥ ❤✐st♦r②❀

❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣❡r♠✐ts t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♦t❤❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠♦♥❡t❛r② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ s✉❝❤

❛s✿ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ ❝♦✉♥t❡r❢❡✐t ❝♦✐♥s✱ ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ❜② ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❤✐st♦r②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ✐♥ ❘❡❞❞✐s❤ ❛♥❞ ❲❡❜❡r ✭✷✵✶✶❛✱ ✷✵✶✶❜✮ ✇❤❡r❡

t❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✐❞✲❳■■t❤ ❝❡♥t✉r② ❊♥❣❧❛♥❞✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ❝♦✐♥s

✇❤❡r❡ s♦✉❣❤t ❜② t❤❡ s♦✈❡r❡✐❣♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✬s ✇❡❧❢❛r❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥

t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ tr❛❞❡✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐s ❛ ♠♦♥❡② s❡❛r❝❤ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡

♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ❛s ✐♥ ❚r❡❥♦s ❛♥❞ ❲r✐❣❤t ✭✶✾✾✺✮ ❛♥❞ ❙❤✐ ✭✶✾✾✺✮✱ t❤❛t s❤❛r❡s ❢♦✉r ❢✉♥❞❛♠❡♥✲

t❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ✜❛t ♠♦♥❡② s❡r✈❡s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♠❡❞✐✉♠ ♦❢

✹



❡①❝❤❛♥❣❡✱ ❜✉t ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✐♥s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡✲

❢♦r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧s ✐s r❡♠♦✈❡❞✷✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s

❛ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❤✐❣❤ ❝♦✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❧♦✇ ❝♦✐♥s✳ ❙✉❝❤ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ✐s

♣r♦✈✐❞❡❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❜② ❛ P♦✐ss♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇❤✐❝❤ ✇✐t❤ ❛❣❡♥ts ♦✈❡r❧❛♣s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳

❚❤✐r❞✱ t♦ ✈❛❧✉❡ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧✳ ❋♦✉rt❤✱ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡✱ ❛♥❞ ❧♦✇ ❝♦✐♥s ❛r❡

tr❛❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡♠✐✉♠✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✲

✐t② ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✉t ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡♥ ❧♦✇✲❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s

❤❛✈❡ ❛♥ ❡①tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✉❡ ❡①✐sts ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts

❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② s♣❧✐t ❛ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥s ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐♥ ❛ tr❛❞❡

✇❤❡♥ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❞♦ s♦✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ ♦❢ t❤❡

❡①♦❣❡♥♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✱ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ s✐♥❝❡ ❛

❤✐❣❤✲❝♦✐♥ ❜✉②❡r ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r t♦ ✇❛✐t✱ ❝♦♥✈❡rt t❤❡✐r ♣♦rt❢♦❧✐♦✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥s✉♠❡ t❤❡ ❛❧❧❡❣❡❞

❤✐❣❤❡r q✉❛♥t✐t② t❤❛t ❛ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥s ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❤✐♠✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①♣❧♦r❡ s♦♠❡

✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ✭♦r ❧❛❝❦ ♦❢✮ s♠❛❧❧ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❧❛①

♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡✴❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♠♦♥❡t❛r② s❡❛r❝❤ ♠♦❞❡❧s✿ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t②

tr❛❞❡❞ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ❛rr❛② ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞

s❡❧❧❡rs ❛❧✇❛②s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② r❡q✉❡st❡❞ ❜② ❜✉②❡rs✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥

✐❣♥♦r❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❡❧❧❡rs r❡❣✉❧❛r❧② ❤❛✈❡ s❤♦rt❛❣❡ ♦❢ ✐♥✈❡♥t♦r✐❡s ♦r ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts

✲r❡❝❛❧❧ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❯❙ ♦❢ ❳■❳t❤ ❝❡♥t✉r②✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ✐s ✇♦rt❤② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥

♦✉r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t s✐♥❝❡ ✐t ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ❧♦✇✲❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡✲❤✐❣❤✲❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥

♣♦rt❢♦❧✐♦s ✇❡❧❢❛r❡✲✐♠♣r♦✈✐♥❣✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✐♠♣♦s❡

❝❛♣❛❝✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡①t❡♥t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ r❡♠❡❞✐❛t❡

s✉❝❤ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t ✉♥❞❡r ❛ ♣r♦♣❡r ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ r❛t❡✱ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ❝❛♥

❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛ s♦rt ♦❢ ✏♥♦✲tr❛❞❡✑ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝②✳

✷■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t ♦✉r ✐♥t❡r❡st r❡s✐❞❡s ✐♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧♦✇ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥

❝♦✐♥s ♦✈❡r t❤❡✐r ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♠♦♥❡②✱ s✐♥❝❡ ♣r❡❝✐s❡❧②

❛ ♣r❡♠✐✉♠ ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣r✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢

❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ❣r❡❛t❡r ✇❤❡♥ s♠❛❧❧ ❝♦✐♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❲❛❧❧❛❝❡ ✭✷✵✵✸✮ ✏✳✳✳✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t

❛ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦✉❧❞ ❡①✐st ✐❢ t❤❡ st✉✛ ♦✉t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❧❛r❣❡ ❝♦✐♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ✇❡r❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡

s❡♥s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❣♦♦❞s ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡✳✑

✺



❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ✖❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❞❡✜♥❡s t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡✐r ❡①✐st❡♥❝❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡

❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❙❡❝t✐♦♥

✺ ❞✐s❝✉ss❡s ❤♦✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦sts ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ s✉st❛✐♥❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳

❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❝t✐♦♥ ✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳ ❆❧❧ ♣r♦♦❢s ❛r❡ r❡❧❡❣❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

✷ ❚❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧✐✈❡❞ ❛❣❡♥ts✱ ✇❤♦s❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦r✲

♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✉♥✐t② ❛♥❞ ❣r♦✇s ❛t ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s r❛t❡ γ > 0✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ K ≥ 3 t②♣❡s ♦❢ ❣♦♦❞s

✲✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜✉t ♥♦t st♦r❛❜❧❡✲ ❛♥❞ K t②♣❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts✱ ✇❤♦ ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞

❛♠♦♥❣ t②♣❡s✳ ❙♦✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t②♣❡ k t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛❣❡♥ts t❤❛t s❤❛r❡ ✐t ✐s η = 1/K✳

❆❣❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡ ❣♦♦❞s ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡✱ ✉s✐♥❣ r > 0 ❛s

t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✳ ■♥ ❤❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝❡t✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ♦❢ t②♣❡ k ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❣♦♦❞

♦❢ t②♣❡ k✱ ✐♥❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐s✉t✐❧✐t② ❝♦st ♦❢ c(q) = q✳ ❚❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥♣✉t ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦st❧② ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❝❧✉❞❡s ❤❡r t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r

♣❡❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥❝❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❣r❡❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ ❤❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❢❛❝❡t ❛♥ ❛❣❡♥t ♦❢ t②♣❡ k ❤❛s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦✇❛r❞ t❤❡ ❣♦♦❞ ♦❢ t②♣❡ k + 1 ✭♠♦❞

K✮❀ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❛♥② ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ♦♥❧② ❜② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ η ♦❢

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❣❡♥ts ❞❡r✐✈❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

u(q) : R+ → R
+✱ ✇❤✐❝❤ ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡✱ s❛t✐s✜❡s u(0) = 0 ❛♥❞ ❢✉❧✜❧❧s

■♥❛❞❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ limq→∞ u′(q) = 0 ❛♥❞ limq→0 u
′(q) = ∞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ Q∗ ❛♥❞ Q̄ ❞❡♥♦t❡✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ u(Q∗) = Q∗ ❛♥❞ u′(Q̄) = 1✳

■♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡ss✱ ❛❣❡♥ts ♠❡❡t r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ ♣❛✐r ✇✐s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ P♦✐ss♦♥

♠❛t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐t❤ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ λ ∈ R
+✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ t❤❡ r❛t❡ λη ❛t ✇❤✐❝❤ ❛

❜✉②❡r ♠❡❡ts ❛♥ ❛❣❡♥t ♦❢ ❤❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲t②♣❡ ✭✐✳❡✳ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❤❡r

♦✇♥✮ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✉♥✐t ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳

❆❧❧ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❦❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❡✈❡♥t ❢♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t♦

t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❜❛rt❡r✱ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐t② ♠♦♥✐❡s ❛r❡ ♥♦t ✈✐❛❜❧❡ ♠❡❝❤❛✲

♥✐s♠s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ tr❛❞❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡

♦❢ ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❞✐st✐♥❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢r♦♠ ❛✉t❛r❝❤②✸✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱

✸❙✐♥❝❡ ❛❣❡♥ts ♠❡❡t r❛♥❞♦♠❧②✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡♠ t♦ ❜❡ ❡♥❣❛❣❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦♥❣✲❧❛st✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐♥

✻



t♦ s❡r✈❡ t❤✐s r♦❧❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ✇♦rt❤❧❡ss ❛♥❞ st♦r❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝t

❝❛❧❧❡❞ ✜❛t ♠♦♥❡②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❝♦✐♥s ♦❢ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s✳

■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇❤♦ ❛r❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❤✐❣❤ ❝♦✐♥✱ ♦♥❡ ❧♦✇

❝♦✐♥✱ ❛♥❞ t✇♦ ❧♦✇ ❝♦✐♥s ❛r❡ mh✱ m1✱ ❛♥❞ m2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✉❝❤ s✉❜✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t

✐♥ ♣❛✐rs ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t 0 <
∑

h,1,2mi < 1✳ ❚❤❡✐r ✉♥✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❜✉②❡rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

r❡♠❛✐♥✐♥❣ m0 ≡ 1−mh−m1−m2 ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s❡❧❧❡rs✳ ❇✉②❡rs ❛tt❡♠♣t t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦♥❡② ❢♦r

❣♦♦❞s ❛♥❞ s❡❧❧❡rs ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❢♦r ♠♦♥❡②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❛rr②✐♥❣ ♠♦♥❡②

❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ s❡❧❧❡r✳

◆♦ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡s❡ ❝♦✐♥s ❛t ❛♥② ❝♦st✱ ♥♦r ❝❛♥ t❤❡② ❞❡r✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❞✐r❡❝t

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♠✳ P❡r♠❛♥❡♥t❧②✱ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ M2 ♦❢ t❤❡ ♥❡✇❜♦r♥ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❡♥❞♦✇❡❞

✇✐t❤ t✇♦ ❧♦✇ ❝♦✐♥s✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ Mh ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❤✐❣❤ ❝♦✐♥✳ ❚❤❡ r❡st

1 − Mh − M2 ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛s s❡❧❧❡rs✹✳ ❚♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ♠♦♥❡②

❤♦❧❞✐♥❣s tr❛❝t❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥ st♦r❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤

✐♠♣♦s❡s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ❦❡❡♣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ st♦❝❦ ♦❢ ♦♥❡ ❤✐❣❤ ❝♦✐♥ ♦r t✇♦ ❧♦✇ ❝♦✐♥s ❛t ❛♥②

t✐♠❡ ✭✐✳❡✳ ❧♦✇✲❝♦✐♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ♣♦rt❛❜❧❡✮✳

■♥st✐t✉t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠❛r❦❡t ✇❤❡r❡ ❛ ✇❛❧r❛s✐❛♥ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r s❡t ♣r✐❝❡s

❛♥❞ ❡♥❢♦r❝❡s ❧♦♥❣ t❡r♠ ❛❣r❡❡♠❡♥ts❀ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❜❛r✲

❣❛✐♥✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ ❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥♦♥②♠♦✉s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t

t❤❡ r❡❝♦r❞ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣❧②

t❤❛t ❡✈❡r② ❡①❝❤❛♥❣❡ s❤❛❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ ❛ q✉✐❞ ♣r♦ q✉♦ ❜❛s✐s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

♣r♦❞✉❝t ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❧❡r s❤♦✉❧❞ ❡q✉❛❧✐③❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜②

t❤❡ ❜✉②❡r ❛t ❝✉rr❡♥t ♣r✐❝❡s ✭✐✳❡✳ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❣♦♦❞s ❝❛♥♥♦t

❜❡ st♦r❡❞✱ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ P♦✐ss♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✺ ✇✐t❤ ❡①♦❣❡♥♦✉s

✇❤✐❝❤ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❝t ❛s ❛ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ♦❢ ♦♥❡ ❛❣❡♥t t♦ ❞❡❧✐✈❡r ❛ ♣r♦♠✐s❡❞ ❣♦♦❞ ✐♥ t❤❡

❢✉t✉r❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t s❤❡ r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ♦❢ ❤❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t✳
✹◆♦t✐❝❡ ♥♦ ♥❡✇❜♦r♥ ❛❣❡♥ts ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛s ❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡

✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ ❤✐❣❤ ❛♥❞ t✇♦✲❧♦✇ ❝♦✐♥s ❜✉②❡rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞

s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡✐r ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✇♦✉❧❞

r❡✢❡❝t t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛♥❞ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦s✳
✺❚❤✐♥❦ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ st♦r❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❝♦✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐t❤

❛❣❡♥ts ♦✈❡r❧❛♣s ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ■ts ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❛❧♦❣② ✐♥ ❛❝t✉❛❧ t✐♠❡s ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝ t❡❧❧✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡s ✇❤✐❝❤

♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ✉♣ t♦ s♦♠❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② r❛t❡ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ✐ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦♥ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ❛♥ ❛♥♥✉❛❧ ❢❡❡ ❢♦r

✉s✐♥❣ t❤❡♠ ❛♥❞ s♦✱ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s s❤❛❧❧ t❛❦❡ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t

✼



❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ θ✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡♠ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✲✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦st ❛♥❞ ❛t ❛♥② t✐♠❡✲ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦✐♥

❢♦r t✇♦ ❧♦✇ ❝♦✐♥s ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② ❜✉②❡rs ❝❛♥ ❝♦♥✈❡rt t❤❡✐r ♣♦rt❢♦❧✐♦s

s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ s✇❛♣ ♥♦t❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠s❡❧✈❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚r❡❥♦s ❛♥❞❲r✐❣❤t ✭✶✾✾✺✮✱ ✇❤❡♥ ❛ ❜✉②❡r ♠❡❡ts ❛ s❡❧❧❡r ♦❢ ❤❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲

t②♣❡✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦✉t♣✉t tr❛❞❡❞ ♦❜❡②s ❛ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ✏t❛❦❡ ✐t ♦r ❧❡❛✈❡ ✐t✧

r❡♣❡❛t❡❞ ♦✛❡rs✱ t❤❛t r❡s❡♠❜❧❡s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ❣❛♠❡ ❛s ✐♥ ❘✉❜✐♥st❡✐♥ ✭✶✾✽✷✮✳ ■♥

❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✇♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s♦♠❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡

❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ t❤❡ ✐♠♣❛t✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r

t❤❡ ❣♦♦❞ tr❛❞❡❞❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✐s♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞✱

✇❡ ❛ss✉♠❡ ❜✉②❡rs r❡t❛✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❛t t❤❡② ❡①tr❛❝t t❤❡ ✇❤♦❧❡

s✉r♣❧✉s ✐♥ ❛♥② tr❛❞❡ ✇✐t❤ ❛ s❡❧❧❡r✳

✸ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ❜✉t

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞ ♦♥❧② t♦ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❝❧❛ss✻✳ ▲❡t Qh✱ Q1 ❛♥❞ Q2 ❜❡ t❤❡

q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ tr❛❞❡❞ ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤ ❝♦✐♥✱ ♦♥❡ ❧♦✇ ❝♦✐♥✱ ❛♥❞ t✇♦ ❧♦✇

❝♦✐♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t s✉❝❤ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡♣❡♥❞ s♦❧❡❧② ♦♥ t❤❡ t②♣❡

♦❢ ❝♦✐♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ss✐❣♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❧❡r t♦ t❤❡

❣♦♦❞ tr❛❞❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ✏t❛❦❡ ✐t ♦r ❧❡❛✈❡ ✐t✑ ♦✛❡r✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜✉②❡r r❡t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ Vh✱ V1 ❛♥❞ V2

❜✉②❡rs✬ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ ❤♦❧❞✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦✐♥s✱ ❛♥❞

V0 t❤❡ ❧✐❢❡✲t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ s❡❧❧❡r✳

❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡ νh✱ ν1 ❛♥❞ ν2 ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ❛ ❜✉②❡r

✇✐t❤ s✉❝❤ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ❝♦♥❝r❡t❡s ❛ ❞❡❛❧ ✇❤❡♥ ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦♠❡s t♦ ❤❡r❀ ρ ❛s t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❜✉②❡r ❝❤❛♥❣❡s ❛ ❤✐❣❤ ❝♦✐♥ ❢♦r t✇♦ ❧♦✇ ❝♦✐♥s ✇❤❡♥ s❤❡ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡

P♦✐ss♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②❀ ❛♥❞ δ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❜✉②❡r ✇❤♦ ❤♦❧❞s t✇♦ ❧♦✇ ❝♦✐♥s s♣❡♥❞s

♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇❤❡♥ s❤❡ ❤❛s t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❛ s❡❧❧❡r ✭✐✳❡✳

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t s❤❡ ❞✐✈✐❞❡s ❤❡r t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦✮✳

❜❡♥❡✜t✲❝♦st ❛♥❛❧②s✐s✳
✻❚❤❡ ♣❛t❤ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠♦♥❡② ✐s ❣✐✈❡♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❧❡✈❡❧ Qt = Q ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❝♦✐♥✱

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ s♦❧✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳

✽



❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s✱ ❇❡❧❧♠❛♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤✲❝♦✐♥ ❜✉②❡r ②✐❡❧❞s

rVh = m0 max
νh∈[0,1]

{νh[u(Qh) + V0 − Vh]}+ θ max
ρ∈[0,1]

{ρ[V2 − Vh]} ✭✶✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧✐❢❡✲t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤✲❝♦✐♥ ❜✉②❡r✱ rVh✱ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢

t✇♦ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛ ❜✉②❡r ♠❡❡ts ❛♥ ❛❣❡♥t ♦❢ ❤❡r

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲t②♣❡ ✭t❤❛t ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐t✮✱ t✐♠❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t s✉❝❤ ❛❣❡♥t

❜❡ ❛ s❡❧❧❡r ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ m0✱ t✐♠❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❜✉②❡r ❝♦♥❝r❡t❡s ❛ ❞❡❛❧✱ νh✱

t✐♠❡s t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ s✉❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✲✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧✐③❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠✐♥❣

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t q✉❛♥t✐t②✱ ♣❧✉s t❤❡ ♥❡t ♣r♦✜t ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡ st❛t✉s ❢r♦♠ ❜✉②❡r t♦ s❡❧❧❡r✿

u(Qh)+V0−Vh✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r♦✜t r❡❛❧✐③❡❞ ✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣

❛ ❤✐❣❤ ❝♦✐♥ ❢♦r t✇♦ ❧♦✇ ❝♦✐♥s✱ V2 − Vh✱ t✐♠❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❧② ✉s❡s

t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦♠❡s t♦ ❤❡r✳ ❇♦t❤ t❡r♠s ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛♥

❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢♦r♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t P♦✐ss♦♥ st♦❝❤❛st✐❝

♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ❢❛❝❡s ❜♦t❤ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡

❤❛s ③❡r♦ ♠❡❛s✉r❡✳

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥s ❜✉②❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❡❧❧♠❛♥

❡q✉❛t✐♦♥

rV2 = m0 max
ν2∈[0,1]

{

max
δ∈[0,1]

{(1− δ)[u(Q2) + V0 − V2] + δ[u(Q1) + V1 − V2]}

}

✭✷✮

+θ max
ρ∈[0,1]

{(1− ρ)[Vh − V2]}

❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ ❜✉②❡r ♠❡❡ts ❛

s❡❧❧❡r ♦❢ ❤❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲t②♣❡✱ s❤❡ ♠✉st ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t♦ s♣❡♥❞ ❤❡r ✇❤♦❧❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦✳

■❢ s❤❡ ❞♦❡s ✐t✱ s❤❡ ❝♦♥s✉♠❡s ❛s ♠✉❝❤ ❛s ❤❡r ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ❛❧❧♦✇✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s✇✐t❝❤❡s st❛t✉s

❢r♦♠ ❜✉②❡r t♦ s❡❧❧❡r✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛ ♥❡t ♣r♦✜t ♦❢ u(Q2)+V0−V2✳ ■❢ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② s❤❡ s♣❧✐ts ❤❡r

♣♦rt❢♦❧✐♦✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t q✉❛♥t✐t② ✐s ❝♦♥s✉♠❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦✐♥ ✐s ❦❡♣t ❜②

t❤❡ ❛❣❡♥t✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛ ✉t✐❧✐t② ♦❢ u(Q1)+V1−V2✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❛ tr❛❞❡ ✇✐t❤ ❛ s❡❧❧❡r✱ ❛ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥

❜✉②❡r ❡❛r♥s ❛ ♣r♦✜t t❤❛t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜②

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✿ (1− δ) ❛♥❞ δ✳ ❇② s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ❛ ❜✉②❡r ♦❢

t❤✐s ❦✐♥❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ s❛♠❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ r❡❝♦♠♣♦s❡ ❤❡r ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s

✇❤✐❝❤✱ ✇❤❡♥ ✉t✐❧✐③❡❞✱ ②✐❡❧❞s t♦ ❤❡r ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ♦❢ θ[Vh − V2]
✼✳

rV1 = m0 max
ν1∈[0,1]

{ν1[u(Q1) + V0 − V1]} ✭✸✮

✼❙♦ ❢❛r ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t❤❡ ✇♦r❞ t②♣❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ❜② ❤❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✲t②♣❡✱ ❛♥❞ ♥♦✇ ✲t♦

✾



❇❡❧❧♠❛♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♦♥❡✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡r s❛t✐s✜❡s ✭✸✮✱ ✇❤✐❝❤ s❤❛❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ ❛

s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❧❧❡r✬s ❇❡❧❧♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s

rV0 = mhνh[Vh − V0 − c(Qh)] +m2ν2[V2 − V0 − c(Q2)] +m1ν1[V1 − V0 − c(Q1)] ✭✹✮

❍❡r❡✱ s❡❧❧❡r✬s ❧✐❢❡✲t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

tr❛❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❜✉②❡r✳ ❙✉❝❤ ♣r♦✜ts ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ❢❛❝t♦rs✿ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ tr❛❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❜✉②❡r✱ miνi✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡t ♣r♦✜t ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ st❛t✉s✱

Vi − V0 − c(Qi)✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜✉②❡rs r❡t❛✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r

❛♥❞ s❡❧❧❡r✬s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✽✿

rQh = m0 max
νh∈[0,1]

{νh[u(Qh)−Qh]}+ θ max
ρ∈[0,1]

{ρ[Q2 −Qh]} ✭✺✮

rQ2 = m0 max
ν2∈[0,1]

{

ν2{max
δ∈[0,1]

{(1− δ)[u(Q2)−Q2] + δ[u(Q1) +Q1 −Q2]}

}

✭✻✮

+θ max
ρ∈[0,1]

{(1− ρ)[Qh −Q2]}

rQ1 = m0 max
ν1∈[0,1]

{ν1[u(Q1)−Q1]} ✭✼✮

■t ✐s ♥♦t ❤❛r❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜✉②❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❦✐♥❞ ✇✐❧❧ tr❛❞❡ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t② ✐❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s s❛t✐s✜❡❞

νh = I{u(Qh) ≥ Qh} ✭✽✮

ν2 = I{δ[u(Q1) +Q1] + (1− δ)u(Q2) ≥ Q2} ✭✾✮

ν1 = I{u(Q1) ≥ Q1} ✭✶✵✮

❋r♦♠ ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮✱ ❛ ❜✉②❡r ✇❤♦ ❤♦❧❞s ❡✐t❤❡r ❛ ❤✐❣❤ ♦r ❧♦✇ ❝♦✐♥ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s tr❛❞❡ ✐❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t②

♦❢ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♥❡❣♦t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❧❡r ✐s ❛t ❧❡❛st ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✈❛❧✉❡

♦❢ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❤❡r ♠♦♥❡t❛r② ❛rr❛②✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡♥s❡✱ ❢r♦♠ ✭✾✮ ❛ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡r ✇✐❧❧

❛❣r❡❡ t♦ tr❛❞❡ ✐❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✉t✐❧✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣

♦♥❡ ❛♥❞ t✇♦ ❝♦✐♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐s ❛t ❧❡❛st ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❤❡r

♠♦♥❡t❛r② ❡♥❞♦✇♠❡♥t ✐♥t❛❝t✳

❛✈♦✐❞ r❡❛❞❡r✬s ❝♦♥❢✉s✐♦♥✲ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❞ ❦✐♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❛ ❜✉②❡r

❜② ❤❡r ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s✳
✽■t ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t Qi = Vi ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I ≡ {1, 2, h}✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❛t Q0 = 0✳

✶✵



▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❜✉②❡r✬s ♦♣t✐♠❛❧ str❛t❡❣② ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ P♦✐ss♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡✐r

♣♦rt❢♦❧✐♦s ♠✉st s❛t✐s❢②✱

ρ =















0 ✐❢ Qh > Q2

∈ [0, 1] ✐❢ Qh = Q2

1 ✐❢ Qh < Q2

✭✶✶✮

❙✉❝❤ ♣❛tt❡r♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❤✐❣❤✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❝♦♥✈❡rt t❤❡✐r ✉♥✐t❛r② ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐♥t♦

♦♥❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ ❧♦✇ ❝♦✐♥s✱ ✐❢ ❛ ❧♦✇ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❤❛s ❛♥ ❡①tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡

✇✐t❤ ❛ s❡❧❧❡r✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛ ♠♦♥❡t❛r② ❛rr❛② ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ ❧♦✇

❝♦✐♥s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡

❢♦r ♦♥❡ ❧♦✇ ❝♦✐♥ u(Q1)✱ ♣❧✉s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤♦❧❞✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ❝♦✐♥ Q1✱ ❡①❝❡❡❞s t❤❡

♣r❡s❡♥t ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t② ❢♦r t✇♦ ❧♦✇ ❝♦✐♥s u(Q2)✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱

δ =















0 ✐❢ u(Q1) +Q1 < u(Q2)

∈ [0, 1] ✐❢ u(Q1) +Q1 = u(Q2)

1 ✐❢ u(Q1) +Q1 > u(Q2)

✭✶✷✮

▲❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳ ✖❚❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t s✉❜✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✉②❡rs ❛r❡

♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❡q✉❛t❡❞ t♦ ③❡r♦ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡s✿

ṁh = m2θ(1− ρ)−mhθρ+ γ(Mh −mh) = 0 ✭✶✸✮

ṁ2 = mhθρ−m2θ(1− ρ)− (1−mh −m2 −m1)m2ν2δ + γ(M2 −m2) = 0 ✭✶✹✮

ṁ1 = 2(1−mh −m2 −m1)m2ν2δ − γm1 = 0 ✭✶✺✮

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞✱ ✜rst ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❧✐③❡❞✱

❡✐t❤❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❡❧❧❡r ❛♥❞ ❛ ♦♥❡✲❤✐❣❤✲❝♦✐♥ ❜✉②❡r ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❡❧❧❡r ❛♥❞ ❛ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥

❜✉②❡r ✇❤♦ ❞❡❝✐❞❡s t♦ s♣❡♥❞ ❛❧❧ ❤❡r ❝❛s❤✱ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❛❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✉❜✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s

s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦✐♥ ❥✉st ❝❤❛♥❣❡s ❤❛♥❞s ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥❛❧t❡r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤✐❣❤✲❝♦✐♥

❛♥❞ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ❝❛♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s

t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ r❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡✐r ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s✱ ♦r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡✐r

♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐♥ ❛ tr❛❞❡ ✇✐t❤ ❛ s❡❧❧❡r✳

P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✜rst t❡r♠ ✐♥ ✭✶✸✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥

t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ✉s❡ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ ✏❛❣❣r❡❣❛t❡✑ t❤❡✐r ♣♦rt❢♦❧✐♦s✳ ❖♥ t❤❡

✶✶



❝♦♥tr❛r②✱ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♠♣❧✐❡s ✐t ❞✐♠✐♥✐s❤❡s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❤✐❣❤✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ✇❤♦ ✉s❡ t❤❡

P♦✐ss♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡✐r ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s✳ ■♥ t✉r♥✱ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡

❡✛❡❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✢♦✇ ♦❢ ♥❡✇ ❛❣❡♥ts ✲✇❤♦ ❥♦✐♥ ❛s ❤✐❣❤✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs✲ ♣r♦❞✉❝❡s t♦ t❤❡

s②st❡♠✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ✐♥ ✭✶✹✮ ❛r❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♦❢

✭✶✸✮ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡r❡ ❛ t❤✐r❞ t❡r♠ s❤❛❧❧ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t

❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✉♣ ✇❤❡♥ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡✐r ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐♥ ❛

♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❡❡t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s❡❧❧❡r✳ ❇② ✉♥❞❡rt❛❦✐♥❣ s✉❝❤ ❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥

❜✉②❡rs ❞✐♠✐♥✐s❤❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜✉②❡r r❡♠❛✐♥s ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ❝♦✐♥ ❢♦r ❛ ❢✉t✉r❡ ♣✉r❝❤❛s❡✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❧❧❡r s✇✐t❝❤❡s t♦ ❛ ❜✉②❡r ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ❝♦✐♥✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦✉rt❤ t❡r♠ st❛♥❞s ❢♦r

t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ✐♥✢♦✇ ♦❢ ♥❡✇❜♦r♥ ❛❣❡♥ts ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs✱ ✐t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ✇❤❡♥ t✇♦✲❧♦✇

❝♦✐♥ ❜✉②❡rs s♣❧✐t t❤❡✐r ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ✐♥ ❛ tr❛❞❡ ✭❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s✮✱ ❛♥❞

❞❡❝r❡❛s❡s ❛t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✬s r❡❧❛t✐✈❡ r❛t❡ ♦❢ ❣r♦✇t❤✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❡❧❧❡rs ✐s

❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ ❜✉②❡rs✬ ✉♥✐♦♥✳

❖♥❝❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s s♣❡❝✐✜❡❞✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥st✐t✉t❡s

t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❤✐❝❤✱ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❆ st❛t✐♦♥❛r② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s (Qh, Q2, Q1)✱

❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❜✉②❡rs✬ str❛t❡❣✐❡s (νh, ν2, ν1, ρ, δ)✱ ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✉❜✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s (mh,m2,m1)✱

t❤❛t s❛t✐s❢② ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✮ ✲ ✭✶✺✮✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♥♦♥♠♦♥❡t❛r② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❣❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❣r❛♥t ❛♥② ✈❛❧✉❡ t♦ ♠♦♥❡② ✭✐✳❡✳

Qh = Q1 = Q2 = 0✮ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛✉t❛r❦② ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s

tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ✐ts ❡①✐st❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t s❡r✈❡ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❝♦✉❧❞

❥✉st✐❢② t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧♦✇✲❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s ♦❢

❡q✉✐❧✐❜r✐❛ t❤❛t ❡♠❡r❣❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♠✉st ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ▲❡t Q ≡ {Qh, Q2, Q1} ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❧❡t P(Q)

t❤❡ ♣♦✇❡r s❡t ♦❢ Q✳ ❊❛❝❤ s✉❜s❡t Q ⊂ P(Q) ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱

s✉❝❤ t❤❛t Qi > 0 ❢♦r ❛❧❧ Qi ∈ Q✱ ❛♥❞ Qj = 0 ❢♦r ❛❧❧ Qj ∈ Q/Q✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡

t♦ ❞❡✜♥❡ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✭✐✳❡✳ t❤r❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ P(Q)✮✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ ❝❧❛ss ♦♥❡✿

Q1 ≡ {{Q1, Q2, Q3}}✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ ❝❧❛ss t✇♦✿ Q2 ≡ {{Qh, Q2}, {Q2, Q1}, {Qh, Q1}}✱ ❛♥❞

✶✷



❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ ❝❧❛ss t❤r❡❡✿ Q3 ≡ {{Qh}, {Q2}, {Q1}}✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ∅✳

◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ t❤❛t ❝❛♥ ❡♠❡r❣❡✳ ❋♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ Q1 > 0 ❛♥❞ Q2 = 0✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❣❡♥ts ❛❧✇❛②s

❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♣♦s✐♥❣ ♦r st♦r✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦✐♥ ✇✐t❤ ♥♦ ❝♦st✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ❛❣❡♥ts

❡♥❝♦✉♥t❡r t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s ❡①❝❤❛♥❣❡❞

❢♦r t✇♦ ❧♦✇ ❝♦✐♥s ❛♥❞ ♦♥❡ ❤✐❣❤ ❝♦✐♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✐t❤❡r ③❡r♦ ♦r ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡

❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✉♥❞❡r t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❋♦r ❛❧❧ r > 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ Q1 ❛♥❞ Q1
2 ≡ {Qh, Q2}✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

✐❢ θ = 0 ✭✐✳❡✳ ✐❢ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ✐s ❛❜s❡♥t✮ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤r❡❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❡q✉✐❧✐❜r✐❛✿ Q2
2 ≡ {Q2, Q1}✱ Q

1
3 ≡ {Qh}✱ ❛♥❞ Q2

3 ≡ {Q2}✳

❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣②

t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ r❡✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✉st❛✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇❤❡r❡

❜♦t❤ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ✈❛❧✉❡✳✾ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s

❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥❝② ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ s✉♣♣♦rt ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧②

♦♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ Q1
2 ❛♥❞ Q2

3 ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s ✇♦rt❤❧❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❜✉②❡r

✇✐❧❧ ♥❡✈❡r s♣❧✐t ❤❡r ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛❞❡✳ ❙✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♣❧❛✉s✐❜❧❡✱ ❢♦r

✐♥st❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ✏❤✐❣❤ ✐♥✢❛t✐♦♥✱✑ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇❜♦r♥ ❜✉②❡rs ✇❤♦ ✐♥❥❡❝ts ♠♦♥❡②

✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✱ ❛♥❞ s♦✱ ❛❣❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ s♣❡♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛♠♦✉♥t ♦❢

✜❛t ♠♦♥❡② ✇❤❡♥ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❞♦ s♦ ✲❛ ❤♦t ♣♦t❛t♦ ❡✛❡❝t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥

s❡❧❧❡rs ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❝✉r ✐♥ ❛ ✜①❡❞ ❝♦st t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t②✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts

❛ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤r❡s❤♦❧❞ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♥♦t ♣r♦✜t❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜✉②❡r✱

❛ Q1
2 ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦✉❧❞ ❡♠❡r❣❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ✐♥ s✉❝❤

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ Q2 ❤❛s ❛♥ ❡①tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r Qh✳ ❆s ✐t ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜♦t❤ ♣♦rt❢♦❧✐♦s s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr❛❞❡❞ ❛t ♣❛r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ■♥ ❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ Q1
2✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t Q2 = Qh✳

✾❆♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡s✉❧t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♠♦♥❡t❛r② ❛✉t❤♦r✐t②

t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✜❛t ♠♦♥❡② ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s✳

✶✸



❆ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♥❛t✉r❡✱ ✇❤❡r❡ ❧♦✇ ❝♦✐♥s ❛r❡ tr❛❞❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡② ❝♦♠❡ ✐♥ ❢✉❧❧

❝❛♣❛❝✐t② ♣♦rt❢♦❧✐♦s✱ r❡s❡♠❜❧❡s ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ t✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦✐♥s ✭❡✳❣✳ ✇❤✐t❡ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ r♦❧❡ ✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ✐❢ ❜♦t❤ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s

❛r❡ tr❛❞❡❞ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡② ♠✉st ❞♦ ✐t ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ✏str♦♥❣✑ ❝♦✐♥

✇♦✉❧❞ ❞✐s♣❧❛❝❡ t❤❡ ✏✇❡❛❦✑ ♦♥❡✱ ❛s ✐t ❤❛s ❤❛♣♣❡♥❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❡♣✐s♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r②✳

❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ t❤✐s r❡s✉❧t ♠❛② ❜❡ s✉r♣r✐s✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡✱ ✐❢ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛❣❡♥ts ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t

♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ ❤✐❣❤✲❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♠♦♥❡② ✈❛❧✉❡s ❧❡ss t❤❛♥ t✇♦ ✉♥✐ts ♦❢ ❧♦✇ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡♥

t❤❡ ❧❛tt❡r s❤♦✉❧❞ ❝♦♠♠❛♥❞ ♠♦r❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ❞❡s♣✐t❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ ❧♦✇

❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♠♦♥❡② ❤❛s ✈❛❧✉❡ ♦r ♥♦t✳ ❆ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣✉③③❧❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦♠❡

❢r♦♠ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ ♠♦♥❡② ❤❛s s♦♠❡ s♠❛❧❧ ❛❧❜❡✐t ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✉❡✱ ❛s ✐♥ ❲❛❧❧❛❝❡ ❛♥❞

❩❤✉ ✭✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡✐r ❛r❣✉♠❡♥t ❞✐❝t❛t❡s t❤❛t ✐❢ ❣♦♦❞s ❛r❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❛t ③❡r♦

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜✉t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ t❤❡♥ ❛ ❜✉②❡r ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❡①tr❛❝t s♦♠❡ s♠❛❧❧

❜✉t ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ ❛ s❡❧❧❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠♦♥❡② ❤❛s s♦♠❡ s♠❛❧❧ ❜✉t ♣♦s✐t✐✈❡

✐♥tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✉❡✳ ❆♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛ s❡❧❧❡r ❛❣r❡❡s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡

❢❛❝❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❡ ✱ s✐♥❝❡ s❤❡ r❡❛s♦♥s t❤❡ s❛♠❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② ✐♥ ❛ ❢✉t✉r❡

♠❡❡t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❜✉②❡r✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❧❡✈❡❧ ❛r✐s❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ◆♦✇✱ s✉♣♣♦s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡tt✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡ Q1 = 0

❛♥❞ Q2 > Qh > 0 ❡①✐sts✳ ■❢ ❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② θ(Q2 −Qh) ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧♦✇✲❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❲❛❧❧❛❝❡ ❛♥❞ ❩❤✉

✭✷✵✵✹✮✱ t❤❡♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✶✵✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t s✉✛❡rs

❢r♦♠ t✇♦ ✇❡❛❦♥❡ss❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❛t ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✈✐s✲❛✲✈✐s t♦ t❤❡

✐♥tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✉❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ ♠♦♥❡t❛r② ✉♥✐t✱ s✐♥❝❡ ♣❡r s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡♥❞❡r ❛♥② ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠

❞✐r❡❝t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θ✱ ❛♥❞ s♦✱

t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲❛❧❧❛❝❡✲❩❤✉ r❡s✉❧t ♦♥❧② ❤♦❧❞s ✐❢ θ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✱ ❜✉t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

✹ ✐s st❛t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ θ > 0✳

❋r♦♠ t❤❡ ♠♦s❛✐❝ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉♣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r

t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✜❛t ♠♦♥❡②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❧♦✇✲❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥

♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ■t ✐s✱ t❤❛t s♦♠❡ s❡❧❧❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣

t♦ ❞❡❧✐✈❡r ❛ ♠❛❥♦r q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♦✉t♣✉t ✇❤❡♥ t❤❡② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❜✉②❡r ❤♦❧❞✐♥❣ t✇♦ ❧♦✇ ❝♦✐♥s✱

t❤❛♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t② t❤❡② ✇♦✉❧❞ r❡♥❞❡r ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❜✉②❡r ❤♦❧❞✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦✐♥ ✭✐✳❡✳

Q2 > Qh✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ Qh < Q1✱ ❜✉t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛ ❝❧❛ss✲♦♥❡

✶✵❚❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❤♦❧❞ ✐♥ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡ Q1 = 0 ❛♥❞ Qh > Q2 > 0✳

✶✹



❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ Q2 > Q1 > Qh > 0 ✇♦✉❧❞ ❛r✐s❡✳ ■♥ s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦✐♥

str✐❝t❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❤✐❣❤ ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❞♦❡s

♥♦t ♣❧❛② ❛♥② r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s tr❛❞❡❞✳ ❙♦✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❜❡

❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ✜♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t s✉♣♣♦rt ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ Q2 > Qh > Q1 > 0 ✭✐✳❡✳

t❤❡ ♦♥❧② ❝❧❛ss✲♦♥❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❧♦✇✲❝♦✐♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦s ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✉❡✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱

✐ts ❡①✐st❡♥❝❡ ✐s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡❧♦✇✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ■❢ θ < θ̄ t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ r > 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡ Q2 > Qh > Q1

❛♥❞ ❜✉②❡rs ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② s♣❧✐t t❤❡✐r ♣♦rt❢♦❧✐♦s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r r = r̄(0,1) ❜✉②❡rs ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡✐r ♣♦rt❢♦❧✐♦✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦s ❛r❡ tr❛❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡♠✐✉♠ ♦✈❡r t❤❡✐r ❤✐❣❤✲s✐♥❣❧❡✲

✉♥✐t ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ✐❢ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ♥♦t t♦♦ ❤✐❣❤✱ ❜❡❝❛✉s❡

♦t❤❡r✇✐s❡ ❛ ❤✐❣❤✲❝♦✐♥ ❜✉②❡r ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r t♦ ✇❛✐t t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ t♦ ❛ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥s

♣♦rt❢♦❧✐♦ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡ ❛ ❤✐❣❤❡r q✉❛♥t✐t②✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣❛t✐❡♥t✳

✹ ❈❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛ s❡❧❧❡r

✐s ❛❧✇❛②s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t② r❡q✉❡st❡❞ ❜② ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❜✉②❡r ✐♥ ❛

♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t s❡❧❧❡rs ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts

t❤❛t ♠❛❦❡ ✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ q✉❛♥t✐t② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧✳ ❯♥❞❡r s✉❝❤ ❛

s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛ ❜✉②❡r ✇❤♦ ♠❡❡ts ❛ s❡❧❧❡r ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss✶✶✱ s❤❛❧❧ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②

❝♦♥s✉♠❡ ❛ q✉❛♥t✐t② ❧❡ss❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ♦r ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡✈❡♥t t♦ ♠❡❡t

❡✐t❤❡r ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦r ❛ ✏❧❡ss ❝♦♥str❛✐♥❡❞✑ s❡❧❧❡r ♦❢ ❤❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲t②♣❡✳

❆ ♣r✐♦r✐✱ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ♥❛t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ♠❛❣♥✐❢② t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❤❛✈✐♥❣

❛ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ s♣❧✐t t❤❡✐r ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s✱ t❤❡♥

✶✶❚♦ ❢✉rt❤❡r ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐③❡❞✱ t❤❡ ✇♦r❞ ❝❧❛ss ✐s r❡s❡r✈❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❛♥ ❛❣❡♥t

❜② ❤❡r s❡❧❧❡r✬s ♥❛t✉r❡✿ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦r ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❜✉②❡r ❝❛♥ ❜❡ t♦t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❤❡r t②♣❡ ♦❢

❣♦♦❞✱ ❜② t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❤❡r ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s✱ ❛♥❞ ❜② ❤❡r ❝❧❛ss ✇❤❡♥ ❛❝t✐♥❣ ❛s s❡❧❧❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞

t❤❛t ❛t t = 0 ♥❛t✉r❡ ✭♦r ●♦❞✮ s❡❧❡❝ts t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡✈❡r ❝❤❛♥❣❡s ❜✉t ♦♥❧② ♠❛♥✐❢❡sts ✇❤❡♥

t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ❛ s❡❧❧❡r✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s r❡✈❡❛❧❡❞ ✉♥t✐❧ ❛

♠❡❡t ✐s r❡❛❧✐③❡❞✱ ❜✉t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✈❡r✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ s❡❧❧❡r✬s

t②♣❡ ♣r✐✈❛t❡✱ ❡✈❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛s ✐♥ ❚r❡❥♦s ✭✶✾✾✾✮✳
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t❤❡② ❝♦✉❧❞ ♣❛rt✐❛❧❧② r❡♠❡❞✐❛t❡ t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❢❛❝✐♥❣ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡r ❜② s♠♦♦t❤✐♥❣ t❤❡✐r

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣❛t❤✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ ❧♦tt❡r✐❡s ♦✈❡r t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s tr❛❞❡❞ ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞

✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛s ✐♥ ❇❡r❡♥ts❡♥ ❡t ❛❧ ✭✷✵✵✷✮✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s

❡♥t❛✐❧❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ t❤❡✐r ♣❛♣❡r✱ t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ❜✉②❡r✬s ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣

♣♦✇❡r t❡♥❞s t♦ ♦♥❡✱ t❤❡ ✉♥✐t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♠♦♥❡② ✐s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❡ss

t❤❛♥ ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t q✉❛♥t✐t② ✐s ❛❧✇❛②s ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛❧❜❡✐t ❜✉②❡rs r❡t❛✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤

t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❣❡t t❤❡ s♦❝✐❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t q✉❛♥t✐t② ✐❢ t❤❡② ♠❡❡t ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡r✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧♦✇ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ r♦❧❡ t♦ ♣❧❛② ✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱

❧✐❦❡ ♦♥❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣r♦❞✉❝❡rs✶✷✳

▼♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ t♦ s❡r✈❡ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ s❡❧❧❡rs✿ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ❛s ❝✐t❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ❛ss✉r❡

s②♠♠❡tr② ♦♥ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❣♦♦❞s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ s❡❧❧❡rs✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡

✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡r ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② α✮ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ❛❣❡♥t✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t Qh✱ Q2 ❛♥❞ Q1 ❛r❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s

❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ✐♥ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❛ s❡❧❧❡r✳ ▲❡t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Q̃✱ ✇✐t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ F (·)✱

❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛♥t✐t② t❤❛t ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡❀ ❛♥❞ ❧❡t [Qmax
1 , Qmax

2 ]

❜❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ Q̃✱ ✇❤❡r❡ Qmax
1 ❛♥❞ Qmax

2 ❛r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥

❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦r t❤♦s❡ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s✱ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳

✹✳✶ ❲❤❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

■♥ ❜♦t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ ❝❧❛ss t❤r❡❡✱ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t r❡s❡♠❜❧❡s ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s

❥✉st ♦♥❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❛t ♠♦♥❡②✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❥✉st ♦♥❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❜✉②❡rs✳ ❙✐♥❝❡

✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡② ❝❛♥ t❤r♦✇ ✜❛t ♠♦♥❡② ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦st ❛t ❛♥② t✐♠❡✱ ✐♥ s✉❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ t❤❡

❜✉②❡rs ❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ✇♦rt❤❧❡ss ♠♦♥❡t❛r② ❛rr❛② ❜❡❝♦♠❡ s❡❧❧❡rs ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②✳

❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ♦♥❧② ❛ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❜✉②❡rs ♦❢ ❝❧❛ss j

✶✷❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♦❢ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞✲❳■❳t❤ ❝❡♥t✉r②✳

✶✻



❤♦❧❞✐♥❣ ❛♥ i ♠♦♥❡t❛r② ❛rr❛②✶✸ ✭✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ i ❤❛s ✈❛❧✉❡✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

rQj
i = m0

(

α

∫ Qmax

2

Qmax

1

max{u(min{Q̃,Qi})−Qj
i +Qj

0, 0} · I{Qc
i−Qc

0
≥Q̃} dF (Q̃)

+(1− α)[u(Qi)−Qj
i +Qj

0] · I{Qu
i −Qu

0
≥Q̃}

)

✭✶✻✮

❯♥❧✐❦❡ ❇❡❧❧♠❛♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❜✉②❡r✬s ❧✐❢❡✲t✐♠❡ ✈❛❧✉❡

♥♦✇ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r s❤❡ ♠❡❡ts ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦r ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡r✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐t

✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❡❡t✐♥❣ ❛ s❡❧❧❡r ♦❢ ❤❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲t②♣❡✱ m0✱ t✐♠❡s t❤❡

❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤ ✲✇❤✐❝❤ ♥♦✇ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

s❡❧❧❡r α✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t s✉❝❤ ❣❛✐♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❡❧❧❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡

❢♦r ♠♦♥❡② ✭✇❤✐❝❤ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✮✳ ❍❡♥❝❡✱

✇❤❡♥ ❛ ❜✉②❡r ♠❡❡ts ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡r✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡ ✐s [u(Qi) − Qj
i + Qj

0]✿

t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛♥t✐t② ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ✐♥ t❤❛t ❡❝♦♥♦♠② ✭♦r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✱ Qi✱ ♠✐♥✉s t❤❡ ❧✐❢❡✲t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦♥❡② ❛rr❛②

Qj
i ✱ ♣❧✉s t❤❡ ✢♦✇ r❡t✉r♥ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ s❡❧❧❡r✱ Qj

0✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ ❛ ❜✉②❡r ♠❡❡ts

❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡r✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Q̃✱ ❛♥❞ ✐s

❡q✉❛❧ t♦
∫ Qmax

2

Qmax

1

max{u(min{Q̃,Qi})−Qj
i+Qj

0, 0}✳ ■♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✲♠❡❡t✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡

❜✉②❡r s♣❡♥❞s ❤❡r ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s u(min{Q̃,Qi})−Qj
i+Qj

0✱ ♦r r❡♠❛✐♥s ❛ ❜✉②❡r✱

✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ♥♦ s✉r♣❧✉s✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛♥t✐t② ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s Qmax
2 ✱ ♥♦ s❡❧❧❡r ✇♦✉❧❞ ❞❡❧✐✈❡r ❛

q✉❛♥t✐t② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ Qi ❢♦r ❛♥ i ♠♦♥❡t❛r② ❛rr❛②✳ ❙♦✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❜✉②❡r

tr❛❞❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡r ♦❢ ❤❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲t②♣❡ ✐s min{Q̃,Qi}✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❢❛❝t

❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛♥t✐t② ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

✇❤❡♥ ♠❡❡t✐♥❣ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡r ✐s 1− F (Qi)✳

❇❡❝❛✉s❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ u(·) ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❜✉②❡rs✬ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s ❛

r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤r❡s❤♦❧❞ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♥♦t

♣r♦✜t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❜✉②❡r t♦ ❛❝❝❡♣t ❛ ❞❡❛❧✳ ▲❡t X j
i = [Q̄j

i , Qi] ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡

q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r ❛ ❜✉②❡r ♦❢ ❦✐♥❞ i ❛♥❞ ❝❧❛ss j✳ ❍❡r❡✱ Q̄j
i ✭t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✮ s❛t✐s✜❡s

Q̄j
i = u−1(Qj

i −Qj
0) ✭✶✼✮

✶✸❍❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s t❤❡ ❛❣❡♥t ❜② ❤❡r ♠♦♥❡t❛r② ❛rr❛② ✭✐✳❡✳ i ∈ {2, h}✮ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t

❞♦❡s ✐t ❜② ❤❡r ❝❧❛ss ♦❢ s❡❧❧❡r ✭✐✳❡✳✱ j ∈ {c, u} ✇❤❡r❡ c ❞❡♥♦t❡s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ u ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✮✳

✶✼



❈❧❡❛r❧②✱ ✐❢ Q̃ > Q̄j
i ✱ ❜✉②❡r (i, j) ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ tr❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❧❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ s❡❧❧❡r✬s ✈❛❧✉❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

rQc
0 = miα

∫

X c
i

max {−Q̃+Qj
i −Qj

0, 0} dF (Q̃) ✭✶✽✮

❍❡r ✢♦✇ r❡t✉r♥ ✐s ♥♦✇ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠❡❡t✐♥❣✲❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛

❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜✉②❡r✱ αmi✱ t✐♠❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ✐♥ t❤❛t tr❛❞❡✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❡ ✈❛❧✉❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡r ✐s ❛❧✇❛②s ③❡r♦✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ F (·) ♣❧❛❝❡s ❛❧❧ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛♥t✐t② ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡

✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡r✱ Qc
0 ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ③❡r♦✱ ❜❡❝❛✉s❡ s❤❡ ❝♦✉❧❞ tr❛❞❡ ❢♦r ❧❡ss

t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡ ❛ ♣r♦✜t ❧❛t❡r ✐♥ ❤❡r ❜✉②❡r✬s ❢❛❝❡t✳ ❆♥

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t② ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛❣❡♥ts ✐s ❧❡ss t❤❛♥

❢♦r ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♥❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ X c
i ⊂ X u

i ≡ Qi✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❛t ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞

❜✉②❡rs ♦♥❧② tr❛❞❡ ✇✐t❤ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡rs✳

■♥ ✈✐rt✉❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ Q2
1 ✉♥❞❡r ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s

t♦t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉♣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t

t❤❡r❡ ❡①✐st ❛❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡

❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡rs ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ❆ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ Q2
2 ❛♥❞ Q1✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s✲

s✉♠♣t✐♦♥✱ ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s {Qc
0, Q

j
1, Q

j
2, Q

j
h}j∈{c,u}✱ ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢

r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s {Q̄j
1, Q̄

j
2, Q̄

j
h}j∈{c,u} t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✻✮ ✲ ✭✶✽✮✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥s ✇❤❡r❡ i ∈ I ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳

✹✳✷ ❲❤❡♥ ❧♦✇ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✉❡

■♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦s ❛r❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ✭✐✳❡✳ Q2
2 ❛♥❞ Q1✮ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ✐♥str✉♠❡♥t t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② s❡❧❧❡rs✬ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥

❢❛❝t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❛❧❧ s❡❧❧❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ Q1✱ ❛❧❧ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ❝❛♥

❡①♣❡❝t ❛ r❡t✉r♥ ♦❢ ❛t ❧❡❛st u(Q1) +Q1 ✐♥ ❛♥② s✐♥❣❧❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✲♠❡❡t✐♥❣✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r s❡❧❧❡rs ❛♥❞ ❜✉②❡rs ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ str✉❝t✉r❡ t♦ t❤♦s❡ ✐♥

t❤❡ ❧❛st s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❤❛✈❡ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t❤❛t ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇ ❞❡♥♦♠✲

✐♥❛t✐♦♥s ✐♥ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ Q2
2 ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ Q1✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✶✹✳ ❇❡❧❧♠❛♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s

✶✹❯♥❞❡r t❤❡ ❛✇❛r❡♥❡ss t❤❛t ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ✐s ③❡r♦ ✐♥ Q2

2✳

✶✽



t❤❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦✱

rQj
h = m0

(

α

∫ Qmax

2

Qmax

1

max{u(min{Q̃,Qh})−Qj
h +Qj

0, 0} · I{Qc
h
−Qc

0
≥Q̃} dF (Q̃)

+(1− α)[u(Qh)−Qj
h +Qj

0] · I{Qu
h
−Qu

0
≥Q̃}

)

+ θ(Qj
2 −Qj

h) ✭✶✾✮

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❛ ❤✐❣❤✲❝♦✐♥ ❜✉②❡r ❝❛♥ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ ❛ s❡❧❧❡r ✐♥ ❛ tr❛❞❡ ❤❛s Q1 ❛s

✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❙♦✱ ✐❢ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ Q1✱ Qh →(−) Q1✱ t❤❡ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t②

❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r t❤♦s❡ ❜✉②❡rs✱ ❜✉t ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✇❤❡♥ Qh →(+) Q2✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱

❛♥❞ ❞❡s♣✐t❡ t❤✐s ❢❛❝t✱ ❤✐❣❤✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ❝♦✉♥t ✇✐t❤ ❛♥ ✏✐♥❞✐r❡❝t✑ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝✉rs❡

♦❢ ❢❛❝✐♥❣ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡r ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

t♦ ♠❡❡t t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ♣❛t✐❡♥t✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡

t♦ ❞❡❧❛② ❛ tr❛❞❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳

▲✐❢❡✲t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ♦♥❡✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ✭✼✮✱

rQj
1 = m0(u(Q1)−Q1) = rQ1 ✭✷✵✮

❚✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡✐r ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣ ✇❤❡♥

❢❛❝✐♥❣ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡r✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❢♦r ❛♥② s✐♥❣❧❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✲♠❡❡t✐♥❣✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞

♦❢ t❤❡ ✢♦✇ r❡t✉r♥ ✲✐❢ t❤❡② tr❛❞❡✲ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② u(Q1)+Q1✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✐❢ t❤❡② ❛tt❡♠♣t t♦ tr❛❞❡

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❢❛❝❡ s❡❧❧❡r✬s ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ❛ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡

❞❡✜♥❡❞ ❛s ❜❡❢♦r❡✳ ❇❡❧❧♠❛♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡♥ ②✐❡❧❞s✱

rQj
2 = m0

{

(1− δ)

[

α

(

∫ Qmax
2

Qmax
1

max {u(Q̃)−Qj
2 +Qj

0, 0} · I{Qj
2
−Q

j
0
≥Q̃}

dF (Q̃)

)

✭✷✶✮

+(1− α)(u(Q2)−Qj
2 +Qj

0)
]

+ δ[u(Q1) +Q1 −Qj
2]
}

❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❜❡❧❧♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r s❡❧❧❡rs ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r

❝❛s❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ♥♦✇ tr❛❞❡ ✇✐t❤ ❜✉②❡rs ❤♦❧❞✐♥❣ ❛♥② ❛rr❛② ♦❢

❝♦✐♥s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s ❥✉st t❛❦❡♥ ♦✈❡r {2, h} ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ s❡❧❧❡r

t❤❡ s✉r♣❧✉s ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❢♦r ❛ ❧♦✇ ❝♦✐♥ ✐s ❛❧✇❛②s ③❡r♦✳

rQc
0 =

∑

h,2

miα

∫

Xc

max {−Q̃+Qj
i −Qj

0, 0} dF (Q̃)0 ✭✷✷✮

✶✾



❙✐♥❝❡ t❤❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤ ❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞

❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ Q2
2 ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❙♦✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛❧✐③❡s t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ t❤❛t

♠♦❞❡❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ❆ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ Q2
2 ❛♥❞ Q1✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s✲

s✉♠♣t✐♦♥✱ ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s {Qc
0, Q

j
1, Q

j
2, Q

j
h}j∈{c,u}✱ ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢

r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s {Q̄j
1, Q̄

j
2, Q̄

j
h}j∈{c,u} t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✾✮ ✲ ✭✷✷✮ ✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉✲

r❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ i ∈ I ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳

❲❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❡❛r❧② t♦ ❡①♣❧❛✐♥

❤♦✇ ❛❣❡♥ts ❞✐✈✐❞❡ t❤❡✐r ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s s❤❛❧❧ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ s❧✐❣❤t❧② t♦ ❛❞❞ ✲✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞

s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ✭✶✷✮✱ s❡❧❧❡r✬s ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

❛❣❡♥ts ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ③❡r♦✳ ■♥ s✉❝❤ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✈❛r✐♦✉s s❝❡♥❛r✐♦s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t♦

❛♥❛❧②③❡ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❈❛s❡ ✶✿ u(Q1) + Q1 > u(Q2) + Qc
0✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts t❤❡ ✢♦✇

r❡t✉r♥ ♦❢ tr❛❞✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐s ❧❡ss❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧✐❢❡✲t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣

t❤❡✐r ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s❡❧❧❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛♥t✐t② ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥

t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❙♦✱ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s s♣❧✐t t❤❡✐r ♣♦rt❢♦❧✐♦✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜♦t❤

❝❧❛ss❡s ♦❢ s❡❧❧❡rs ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ♣r♦❞✉❝❡ ❢♦r ♠♦♥❡② ✇❤❡♥ ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡♠✳

❈❛s❡ ✷✿ u(Q1) + Q1 = u(Q2) + Qc
0✳ ❍❡r❡✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜✉②❡rs ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡✲

t✇❡❡♥ s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡✐r ♠♦♥❡t❛r② ❛rr❛② ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ Q2✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t s❡❧❧❡r ♣r♦❞✉❝❡ s✉❝❤

q✉❛♥t✐t②✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡rs ❛r❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❧❛ss ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ✇✐❧❧ ❛❣r❡❡ t♦ ❞♦ s♦✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❢t❡r tr❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠✐♥❣

❜✉②❡rs t❤❡② ❝❛♥ ❣❡t ✲✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✲ u(Q1) +Q1 ✐♥ ❛♥② s✐♥❣❧❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✲♠❡❡t✐♥❣✳ ▼♦r❡✲

♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜✉②❡r ♠❡❡ts ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡r✱ s❤❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s s♣❧✐t ❤❡r ♠♦♥❡②

❤♦❧❞✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ Q2 ✐s ♥♦t ❛tt❛✐♥❛❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜✉②❡rs ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s

s♣❧✐t t❤❡✐r t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜❡✐♥❣ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r t❤❡♠ Qu
0 = 0✱

❛♥❞ s♦ Q2 ✐s ♥♦t ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✳

❈❛s❡ ✸✿ u(Q1) + Q1 < u(Q2)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t✲

❢♦r✇❛r❞✳ ▲❡t✬s ✜rst ❛♥❛❧②③❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜✉②❡rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ u(·) ✐s str✐❝t❧②

✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ Q̂c
2 s✉❝❤ t❤❛t u(Q1)+Q1−Qc

0 = u(Q̂j
2)✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞

✇✐t❤ t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥

✷✵



❢♦r s♣❧✐tt✐♥❣ ♣♦rt❢♦❧✐♦s ♦❢ ♠♦♥❡② ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛❞❡✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❧♦♦❦ t❤❛t Q̂c
2 ≥ Q̄c

2 ❜❡✲

❝❛✉s❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛❝ts ❛s ❛♥ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♦r ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✐s str✐❝t

✐❢ ❛ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡r ❡①♣❡❝ts t♦ ❣❡t ❛ ❤✐❣❤❡r ♦✉t♣✉t t❤❛♥ s✉❝❤ ✏✐♥s✉r❛♥❝❡✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳✑

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❜✉②❡r ✐s ✐♠♣❛t✐❡♥t ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r̃ ❛t ✇❤✐❝❤

Q̂c
2 = Q̄c

2✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✇❤❡r❡ u(Q1) + Q1 = Qc
2✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❛ ❜✉②❡r ❛♥❞ s❡❧❧❡r ✇✐❧❧

tr❛❞❡ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✳

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ✐❢ ❜✉②❡rs✬ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✱ t❤❡♥ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs

✇✐❧❧ s♣❧✐t t❤❡✐r ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢r✐❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❛t

s❝❡♥❛r✐♦✱ ❜♦t❤ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❢♦r ♠♦♥❡② ❛♥❞ ❛ s♦rt ♦❢ ✏♥♦✲tr❛❞❡ ❢r✐❝t✐♦♥✑ ✐s

❛♠❡❧✐♦r❛t❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r②✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♣r♦❞✉❝❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐s ❤✐❣❤❡r ❛♥❞

s♦ ✐s t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❛tt❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❇❡r❡♥ts❡♥ ❛♥❞ ❘♦❝❤❡t❡❛✉

✭✷✵✵✷✮ ✉♥❞❡r ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♠♦♥❡②✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ✲❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛❣❡♥ts t♦

s♣❡♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦♥ ❧♦✇✲✈❛❧✉❡❞ ✈❛r✐❡t✐❡s✲ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏♥♦✲ tr❛❞❡✑ ❛♥❞

✏t♦♦✲♠✉❝❤✲tr❛❞❡✑ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❜✉②❡rs ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ t♦ s♣❧✐t t❤❡✐r ♠♦♥❡②

❤♦❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦❝r❛st✐♥❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♠♦♥❡② t❤❡ r❡s✉❧t

✐s ❡✈❡♥ str♦♥❣❡r ❜❡❝❛✉s❡ t♦t❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ♥♦t ✈❛r✐❡t✐❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥✿ ❋✐①❡❞ ❝♦sts ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥

❙♦ ❢❛r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❥✉st ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥ s❡❧❧❡rs✬ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥✿ t❤❡✐r ❝♦♥str❛✐♥t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❜❡②♦♥❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❝❛♥ ❞✐s♣❧❛② ♠❛♥② ♦t❤❡r ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐t✐❡s ❛♥❞

❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡

❢♦r♠❡r ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦sts✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r❝❡ ✜r♠s t♦ ♣❛② ❛ ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦♥❡② t♦

♣r♦❞✉❝❡ ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t②✳

■♥ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❤❡r❡✱ ✜①❡❞ ❝♦sts ❝♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❛✐♥s

✐♥ ✇❡❧❢❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♠♦♥❡②✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♠✐❣❤t ❥✉st✐❢② t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧✐❦❡ Q1
2✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇

s❡❧❧❡rs r❡t❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t

❣♦✈❡r♥s t❤❡ ❛♠♦✉♥t t❤❛t ❡❛❝❤ s❡❧❧❡r s❤❛❧❧ ♣❛② t♦ ♣r♦❞✉❝❡✱ t❤❡♥✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

♦❢ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❧♦✇ ❝♦✐♥s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ✈❛❧✉❡✱ ♦r

✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❧❡ss❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤♦✉t s✉❝❤

❢r✐❝t✐♦♥✳

✷✶



❆s ✐t ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❝♦sts ♣r✐✈✐❧❡❣❡s t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ q✉❛♥t✐t②✱ t❤❡ ❧❡ss❡r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦st✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s✉r♣❧✉s ♦❢ s❡❧❧❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡

s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ t♦ ♠❛❦❡ ✐t ♣r♦✜t❛❜❧❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥

✐❢ s❡❧❧❡r✬s ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ❤✐❣❤✱ t❤♦s❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ r❡❥❡❝t t❤❡ tr❛❞❡ ❛♥❞

✇❛✐t✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❢♦r ❛ ♦♥❡✲❤✐❣❤✲❝♦✐♥ ♦r ❛ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs✳

■♥ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❛t ♥❛t✉r❡✱ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ♥♦✇ s❤❛❧❧ ❛ss❡ss t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

❢❛❝✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤✲✜①❡❞ ❝♦st s❡❧❧❡r ✭✇❤♦ ✐s t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ❛ ❧♦✇ ❝❛♣❛❝✐t② s❡❧❧❡r✮✱ t♦

❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣ ✐s ✇♦rt❤②✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ ♣❛t✐❡♥t ❜✉②❡rs

❛r❡✱ ❛♥❞ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦sts✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t②

❞♦❡s ♥♦t ❜❡st♦✇ ❛ ♣r❡♠✐✉♠✱ ✐♥ ✈✐rt✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✱ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ✇♦✉❧❞

❡♠❡r❣❡ ✐s ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❤✐❣❤✲❝♦✐♥ ❛♥❞ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥s ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ❛r❡ tr❛❞❡❞ ❛t ♣❛r✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐❢ ❛♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ á ❧❛ ▲✐ ✭✶✾✾✺✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✭❢♦r ❛♥②

❦✐♥❞ ♦❢ ❜✉②❡rs✮ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ✐s ❝♦♥✜s❝❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ s❡❧❧❡rs✱ t❤❡♥

❜✉②❡rs ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ s♣❡♥❞ ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡✐r ♠♦♥❡②

❤♦❧❞✐♥❣s ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡✳ ❯♥❞❡r ❛ ✜①❡❞ ❝♦st ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✲❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❛ ❧♦✇ t✐♠❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡✲ s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ s❡t ❛ tr❛❞❡♦✛ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥

♣♦rt❢♦❧✐♦✱ s✐♥❝❡ ❡✈❡♥ t❤❡ ✏❤♦t ♣♦t❛t♦✑ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❝❛❧❧s ❢♦r ❛ q✉✐❝❦ s♣❡♥❞✐♥❣ ✭✇❤✐❝❤

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ♣❛rt✐❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ s♣❧✐tt✐♥❣✮✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦st ❛❝ts ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ tr❛❞❡♦✛ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜❡❝❛✉s❡

❡✈❡♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✉r❣❡s ❢♦r ❛ q✉✐❝❦ s♣❡♥❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧♦ss❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜✉②❡rs ❝♦✉❧❞ ✐♥❝✉r

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ s♦♠❡ s❡❧❧❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡✱

✐♥✢❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ r❡✐♥❢♦r❝❡ ♦ ❞❡t❡r tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✉♥❞❡r ✜①❡❞ ❝♦sts ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✻ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❛ s❡❛r❝❤ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♠♦♥❡② ✲❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t✇♦ ❞❡♥♦♠✐✲

♥❛t✐♦♥s✿ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t✳ ❇✉②❡rs ❝❛♥♥♦t s✇❛♣ ♥♦t❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠s❡❧✈❡s✱

❜✉t ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ t✇♦ ❧♦✇ ❝♦✐♥s ❢♦r ♦♥❡ ❤✐❣❤ ❝♦✐♥ ✲❛♥❞ ✈✐❝❡✈❡rs❛✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢

❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s P♦✐ss♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤✐s ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ✜①❡❞✱

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡ t♦ ♣r❡✈❛✐❧ ✐♥ ❛♥② tr❛❞❡✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

✇❡ s❤♦✇ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥♦♠✐✲

♥❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❡①❤✐❜✐t ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ ♦♥❧② t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥

✷✷



❛♥❞ ❤✐❣❤✲❝♦✐♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦s ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr❛❞❡❞ ❛t ♣❛r✱

✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐ts ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t

st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❲❛❧❧❛❝❡ ❛♥❞ ❩❤♦✉ ✭✷✵✵✹✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐❢ ♠♦♥❡②

❤❛s ❛ s♠❛❧❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✉❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦✉❧❞ ❡①✐st✳ ❋✉rt❤❡♠♦r❡ ✲❛♥❞

♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t✲ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡ ❧♦✇✲

❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✐♥s ❛r❡ tr❛❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡♠✐✉♠ ✐❢ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✉t ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ t❤❛t s❡♥s❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝♦♥✲

✈❡rts ♣♦rt❢♦❧✐♦s ❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❛t❡✱ s❡❧❧❡rs ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛ ❤✐❣❤❡r q✉❛♥t✐t② ✇❤❡♥

tr❛❞❡ ✇✐t❤ ❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ✐♥ ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡ ❧✐q✉✐❞✐t② t❤❡✐r ❛ss❡ts ♦✛❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

❜✉②❡rs ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② s♣❧✐t ❛ t✇♦✲❧♦✇ ❝♦✐♥s ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✇❤❡♥ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦

❞♦ s♦✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st

❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② s✐❞❡✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♣❧✉s

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s ❝♦✉❧❞ r❡♠❡❞✐❛t❡ ✭♣❛rt✐❛❧❧② ♦r t♦t❛❧❧②✮

t❤❡ ✏♥♦✲tr❛❞❡✑ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② s✉❝❤ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❆ r❡s✉❧t t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr✐✈✐❛❧❧②

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❧♦tt❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r ♣r♦♣❡r ❞✐s❝♦✉♥t

r❛t❡s✱ t✇♦✲❧♦✇✲❝♦✐♥ ❜✉②❡rs ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s s♣❧✐t t❤❡✐r ♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

❛♥❞ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡❧❧❡rs ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❢♦r ♠♦♥❡② ✇❤❡♥ ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡♠✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱

t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐s ❣r❡❛t❡r ❛♥❞ s♦ ✐s t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❛tt❛✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♠♠❡♥ts✱ ✇❡

❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜①❡❞ ❝♦sts ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡

❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❢♦✉♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❞✐✈✐❞✐♥❣

♠♦♥❡② ❤♦❧❞✐♥❣s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❇❡r❡♥ts❡♥ ❆✳ ❛♥❞ ●✳ ❘♦❝❤❡t❡❛✉ ✭✷✵✵✷✮✳ ✏❖♥ t❤❡ ❊✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊①❝❤❛♥❣❡✿

❍♦✇ ❉✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ▼♦♥❡② ▼❛tt❡rs✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✹✸✱ ✾✹✺✲✾✺✹✳

❬✷❪ ❇❡r❡♥ts❡♥✱ ❆✳ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ✏■♥❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ▲♦tt❡r✐❡s ❛♥❞ ▼♦♥❡t❛r② ❊①❝❤❛♥❣❡✱✑

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✵✼✱ ✼✵✲✾✹✳ ✳

❬✸❪ ❇✳ ❈❤❛♠♣ ✭✷✵✵✼✮✳ ✏Pr✐✈❛t❡ ▼♦♥❡② ✐♥ ♦✉r P❛st✱ Pr❡s❡♥t ❛♥❞ ❋✉t✉r❡✱✑ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❝♦♠♠❡♥t✱ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ❈❧❡✈❡❧❛♥❞✳
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❬✹❪ ❱✳ ▲✐ ✭✶✾✾✺✮✳ ✏❚❤❡ ❖♣t✐♠❛❧ ❚❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❛t ▼♦♥❡② ✐♥ ❙❡❛r❝❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱✑ ■♥t❡r✲

♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✸✻✱ ✾✷✼✲✾✹✷✳

❬✺❪ ❏✳ ▼♦r❡♥♦✲❱✐❧❧❛❧❛③ ✭✶✾✾✾✮✳ ✏▲❡ss♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ▼♦♥❡t❛r② ❊①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ P❛♥❛♠❛✿ ❆

❉♦❧❧❛r ❊❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥✱✑ ❈❛t♦ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✽✱ ✹✷✶✲✹✸✾✳

❬✻❪ ❘❡❞✐s❤✱ ❆✳ ❛♥❞ ❲✳ ❲❡❜❡r ✭✷✵✶✶❛✮✳ ✏❈♦✐♥ ❙✐③❡s ❛♥❞ P❛②♠❡♥ts ✐♥ ❈♦♠♠♦❞✐t② ▼♦♥❡②

❙②st❡♠s✱✑ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s✱ ✶✺✱ ✻✷✲✽✷✳

❬✼❪ ❘❡❞✐s❤✱ ❆✳ ❛♥❞ ❲✳ ❲❡❜❡r ✭✷✵✶✶❜✮✳ ✏❆ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❈♦♠♠♦❞✐t② ▼♦♥❡② ✇✐t❤ ▼✐♥t✐♥❣

❛♥❞ ▼❡❧t✐♥❣✱✑ ❙t❛✛ ❘❡♣♦rt ✹✻✵✱ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ▼✐♥♥❡❛♣♦❧✐s✳

❬✽❪ ❘♦❧♥✐❝❦✱ ❆✳ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ✏❚❤❡ ❉❡❜❛s❡♠❡♥t P✉③③❧❡✿ ❊ss❛② ✐♥ ▼❡❞✐❡✈❛❧ ▼♦♥❡t❛r②

❍✐st♦r②✱✑ ❋❘❇▼ ◗✉❛rt❡r❧② ❘❡✈✐❡✇✱ ✷✶✱ ✽✲✷✵✳

❬✾❪ ❆✳ ❘✉❜✐♥st❡✐♥ ✭✶✾✽✷✮✳ ✏P❡r❢❡❝t ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❛ ❇❛r❣❛✐♥✐♥❣ ▼♦❞❡❧✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱

✶✾✽✷✱ ✺✵✱ ✾✼✲✶✵✾✳

❬✶✵❪ ❙✳ ❙❤✐ ✭✶✾✾✺✮✳ ✏▼♦♥❡② ❛♥❞ Pr✐❝❡s✿ ❆ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❙❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❇❛r❣❛✐♥✐♥❣✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✾✾✺✱ ✻✼✱ ✹✻✼✲✹✾✽✳

❬✶✶❪ ❚r❡❥♦s✱ ❆✳ ❛♥❞ ❘✳ ❲r✐❣❤t ✭✶✾✾✺✮✳ ✏❙❡❛r❝❤✱ ❇❛r❣❛✐♥✐♥❣✱ ▼♦♥❡② ❛♥❞ Pr✐❝❡s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✵✸✱ ✶✶✽✲✶✹✶✳

❬✶✷❪ ❆✳ ❚r❡❥♦s ✭✶✾✾✾✮✳ ✏❙❡❛r❝❤✱ ❇❛r❣❛✐♥✐♥❣✱ ▼♦♥❡② ❛♥❞ Pr✐❝❡s ✉♥❞❡r Pr✐✈❛t❡ ■♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥✱✑ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✹✵✱ ✻✼✾✲✻✾✺✳

❬✶✸❪ ◆✳ ❲❛❧❧❛❝❡ ✭✷✵✵✸✮✳ ✏▼♦❞❡❧✐♥❣ ❙♠❛❧❧ ❈❤❛♥❣❡✿ ❆ ❘❡✈✐❡✇ ❆rt✐❝❧❡✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡✲

t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✵✱ ✶✸✾✶✲✶✹✵✶✳

❬✶✹❪ ❲❛❧❧❛❝❡✱ ◆✳ ❛♥❞ ❚✳ ❩❤✉ ✭✷✵✵✹✮✳ ✏❆ ❈♦♠♠♦❞✐t②✲▼♦♥❡② ❘❡✜♥❡♠❡♥t ✐♥ ▼❛t❝❤✐♥❣

▼♦❞❡❧s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✶✼✱ ✷✹✻✲✷✺✽✳

❆♣♣❡♥❞✐①✿ Pr♦♦❢s

❆ ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧t ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✱ ✐s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳
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▲❡♠♠❛ ✽ ■❢ u(·) ✐s ❛ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✱

t❤❡♥✱ a+ bu(·)✱ ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❢♦r ❛❧❧ a, b ∈ R✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥❝❛✈✐t② ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳ ❋♦r ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ ❧❡t h(·) : R → R

❞❡✜♥❡❞ ❜② h(q) = a + bu(q) − q✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ u(q)✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡

t❤❛t limq→∞ h′(q) = limq→∞(bu′(q) − 1) = −1✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡r❡ ❡①✐sts q0 ∈ R
+✱ s✉❝❤ t❤❛t

h′(q) < −1
2 ❢♦r ❛❧❧ q > q0✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t h(q) ≤ h(q0) −

1
2(q − q0) ❢♦r ❛❧❧

q > q0❀ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t limq→∞ h(q) = −∞✳ ❚❤❛t ✐s✱ h(q) = 0 ❢♦r s♦♠❡ q > q0✳

❚❤❡♥ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ q̄ > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t a+ bu(q̄) = q̄✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✮ ✲ ✭✼✮✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✉②❡rs✬ str❛t❡❣✐❡s δ, ρ✱ s❡❧❧❡r✬s st❡❛❞②✲st❛t❡ s✉❜✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

m0✱ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ θ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r✱

Qh =
m0(m0 + r + θ(1− ρ))

(m0 + r)(m0 + r + θ)
u(Qh) +

m0θρ(1− δ)

(m0 + r)(m0 + r + θ)
u(Q2)

+
m0δθρ(2m0 + r)

(m0 + r)2(m0 + r + θ)
u(Q1) ✭✷✸✮

Q2 =
m0θ(1− ρ)

(m0 + r)(m0 + r + θ)
u(Qh) +

m0(1− δ)(1 + θρ)

(m0 + r)(m0 + r + θ)
u(Q2)

+
m0δ(2m0 + r)(m0 + r + θρ)

(m0 + r)2(m0 + r + θ)
u(Q1) ✭✷✹✮

Q1 =
m0

(m0 + r)
u(Q1) ✭✷✺✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ {Q2
2,Q

1
3,Q

2
3}✱ s✉❜st✐t✉t❡ θ = 0✱ ✐♥ ✭✷✸✮✲✭✷✹✮✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✿

Qh =
m0

m0 + r
u(Qh) ✭✷✻✮

Q2 =
m0(1− δ)

(m0 + r)2
u(Q2) +

δ(2m0 + r)

m0 + r
Q1 ✭✷✼✮

✷✺



❈❧❡❛r❧②✱ Q1 = 0 ❛♥❞ Qh = 0 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✷✺✮ ❛♥❞ ✭✷✻✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ♣❧✉❣❣✐♥❣

Q1 = 0 ✐♥t♦ ✭✷✼✮ ❛♥❞ ❜② ✐♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t st❛t❡❞ ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✶✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts Q2 > 0 s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ ✭✷✼✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ Q2
3 ✐s ♣r♦✈❡❞✳ ❇② t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❡①✐st❡♥❝❡

♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ Q1
3 ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ss✉r❡❞✳

▲✐❦❡✇✐s❡✱ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ Q2
2✱ t❛❦❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✺✮✱ ❛♥❞

s✉❜st✐t✉t❡ ✐t ✐♥ ✭✷✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ❜② t❤❡ r❡s✉❧t st❛t❡❞ ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✶ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ Q1
2 ❛♥❞ Q1 ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❄❄ ❛♥❞

❄❄✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧❛✐♠ s✉❜st✐t✉t❡ δ = 0 ✐♥ ✭✷✸✮✲✭✷✺✮ s✐♥❝❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ Q1
2 ❧♦✇ ❝♦✐♥s ♦♥❧②

❤❛✈❡ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ tr❛❞❡❞ ✐♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦s ♦❢ ❢✉❧❧ st♦r❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s✱ ❛♥❞

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Q1 = 0 ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✺✮✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✭✷✸✮ ❛♥❞ ✭✷✹✮ ❝❛♥ ❜❡

r❡❛rr❛♥❣❡❞ ❛s ❜❡❧♦✇✿

Qh −
m0(m0 + r + θ)u(Qh) +m0θρ[u(Q2)− u(Qh)]

(m0 + r)(m0 + r + θ)
= 0 ✭✷✽✮

Q2 −
m0{(m0 + r)u(Q2) + θu(Qh) + θρ[u(Q2)− u(Qh)]}

(m0 + r)(m0 + r + θ)
= 0 ✭✷✾✮

◆♦✇✱ s✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t Qh < Q2✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡✱ ρ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳

❚❤❡♥✱ ✭✷✽✮✲✭✷✾✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲❛rr❛♥❣❡❞ ❛s

Qh −Ψ(Qh) = 0 ✭✸✵✮

Q2 − Γ(Q2) = 0 ✭✸✶✮

✇❤❡r❡ Ψ(Qh) =
m0

m0+r+θ
u(Qh)+

θ
m0+r+θ

Γ(Q2)✱ ❛♥❞ Γ(Q2) =
m0

m0+r
u(Q2) ❛s ❜❡❢♦r❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱

Qf
h ❛♥❞ Qf

2 ✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ Ψ(·) ❛♥❞ Γ(·) ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✸✵✮✲

✭✸✶✮✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ Ψ(·) ❛t t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ Γ(·)✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

Ψ(Qf
2) = Qf

2 ❚❤✉s✱ Qf
2 ✐s ❛❧s♦ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ Ψ(·)✱ ❜✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞

♣♦✐♥t✱ ✐t ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ t❤❛t Qf
2 = Qf

h✳ ■t ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t Q2 > Qh✳

❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t Q2 < Qh✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ρ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦

③❡r♦✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ✭✷✽✮✲✭✷✾✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲❛rr❛♥❣❡❞ ❛s

Qh − Γ(Qh) = 0 ✭✸✷✮
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Q2 −Ψ(Q2) = 0 ✭✸✸✮

✇❤❡r❡ Qh ❛♥❞ Q2 ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡ r♦❧❡s ❛s t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ Γ(·) ❛♥❞ Ψ(·)✳ ❆❢t❡r s✉❜st✐t✉t✐♥❣

t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ Γ(·) ✐♥ Ψ(·) ✇❡ ❣❡t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ Qf
2 = Qf

h✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t Q2 < Qh✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❛❧❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ ❝❧❛ss Q1
2✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s

♠✉st s❛t✐s❢② Qh = Q2✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣✉❡ss ❛♥❞ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡

Q2 > Qh > Q1 > 0✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t tr❛❞❡ ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❛♥❞ s♦✱ u(Qi) > Qi ❢♦r ❛❧❧ i✱

✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t Qi < Q∗ ❢♦r ❛❧❧ i✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ str❛t❡❣② ✐♥ ✭✶✼✮

ρ = 1 ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ s②st❡♠ ✭✺✮✲✭✼✮ t♦ s❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ r ❛♥❞ θ✱ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s Q2 > Qh ❛♥❞ Qh > Q1✳

❈❛s❡ ✶✿ δ = 1✳ ✖■♥❡q✉❛❧✐t② Qh > Q1 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

m0[u(Q1) +Q1 −Q2] > m0[u(Qh)−Qh] + θ[Q2 −Qh]

❙✐♥❝❡ δ = 1 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ u(Q1) +Q1 > u(Q2)✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t

m0[u(Q2)−Q2] > m0[u(Qh)−Qh] + θ[Q2 −Qh]

❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱

u(Q2)− u(Qh)

Q2 −Qh

> 1 +
θ

m0

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t Q2 → Qh t❤❡ ❧❛tt❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

u′(Qh) > 1 +
θ

m0
✭✸✹✮

❙✐♥❝❡ u(Q) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ■♥❛❞❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ Qh ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

✐t ❤❛s t♦ s❛t✐s❢② Qh < Q̄✳

◆♦✇✱ s✐♥❝❡ Q2 > Qh ❛♥❞ θ > 0✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t② Qh > Q1 ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛❧❧ r > 0✳

❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✭7✮ ❛♥❞ ✭✻✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ u(Q1) +Q1 ❛♥❞ Q2 r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ δ = 1 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

m0

m0 + r
u(Q1) +Q1 < u(Q1) +Q1

✇❤✐❝❤ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛❧❧ r > 0✳

✷✼



❈❛s❡ δ ∈ (0, 1)✳ ✖❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s♦✉❣❤t ❤❛s t♦ s❛t✐s❢② ✭✸✹✮ ❜✉t s✐♥❝❡ δ ∈ (0, 1)

t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❤❛s t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t②

r = m0
Q2 − 2Q1

Q1 −Q2

❚♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ Q2 < 2Q1✳

❈❛s❡ δ = 0✳ ✖■❢ t❤❡ δ = 0 ❢r♦♠ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ t❤❛t

t❤❡ ♦♥❧② ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r Q1 = 0 s✐♥❝❡ u(Q) ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❣r❡❛t❡r t❤❛♥

③❡r♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡ Q2 > Qh > Q1 > 0✳

❋✐♥❛❧❧②✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t Q2 → Qh ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t✱ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ ✐♥s♣❡❝t t❤❛t ❢♦r ❛❧❧

δ ∈ (0, 1]✱ u(Qi) > Qi ❢♦r ❛❧❧ i✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✐❢ θ < θ̄ t❤❡♥✱ ✭✐✮ ❢♦r ❛❧❧ r > 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ Q2 > Qh > Q1 ✇❤❡r❡ ❜✉②❡rs ❛❧✇❛②s s♣❧✐t t❤❡✐r ♣♦rt❢♦❧✐♦s ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❢♦r r = r̄(0,1)

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ Q2 > Qh > Q1 ✇❤❡r❡ ❜✉②❡rs ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡✐r ♣♦rt❢♦❧✐♦✳

✷✽
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