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❈♦♠♣❧❡t✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s∗

❏✐❛♥②✐♥❣ ◗✐✉†

❏✉❧② ✶✽✱ ✷✵✶✻

❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ ❤❛✈❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

❛♥❞ ❛tt❡♠♣t t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♠✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t✇♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣✉③③❧❡s ✲ t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss✲

t♦✲♣❛② ❛♥❞ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss✲t♦✲❛s❦ ✭❲❚P✲❲❚❆✮ ❣❛♣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❜✐❛s ✲ ❛r✐s❡

♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱

❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s

❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r♦✈✐❞❡s

r❡s✉❧ts ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱

❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❇✹✵✱ ❈✾✶✱ ❉✽✶

∗●r❛t❡❢✉❧ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳

†❏✐❛♥②✐♥❣ ◗✐✉✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ■▼❘✱ ❘❛❞❜♦✉❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❚❤♦♠❛s ✈❛♥ ❆q✉✐♥♦str❛❛t ✺✱ ✻✺✷✺
●❉ ◆✐❥♠❡❣❡♥✱ t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✳

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐s ❛♥ ♦❧❞ ✐❞❡❛✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❤❛s ❛❧r❡❛❞②

❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥✱ ❡✳❣✳✱ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛♥❞ ▼♦r❣❡♥st❡r♥ ✭✶✾✹✹✱ ♣♣ ✶✾✲✷✵✮✱ ❆r♠str♦♥❣

✭✶✾✺✵✮✱ ◗✉❛♥❞t ✭✶✾✺✻✮✱ ❛♥❞ ❆✉♠❛♥♥ ✭✶✾✻✷✮✳ ❉❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡rs ♠❛② ♦❢t❡♥ ✜♥❞ ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦

❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆✉♠❛♥♥ ✭✶✾✻✷✮ ❛r❣✉❡s

t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s ♥❡✐t❤❡r r❡❛❧✐st✐❝ ♥♦r ♥♦r♠❛t✐✈❡✳ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥

❛♥❞ ▼♦r❣❡♥st❡r♥ ✭✶✾✹✹✮ s✉❣❣❡st t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ✇❛② ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ t♦

❛❧❧♦✇ ❢♦r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ▼✉❝❤ ❛❞✈❛♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❆♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❉✉❜r❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮❀ ❖❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮❀ ●❛❧❛❛❜❛❛t❛r ❛♥❞ ❑❛r♥✐ ✭✷✵✶✸✮

❢♦r r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳

❨❡t✱ ❛ q✉❡st✐♦♥ r❡♠❛✐♥s✿ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ♣❡♦♣❧❡ ❞♦ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥

t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s❄ P❡♦♣❧❡ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❞❡❝✐s✐♦♥ s✐t✉✲

❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ②♦✉♥❣ P❤❉ ❣r❛❞✉❛t❡ r❡❝❡✐✈❡s t✇♦ ❥♦❜ ♦✛❡rs ❢r♦♠ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s s❤❡

✐s ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② ❢❛✐♠✐❧❛✐r ✇✐t❤✱ ♦r ❛ ②♦✉♥❣ ❢❛♠✐❧② s❡❡s ❛ ❢❡✇ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❤♦✉s❡s ♥❡❡❞s t♦

❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ t♦ ❜✉②✳ P❡♦♣❧❡ ❞♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ✐♥ t❤♦s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦✮ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✳ ❚❤❡♥✱ ✇❤❛t ❛r❡

t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s❄ ■♥ t❤✐s

♣❛♣❡r ✇❡ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♣❡r s❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♥s✇❡r ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡

q✉❡st✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ ❤❛✈❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❛t✲

t❡♠♣t t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♠✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss t✇♦ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✲ t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss✲t♦✲♣❛② ❛♥❞ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss✲t♦✲❛s❦ ✭❲❚P✲❲❚❆✮ ❣❛♣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥t

❜✐❛s ✲ t❤❛t ♠✐❣❤t ❛r✐s❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❛tt❡♠♣t ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❋✐✲

♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❈♦♥❝r❡t❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♣t✉r❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈✐♥❣ ♥♦t ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✉t ❛ s❡t

♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

✷



✐♥✱ ❡✳❣✳✱ ❉✉❜r❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ ❛♥❞ ❖❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥

t❤✐s s❡t✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ st❛♥❞❛r❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❝❛❧✲

❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❯♥❧✐❦❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✉♥❞❡r ❛♠❜✐❣✉✐t②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s t♦ ❜❡ t❤❡

s❡t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧

st❛t❡✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ✉❧t✐♠❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ❛❝r♦ss ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝✲

t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈❡❧②

tr❛♥s❢♦r♠❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❲❚P✲❲❚❆ ❣❛♣ r✐❣♦r♦✉s❧②✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❲❚P✲

❲❚❆ ❣❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ❝❛✉t✐♦✉s ❛tt✐t✉❞❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ ❝❛✉t✐♦✉s ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❧❡❛❞s t♦ ❝❛✉t✐♦✉s

r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❝❛✉t✐♦✉s r❡❛s♦♥✐♥❣ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✏✇❤❛t ✐❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s

♥♦t ✇♦rt❤ t❤❛t ♠✉❝❤✑ ✇❤❡♥ r❡♣♦rt✐♥❣ ❲❚P✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛✉t✐♦✉s t❤✐♥❦✐♥❣ ❧♦✇❡rs ❲❚P❀

✇❤❡r❡❛s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❝❛✉t✐♦✉s r❡❛s♦♥✐♥❣ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✏✇❤❛t ✐❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s ✇♦rt❤

♠♦r❡✑ ✇❤❡♥ r❡♣♦rt✐♥❣ ❲❚❆✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛✉t✐♦✉s t❤✐♥❦✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ❲❚❆✳ ❚♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ t✇♦

✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❝❛✉t✐♦✉s r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❲❚P✲❲❚❆ ❣❛♣✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣r❡s❡♥t

❜✐❛s ✐♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✭s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❋r❡❞❡r✐❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❜✐❛s ❝❛♥

❜❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❛✉t✐♦✉s ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss

✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❢❛❝❡ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ t❛s❦s✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡

t❛s❦s✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❢❛❝❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✿ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ x ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥

❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❛ s✉r❡ ♣❛②♠❡♥t y✱ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s

❤❛✈❡ ✭♠♦r❡✮ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❡ ♦♣t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ t✇♦✱ ❛s ✐♥

t②♣✐❝❛❧ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝❤♦✐❝❡ t❛s❦s✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ λ ∈ [0, 1] ❛♥❞ ❜✉✐❧❞

❛ s✐♠♣❧❡ ❧♦tt❡r② (λx, (1 − λ)y)✳ ❲❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ t❤❡✐r

❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✭✶✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧ λ∗

t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t②❀ ✭✷✮ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ λ∗ ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ x✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ λ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧s ✭❡✳❣✳✱

▼❛❝❤✐♥❛✱ ✶✾✽✺❀ ❍❛r❧❡ss ❛♥❞ ❈❛♠❡r❡r✱ ✶✾✾✹❜✮✱ ❤❛s ❛ str✐❦✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣

❧❛✇ ✐♥ ♦♣❡r❛♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❍❡rr♥st❡✐♥✱ ✶✾✻✶❀ ▼❝❉♦✇❡❧❧✱ ✷✵✵✺✮✱ ❛♥❞ r❡✢❡❝ts ❛ t❛st❡ ❢♦r

✸



✢❡①✐❜✐❧✐t② ✭❈❡rr❡✐❛✲❱✐♦❣❧✐♦✱ ✷✵✵✾✮✳ ❲❡ r❛♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢

♦✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❖♣t✐♦♥ x ✇❛s ❛ ♣❛②♠❡♥t ♦❢ ✷✵ ❡✉r♦ ✐♥ ♦♥❡ ♠♦♥t❤✬s t✐♠❡✱

✇❤✐❧❡ ❖♣t✐♦♥ y ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♣❛②♠❡♥t r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✶ ❡✉r♦ t♦ ✷✵ ❡✉r♦ ✇✐t❤

✶ ❡✉r♦ ✐♥❝r❡♠❡♥ts✳ ❖✉r s✉❜❥❡❝ts ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ str♦♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♠✐①✐♥❣ ❖♣t✐♦♥ x ✇✐t❤

❖♣t✐♦♥ y✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ λs ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❖♣t✐♦♥ x ✇❡r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✶✳✵✵ ✇❤❡♥ ❖♣t✐♦♥ y

✇❛s ✶✺ ❡✉r♦ ♦r ❧♦✇❡r✱ ✵✳✾✺✺ ✇❤❡♥ ❖♣t✐♦♥ y ✇❛s ✶✻ ❡✉r♦✱ ✵✳✽✼ ✇❤❡♥ ❖♣t✐♦♥ y ✇❛s ✶✼ ❡✉r♦✱

✵✳✻✺ ✇❤❡♥ ❖♣t✐♦♥ y ✇❛s ✶✽ ❡✉r♦✱ ✵✳✹✺ ✇❤❡♥ ❖♣t✐♦♥ y ✇❛s ✶✾ ❡✉r♦✱ ✵✳✵✵ ✇❤❡♥ ❖♣t✐♦♥ y

✇❛s ✷✵ ❡✉r♦✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥

s♦♠❡ r❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❲✐t❤♦✉t ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✱ ❆❣r❛♥♦✈ ❛♥❞ ❖rt♦❧❡✈❛ ✭✷✵✶✺✮ ✐♥ ♦♥❡

tr❡❛t♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❡❧❧ s✉❜❥❡❝ts t❤❛t ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ t❤r❡❡ t✐♠❡s✳ ❚❤❡② ✜♥❞ t❤❛t

❛ ❧❛r❣❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ♦♣t✐♦♥ ✐♥ s♦♠❡ ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r

✐♥ ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡s✳ ❉✇❡♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ✜♥❞ t❤❛t ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡rs✱ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ t✇♦ r✐s❦②

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ s♦♠❡t✐♠❡s ♣r❡❢❡r ❞❡❧❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❝❡✱ ❡✳❣✳✱ ❛

❝♦✐♥ ✢✐♣✱ t♦ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❚❤❡② ❛ttr✐❜✉t❡ t❤✐s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t②

❛✈❡rs✐♦♥✳ ❉❡❛♥ ❛♥❞ ▼❝◆❡✐❧ ✭✷✵✶✹✮ ✜♥❞ t❤❛t ✹✽✪ ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ❡①❤✐❜✐t str✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r

✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛ttr✐❜✉t❡ t❤❡ t❛st❡ ❢♦r ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ s✉❜❥❡❝ts ❜❡✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t

t❤❡✐r ❢✉t✉r❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❖✉r ♣❛♣❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r ❜② ❈❡rr❡✐❛✲❱✐♦❣❧✐♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡② st❛rt ✇✐t❤ st❛♥✲

❞❛r❞ ❛①✐♦♠s ✲ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♥❡ss ❛①✐♦♠ ✲ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛①✐♦♠

✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❦❡r ❛①✐♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝❛❧❧ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❈❡rt❛✐♥t② ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡

✉t✐❧✐t② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t s❛t✐s❢② ◆❡❣❛t✐✈❡ ❈❡rt❛✐♥t② ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞

♦t❤❡r ❜❛s✐❝ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣♦st✉❧❛t❡s✳ ■♥ t❤❡✐r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜❡❤❛✈❡ ❛s ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡

❛ s❡t ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣

t❤❡ ❧♦✇❡st ❝❡rt❛✐♥t② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❀ ♦t❤❡r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

♣❧❛② ♥♦ r♦❧❡✳ ❚❤❡② s❤♦✇ ❜❡❛✉t✐❢✉❧❧② t❤❛t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ st❛rts ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❛✐♠s t♦

❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜✉✐❧t ♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥✲

t❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s♠♦♦t❤♥❡ss✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧

✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♣❧❛②s ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡✳ ▼♦r❡

✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡

♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

✹



❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧♦s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♠❜✐❣✉✐t② ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r✐♦rs✳ ■♥✲

❞❡❡❞✱ ✐♥ ❛♠❜✐❣✉✐t② ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r✐♦rs✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢❛❝❡s ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s s❝❡♥❛r✐♦

❛♥❞ s❤❡ ❤❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s✱ ✐✳❡✳✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r✐♦rs✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉❛❧ ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s s❤❡ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ◆♦t❡✱

❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❧✐♥❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡

♣r✐♦rs✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢❛❝❡s ❛ s✐♠♣❧❡

❧♦tt❡r②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss t②♣❡s✳ ■♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❜♦rr♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡

♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r✐♦rs ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❛♠❜✐❣✉✐t② ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❑❧✐❜❛♥♦✛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ✐♥ ♣❛rt✐❝✲

✉❧❛r✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✐t t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♠✐♥♦r ❞❡♣❛rt✉r❡s

❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② t❤❡♦r②✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❡①♣❧❛✐♥s ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♥♦♠❛❧✐❡s✱

❡✳❣✳✱ t❤❡ ❲❚P✲❲❚❆ ❣❛♣✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❜✐❛s✱ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❤♦✐❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❧❛✇ ✐♥

♦♣❡r❛♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳

❖✉r ♣❛♣❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧s ✭❡✳❣✳✱ ▼❝❋❛❞❞❡♥✱ ✶✾✼✸❀ ❍❛r❧❡ss ❛♥❞

❈❛♠❡r❡r✱ ✶✾✾✹❜❀ ❍❡② ❛♥❞ ❖r♠❡✱ ✶✾✾✹❀ ▲♦♦♠❡s ❛♥❞ ❙✉❣❞❡♥✱ ✶✾✾✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠❡♥✉s ✭❡✳❣✳✱ ❆❤♥ ❛♥❞ ❙❛r✈❡r✱ ✷✵✶✸❀ ❑❛r♥✐ ❛♥❞ ❙❛❢r❛✱ ✷✵✶✹✮✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ✐s

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡rr♦r t❡r♠✱ ❛♥❞ ❝❤♦✐❝❡s ❢r♦♠ ❛

❣✐✈❡♥ ♠❡♥✉ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❖✉r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♦✈❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦tt❡r② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦✈❡r

♠❡♥✉s✳ ❲❡ ♣♦st♣♦♥❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡

t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❙❡❝t✐♦♥

✸ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆❢t❡r

♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ t❤❡ ♠♦st ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✺



✷ ❈♦♠♣❧❡t✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧

❲❡ ❝❛♣t✉r❡ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t s❤❡ ❤❛s ♥♦t ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✉t

❛ s❡t ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡

✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❆♥s❝♦♠❜❡ ❛♥❞ ❆✉♠❛♥♥ ✭✶✾✻✸✮✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ st❛t❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♦♠❡t✐♠❡s ♣r❡❢❡rs ✇✐♥❡

t♦ ❜❡❡r✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦✈❡r ✇✐♥❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦✈❡r ❜❡❡r ✇❤❡♥ ❤❡ ✐s ✐♥ ❛ ✇✐♥❡

♠♦♦❞✱ ❛♥❞ ✐♥ ♦t❤❡r t✐♠❡s ❤❡ ♣r❡❢❡rs ❜❡❡r t♦ ✇✐♥❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦✈❡r ❜❡❡r ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥

t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦✈❡r ✇✐♥❡ ✇❤❡♥ ❤❡ ✐s ✐♥ ❛ ❜❡❡r ♠♦♦❞✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥❡❡❞s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r

t♦ ❛tt❡♥❞ ❛ ✇✐♥❡ t❛st✐♥❣ ❡✈❡♥t ♦r ❛ ❜❡❡r ❢❡st✐✈❛❧ ♦♥❡ ♠♦♥t❤ ❢r♦♠ ♥♦✇✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛②

✜♥❞ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❛❦❡✱ ✐✳❡✳✱ s❤❡ ❤❛s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥

t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥❡❡❞s t♦ ✜♥❞ ❛ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ s✉❝❤ ❛

♠♦❞❡❧✳

▲❡t C ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦✉t❝♦♠❡ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ c ∈ C ❜❡ ❛♥ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢

♦✉t❝♦♠❡s ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡r✬s ✇❡❧❧✲

❜❡✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ s♣❛❝❡ ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♠♦♥❡t❛r② ♦✉t❝♦♠❡s✳ ■t ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♦♥❡✲✇❡❡❦ tr✐♣ t♦ P❛r✐s✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s❛❢❡t② ♦❢ ❛ ❝❛r✱ ♦r ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ❛✐r

q✉❛❧✐t②✳ ❆ r✐s❦② ❧♦tt❡r② l ∈ L ✐s t❤❡♥ ❛ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦✈❡r C✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

✐s ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ �✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r L✳ ■♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t②

❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ u✱ u : L → R✱

s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② r✐s❦② ❧♦tt❡r✐❡s l1 ❛♥❞ l2 ∈ L✱ l1 � l2 ⇐⇒
´

C
u (c) dl1 ≥

´

C
u (c) dl2✳ ❲❤❡♥

� ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❉✉❜r❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ s✉❣❣❡st t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✿ ❚❤❡r❡

❡①✐sts ❛ s❡t {uτ}τ∈Γ ♦❢ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ L s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ❧♦tt❡r✐❡s l1 ❛♥❞ l2✱

l1 � l2 ⇐⇒

ˆ

C

uτ (c) dl1 ≥

ˆ

C

uτ (c) dl2 ∇τ ∈ Γ.

❲❤❡♥ t❤❡ s❡t {uτ}τ∈Γ ✐s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t②

t❤❡♦r② ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r L ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✱

❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛r✐s❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ❤♦✇ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛❦❡s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡

t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣s ❛s t❤❡ t②♣❡ s♣❛❝❡✳ ▲❡t τ ∈ Γ ❜❡

✻



❚❤❡ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❚②♣❡ 1 ❚②♣❡ 2 ✳✳✳ ❚②♣❡ n

l l ✳✳✳ l

❚❤❡ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
ce1(l) ce2(l) ✳✳✳ cen(l)

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ D(l) ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢❛❝❡s l

❛♥❞ ❤❛s n t②♣❡s✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ D(f)✱ ✇❤❡r❡ ceτ (l) ✐s t❤❡
❝❡rt❛✐♥t② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ l ❢♦r t②♣❡ τ ✳

♦♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t②♣❡ ❛♥❞ Γ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t②♣❡ s♣❛❝❡✳ ●✐✈❡♥ ❛ t②♣❡ τ ✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ❧♦tt❡r✐❡s ✐s ❝❧❡❛r ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ▲❡t �τ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳ ❊①♣❡❝t❡❞ ❯t✐❧✐t② ❖✈❡r ❘✐s❦② ▲♦tt❡r✐❡s ●✐✈❡♥ ❛ ❚②♣❡✳ ●✐✈❡♥ ❛ t②♣❡✱ τ ✱

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ uτ ✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

s♦ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ c1, c2✱ uτ (c1) = 0 ❛♥❞ uτ (c2) = 1 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ l1 ❛♥❞ l2 ∈ L✱ l1 �τ l2

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
´

C
uτ (c) dl1 ≥

´

C
uτ (c) dl2✳

❆♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t②♣❡ τ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ uτ (· ), ∀τ ∈

Γ. ❚❤❡s❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❝♦♥str✉❝t❀ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡♠✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s✉r♣r✐s✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❡①♣❡rt ❛♥❞ ❤❛s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✇✐t❤ ✜♥❛♥❝✐❛❧

♣r♦❞✉❝ts✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✱ ❤❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ❝♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡

s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡t✉♣✱ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢❛❝❡s t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ▲❡t D(l)

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢❛❝❡s l✳

▲❡t ceτ (l) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ r✐s❦② ❧♦tt❡r② l ❣✐✈❡♥ t②♣❡ τ ✳ ❋♦r ❛♥② r✐s❦② ❧♦t✲

t❡r② l✱ ❧❡t EUτ (l) =
´

C
uτ (c) dl✳ ❋r♦♠ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t uτ (ceτ (l)) = EUτ (l)✳

❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② r❡♠❛✐♥s✿ ❤♦✇ ❞♦❡s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛❝r♦ss t②♣❡s❄ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✲

✐❧❛r ❢♦r♠s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❍✐❝❦s✱

✶✾✸✾✮✳ ■t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❣r❡❡❞ t❤❛t ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣✲

❝✉❧t ♦r ❡✈❡♥ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss✳ ❈❡rr❡✐❛✲❱✐♦❣❧✐♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❞♦ ♥♦t ❛tt❡♠♣t t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛❝r♦ss

t②♣❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ ❜② ✐♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛①✐♦♠✱ t❤❡② ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡♣✲

r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❘❛✇❧s✐❛♥ s❝❤❡♠❡✿ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ ✇❤♦

❣✐✈❡s t❤❡ ❧♦✇❡st ❝❡rt❛✐♥t② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ♠♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❘❡❝❛❧❧ ✐♥ ❆ss✉♠♣✲

t✐♦♥ ✶ t❤❛t t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ uτ ✱ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♦ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ c1, c2✱ uτ (c1) = 0 ❛♥❞

✼



uτ (c2) = 1✳ ❚❤✉s✱ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝r♦ss t②♣❡s✱ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡

♠❡tr✐❝✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ t②♣❡s ✐s t❤✉s ♥♦t ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✏❛♣♣❧❡s✑ ❛♥❞ ✏♦r❛♥❣❡s✳✑ ❆❢t❡r ❛❧❧✱

t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss t②♣❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❢♦r

t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♠♠♦♥ s❝❛❧❡ ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❛❝r♦ss t②♣❡s ✐s ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ♦♥❡✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❇✐♥♠♦r❡ ✭✶✾✾✽✱ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ♣✳✷✺✾✮ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❛t ✐♥tr❛♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢

♦♥❡s❡❧❢ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r♦❧❡s ✐♥ ❛ s♦❝✐❡t② ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦t✐✈❛t❡s

t❤❡ ♥❡①t ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❇✉t ❜❡❢♦r❡ st❛t✐♥❣ ✐t✱ ❛ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆♥ ❛❝t✱ f ∈ F ✱ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : Γ → C t❤❛t ❛ss✐❣♥s ❡❛❝❤ t②♣❡ t♦ ❛♥

♦✉t❝♦♠❡✳

❚❤❡ ❛❝t f ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ t②♣❡ s♣❛❝❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✱ t❤✉s ✐t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t

❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥✱ ❡✳❣✳✱ ●✐❧❜♦❛ ❛♥❞ ❙❝❤♠❡✐❞❧❡r ✭✶✾✽✾✮❀ ❑❧✐❜❛♥♦✛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❨❡t✱

✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❙❛✈❛❣❡ ❛❝t ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✐s t❤❡ t②♣❡ s♣❛❝❡✳ ❋♦r

t❤✐s r❡❛s♦♥ ✇❡ st✐❧❧ ❝❛❧❧ f ❛♥ ❛❝t✳ ◆♦t❡ t❤❛t f(τ) ∈ C ✐s ❛♥ ♦✉t❝♦♠❡ ❣✐✈❡♥ ❛ t②♣❡ τ ✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢❛❝❡s ❛♥ ❛❝t ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛ s✉r❡ ♦✉t❝♦♠❡✱ ❡✳❣✳✱ ❛ ♣❛②♦✛ ♦❢ ✶✵✵ ❡✉r♦

✐♥ ♦♥❡ ②❡❛r✱ ❛ ♦♥❡✲✇❡❡❦ tr✐♣ t♦ P❛r✐s✱ ♦r ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ❛✐r q✉❛❧✐t②✳ ▲❡t �f ❞❡♥♦t❡ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❛❝ts✳❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ st❛t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❋♦r♠ ♦❢ ❙✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❊①♣❡❝t❡❞ ❯t✐❧✐t② ✭❙❊❯✮ ♦✈❡r ❆❝ts✳

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧② ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ π ∈ Π ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ str✐❝t❧②

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ v : C → R s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ f1, f2 ∈ F ✱

f1 �
f f2 ⇐⇒

ˆ

Γ

v[f1(τ)]dπ ≥

ˆ

Γ

v[f2(τ)]dπ.

❚❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥t

♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡s ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ l✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ✐s ❝r✉❝✐❛❧✳ ■t ❞❡✜♥❡s ❤♦✇

❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss t②♣❡s t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❙❊❯ ✐♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥

✷ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✿ ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ τ t❤❡ ❧♦tt❡r② l ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥

♦✉t❝♦♠❡ f(τ) ∈ C✳ ❆s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ τ ✱ t❤❡ f(τ) ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② r❡✢❡❝t❡❞ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t②♣❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ f(τ) ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ l ❣✐✈❡♥ uτ ✳

❚❤✉s✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢❛❝❡s ❛♥ ❛❝t f ✳

✽



❚❤❡s❡ f(τ)s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ v(·) ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② π✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s

s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡s ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ l✳ ▲❡t D(f) ❞❡♥♦t❡ t❤❡

❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢❛❝❡s f ✳

●✐✈❡♥ ❛ t②♣❡✱ τ ✱ ❜② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✱ ❧♦tt❡r② l ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ uτ

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② t❤❡♦r②✳ ❆♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥

❢❛❝✐♥❣ ❧♦tt❡r② l ❛s ✐♥ D(l) ♦r ❢❛❝✐♥❣ f t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ceτ (l) ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ τ ❛s ✐♥ D(f)✳ ❚❤✐s

♣r♦♣❡rt② ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ●✐✈❡♥ l ∈ L✱ f l ∈ F ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ❛❝t r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ l✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛❝t ♦❢ l✱

f l✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

f l(τ) = ceτ (l) ❢♦r ∀τ∈Γ ✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡❧❛t❡s t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❧♦tt❡r✐❡s l ∈ L t♦ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡✐r r❡❞✉❝❡❞ ❛❝ts f l ∈ F ✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❘❡❞✉❝❡❞ ❆❝ts✳ ●✐✈❡♥ l1, l2 ∈ L ❛♥❞

t❤❡✐r r❡❞✉❝❡❞ ❛❝ts✱ f l
1, f

l
2 ∈ F,

l1 � l2 ⇐⇒ f l
1 �

f f l
2.

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❡❣❛r❞s D(f) ❛♥❞ D(l) ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ s✉❣❣❡sts ❤♦✇ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❛❝ts �f ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❧♦tt❡r✐❡s

�✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✱ ✷✱ ❛♥❞ ✸✱ ✐t ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ●✐✈❡♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✱ ✷✱ ❛♥❞ ✸✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✲

✐♥❣ φ : R → R s✉❜❥❡❝t✐♥❣ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t � ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ V : L → R ❣✐✈❡♥ ❜②

V (l) =

ˆ

Γ

φ [EU τ (l)] dπ. ✭✶✮

P❧❡❛s❡ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ■♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶ π ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r✲

❡♥❝❡s ❛♥❞ φ(·) ❝❛♣t✉r❡s ❛tt✐t✉❞❡s t♦✇❛r❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❢✉♥❝t✐♦♥
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φ(·) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❛✈❡✱ ❧✐♥❡❛r✱ ♦r ❝♦♥✈❡①✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ φ(·) ❝❛♣t✉r❡s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s

❛tt✐t✉❞❡s t♦✇❛r❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆ ❝♦♥❝❛✈❡ φ(·) ✐♠♣❧✐❡s ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s❀ ❛ ❧✐♥❡❛r φ(·) ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♥❡✉tr❛❧ ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s❀ ❛♥❞ ❛

❝♦♥✈❡① φ(·) ✐♠♣❧✐❡s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s s❡❡❦✐♥❣✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡

❛✈❡rs❡ t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ φ(·) ✐s ❝♦♥❝❛✈❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t ❛ s✐♥❣❧❡

✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s ♠❛♥② t②♣❡s ✐s✱ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡

✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣✐♥✐♦♥s tr✐❡s t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ str♦♥❣❧② ♠❡♠❜❡rs ❞✐s❛❣r❡❡

✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ✐t ✐s ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡s ❛♥❞ ❛❣r❡❡ ♦♥

❛ s✐♥❣❧❡ ♦♣✐♥✐♦♥✳ ❆✈❡rs✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s

t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❢♦r❝✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s t♦ ❛❣r❡❡ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡✳

✷✳✶ ❚✇♦ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

❇❡❧♦✇ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t✇♦ ❛♥♦♠❛❧✐❡s ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥❡ ❛♥♦♠❛❧②✱ t❤❡ ❲❚P✲❲❚❆ ❣❛♣✱

❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ ✐❞❡❛s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

✭❉✉❜♦✉r❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✮✱ ❛♥❞ ❤❡r❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✳✶ ❚❤❡ ❧✐♥❦❛❣❡ ♦❢

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❛♥♦♠❛❧② ✲ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❜✐❛s ✐♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✲

✐s ♥❡✇✳

✷✳✶✳✶ ❚❤❡ ❲❚P✲❲❚❆ ❣❛♣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜❡❤❛✈❡ ❝❛✉t✐♦✉s❧② ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ ✐♥✲

❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡② ❞✐s♣❧❛② ❛ ❲❚P✲❲❚❆ ❣❛♣✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s t❤✐♥❦✐♥❣

♦❢ ❜✉②✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ x✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐t✉❛t✐♦♥

✇❤❡r❡ − φ′′(·)
−φ′(·) ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❝❛✉t✐♦✉s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞✲

❡rs ♦♥❧② t❤❡ ✇♦rst s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✇♦rst s❝❡♥❛r✐♦ ✐s t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡

♦❢ minτ∈ΓEUτ (x) ✇❤❡♥ s❤❡ ✐s ♣r♦♠♣t❡❞ t♦ ❜✉②✱ ❛♥❞ t❤✉s WTP = u−1
τ∗ (minτ∈Γ EUτ (x)) ,

✇❤❡r❡ τ∗ ✐s t❤❡ t②♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ✇♦rst s❝❡♥❛r✐♦ ✐s t❤❡ ❛❧✲

t❡r♥❛t✐✈❡ ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ maxτ∈Γ EUτ (x) ✇❤❡♥ s❤❡ ✐s ❛s❦❡❞ t♦ s❡❧❧✱ ❛♥❞ t❤✉s WTP =

✶❉✉❜♦✉r❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❲❚P✲❲❚❆ ❣❛♣ ✐♥ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s✐♠✐❧❛r t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱
t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ â⑨➐t❤❡ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✑✳
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u−1
τ (maxτ∈Γ EUτ (x)) , ✇❤❡r❡ τ∗ ✐s t❤❡ t②♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t②✳

▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❛r❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ✉t✐❧✐t② s✉r♣❧✉s s❤❡ ♦❜t❛✐♥s ❢r♦♠ ❜✉②✐♥❣

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ x✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ uτ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② EUτ (x) ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

x✱ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ✉t✐❧✐t② ✇❤❡♥ s❤❡ ♣❛②s p ✐s✿ EUτ (x) − uτ (p)✳ ❆♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡

♠❡❝❤❛♥✐s♠ s❤♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ WTP s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❜✉②✐♥❣

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ x ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ WTP ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✿

ˆ

Γ

φ[EUτ (x)− uτ (WTP )]dπ = 0. ✭✷✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s s❡❧❧✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ x✱ s❤❡ ❝❛r❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ✉t✐❧✐t② s✉r♣❧✉s

s❤❡ ♦❜t❛✐♥s ❢r♦♠ s❡❧❧✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ x✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ uτ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t②

EUτ (x) ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ x✱ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ✉t✐❧✐t② ✇❤❡♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ p ✐s✿ uτ (p) − EUτ (x)✳ ❆♥

✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s❤♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ WTA s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❞❡❝✐s✐♦♥

✉t✐❧✐t② ♦❢ s❡❧❧✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ x ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ WTA ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✿

ˆ

Γ

φ[uτ (WTA)− EUτ (x)]dπ = 0. ✭✸✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ❇❡✇❧❡② ✭✶✾✽✻✮✱ ✇❤❡r❡

❤❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦✈❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✉s q✉♦ ✲ ❜✉②✐♥❣ ♦r s❡❧❧✐♥❣ ❛♥

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤❡r❡ ✲ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦♣t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢

❞♦♠✐♥❛♥❝❡✮✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ ❛❜♦✈❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❞✉❝❡ t♦ EU(x) − u(WTP ) = 0 ❛♥❞ u(WTA) − EU(x) = 0✱ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱

WTP = WTA✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛s ❛ s❡t ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ φ(·) ✐s

❝♦♥❝❛✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ WTP < WTA✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ s❤❡

✐s str✐❝t❧② ❛✈❡rs❡ t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐✳❡✳✱ φ(·) ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ WTP <

WTA ✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳
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❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✐❞❡❛s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝♦♥✲

❝❛✈✐t② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ(x) ♦♥ t❤❡ WTP −WTA ❣❛♣✳ ❆♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛s t✇♦ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱

uτ , τ = 1, 2✱ u1(x) = 1✱ ❛♥❞ u2(x) = 0 ❢♦r ♦♣t✐♦♥ x✱ ❛♥❞ s❤❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❜♦t❤ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s

❡q✉❛❧❧② ❧✐❦❡❧②✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡ ❢♦r t❤❡ s✉r❡ ♣❛②♦✛ p uτ (p) = p, τ = 1, 2. ❇✉②✲

✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ x ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ p ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛ ✉t✐❧✐t② s✉r♣❧✉s ♦❢ u1(x)− p = 1− p

✉♥❞❡r u1❛♥❞ ❛ ✉t✐❧✐t② s✉r♣❧✉s ♦❢ u2(x) = 0− p ✉♥❞❡r u2✳ ❙❡❧❧✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ x ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡

♦❢ p ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛ ✉t✐❧✐t② s✉r♣❧✉s ♦❢ p − u1(x) − p = p − 1 ✉♥❞❡r u1 ❛♥❞ ❛ ✉t✐❧✐t②

s✉r♣❧✉s ♦❢ p− u2(x) = p ✉♥❞❡r u2✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✷ ❛♥❞ ✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

0.5φ[u1(x)−WTP ] + 0.5φ[u2(x)−WTP ] = 0.5φ(1−WTP ) + 0.5φ(0−WTP ) = 0.5(1−

e−(1−WTP )) + 0.5(1− e−(0−WTP )) = 1− e−0 = 0✱

0.5φ[WTA − u1(x)] + 0.5φ[WTA − u2(x)] = 0.5φ(WTA − 1) + 0.5φ(WTA) = 0.5(1 −

e−(WTA−1)) + 0.5(1− e−WTA) = 1− e−0 = 0.

❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r WTP ❛♥❞ WTA✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ WTP = 0.4 ❛♥❞ WTA = 0.6✳ ❙✐♥❝❡ WTA =

0.6 > WTP = 0.4✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❲❚P✲❲❚❆ ❣❛♣✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦ ✐s ❛✈❡rs❡ t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❡❤❛✈❡s ❝❛✉t✐♦✉s❧② ✇❤❡♥

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t♦ ❜✉② ♦r s❡❧❧ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ s❤❡ ♠❛② t❤✐♥❦✿ ✏✇❤❛t ✐❢ t❤❡ ❛❧t❡r✲

♥❛t✐✈❡ ✐s ♥♦t ✇♦rt❤ t❤❛t ♠✉❝❤✑ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t♦ ❜✉② ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛✉t✐♦✉s

t❤✐♥❦✐♥❣ ❧♦✇❡rs t❤❡ ♣r✐❝❡ s❤❡ ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛②❀ ✇❤❡r❡❛s ❝❛✉t✐♦✉s t❤✐♥❦✐♥❣ ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ t❤❡

❢♦r♠ ♦❢ ✏✇❤❛t ✐❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s ✇♦rt❤ ♠♦r❡✑ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t♦ s❡❧❧

❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛✉t✐♦✉s t❤✐♥❦✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r✐❝❡ s❤❡ ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❛❝❝❡♣t✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❲❚P✲❲❚❆ ❣❛♣✱ ♦♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

♠✉st ❜❡ ♠❡t✿ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♠✉st ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳ P❧♦tt ❛♥❞ ❩❡✐❧❡r✬s

✭✷✵✵✺✮ ✜♥❞✐♥❣s ❤❛✈❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡

❲❚P✲❲❚❆ ❣❛♣✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛❞❞s ✐♥s✐❣❤ts t♦ t❤❡✐r ✜♥❞✐♥❣s✳ P❧♦tt ❛♥❞ ❩❡✐❧❡r

✭✷✵✵✺✮ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t❤❡ ❲❚P✲❲❚❆ ❣❛♣ t♦ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✉♥❝❧❡❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♣r♦❞✉❝❡ s✉❜❥❡❝ts✬ ♠✐s❝♦♥❝❡♣t✐♦♥s

❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ❝❛✉s❡s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ❜❡ ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss s✉❜✲

s❡q✉❡♥t❧② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❲❚P✲❲❚❆ ❣❛♣✳ ❚❤❡ P❧♦tt ❛♥❞ ❩❡✐❧❡r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❛❦❡s ❝❧❡❛r t❤❡

✶✷



r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞

r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ❲❚P✲

❲❚❆ ❣❛♣✳ ■♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ P❧♦tt ❛♥❞ ❩❡✐❧❡r ✭✷✵✵✺✮✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡ P❧♦tt

❛♥❞ ❩❡✐❧❡r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥♥♦t ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❲❚P✲❲❚❆ ❣❛♣ ✐❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r ❛ ❣♦♦❞ ❛t

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ■s♦♥✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶❛✮ ✜♥❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞

♣❡rs✐st❡♥t ❲❚P✲❲❚❆ ❣❛♣ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❧♦tt❡r✐❡s✱

❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳

✷✳✶✳✷ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❜✐❛s

■♥ ❙❛♠✉❡❧s♦♥✬s ✭✶✾✸✼✮ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ♦♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❝❤♦✐❝❡✱ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡s ❛r❡

❝♦♥st❛♥t✳ ❆❜✉♥❞❛♥t ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡s ❞❡❝❧✐♥❡

♦✈❡r t✐♠❡ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❚❛❜❧❡ ✶ ✐♥ ❋r❡❞❡r✐❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥♦♠❛❧② ♦❢ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣

❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡s ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❜✐❛s✳ ❚❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♦♠❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s

♦♥ t❤❡ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦t✐✈❡s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❜✐❛s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❤❛❜✐t

❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❘②❞❡r ❛♥❞ ❍❡❛❧✱ ✶✾✼✸✮✱ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✭▲♦❡✇❡♥✲

st❡✐♥✱ ✶✾✽✼✮✱ r❡❢❡r❡♥❝❡✲♣♦✐♥t ♠♦❞❡❧s ✭▲♦❡✇❡♥st❡✐♥ ❛♥❞ Pr❡❧❡❝✱ ✶✾✾✷✮✱ ❛♥❞ ✈✐s❝❡r❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡s

✭▲♦❡✇❡♥st❡✐♥✱ ✷✵✵✵✮✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♦✛❡r ❛ ♥❡✇ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢✲

❡r❡♥❝❡s✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❜✐❛s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♥❡❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✉t✐❧✐t✐❡s

♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦♥❡② ❛t t✐♠❡ ✵✱ t✐♠❡ ✶✱ ✳✳✳✱ t✐♠❡ ✹✳ ❋♦r t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✱

s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦♥❡② ❛t t✐♠❡ ✵ ✐s ✶✵✵✳ ▲❡tt✐♥❣ s✉❜❥❡❝ts ❜❡

t✐♠❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ δ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✉t✐❧✐t② ♦❢ ✶✵✵ ❛t t✐♠❡

t t♦ ❜❡ 100δt✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡s ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s t②♣✐❝❛❧❧②

❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞♦ ♥♦t ❞✐s❝♦✉♥t ❢✉t✉r❡ r❡✇❛r❞s ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❋r❡❞❡r✐❝❦

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡ ♦✈❡r s❤♦rt ❤♦r✐③♦♥s ❛♥❞ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇

❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡ ♦✈❡r ❧♦♥❣ ❤♦r✐③♦♥s✳ ▲❛✐❜s♦♥ ✭✶✾✾✼✮ ♦✛❡rs ❛ q✉❛s✐✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣

♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s s✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ ❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ✶✵✵ ❛t t✐♠❡ t ❞✐s❝♦✉♥t❡❞

t♦ ♣r❡s❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ 100βδt✱ ✇❤❡r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❜✐❛s✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❞♦ts
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✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ q✉❛s✐✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣

♠♦❞❡❧ ♦❢ ▲❛✐❜s♦♥ ✭✶✾✾✼✮ ✳

❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r

❛ s✉r❡ ♣❛②♠❡♥t ♥♦✇ ❝❛♥ ❜❡ ❝❡rt❛✐♥ ❜✉t ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ■♥ ♠❛♥②

♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ✉t✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✕ t❤❡✐r t❛st❡s

✕ ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛♥❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡①❛❝t ❢✉t✉r❡ t❛st❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t ✭▲♦❡✇❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✸✮✳ ❑r❡♣s ✭✶✾✼✾✮ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ ❛♥ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥

❢✉t✉r❡ t❛st❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❛st❡s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ t②♣❡s

❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♣r♦❥❡❝ts ✐♥t♦ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

❧❛r❣❡r✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r t❤❡ ♠♦♥❡② ❛t t✐♠❡ t ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡

✈❡rt✐❝❛❧ ❜❛rs✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r❡s❡♥t

✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❢✉t✉r❡ ♣❛②♠❡♥t ❛t t✐♠❡ t ❧✐❡s ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❛✈❡rs❡ t♦

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡② r❡♣♦rt ❛ ✈❛❧✉❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r❡s❡♥t

✉t✐❧✐t✐❡s✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞♦ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♠♦✈❡s

❢r♦♠ ♣r❡s❡♥t t♦ t❤❡ ❢✉t✉r❡ t❤❛♥ t❤❛t ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♠♦✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉t✉r❡ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t

❢✉t✉r❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞✐s❝♦✉♥t ♠♦r❡ ✇❤❡♥ ❛ ❢✉t✉r❡ ❞❛t❡ ♣❛②♦✛ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ ❛ ♣r❡s❡♥t ❞❛t❡ ♣❛②♦✛ t❤❛♥ ✇❤❡♥ ❛ ❢✉t✉r❡ ❞❛t❡ ♣❛②♦✛ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❛ ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t

❢✉t✉r❡ ❞❛t❡ ♣❛②♦✛ ✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡s ❞❡❝❧✐♥❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳

❖✉r ♠♦❞❡❧ ♦✛❡rs ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❙✉tt❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ ✇❤♦

✜♥❞ t❤❛t st✉❞❡♥ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❛r❡ ❛❧s♦ ♠♦r❡ ♣❛t✐❡♥t✳ ■♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱

❤✐❣❤❧② ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧ st✉❞❡♥ts ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❢✉t✉r❡ ♣❛②♦✛s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱

t❤❡② ❞✐s❝♦✉♥t ❢✉t✉r❡ ♣❛②♦✛s ❧❡ss ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡ ♠♦r❡ ♣❛t✐❡♥t❧②✳

✸ ❆♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢✲

❡r❡♥❝❡s

❆s t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛♣❡rs ♦♥

t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ t♦ ❛s❦✱ t❤❡♥✱
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Time−consistent values

Values subject to present bias

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❜✐❛s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ①✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts
t✐♠❡ ❢r♦♠ ♣r❡s❡♥t✱ ❛♥❞ t✐♠❡ 0 ❞❡♥♦t❡s ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ②✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉t✐❧✐t✐❡s ❞✐s✲
❝♦✉♥t❡❞ t♦ ♣r❡s❡♥t✳

❣✐✈❡♥ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ✐s ❤♦✇ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s❄ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

❊q✉❛t✐♦♥ ✶✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ f ♦✈❡r uτ ✳ ❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✉♥❞❡r r✐s❦✱ ❛

♥❛t✉r❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π ♦✈❡r uτ ✭σ2
π✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦✉❧❞ s♦♠❡❤♦✇ ♠❡❛s✉r❡

σ2
π✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r♦①② ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ s✉❝❤

❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❆s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ s❤♦rt❧②✱ ✐t ✐s ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛♥❞ ❡❛s②

t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳

▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢❛❝❡s t✇♦ ♦♣t✐♦♥s✳ ❉❡♥♦t❡

t❤❡s❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s ❜② x ❛♥❞ y✳ ❖♣t✐♦♥ y ✐s ❛ ②❛r❞st✐❝❦✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣

t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❖♣t✐♦♥ x✳ ■♥ ♠♦st ♣r❡❝❡❞✐♥❣ st✉❞✐❡s✱ ❛♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛s❦❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s✱ ❖♣t✐♦♥ x ❛♥❞ ❖♣t✐♦♥ y ✭s❡❡ ❡✳❣✳✱

❍♦❧t✱ ✶✾✽✻✮✳ ■♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦✉t❝♦♠❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❛s❦❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡

✶✺



♦♣t✐♦♥ x ✇✐t❤ ❛ ❧✐st ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✉r❡ ♣❛②♦✛s y✳✷ ❚♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t

❝❤♦✐❝❡s✱ ❛ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛

s✐♥❣❧❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♣t✐♦♥s x ❛♥❞ y r❡✈❡rs❡s✳ ❆s ❛r❣✉❡❞

❜② ❇✉t❧❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝❤♦✐❝❡s ②✐❡❧❞ ♦♥❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r♦♦♠ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡✐r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss

✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✿ ✇❡ ❛s❦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣

♦♥❡ ♦♣t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ t✇♦✱ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ λ ∈ [0, 1] ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧♦tt❡r②✿ (λx, (1− λ)y✮✳

❚❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r② (λx, (1−λ)y) ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❢♦r ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡

s❡t ♦❢ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ▲❡t x ❜❡ (x1, p1; ...;xn, pn) ❛♥❞ y ❜❡ (y1, q1; ...; yn, qn)✱ t❤❡♥ (λx, (1 −

λ)y)❂(x1, λp1; ...;xn, λpn; y, (1− λ)q1; ...; yn, (1− λ)qn)✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❤❛✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡r❡ ❡①✐st s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ y ✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ str✐❝t❧② ♣r❡❢❡r t❤❡ ❧♦tt❡r② (λx, (1− λ)y)✱ ✇✐t❤ 0 < λ < 1✱ ♦✈❡r ❖♣t✐♦♥ x ❛♥❞

❖♣t✐♦♥ y✳

❇② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦tt❡r② (λx, (1−λ)y) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❡①✲

♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② t❤❡♦r② ❢♦r ❛♥② t②♣❡ τ ✳ ❊①♣❧✐❝✐t❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ t②♣❡ τ ✱ ✇❡ ❤❛✈❡EUτ [λx+ (1− λ)y] =

λEUτ (x) + (1 − λ)EUτ (y)✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s t❤❡♥ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❤❡r ✉t✐❧✐t② ❜②

❝❤♦♦s✐♥❣ 0 ≤ λ ≤ 1 ♣r♦♣❡r❧②✿

Maxλ V [λx+ (1− λ)y] =

ˆ

Γ

φ [λEUτ (x) + (1− λ)EUτ (y)] dπ.

❚❛❦✐♥❣ ✜rst ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s✸

✷■♥ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜❡❧♦✇ ❖♣t✐♦♥ y ✐s ♦❢t❡♥ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦✛❡r✐♥❣ ❛ s✉r❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❛②♠❡♥t y✳ ❲❤❡♥ ♥♦
❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❡ ❛❜✉s❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥s s❧✐❣❤t❧② ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② y ✇✐t❤ ❖♣t✐♦♥ y✳

✸❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s

d2V [λx+ (1− λy)]

dλ2
=

ˆ

Γ

φ
′′ [λEUτ (x) + (1− λ)EUτ (y)]× [EUτ (x)− EUτ (y)]

2
dπ.

❙✐♥❝❡ φ(·) ✐s ❝♦♥❝❛✈❡✱ φ′′(·) ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♦♣t✐♦♥s x ❛♥❞ y ❛r❡ ♥♦t
t❤❡ s❛♠❡✱ ✐✳❡✳✱ EUτ (x) 6= EUτ (y) ❢♦r s♦♠❡ τ ∈ Γ ✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇❡ ❤❛✈❡ φ′′ [λEUτ (x) + (1− λ)EUτ (y)] ×

[EUτ (x)− EUτ (y)]
2
≤ 0✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s str✐❝t ❢♦r s♦♠❡ τ ∈ Γ ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ d2V [λx+(1−λy)]

dλ2 =
´

Γ
φ′′ [λEUτ (x) + (1− λ)EUτ (y)] × [EUτ (x)− EUτ (y)]

2
dπ < 0✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s ✇❡ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ s❡❡❦✐♥❣ ❢♦r

✶✻



dV [λx+ (1− λ)y]

dλ
=

ˆ

Γ

φ′ [λEUτ (x) + (1− λ)EUτ (y)]× [EUτ (x)− EUτ (y)] dπ = 0.

■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ x ♦✈❡r y ❝❛♥ ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❡✳❣✳✱ ✇❤❡♥ ♦♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡

♦r❞❡r❡❞ ❜② s♦♠❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ r✉❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ♦♣t✐♦♥s x ❛♥❞ y ❛r❡ r✐s❦② ❧♦tt❡r✐❡s ❛♥❞

♦♣t✐♦♥ x ✜rst ❞❡❣r❡❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s ♦♣t✐♦♥ y✱ ✐t s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s

❤❛✈❡ EUτ (x) > EUτ (y), ❢♦r ∀τ ∈ Γ✳ ❙✐♥❝❡ φ′ [λEUτ (x) + (1− λ)EUτ (y)] > 0✱ t❤✐s ❧❡❛❞s

t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ λ = 1✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ✐♥

❣❡♥❡r❛❧ ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ✈✐❛ s✐♠♣❧❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ r✉❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s ✜rst ❞❡❣r❡❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✳

❲❤❡♥ ♦♣t✐♦♥s x ❛♥❞ y ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜② s✐♠♣❧❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ r✉❧❡s ✱ ❞✐✛❡r❡♥t uτ ♠✐❣❤t

♦✛❡r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s✳ ■♥ s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ λ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡

✐♥s✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ♦♣t✐♦♥ x✳

◆♦t❡ t❤❛t EUτ (x) ❛♥❞ EUτ (y) ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ π✳ ▲❡t X = EUτ (x) ❛♥❞ Y = EUτ (y)✱ ❛♥❞ ∆τ = X − Y ✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❡

❤❛✈❡

φ′ [λEUτ (x) + (1− λ)EUτ (y)] = φ′ [Y + λ∆τ ] .

❲❡ ❛r❡ ♠♦st❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜♥❞s ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ❖♣t✐♦♥ x

❛♥❞ ❖♣t✐♦♥ y ❞✐✣❝✉❧t✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞

✐♥ t❤♦s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ∆τ ✐s s♠❛❧❧ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ X ❛♥❞ Y. ❲❤❡♥ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥

✉s❡ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥

φ′ [Y + λ∆τ ] = φ′(Y ) + φ′′(Y )λ∆τ +O (λ∆τ ) ≈ φ′(Y ) + φ′′(Y )λ∆τ ,

✇❤❡r❡ O (λ∆τ ) ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s t❤❛t ❤❛✈❡ λ∆τ ✇✐t❤ ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t✇♦ ♦r ❤✐❣❤❡r✳ ❚❤❡

❛❜♦✈❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✳
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dV [λx+(1−λ)y]
dλ

=
´

Γ
φ′ [Y + λ∆τ ] ∆τdπ,

≈
´

Γ
[φ′(Y ) + φ′′(Y )λ∆τ ] ∆τdπ

= Eτ [φ
′(Y )∆τ ] + λEτ

[

φ′′(Y )∆2
τ

]

= 0,

✇❤❡r❡ Eτ (·) ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π ✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r λ,

❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

λ∗ =



























0

− Eτ [φ′(Y )∆τ ]
Eτ [φ′′(Y )∆2

τ ]

1

− Eτ [φ′(Y )∆τ ]
Eτ [φ′′(Y )∆2

τ ]
≤ 0,

✵❁✲ Eτ [φ′(Y )∆τ ]
Eτ [φ′′(Y )∆2

τ ]
< 1,

− Eτ [φ′(Y )∆τ ]
Eτ [φ′′(Y )∆2

τ ]
≥ 1.

■t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r ❛ s✉r❡ ♣❛②♠❡♥t t♦❞❛②

✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❜✉t ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✈❡r ❝♦♥st❛♥t ❛❝ts ✭s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❖❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳✹ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❤❡♥

♦♣t✐♦♥ y ✐s ❛ s✉r❡ ♣❛②♠❡♥t✱ Y ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡♥ t❤❛t Eτ [φ
′(Y )∆τ ] =

φ′(Y )Eτ [∆τ ], ❛♥❞ Eτ [φ
′′(Y )∆2

τ ] = φ′′(Y )Eτ [∆
2
τ ]✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✉♥❞❡r r✐s❦✱

❧❡t −φ′′(Y )
φ′(Y ) ❞❡♥♦t❡ ❛ ♠❡tr✐❝ ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡s t♦✇❛r❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ ❜❡❝♦♠❡s✿

λ∗ =



























0

1

−
φ′′(Y )

φ′(Y )

× Eτ [∆τ ]
Eτ [∆2

τ ]

1

λ∗ ≤ 0,

✵❁λ∗ < 1,

λ∗ ≥ 1.

✭✹✮

❘❡❝❛❧❧ ∆τ = X − Y ✳ ❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ Eτ

[

∆2
τ

]

= Eτ

[

(X − Y )2
]

= σ2
x + [Eτ (X)− Y ]2

❛♥❞ Eτ [∆τ ] = Eτ (X) − Y ✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ✵❁λ∗ < 1, t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ∗ ❞❡❝r❡❛s❡s

✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ♦♣t✐♦♥ x ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❛tt✐t✉❞❡s t♦✇❛r❞

t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❲❤❡♥ σ2
x > [Eτ (X)− Y ]2✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ λ∗ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ∆τ ✳

✹■♥ t❤♦s❡ ♣❛♣❡rs ❛❝ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st❛t❡ s♣❛❝❡✱ ♥♦t ♦✈❡r t❤❡ t②♣❡ s♣❛❝❡✳
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❊q✉❛t✐♦♥ ✹ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ δ2x✳ Y ✐s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦✈❡r s✉r❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛♥❞ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧②

❡❛s② t♦ ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤❡ ♠❡tr✐❝ ❢♦r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛tt✐t✉❞❡s −φ′′(Y )
φ′(Y ) s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✉❜✲

st❛♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ Y ✳ ❲✐t❤ Y ❛t ❤❛♥❞✱ ♦♥❧② t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹

r❡♠❛✐♥ ✉♥❦♥♦✇♥✿ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡st✐♠❛t❡

σ2
x✱ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❢♦r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛tt✐t✉❞❡s −φ′′(Y )

φ′(Y ) ✱ ❛♥❞ Eτ (X)✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥

♦♣t✐♠❛❧ λ∗ ❢♦r ❡❛❝❤ Y ✳ ❲✐t❤ t❤r❡❡ Y s ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t❤r❡❡ λ∗✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡

σ2
x✳

❆s ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✿ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❤❛s t✇♦ t②♣❡s τ = 1, 2, ❛♥❞ Prob(u1) = 0.5 ❛♥❞ Prob(u2) = 0.5✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s✱

❖♣t✐♦♥ x ❛♥❞ ❖♣t✐♦♥ y✳ ❖♣t✐♦♥ x ✐s ❛ ❧♦tt❡r②✱ ❛♥❞ EU1(x) = 1 ❛♥❞ EU2(x) = 0. ❖♣t✐♦♥ y

✐s ❛ s✉r❡ ♣❛②♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r y ✐s ♣r❡❝✐s❡✱ ✐✳❡✳✱ EU1(y) = EU2(y)✳

❋♦r t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡ ❢✉rt❤❡r t❤❛t EU1(y) = EU2(y) = y✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ (· )

t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ φ(EUτ ) = 1 − e−EUτ ✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ x ✐s t❤❡♥

V (x) = 0.5(1−e−1)+0.5×0 = 0.316✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ y ✐s V (y) =

1−e−y✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤❡♥ e
1+e

❁y < 1
2 ✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ❜② ♦♣t✐♥❣

❢♦r t❤❡ ❧♦tt❡r②(λx; (1−λ)y) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ x ♦r ♦♣t✐♦♥ y✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ♦❢

s✉❝❤ ❛ ❧♦tt❡r② ✐s✿ V (λx+(1−λ)y) = 0.5
[

1− e−[λ×1+(1−λ)×y]
]

+0.5×
[

1− e−[λ×0+(1−λ)×y]
]

✳

❙✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ λ✿

λ∗ =



























0

−ln( y
1−y

)

1

y ≥ 1
2 ,

e
1+e

❁y < 1
2 ,

y ≤ e
1+e

.

❋✐❣✉r❡ ✷ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ λ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ y✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡✱ ✇❤❡♥ ❖♣t✐♦♥ y

❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ∗ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ λ∗ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ✵✳✺ ✇❤❡♥

t❤❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t✐❡s ✭V (y) = 0.314 ✈❡rs✉s

V (x) = 0.316✮✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡t✉♣✱ λ∗ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ♣❛✐❞ ✇✐t❤ ❖♣t✐♦♥ x✳ ❆s ❛ ✜rst ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ λ∗✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

λ∗ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆τ ♦❢ ❖♣t✐♦♥ x ♦✈❡r ❖♣t✐♦♥ y✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ λ∗

✶✾
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ λ∗ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ y✳ ❋✐❣✉r❡ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣
φ(EUτ ) = 1 − e−EUτ ✱ Prob(u1) = 0.5✱ Prob(u2) = 0.5✱ EU1(x) = 1,EU2(x) = 0, ❛♥❞
EU1(y) = EU2(y) = y✳

✷✵



✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠ ✐♥ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♦♣t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡

❛ttr❛❝t✐✈❡ ♦✈❡r t❤❡ ❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♦♣t✐♦♥ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ▲♦♦♠❡s ❛♥❞ ❙✉❣❞❡♥✱ ✶✾✾✽✮✳ ■♥ t❤✐s

s❡♥s❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ∗ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❤♦✐❝❡

♠♦❞❡❧s✳ ❲❤❡♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ♠♦❞❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ σ2
x✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

♦✈❡r ❖♣t✐♦♥ x ✈❡rs✉s ❖♣t✐♦♥ y ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣

❝❤♦s❡♥✳ ❆s ❛ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ λ∗ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ λ∗ ❤❛✈❡ ❛ str✐❦✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ ❛♥ ♦❧❞ ✐❞❡❛ ✐♥ ♣s②❝❤♦❧♦❣②✿ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣

❧❛✇ ✐♥ ♦♣❡r❛♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❍❡rr♥st❡✐♥✱ ✶✾✻✶❀ ▼❝❉♦✇❡❧❧✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤✐s st❛t❡s t❤❛t t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❜❡✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♦♣t✐♦♥s✳

■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❛♥✐♠❛❧s ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝❧❡❛r ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢

r❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ▲♦❡✇❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡

♠❛❞❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ✐❢ ✇❡ r❡❣❛r❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s✉❜❥❡❝t ❛s ❜❡✐♥❣

♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡❧✈❡s ✲ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r r❡s✉❧t

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡♥t✐r❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐❞❡❛ ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② s✐♠✐❧❛r✳

▲❛st✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦r❞❡rs ❖♣t✐♦♥ x ❜❡tt❡r t❤❛♥

❖♣t✐♦♥ y ✇✐t❤ s♦♠❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡rs✱

❛♥❞ s❤❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧❧ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡❧❡✈❛♥t✳ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❛t✐♦ λ r❛t❤❡r

t❤❛♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s✱ s❤❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡①✐t②✳ ❈❡rr❡✐❛✲❱✐♦❣❧✐♦

✭✷✵✵✾✮ ✐♥t❡r♣r❡ts t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡①✐t② ❛s ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❤❡❞❣✐♥❣ ❛♥❞ ❧✐♥❦s ✐t t♦

✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t ❢✉t✉r❡ t❛st❡s✳

❆♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ❉✇❡♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❆❣r❛♥♦✈ ❛♥❞ ❖rt♦❧❡✈❛ ✭✷✵✶✺✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②

❡①❛♠✐♥❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❞❡❧✐❜❡r❛t❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞s✱

♦✉r s❡tt✐♥❣ ❤❛s t❤r❡❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❤♦✐❝❡ t♦ r❡✈❡❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r

❞❡❧✐❜❡r❛t❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❆❣r❛♥♦✈ ❛♥❞ ❖rt♦❧❡✈❛

✭✷✵✶✺✮ ♥❡❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ ❝❤♦✐❝❡s t♦ ❞♦ s♦✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♦✉r r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ❡♠❡r❣❡s

❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ ❝❤♦✐❝❡ ♣❛✐rs✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❉✇❡♥❣❡r

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ✜①❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤✐r❞✱ ♦✉r

♠❡❛s✉r❡ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✲
♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❙✉❜❥❡❝ts ♠♦✈❡ t❤❡ s❧✐❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ t❤❡✐r ♦♣t✐♠❛❧ λ∗.

✸✳✶ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠

❚♦ t❡st ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❡ r❛♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉❜❥❡❝ts ❢❛❝❡❞ ❛ t❛❜❧❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❡♥ ❝❤♦✐❝❡

♣❛✐rs✿ ❖♣t✐♦♥ x ✈❡rs✉s ❖♣t✐♦♥ y✳ ❖♣t✐♦♥ x ✇❛s ❛ ♣❛②♠❡♥t ♦❢ ✷✵ ❡✉r♦ ✐♥ ♦♥❡ ♠♦♥t❤✬s t✐♠❡✱

✇❤✐❧❡ ❖♣t✐♦♥ y ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♣❛②♠❡♥t r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✶ ❡✉r♦ t♦ ✷✵ ❡✉r♦ ✇✐t❤

✶ ❡✉r♦ ✐♥❝r❡♠❡♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❖♣t✐♦♥ x ❛♥❞ ❖♣t✐♦♥ y ❛r❡ s✉r❡ ♣❛②♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s

✉s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❛t✐♦ λ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡

♣❛✐❞ ✇✐t❤ ❖♣t✐♦♥ x✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉❜❥❡❝ts ❝♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❜❡ ♣❛✐❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ ♦♣t✐♦♥

x ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✵✳✼✺✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ♣❛✐❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦♣t✐♦♥ y ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ✵✳✷✺✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ♣❛②♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛t ✵✳✵✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶

✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ❛ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ ❇✉t❧❡r ❛♥❞ ▲♦♦♠❡s ✭✷✵✵✼✮✱

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉❜❥❡❝ts ✇❡r❡ ❛s❦❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ str❛✐❣❤t ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❤♦✇ ❝♦♥✜❞❡♥t t❤❡②

❢❡❧t ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤❡② ❝♦✉❧❞ st❛t❡ t❤❡✐r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ ✜✈❡ st❡♣s✿ s✉r❡❧② ❖♣t✐♦♥ x✱

♣r♦❜❛❜❧② ❖♣t✐♦♥ x✱ ✉♥s✉r❡✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❖♣t✐♦♥ y✱ ❛♥❞ s✉r❡❧② ❖♣t✐♦♥ y✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡

❛s ❛ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦ ❢♦r ♦✉r ♠❡❛s✉r❡✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ♦❢ st✉❞❡♥ts ❢r♦♠ ❘❛❞❜♦✉❞

❯♥✐✈❡rs✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❖❝t✳ ✷✶st t♦ ❖❝t✳ ✸✵t❤✱ ✷✵✶✺✳ ■t ✇❛s ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ✇✐t❤ ❖❚r❡❡ ✭❈❤❡♥

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r t❛s❦s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ s❡♣✲
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●

● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ●

10 12 14 16 18 20

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0

y

λ

0.76(p)0.69 (0.76(p)0.69 + (1 − p)0.69)1 0.69

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ λ ❣✐✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❡ ♣❛②♠❡♥t ✐♥ ❖♣t✐♦♥
y✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❖♣t✐♦♥ x ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✶✽✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s δpγ

(δpγ+(1−p)γ)1/γ
✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s u(x) = xα✱ ✇✐t❤

δ = 0.76, γ = 0.69 ❛♥❞ α = 0.88 ✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ δ, γ ❛♥❞ α ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❡st✐♠❛t❡s ✐♥ ❚✈❡rs❦② ❛♥❞ ❋♦① ✭✶✾✾✺✮✳

❛r❛t❡ ♣❛♣❡rs✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❧❛st❡❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✶✺ ♠✐♥✉t❡s✳ ■♥ t♦t❛❧✱ ✾✷ st✉❞❡♥ts

♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❊❛❝❤ st✉❞❡♥t r❡❝❡✐✈❡❞ ✷✳✺ ❡✉r♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❢❡❡✳ ❆❞❞✐✲

t✐♦♥❛❧❧②✱ ✷✵✪ ♦❢ st✉❞❡♥ts ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r r❡❛❧ ♣❛②♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛②♠❡♥t ✇❛s ✷✷✳✺✵

❡✉r♦ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ st✉❞❡♥ts✳

❇❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ♦✛❡r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡ t✇♦ ♠♦st

♣♦♣✉❧❛r t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✉♥❞❡r r✐s❦ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✿ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② t❤❡♦r②

✭❊❯❚✮ ❛♥❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣r♦s♣❡❝t t❤❡♦r② ✭❈P❚✮✳

Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❊❯❚✿ λ ∈ (0, 1) ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✇❤❡♥ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥

❖♣t✐♦♥ x ❛♥❞ ❖♣t✐♦♥ y✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛①✐♦♠✳ ❚♦

s❡❡ t❤✐s✱ s✉♣♣♦s❡ s✉❜❥❡❝ts ♣r❡❢❡r ❖♣t✐♦♥ x ♦✈❡r ❖♣t✐♦♥ y✱ t❤❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛①✐♦♠

λ❖♣t✐♦♥ x✰(1−λ)❖♣t✐♦♥ x ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ λ❖♣t✐♦♥ x✰(1−λ)❖♣t✐♦♥ y✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ♠✐①✐♥❣

♦❢ ❖♣t✐♦♥ x ✇✐t❤ ❖♣t✐♦♥ y ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ ♦❜t❛✐♥s s✐♠✐❧❛r❧②✳

Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❈P❚✿ λ ∈ (0, 1) ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❡ ♣❛②♠❡♥t ♦❢ y,

❜✉t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❡ ♣❛②♠❡♥t ♦❢ y ✐s ♥♦t s♠♦♦t❤❀ t❤❡r❡

❡①❤✐❜✐ts ❛ ❥✉♠♣✿ s✉❜❥❡❝ts st❛rt ✇✐t❤ ❝❤♦♦s✐♥❣ λ = 1 ❛♥❞ t❤❡♥ s✉❞❞❡♥❧② ❝❤♦♦s❡ ❛ λ ❝❧♦s❡ t♦

✵✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡t✇❡❡♥♥❡ss ❝♦♠❡s

❢r♦♠ t❤❡ ♦✈❡r✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♦❢ s♠❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ λ ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♦♣t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ♦✈❡r✇❡✐❣❤t❡❞✳ ❲✐t❤ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤✐s ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ λ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✵✳✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❞❡♣✐❝ts ❛

s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ λ st❛rts ✇✐t❤ ✶ ✇❤❡♥ t❤❡ s✉r❡ ♣❛②♠❡♥t ♦❢ y ✐s

❧♦✇✱ ❥✉♠♣s t♦ ✵✳✵✾ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❖♣t✐♦♥ y ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❖♣t✐♦♥ x✱ ❛♥❞ ❡♥❞s

✉♣ ✇✐t❤ ✵ ✇❤❡♥ t❤❡ s✉r❡ ♣❛②♠❡♥t ♦❢ y ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡✳

Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❈❡rr❡✐❛✲❱✐♦❣❧✐♦ ❡t ❛❧✳✬s ✭✷✵✶✺✮ ♠♦❞❡❧✿

✷✸



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆ ❜♦①♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ♣❛②♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t s✉❜❥❡❝ts ❛ss✐❣♥ t♦ ❖♣t✐♦♥ x✱ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❖♣t✐♦♥ y✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♠❡❞✐❛♥✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜❛rs
❛r❡ ✶st ❛♥❞ ✸r❞ q✉❛rt✐❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✹



❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s

♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❋✐rst✱ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ❛ss✐❣♥❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛②♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❖♣t✐♦♥

y ✇❤❡♥ ❖♣t✐♦♥ y ✇❛s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡✳ ❖♥❧② ✶✻ ♦✉t ♦❢ ✾✷ st✉❞❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞

❛s ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✿ t❤❡② ✜rst ❛ss✐❣♥❡❞ λ = 1✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ λ = 0 ✇❤❡♥

❖♣t✐♦♥ y ✇❛s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✭❢♦r ✶✹ ♦✉t ♦❢ ✶✻ st✉❞❡♥ts t❤✐s ♦❝❝✉rr❡❞ ✇❤❡♥ ❖♣t✐♦♥ y

✇❛s ✷✵ ❡✉r♦✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ λ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❖♣t✐♦♥ x ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❖♣t✐♦♥

y ✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♣❛②♠❡♥t λs ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❖♣t✐♦♥ x ✇❡r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✶✳✵✵ ✇❤❡♥ ❖♣t✐♦♥ y

✇❛s ✶✺ ❡✉r♦ ♦r ❧♦✇❡r✱ ✵✳✾✺✺ ✇❤❡♥ ❖♣t✐♦♥ y ✇❛s ✶✻ ❡✉r♦✱ ✵✳✽✼ ✇❤❡♥ ❖♣t✐♦♥ y ✇❛s ✶✼ ❡✉r♦✱

✵✳✻✺ ✇❤❡♥ ❖♣t✐♦♥ y ✇❛s ✶✽ ❡✉r♦✱ ✵✳✹✺ ✇❤❡♥ ❖♣t✐♦♥ y ✇❛s ✶✾ ❡✉r♦✱ ✵✳✵✵ ✇❤❡♥ ❖♣t✐♦♥ y ✇❛s

✷✵ ❡✉r♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✉❜❥❡❝ts ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ ❝❧❡❛r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♠✐①✐♥❣ ❖♣t✐♦♥ x ✇✐t❤ ❖♣t✐♦♥

y✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♠✐①✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❜✉t st❛♥❞s ✐♥ s❤❛r♣ ❝♦♥tr❛st

✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ λ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❖♣t✐♦♥ y ✐s

s♠♦♦t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❈P❚✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥✱ ❡✳❣✳✱ ❇✉t❧❡r ❛♥❞ ▲♦♦♠❡s ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦✈✐❞❡ ✈❛❧✉✲

❛❜❧❡ ✐♥s✐❣❤ts ❜❡②♦♥❞ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝r✐t✐❝✐s♠ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤♦s❡ ♠❡❛s✉r❡s

❝♦✉❧❞ ❜❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ s❡❧❢✲r❡♣♦rts ❛♥❞ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ♠❡❛♥ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t❧② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡♦♣❧❡✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ ❧✐♥❦ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ st❛t❡♠❡♥ts t♦ ♦✉r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡

♠❡❛s✉r❡✳ ❲❡ ✜♥❞✱ ✜rst❧②✱ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ st❛t❡♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ ❞✐✛❡r❡♥t λs✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❛t✐♦s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ st❛t❡♠❡♥t✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✏Pr♦❜❛❜❧② x✑✱ ✏❯♥s✉r❡✑✱

✏Pr♦❜❛❜❧② y ✑✱ ❛♥❞ ✏❙✉r❡❧② y ✑✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❝❤♦♦s✐♥❣ ✏s✉r❡❧② x✑ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♦♣✲

t✐♦♥ x t♦ ❛ ♠❡❞✐❛♥ ♣❛②♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✶✳✵✵❀ ❝❤♦♦s✐♥❣ ✏♣r♦❜❛❜❧② x✑ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ x t♦ ❛ ♠❡❞✐❛♥ ♣❛②♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✵✳✾✵❀ ❝❤♦♦s✐♥❣ ✏✉♥✲

s✉r❡✑ r♦✉❣❤❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ x t♦ ❛ ♠❡❞✐❛♥ ♣❛②♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✵✳✼✵❀

❝❤♦♦s✐♥❣ ✑♣r♦❜❛❜❧② y✑ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ x t♦ ❛ ♠❡❞✐❛♥ ♣❛②✲

♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✵✳✺✻❀ ❝❤♦♦s✐♥❣ ✏s✉r❡❧② y✑ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ x t♦ ❛ ♠❡❞✐❛♥

♣❛②♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✵✳✸✺✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧t r❡✈❡❛❧s ❛ ❝❧❡❛r ❛s②♠♠❡tr②✿ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❛♠❡

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ st❛t❡♠❡♥ts✱ ✐✳❡✳✱ ✑s✉r❡❧②✑ ♦r ✑♣r♦❜❛❜❧②✑✱ s✉❜❥❡❝ts ✉s❡❞ ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠❜✐♥❛✲

t✐♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ ❖♣t✐♦♥ x t❤❛♥ ❖♣t✐♦♥ y✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛s②♠♠❡tr②

✷✺



❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❆ ❜♦①♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ ❖♣t✐♦♥ x✱ ❣✐✈❡♥ ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ st❛t❡♠❡♥ts✳
❚❤❡ t❤✐❝❦ ❧✐♥❡ ✐s ♠❡❞✐❛♥✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜❛rs ❛r❡ ✷♥❞ ❛♥❞ ✸r❞ q✉❛rt✐❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✻



✐s t❤❛t s✉❜❥❡❝ts ♠❛❞❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ st❛t❡♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ✏s✉r❡❧②✑ ♦r ✏♣r♦❜❛❜❧②✑ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

Eτ [∆τ ]✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❖♣t✐♦♥ x ❛♥❞ ❖♣t✐♦♥ y✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❛t✐♦ λ ❞❡♣❡♥❞❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦✈❡r ❖♣t✐♦♥ y ✱ ❛s r❡✈❡❛❧❡❞

❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳

✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❖✉r ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡s✳ ▼♦❞❡❧s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

❝❤♦✐❝❡s ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❍❛r❧❡ss ❛♥❞ ❈❛♠❡r❡r✱ ✶✾✾✹❜❀ ❍❡② ❛♥❞ ❖r♠❡✱ ✶✾✾✹✮ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ tr✉❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡①✐sts ❛♥❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❚❤✐s s❡r✈❡s ❛s t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞✉❡ t♦ ❡rr♦rs s✉❝❤ ❛s ♠✐st❛❦❡s✱ ❝❛r❡❧❡ss♥❡ss✱

s❧✐♣s✱ ✐♥❛tt❡♥t✐✈❡♥❡ss✱ ❡t❝✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■t

❛ss✉♠❡s ♥♦ ❡rr♦r t❡r♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s

❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡❀ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ s❡t ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♠♦❞❡❧s

♦❢ r❛♥❞♦♠ ✉t✐❧✐t② ✭▼❝❋❛❞❞❡♥✱ ✶✾✼✸❀ ▼❝❋❛❞❞❡♥ ❛♥❞ ❚r❛✐♥✱ ✷✵✵✵✮✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✉t✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ r❛♥❞♦♠ s❤♦❝❦s✳ ❊① ❛♥t❡✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❢❛❝✐♥❣

❛ s❡t ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❛♥❞♦♠ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♠♦❞❡❧

❜② ▲♦♦♠❡s ❛♥❞ ❙✉❣❞❡♥ ✭✶✾✾✺✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡

✐♠♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ ♠❛② ✈❛r② ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠♦♠❡♥t t♦ t❤❡ ♥❡①t✱ ❛♥❞✴♦r s❤❡ ♠❛② ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡♠

✇✐t❤ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢✉rt❤❡r ❜② ❑❛r♥✐ ❛♥❞ ❙❛❢r❛ ✭✷✵✶✹✮✳ ■♥ t❤❡✐r

♠♦❞❡❧✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ ❛ s❡t ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✕ ✏st❛t❡s ♦❢ ♠✐♥❞✑ ✐♥ t❤❡✐r ♣❛♣❡r ✕ ❛♥❞

t❤❡✐r ❛❝t✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ♠✐♥❞ t❤❛t ♦❜t❛✐♥s✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r s❤❛r❡s s♦♠❡

❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ♦✈❡r ♠❡♥✉s ✭❡✳❣✳✱ ❆❤♥ ❛♥❞ ❙❛r✈❡r✱ ✷✵✶✸❀ ❑❛r♥✐ ❛♥❞ ❙❛❢r❛✱

✷✵✶✹✮✳ ❆❤♥ ❛♥❞ ❙❛r✈❡r ✭✷✵✶✸✮ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❢✉t✉r❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❧❡❛❞s t♦ ✭✶✮ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♠❡♥✉s ✇✐t❤ ♠♦r❡

♦♣t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✢❡①✐❜✐❧✐t②❀ ❛♥❞ ✭✷✮ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡s ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❡♥✉✳

❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉t✉r❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ s❤❛r❡s t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t ✐t ❛ss✉♠❡s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛s ♠✉❧t✐♣❧❡

✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ t❤♦✉❣❤✳ ■♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✉t✐❧✐t②✱ ❛♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛❦❡s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✱

✷✼



❛❧t❤♦✉❣❤ ❤❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♠❛② ✈❛r② ♦✈❡r t✐♠❡ ♦r ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ s❤❡ ✉s❡s ♠✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡✈❡rs❛❧s✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱

t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛s ❛ s❡t ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛t ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✱ ❛♥❞ s❤❡

✉s❡s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ❛❝r♦ss ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❛✈❡rs❡ t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡✳

❖✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❧♦s❡❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥ ✐❞❡❛ ❝❛❧❧❡❞ ✏✐♠♣r❡❝✐s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✑✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s

s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ♣✐♥ ❞♦✇♥ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❛❧t❡r✲

♥❛t✐✈❡ ✭❈✉❜✐tt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❤❛s ❜❡❡♥

tr✐❝❦②✳ ❉✉❜♦✉r❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮ ❛♥❞ ❉✉❜♦✉r❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ st❛♥❞❛r❞ ❝❤♦✐❝❡s✱

✉s❡ ✉♥✲✐♥❝❡♥t✐✈✐s❡❞ r❡s♣♦♥s❡s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❙✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦

❤❛✈❡ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❤❡♥ t❤❡② r❡♣♦rt t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡s✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❇✉t❧❡r ❛♥❞ ▲♦♦♠❡s ✭✷✵✵✼✮ ✉s❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ r❡s♣♦♥s❡s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ♣r❡❢✲

❡r❡♥❝❡s✿ ❞❡✜♥✐t❡❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❇✉t❧❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝❛❧❧ t❤❡ ✏str❡♥❣t❤ ♦❢ ♣r❡❢❡r✲

❡♥❝❡s✳✑ ❈✉❜✐tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❛❧❧♦✇ s✉❜❥❡❝ts ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❛ r✐s❦② ❧♦tt❡r② ❛♥❞ ❛ s✉r❡ ♣❛②♠❡♥t

t♦ r❡♣♦rt t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t s✉r❡ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ✐♠♣r❡❝✐s❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♣r♦✈✐❞❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❝❤♦✐❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♠♦r❡

♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t❤❛♥ ♦♥ ❝♦♥❝r❡t❡ t❤❡♦r✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ✐s ♥♦t

❡♥t✐r❡❧② ❝❧❡❛r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ str❡♥❣t❤ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♠❡❛♥t t♦ ❝❛♣t✉r❡

t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s✳ ❇✉t✱ ❛s

❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ ❜② ❇✉t❧❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ✐♥st❡❛❞ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡✐r

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❖✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢r♦♠ ❛ r✐❣♦r♦✉s

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦❝✉s ❢r♦♠ t❤❛t

♦❢ t❤❡ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s❀ ✐t ❛✐♠s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❇✉t ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ s✉♣♣❧❡✲

♠❡♥t❛r② t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆s ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t

✷✽



♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡❧✈❡s✳ ❋✉❞❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ▲❡✈✐♥❡ ✭✷✵✵✻✮ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❞✉❛❧✲s❡❧❢ ♠♦❞❡❧

✇❤❡r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♣♦ss❡ss t✇♦ s❡❧✈❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✿ ❛ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❛♥❞ ❛ s❤♦rt✲t❡r♠ s❡❧❢✱

❛♥❞ t❤❡ t✇♦ s❡❧✈❡s ♠✐❣❤t ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❑❛❧❛✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❛r❣✉❡ t❤❛t ♦♥❡ ♠✐❣❤t

✉s❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ✲ ✇✐t❤ ♦♥❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦♥❡ s❡❧❢ ✲ ✐♥ ♠❛❦✐♥❣

❝❤♦✐❝❡s✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r s♣✐r✐t✱ ❑❛❧❛✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ▼❛♥③✐♥✐ ❛♥❞ ▼❛r✐♦tt✐ ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦♣♦s❡

❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡r s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✉s❡s t✇♦ s❡❧✈❡s t♦ ♠❛❦❡

❝❤♦✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝

s❡❧❢ t❤❛t ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡t ♦❢

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❝t✐✈❛t❡s ♦♥❧② ♦♥❡ s❡❧❢✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s❡❧❢ ❤❛s ❛ ❝❧❡❛r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

♦✈❡r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧✱ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t ❤❡r r❡❧❡✈❛♥t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❉✐✛❡r❡♥t

✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✛❡r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❢♦✉♥✲

❞❛t✐♦♥✳ ■♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈✐♥❣ ♥♦t ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✉t ❛ s❡t

♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♣❡r❢♦r♠ st❛♥❞❛r❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥②

s♣❡❝✐✜❝ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛♥ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ st❛♥❞❛r❞

❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ s❡t ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t✇♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧

♣✉③③❧❡s ✲ t❤❡ ❲❚P✲❲❚❆ ❣❛♣ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❜✐❛s ✲ ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡

♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❢❛❝❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ■♥st❡❛❞

♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❛s ✐♥ t②♣✐❝❛❧ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝❤♦✐❝❡ t❛s❦s✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦

❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ♣❛✐❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦r t❤❡ s✉r❡

♣❛②♠❡♥t✳ ❲❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤

♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r♦①② ❢♦r t❤❡

❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡

❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❤❛s ❛ str✐❦✐♥❣

✷✾



s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❧❛✇ ✐♥ ♦♣❡r❛♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s r❡s✉❧ts ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❜✉t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s st❛♥❞❛r❞ ✉t✐❧✐t②

t❤❡♦r②✳

✸✵



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❣r❛♥♦✈✱ ▼✳ ❛♥❞ ❖rt♦❧❡✈❛✱ P✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✳

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ♠✐♠❡♦✳

❆❤♥✱ ❉✳ ❙✳ ❛♥❞ ❙❛r✈❡r✱ ❚✳ ✭✷✵✶✸✮✳ Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❋❧❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❈❤♦✐❝❡✳ ❊❝♦♥♦✲

♠❡tr✐❝❛✱ ✽✶✭✶✮✿✸✹✶✕✸✻✶✳

❆♥s❝♦♠❜❡✱ ❋✳ ❏✳ ❛♥❞ ❆✉♠❛♥♥✱ ❘✳ ❏✳ ✭✶✾✻✸✮✳ ❆ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡

❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✸✹✭✶✮✿✶✾✾✕✷✵✺✳

❆r♠str♦♥❣✱ ❲✳ ❊✳ ✭✶✾✺✵✮✳ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❖①❢♦r❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝

P❛♣❡rs✱ ✷✿✶✶✾✕✶✷✷✳

❆✉♠❛♥♥✱ ❘✳ ❏✳ ✭✶✾✻✷✮✳ ❯t✐❧✐t② t❤❡♦r② ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛①✐♦♠✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱

✸✵✭✸✮✿♣♣✳ ✹✹✺✕✹✻✷✳

❇❡✇❧❡②✱ ❚✳ ❋✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ❑♥✐❣❤t✐❛♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r②✿ P❛rt ✶✳ ❈♦✇❧❡s ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

P❛♣❡rs ✽✵✼✱ ❈♦✇❧❡s ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❨❛❧❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳

❇✐♥♠♦r❡✱ ❑✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ ❙♦❝✐❛❧ ❈♦♥tr❛❝t✱ ❱♦❧✉♠❡ ■■✱ ❏✉st P❧❛②✐♥❣✳ ❚❤❡

▼■❚ Pr❡ss✳

❇✉t❧❡r✱ ❉✳✱ ■s♦♥✐✱ ❆✳✱ ▲♦♦♠❡s✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❚s✉ts✉✐✱ ❑✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❇❡②♦♥❞ ❝❤♦✐❝❡✿ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡

s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ str❡♥❣t❤ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱

✶✼✭✹✮✿✺✸✼✕✺✻✸✳

❇✉t❧❡r✱ ❉✳ ❏✳ ❛♥❞ ▲♦♦♠❡s✱ ●✳ ❈✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ■♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛s ❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

r❡✈❡rs❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✼✭✶✮✿✷✼✼✕✷✾✼✳

❈❡rr❡✐❛✲❱✐♦❣❧✐♦✱ ❙✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ▼❛①♠✐♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♦♥ ❛ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✿ ❈♦♥✈❡①

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✉♥❞❡r r✐s❦✳ ▼✐♠❡♦✱ ❇♦❝❝♦♥✐ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳

❈❡rr❡✐❛✲❱✐♦❣❧✐♦✱ ❙✳✱ ❉✐❧❧❡♥❜❡r❣❡r✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ♦rt♦❧❡✈❛✱ P✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❈❛✉t✐♦✉s ❊①♣❡❝t❡❞ ❯t✐❧✐t②

❛♥❞ t❤❡ ❈❡rt❛✐♥t② ❊✛❡❝t✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✽✸✿✻✾✸✕✼✷✽✳

❈❤❡♥✱ ❉✳ ▲✳✱ ❙❝❤♦♥❣❡r✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❲✐❝❦❡♥s✱ ❈✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ♦❚r❡❡ ✲ ❆♥ ❖♣❡♥✲❙♦✉r❝❡ P❧❛t❢♦r♠ ❢♦r

▲❛❜♦r❛t♦r②✱ ❖♥❧✐♥❡ ❛♥❞ ❋✐❡❧❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✳
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❈✉❜✐tt✱ ❘✳✱ ◆❛✈❛rr♦✲▼❛rt✐♥❡③✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❙t❛r♠❡r✱ ❈✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❖♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘✐s❦ ❛♥❞ ❯♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✺✵✭✶✮✿✶✕✸✹✳

❉❡❛♥✱ ▼✳ ❛♥❞ ▼❝◆❡✐❧✱ ❏✳ ✭✷✵✶✹✮✳ Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❋❧❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❈❤♦✐❝❡✿ ❛♥ ❊①✲

♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✳

❉✉❜♦✉r❣✱ ❲✳ ❘✳✱ ❏♦♥❡s✲▲❡❡✱ ▼✳ ❲✳✱ ❛♥❞ ▲♦♦♠❡s✱ ●✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ■♠♣r❡❝✐s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡

✇t♣✲✇t❛ ❞✐s♣❛r✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘✐s❦ ❛♥❞ ❯♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✾✭✷✮✿✶✶✺✕✸✸✳

❉✉❜♦✉r❣✱ ❲✳ ❘✳✱ ❏♦♥❡s✲▲❡❡✱ ▼✳ ❲✳✱ ❛♥❞ ▲♦♦♠❡s✱ ●✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ■♠♣r❡❝✐s❡ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞

❙✉r✈❡② ❉❡s✐❣♥ ✐♥ ❈♦♥t✐♥❣❡♥t ❱❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝❛✱ ✻✹✭✷✺✻✮✿✻✽✶✕✼✵✷✳

❉✉❜r❛✱ ❏✳✱ ▼❛❝❝❤❡r♦♥✐✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ❖❦✱ ❊✳ ❆✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❊①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② t❤❡♦r② ✇✐t❤♦✉t t❤❡

❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛①✐♦♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✶✺✭✶✮✿✶✶✽✕✶✸✸✳

❉✇❡♥❣❡r✱ ◆✳✱ ❑ü❜❧❡r✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❲❡✐③sä❝❦❡r✱ ●✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❋❧✐♣♣✐♥❣ ❛ ❈♦✐♥✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❊✈✐✲

❞❡♥❝❡✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✳

❋r❡❞❡r✐❝❦✱ ❙✳✱ ▲♦❡✇❡♥st❡✐♥✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❖✬❉♦♥♦❣❤✉❡✱ ❚✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❚✐♠❡ ❉✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ❛♥❞ ❚✐♠❡

Pr❡❢❡r❡♥❝❡✿ ❆ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▲✐t❡r❛t✉r❡✱ ✹✵✭✷✮✿✸✺✶✕✹✵✶✳

❋✉❞❡♥❜❡r❣✱ ❉✳ ❛♥❞ ▲❡✈✐♥❡✱ ❉✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆ ❉✉❛❧✲❙❡❧❢ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ■♠♣✉❧s❡ ❈♦♥tr♦❧✳ ❆♠❡r✐❝❛♥

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✻✭✺✮✿✶✹✹✾✕✶✹✼✻✳

●❛❧❛❛❜❛❛t❛r✱ ❚✳ ❛♥❞ ❑❛r♥✐✱ ❊✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❙✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r✲

❡♥❝❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✽✶✭✶✮✿✷✺✺✕✷✽✹✳

●✐❧❜♦❛✱ ■✳ ❛♥❞ ❙❝❤♠❡✐❞❧❡r✱ ❉✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ▼❛①♠✐♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✇✐t❤ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡ ♣r✐♦r✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✽✭✷✮✿✶✹✶✕✶✺✸✳

❍❛r❧❡ss✱ ❉✳ ❲✳ ❛♥❞ ❈❛♠❡r❡r✱ ❈✳ ❋✳ ✭✶✾✾✹❜✮✳ ❚❤❡ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❯t✐❧✐t② ♦❢ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❊①♣❡❝t❡❞

❯t✐❧✐t② ❚❤❡♦r✐❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✻✷✭✻✮✿✶✷✺✶✕✽✾✳

❍❡rr♥st❡✐♥✱ ❘✳ ✭✶✾✻✶✮✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❜s♦❧✉t❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ r❡s♣♦♥s❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝②

♦❢ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✹✿✷✻✼✕✷✼✷✳

❍❡②✱ ❏✳ ❉✳ ❛♥❞ ❖r♠❡✱ ❈✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❊①♣❡❝t❡❞ ❯t✐❧✐t② ❚❤❡♦r②

❯s✐♥❣ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❉❛t❛✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✻✷✭✻✮✿✶✷✾✶✕✶✸✷✻✳
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❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✼✻✭✸✮✿♣♣✳ ✺✵✽✕✺✶✺✳

■s♦♥✐✱ ❆✳✱ ▲♦♦♠❡s✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❙✉❣❞❡♥✱ ❘✳ ✭✷✵✶✶❛✮✳ ❚❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛②â⑨➈✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ❛❝✲

❝❡♣t ❣❛♣✱ t❤❡ ✧❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t✱✧ s✉❜❥❡❝t ♠✐s❝♦♥❝❡♣t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s

❢♦r ❡❧✐❝✐t✐♥❣ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✿ ❈♦♠♠❡♥t✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✶✭✷✮✿✾✾✶✕✶✵✶✶✳
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▼✉❧t✐♣❧❡ ❘❛t✐♦♥❛❧❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✼✵✭✻✮✿✷✹✽✶✕✷✹✽✽✳

❑❛r♥✐✱ ❊✳ ❛♥❞ ❙❛❢r❛✱ ❩✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❆ t❤❡♦r② ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❈❡s✐❢♦

✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r s❡r✐❡s✱ ❏♦❤♥s ❍♦♣❦✐♥s ❯♥✐✈❡rs✐t②✳
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✉♥❞❡r ❛♠❜✐❣✉✐t②✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✼✸✭✻✮✿✶✽✹✾✕✶✽✾✷✳

❑r❡♣s✱ ❉✳ ▼✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ✑♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✢❡①✐❜✐❧✐t②✑✳ ❊❝♦♥♦♠❡t✲

r✐❝❛✱ ✹✼✭✸✮✿♣♣✳ ✺✻✺✕✺✼✼✳

▲❛✐❜s♦♥✱ ❉✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ●♦❧❞❡♥ ❊❣❣s ❛♥❞ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❉✐s❝♦✉♥t✐♥❣✳ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✶✷✭✷✮✿✹✹✸✕✼✼✳

▲♦❡✇❡♥st❡✐♥✱ ●✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❆♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❱❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❡❧❛②❡❞ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✾✼✭✸✽✼✮✿✻✻✻✕✽✹✳

▲♦❡✇❡♥st❡✐♥✱ ●✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❊♠♦t✐♦♥s ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r✳ ❆♠❡r✐❝❛♥

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✵✭✷✮✿✹✷✻✕✹✸✷✳

▲♦❡✇❡♥st❡✐♥✱ ●✳✱ ❖✬❉♦♥♦❣❤✉❡✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❘❛❜✐♥✱ ▼✳ ✭✷✵✵✸✮✳ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❇✐❛s ■♥ Pr❡❞✐❝t✐♥❣

❋✉t✉r❡ ❯t✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✶✽✭✹✮✿✶✷✵✾✕✶✷✹✽✳

▲♦❡✇❡♥st❡✐♥✱ ●✳ ❛♥❞ Pr❡❧❡❝✱ ❉✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❆♥♦♠❛❧✐❡s ✐♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❝❤♦✐❝❡✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞

❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✵✼✭✷✮✿✺✼✸✕✾✼✳

▲♦❡✇❡♥st❡✐♥✱ ❨✳✱ Pr❡❧❡❝✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❙❡✉♥❣✱ ❍✳ ❙✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❖♣❡r❛♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛s ❛ ♥❛s❤ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❣❛♠❡✳ ◆❡✉r❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✷✶✿✷✼✺✺✕✷✼✼✸✳
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▲♦♦♠❡s✱ ●✳ ❛♥❞ ❙✉❣❞❡♥✱ ❘✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥t♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦✲

r✐❡s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✸✾✭✸✲✹✮✿✻✹✶✕✻✹✽✳

▲♦♦♠❡s✱ ●✳ ❛♥❞ ❙✉❣❞❡♥✱ ❘✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❚❡st✐♥❣ ❉✐✛❡r❡♥t ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❘✐s❦②

❈❤♦✐❝❡✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝❛✱ ✻✺✭✷✻✵✮✿✺✽✶✕✾✽✳

▼❛❝❤✐♥❛✱ ▼✳ ❏✳ ✭✶✾✽✺✮✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❈❤♦✐❝❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s ●❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr❡❢❡r✲

❡♥❝❡s ♦✈❡r ▲♦tt❡r✐❡s✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✾✺✭✸✼✾✮✿✺✼✺✕✾✹✳

▼❛♥③✐♥✐✱ P✳ ❛♥❞ ▼❛r✐♦tt✐✱ ▼✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧✐③❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✼✭✺✮✿✶✽✷✹✕✶✽✸✾✳

▼❝❉♦✇❡❧❧✱ ❏✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❛♥❞ ♠♦❞❡r♥ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✽✹✿✶✶✶✕✶✷✼✳

▼❝❋❛❞❞❡♥✱ ❉✳ ✭✶✾✼✸✮✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❝❤❛♣t❡r ✹✳

✐♥ ❋r♦♥t✐❡rs ✐♥ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

▼❝❋❛❞❞❡♥✱ ❉✳ ❛♥❞ ❚r❛✐♥✱ ❑✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ▼✐①❡❞ ▼◆▲ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✺✭✺✮✿✹✹✼✕✹✼✵✳

❖❦✱ ❊✳ ❆✳✱ ❖rt♦❧❡✈❛✱ P✳✱ ❛♥❞ ❘✐❡❧❧❛✱ ●✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ■♥❝♦♠♣❧❡t❡ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❯♥❞❡r ❯♥❝❡rt❛✐♥t②✿

■♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✐♥ ❇❡❧✐❡❢s ✈❡rs✉s ❚❛st❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✽✵✭✹✮✿✶✼✾✶✕✶✽✵✽✳

P❧♦tt✱ ❈✳ ❘✳ ❛♥❞ ❩❡✐❧❡r✱ ❑✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛②✲✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ❛❝❝❡♣t ❣❛♣✱ t❤❡

✧❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t✱✧ s✉❜❥❡❝t ♠✐s❝♦♥❝❡♣t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ❡❧✐❝✐t✐♥❣

✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✺✭✸✮✿♣♣✳ ✺✸✵✕✺✹✺✳

◗✉❛♥❞t✱ ❘✳ ❊✳ ✭✶✾✺✻✮✳ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✼✵✭✹✮✿♣♣✳ ✺✵✼✕✺✸✻✳

❘②❞❡r✱ ❍✳ ❛♥❞ ❍❡❛❧✱ ●✳ ✭✶✾✼✸✮✳ ❖♣t✐♠✉♠ ●r♦✇t❤ ✇✐t❤ ■♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧❧② ❉❡♣❡♥❞❡♥t Pr❡❢✲

❡r❡♥❝❡s✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✹✵✭✶✮✿✶✕✸✸✳

❙❛♠✉❡❧s♦♥✱ P✳ ✭✶✾✸✼✮✳ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✉t✐❧✐t②✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱

✹✿✶✺✺✕✶✻✶✳
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❙✉tt❡r✱ ▼✳✱ ❑♦❝❤❡r✱ ▼✳ ●✳✱ ●❧ät③❧❡✲❘üt③❧❡r✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❚r❛✉t♠❛♥♥✱ ❙✳ ❚✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ■♠♣❛t✐❡♥❝❡

❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♣r❡❞✐❝t ❛❞♦❧❡s❝❡♥ts✬ ✜❡❧❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆♠❡r✐❝❛♥

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✸✭✶✮✿✺✶✵✕✸✶✳

❚✈❡rs❦②✱ ❆✳ ❛♥❞ ❋♦①✱ ❈✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❲❡✐❣❤✐♥❣ r✐s❦ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ Ps②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇✱

✶✵✷✿✷✻✾✕✷✽✸✳

❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ❏✳ ❛♥❞ ▼♦r❣❡♥st❡r♥✱ ❖✳ ✭✶✾✹✹✮✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r✳

Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ✶✿ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠

❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✱ l1 � l2 ⇐⇒ f1 �f f2. ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✱ f1 �f f2 ⇐⇒
´

Γ
v[f1(τ)]dπ ≥

´

Γ
v[f2(τ)]dπ✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ st❛t❡s t❤❛t f(τ) = ceτ (l) ❢♦r ❛❧❧ τ∈Γ ✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ f1 �f

f2 ⇐⇒
´

Γ
v[ceτ (l1)]dπ ≥

´

Γ
v[ceτ (l2)]dπ✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✐t ❣✐✈❡s✿

l1 � l2 ⇐⇒

ˆ

Γ

v[ceτ (l1)]dπ ≥

ˆ

Γ

v[ceτ (l2)]dπ.

❙✐♥❝❡ v ❛♥❞ uτ ❛r❡ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ v[ceτ (l1)] = φ {uτ [ceτ (l1)]} ❢♦r s♦♠❡ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✲

✐♥❣ φ(·)✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ v[ceτ (l1)] ✇✐t❤ φ {uτ [ceτ (l1)]}✱ ✇❡ ❤❛✈❡

l1 � l2 ⇐⇒

ˆ

Γ

φ {u[ceτ (l1)]} dπ ≥

ˆ

Γ

φ {uτ [ceτ (l2)]} dπ.

❇② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✱ uτ [ceτ (l)] = EUτ (l)✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡

l1 � l2 ⇐⇒

ˆ

Γ

φ [EUτ (l1)] dπ ≥

ˆ

Γ

φ [EUτ (l2)] dπ. Q.E.D.

❆♣♣❡♥❞✐① ✷✿ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

Pr♦♦❢✿ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❛ss✉♠❡ φ(0) = 0✳ ❙✐♥❝❡ φ(·) ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

0 =

ˆ

Γ

φ[EUτ (x)− uτ (WTP )]dπ < φ

{
ˆ

Γ

[EUτ (x)− uτ (WTP )]dπ

}

,

❛♥❞
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0 =

ˆ

Γ

φ[uτ (WTA)− EUτ (x)]dπ < φ

{
ˆ

Γ

[uτ (WTA)− EUτ (x)]dπ

}

.

❚♦❣❡t❤❡r ✇❡ ❤❛✈❡

0 <

ˆ

Γ

EUτ (x)dπ −

ˆ

Γ

uτ (WTP )]dπ,

❛♥❞

0 <

ˆ

Γ

uτ (WTA)dπ −

ˆ

Γ

EUτ (x)]dπ.

❚❤✉s✱

ˆ

Γ

uτ (WTP )]dπ <

ˆ

Γ

EUτ (x)dπ <

ˆ

Γ

[uτ (WTA)dπ.

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t
´

Γ
uτ (x)]dπ ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ x✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s WTP < WTA✳

Q.E.D.

✸✼


