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❖♣t✐♠❛❧ ▼♦♥❡t❛r② P♦❧✐❝② ✐♥ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇

❑❡②♥❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧∗

❇♦✉♥❛❞❡r ▲❛❤❝❡♥

❆✉❣✉st ✷✺✱ ✷✵✶✻

❆❜str❛❝t

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥❞✉❝ts t❤❡ ✜rst ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦♥✲

❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✲

♣♦s❡❞ ❜② ●❛❜❛✐① ✭✷✵✶✻✮✳ ❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s✱

■ ✜♥❞ t❤❛t ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✉♥❞❡r ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❜❡

✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝②✱ ❜✉t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✐s ❢♦✉♥❞ t♦

❜❡ ♠♦r❡ ❤✐st♦r②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥

♠♦❞❡❧✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✉♥❞❡r ❞✐s❝r❡t✐♦♥

♠❛② ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜❡tt❡r t♦ t❤❡ r❡❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲

❞✉❝t ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✐♥ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦s ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣✱ ❡♠❡r❣✐♥❣

❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❡s✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✜❧❧✐♥❣ t❤❡
∗■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❨❛ss✐♥❡ ❇♦✉❤❞❛♦✉✐ ❢♦r ❤✐s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥s ❡①♣r❡ss❡❞ ❤❡r❡✐♥

❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡✢❡❝t t❤♦s❡ ♦❢ ❛♥② ♦❢ ♠② ❛✣❧✐❛t✐♦♥s✳ ❆✉t❤♦r ❝♦♥t❛❝t✿
❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉❡♣❛rt♠❡♥t✱ ▼♦❤❛♠♠❡❞ ❱ ❯♥✐✈❡rs✐t②✲❆❣❞❛❧✱ ❘❛❜❛t❀ ❡✲♠❛✐❧✿ ❧❛❤❝❡♥✳❜♦✉♥❛❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✳

✶



❣❛♣ t❤❛t ❛❧✇❛②s ❤❛s ❜❡❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✳

❏❊▲ ❈♦❞❡s✿ ❉✽✹✱ ❊✺✷✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ✇✐❞❡❧②

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s✶ ✱ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥

♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥

♠♦❞❡❧ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●❛❜❛✐① ✭✷✵✶✻✮ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜②

r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥ts✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱

❛❣❡♥ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♠②♦♣✐❝ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❡ ❢✉t✉r❡

♣❡r❢❡❝t❧②✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧

r❡s♦❧✈❡ ❧♦t ♦❢ ✉♥s❡tt❧❡❞ q✉❡st✐♦♥s t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❡❢t ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ tr❛✲

❞✐t✐♦♥❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❤✐t

✐♠♣❧✐❡s ❧❛r❣❡ ❞❡♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❞❡♣r❡ss✐♦♥s

❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡r❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❜♦✉♥❞❡❞ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ❙❡❝✲

♦♥❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ✐♥ t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r❡✈❡r t❤❡ ❚❛②❧♦r r✉❧❡

✶❡✳❣✳ ❈❧❛r✐❞❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✱ ●❛❧✐ ✭✷✵✵✽✱ ✷✵✶✺✮✱ ❲♦♦❞❢♦r❞ ✭✷✵✶✵✮✳
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✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ ✭❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r

❡❝♦♥♦♠② ❥✉♠♣ r❛♥❞♦♠❧② t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮✳ ❙✉❝❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧t

❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❢t❡r♠❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❝r✐s✐s ♦❢ ✷✵✵✽✳ ■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱

t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s str♦♥❣ r❡s✉❧t ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜✲

r✐❛✳ ❚❤✐r❞✱ ❈♦❝❤r❛♥❡ ✭✷✵✶✻✮ ❤❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ◆❡✇

❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛ r✐s❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ r✐s❡ ✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭❛♥

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♣r♦❜❧❡♠✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❡❧♣s t♦ ♦✈❡rt✉r♥ t❤✐s str✐❦✐♥❣ r❡s✉❧t✷✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❢♦r ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧

t♦ st✉❞② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐q✉❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞✲

❞r❡ss❡❞ t♦ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✐ts ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ✐ts ♣♦❧✐❝②

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❙t✐❣❧✐t③ ✭✷✵✶✵✮✱ ♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✉♥✲

❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡

❡❝♦♥♦♠②✱ ❜✉t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② s❡❡♠s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛♥② ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✳

❙✉❝❤ ❝r✐t✐❝✐s♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧❧② ♠②♦♣✐❝ ❛❣❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ r❡❧❛① t❤❡ ❛s✲

s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❙t✐❣❧✐t③ ❝r✐t✐❝✐③❡❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ t❤❡ ♣♦❧✐❝②

♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s t❤❛t ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❙✉❝❤ ❝r✐t✐❝✐s♠ ✇✐❧❧ ❜❡

✷❋♦r ♠♦r❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡s♦❧✈❡❞ ❜② t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❡❡ ●❛❜❛✐① ✭✷✵✶✻✮✳
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❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❡st✐♦♥s t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡✲

❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱ ■ ❡①♣❡❝t

t♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ♥❡✇

❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠❡ ♦✉t ✇✐t❤ s♦♠❡ r❡s✉❧ts t❤❛t r❡❝♦♥❝✐❧❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦s✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❧❛r❣❡❧② ❣✐✈❡s t❤❡ ❝r❡❞✐t

t♦ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✸ ✐♥ s❡tt✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐♦♥ ✐s s❡❡♥ ❛s

②✐❡❧❞✐♥❣ t♦ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✹ ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐♥ ♠♦st ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦s ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣✱ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧

❡❝♦♥♦♠✐❡s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✇❤❛t t❤❡ t❤❡♦r② s✉❣❣❡sts ✭❡①❝❡♣t ✐♥ s♦♠❡ ❡①❝❡♣✲

t✐♦♥❛❧ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❣✉✐❞❛♥❝❡✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐♥ ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞

✭♠♦♥t❤ ♦r tr✐♠❡st❡r✮ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt❡❡ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❞❡❝✐❞❡s ♦♥ ✐♥t❡r❡st

r❛t❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ t♦ ❢✉t✉r❡ ♣❧❛♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t

❢❛❝❡ t❤♦s❡ ❡❝♦♥♦♠✐❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣♦❧✐❝② ❝❛♥ ❜❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ❛s ❞✐s❝r❡t✐♦♥✱ ♥♦t ✐♥

t❤❡ ❧✐t❡r❛❧ s❡♥s❡✱ ❜✉t t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ r❡♦♣t✐♠✐③❡s ❡✈❡r②

♣❡r✐♦❞ ✇✐t❤♦✉t ♣r❡❛♥♥♦✉♥❝✐♥❣ ❛♥② tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r ❢✉t✉r❡ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♠② ❛✐♠ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ✜❧❧ t❤✐s ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥

✸❙❡❡ ❖r♣❤❛♥✐❞❡s ✭✷✵✵✼✮
✹s❡❡ ❈❧❛r✐❞❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮

✹



t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s t♦ st✉❞② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②

✇✐t❤✐♥ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥ts ♣r♦✲

♣♦s❡❞ ✐♥ ●❛❜❛✐① ✭✷✵✶✻✮✳ ❲✐t❤✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱

t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠

✉s❡❞ ❜② ❈❧❛r✐❞❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮❛♥❞ ●❛❧✐ ✭✷✵✵✽✱ ✷✵✶✺✮✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❝❡♥✲

tr❛❧ ❜❛♥❦ s❡❡❦s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣❛t❤ ❢♦r ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡

❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡✲❜❛s❡❞ ✉t✐❧✲

✐t② ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜② ❘♦t❡♠❜❡r❣ ❛♥❞ ❲♦♦❞❢♦r❞ ✭✶✾✾✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝ ♣♦❧✲

✐❝② ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ s♦rt✺ ✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❜❡ ❛ ♠✐❝r♦ ❢♦✉♥❞❡❞

♠❡t❤♦❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❧② ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣

♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r st✉❞②✐♥❣ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❈❧❛r✐❞❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✱ ✐❢

s♦♠❡ ❣r♦✉♣s s✉✛❡r ♠♦r❡ ✐♥ r❡❝❡ss✐♦♥s t❤❛♥ ♦t❤❡rs ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝r❡❞✐t ♠❛r❦❡ts✱ t❤❡♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛✲

t✐✈❡ ❛❣❡♥t ♠✐❣❤t ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❜❛r♦♠❡t❡r ♦❢ ❝②❝❧✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

✐♥ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❚❤❛t✬s ✇❤② ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❛❦❡s ❛ ♣r❛❣♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤✐s ✐ss✉❡

✺■ r❡❢❡r ❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ♦❢ ❲♦♦❞❢♦r❞ ✭✷✵✶✵✮ ❢♦r ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦

♠❡t❤♦❞s✳

✺



❜② s✐♠♣❧② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡

sq✉❛r❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ t❛r❣❡t ❧❡✈❡❧s✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❧✐♥❡❛r q✉❛❞r❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

t♦ st✉❞② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥

♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛❜❛✐① ✭✷✵✶✻✮✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡

s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❛ ❜r✐❡❢ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇

❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦♥❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ t❤r❡❡ ✇✐❧❧

st✉❞② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✉♥❞❡r ❞✐s❝r❡t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦rt❤ s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧

t❛❦❡ ✉♣ t❤❡ s❛♠❡ q✉❡st✐♦♥ ✉♥❞❡r ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳ ❆ ✜♥❛❧ s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss

t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳

✷ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧✿ ❘❡♠❛✐♥❞❡r ❛♥❞

❈♦♠♣❛r✐s♦♥

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❛❜❛✐① ✭✷✵✶✻❛ ❛♥❞ ✷✵✶✻❜✮✳ ❚❤✐s

❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ✏❇♦✉♥❞❡❞ ❘❛t✐♦♥❛❧✐t②✑✱

s♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s r❡❧❛①❡❞✳ ■♥ t❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛❣❡♥ts ❜✉✐❧❞ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❝r❛t❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❛rs❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ♣❛② ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❥✉st ❛

✻



❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛

♠♦❞✐✜❡❞ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✉♥r❡✲

❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❢♦r✇❛r❞✲❧♦♦❦✐♥❣ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❤❡r ♦✇♥ ❤❡❛❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡

♦✈❡rst❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧s ❛s

r❛✐s❡❞ ❜② ❇❧❛❝❤❛r❞ ✭✷✵✵✽✮✿

✏❚❤❛t ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥s ♠❛tt❡r ❛ ❧♦t ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② tr✉❡✳ ❚❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❛♥❞ ✜r♠s

❧♦♦❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ❞✐r❡❝t❧② ♦r ❜② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢♦r❡❝❛sts ♦❢ ♦t❤❡rs✱ ✐♥

❢♦r♠✐♥❣ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥s ✐s ❛❧s♦ ♦❜✈✐♦✉s❧② tr✉❡✳ ❲❤❡t❤❡r t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s

♥♦t ♦✈❡rst❛t❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥s ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♦♣❡♥ t♦ q✉❡st✐♦♥✳✑

●❡♥❡r❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦✿ ❙♣❛rs❡ ▼❛① ❖♣❡r❛t♦r

●❛❜❛✐① ✭✷✵✶✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ❤✐s ✇♦r❦ ♦♥ ❜♦✉♥❞❡❞

r❛t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❚❤❡ s♣❛rs❡ ♠❛① ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧

♠❛① ♦♣❡r❛t♦r ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥t✳

❯♥❞❡r t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥✱ ❛❣❡♥t ❢❛❝❡s ❛ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱maxav(a, x)✱

✇❤❡r❡ a ✐s ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ x ✐s ❛ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱

✼



m✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛tt❡♥t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ v(a, x,m)✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s✿

v(a, x,m) ≡ v(a,m1x1, ...,mnxn)

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ✐s

♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❛tt❡♥t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r x✳ ❲❤❡♥mi = 1✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥t

✐s ❢✉❧❧② ❛tt❡♥t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ❤❡r ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱

✇❤❡♥ mi = 0 t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❛tt❡♥t✐✈❡ t♦ xi ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t

❛❣❡♥t t❤✐♥❦ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❤❡r ❞❡❝✐s✐♦♥✳

❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧

❧❡❛❞ t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

a(x,m) := argmaxav(a, x,m)

❚❤❡ s♣❛rs❡ ♠❛① ♦♣❡r❛t♦r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛① ♦♣❡r❛t♦r✱

❜✉t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦♠❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥❛tt❡♥t✐♦♥✻ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t

❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛❣❡♥ts✬ ✐♥❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ●❛❜❛✐① ✭✷✵✶✻❜✮✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ■❙ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

ỹt =MEtỹt+1 − σ(it − Etπt+1 − rnt ) ✭✶✮

✻▼♦r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛♥❞ ❝❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ●❛❜❛✐① ✭✷✵✶✹✱ ✷✵✶✻❛✮✳

✽



❲✐t❤ M ∈ [0, 1] r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❛tt❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥

♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❣✐✈❡♥ t♦ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ✐♥❢❡r✐♦r ♦❢ t❤❛t ✐♥

t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ◆❑ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ◆❑

♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✳

❋♦r t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ P❤✐❧❧✐♣s ❈✉r✈❡✱ ✐t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥✿

πt = βM fEtπt+1 + κỹt ✭✷✮

❲❤❡♥ M f = 1 ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧

❝❤❛♥❣❡s s✐♠♣❧② β t♦ βM f ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s♦♠❡ ♠②♦♣✐❛ ❛❜♦✉t t❤❡

❢✉t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s✳

◆♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

yt t❤❡ ✭❧♦❣✮ ♦✉t♣✉t✱ yet t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ynt ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♦✉t♣✉t✳

xt ≡ yt − yet ✐s t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦✉t♣✉t ❣❛♣✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t❤❛t ❧✐♥❦s

t❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ỹt ≡ xt + (yet − ynt )✳

❇② ✉s✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ■❙ ❛♥❞ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡

❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡✲r❡❧❡✈❛♥t ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❛s✿

xt =MEtxt+1 − σ(it − Etπt+1 − ret ) ✭✸✮

✾



❲✐t❤ ret = rnt +
1−Mρu

σ
✐s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳

πt = βM fEtπt+1 + κxt + ut ✭✹✮

❲✐t❤ ut ≡ κ(yet − ynt ) ✐s ❛ ❝♦st✲♣✉s❤ s❤♦❝❦✱ t❤❛t ❡✈♦❧✈❡s ❛s ❛♥ AR(1)✿ ut =

ρuut−1 + ǫt✳

✸ ❖♣t✐♠❛❧ ▼♦♥❡t❛r② P♦❧✐❝② ❯♥❞❡r ❉✐s❝r❡t✐♦♥

❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ♠❛❦❡s ✇❤❛t❡✈❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ ✇✐t❤♦✉t

❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ✐ts❡❧❢ t♦ ❛♥② ❢✉t✉r❡ ❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❛t ❝❛s❡ ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✉♥❞❡r ❞✐s❝r❡t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤✐s s❝❡✲

♥❛r✐♦ ❛❝❝♦r❞s ❜❡st ✇✐t❤ r❡❛❧✐t②✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♥♦ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ♠❛❦❡s ❛♥② ❦✐♥❞

♦❢ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❛❜♦✉t ✐ts ❢✉t✉r❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✭❡①❝❡♣t ✐♥ s♦♠❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧

❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❝r✐s✐s✮✳ ■♥ t❤✐s

r❡s♣❡❝t✱ ✐t s❡❡♠s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ st✉❞② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳

❯♥❞❡r ❞✐s❝r❡t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✇❛②✳

❊❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ s❡❡❦s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡✿

π2t + αxx
2

t

❙✉❜❥❡❝t t♦✿

πt = βM fEtπt+1 + κxt + ut

✶✵



❝♦❡✣❝✐❡♥t αx r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦

✐♥✢❛t✐♦♥✮ ✐♥ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② αx = κ
ǫ
✇❤❡r❡ κ ✐s t❤❡ ❝♦❡❢✲

✜❝✐❡♥t ♦♥ xt ✐♥ t❤❡ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ ǫ ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢

s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡tαx ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❛tt❛❝❤❡❞ ❜②

t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ t♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ ✐ts ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ✐♥ ✐ts ♦✇♥ ❧♦ss

❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡ t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❜♦✈❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

xt = −
κ

αx

πt ✭✺✮

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✮ ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r❡✈❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❧♦ss

❢✉♥❝t✐♦♥❀ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏t❛r❣❡t✐♥❣ r✉❧❡✑ ❢♦r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦✳ ■♥ t❤❡

❢❛❝❡ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ♣r❡ss✉r❡s ✭❞✉❡ t♦ ❝♦st✲♣✉s❤ s❤♦❝❦✮✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ♠✉st

❛❝t ❜② ❞r✐✈✐♥❣ ♦✉t♣✉t ❜❡❧♦✇ ✐ts ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣♦❧✐❝② ✐s ✇✐❞❡❧② ❝❛❧❧❡❞ ❜②

✏❧❡❛♥✐♥❣ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✇✐♥❞✑ ♣♦❧✐❝②✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r②

❛✉t❤♦r✐t② ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♠❛② s❡❡♠

♦❜✈✐♦✉s✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✮ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❢♦r xt ✐♥ ✭✹✮✱ ■ ♦❜t❛✐♥✿

πt =
αxβM

f

αx + κ2
Etπt+1 +

αx

αx + κ2
ut ✭✻✮

❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ ❧❡❛❞s t♦✿

✶✶



πt =
αx

αx + κ2 − αxβM fρu
ut ✭✼✮

❆♥❞ ❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ■ ✜♥❞✿

xt =
−κ

αx + κ2 − αxβM fρu
ut ✭✽✮

■❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✿ ψM = 1

αx+κ2−αxβMfρu
✱ t❤❡♥ ■ ✜♥❞ t❤❡

❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✿ πt = αxψMut ❛♥❞ xt = −κψMut✳

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✱ s✐♠♣❧②✱ st❛t❡s t❤❛t ❝❡♥tr❛❧

❜❛♥❦ ❧❡ts t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r t❛r❣❡ts ❜② ❛ ✈❛❧✉❡

t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦st✲♣✉s❤ s❤♦❝❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ❝❛♥♥♦t

❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ s❡t ❛♥ ✐♥t❡r❡st

r❛t❡ r✉❧❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✳ ❇②

✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ■❙ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ■ ✜♥❞✿

−κψMut =M(−κψMut+1)− σ(it − αxψMut+1 − ret )

❇② s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣✱ ■ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✉♥❞❡r ❞✐s❝r❡t✐♦♥ ✐s✿

it = ret +ΨM,iut ✭✾✮

❲✐t❤✿ ΨM,i = αxψMρu +
κ
σ
ψM − κ

σ
MψMρu✳

✶✷



❯♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② r✉❧❡ ✭✾✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤✐s ♣♦❧✐❝② r✉❧❡

✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ✐♥ ❝❛s❡ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳

■❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r✉❧❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐♥ ✭✸✮✱ ■

✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

xt =MEtxt+1 − σ(ΨM,iut − Etπt+1)

πt = βM fEtπt+1 + κxt + ut

❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤✐s s②st❡♠ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛s✿

(
xt

πt

) = (
M σ

κM βM f + κσ

)(
Etxt+1

Etπt+1

) + (
−σΨM,i

1− σκΨM,i

)ut

❲❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s✿

zt = AEtzt+1 +But ✭✶✵✮

❲✐t❤✿ zt = (xt, πt)
′ ❛♥❞ A = (

M σ

κM βM f + κσ

) ❛♥❞ B = (
−σΨM,i

1− σκΨM,i

)✳

✶✸



❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥✐q✉❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ A ❛r❡

✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✿✭❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮

❚❤❡ r✉❧❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✉♥❞❡r ❞✐s❝r❡t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t♦

✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✿

M + βM f + κσ − βMM f < 1.

❯♥❞❡r t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥

♠♦❞❡❧✿ M =M f = 1✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✿1+κσ < 1 ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❛tt❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts✱

t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② t❤❛t s❡❡❦s t♦ ❛❝t ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡

✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤✐s r✉❧❡ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✐s s❡❡♥

❛s ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ r✉❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✭s❡❡

❑✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ●❛❧✐ ✭✷✵✵✽✮✮✳ ❙♦✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s

t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

❞✐s❝r❡t✐♦♥✳

✶✹



❯♥❞❡r t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐♦♥❛r② ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✐s ✉♥❞❡✲

s✐r❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ t♦❞❛②✬s

❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s

❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛❣❡♥ts ❢♦r♠ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❤♦✇ t❤❡ ❝❡♥✲

tr❛❧ ❜❛♥❦ ❛❞❥✉sts ♣♦❧✐❝②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ✐s ❢r❡❡ t♦ r❡♦♣t✐♠✐③❡

❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡s✉❧t✐♥❣ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣✲

❡rt② t❤❛t ❛❣❡♥ts ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❝♦♥❞✉❝t ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✱

❤❡♥❝❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛

s✉✐t❡❞ str❛t❡❣② ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ❝♦♥❞✉❝t ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s

❝♦♥❞✉❝t ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st t♦ r❡❛❧✐t②✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧

♠♦❞❡❧✱ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✉♥❞❡r ❞✐s❝r❡t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

♣❛r❛♠❡t❡rs s❛t✐s❢② t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳

❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ ❜♦rr♦✇✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠

❈❧❛r✐❞❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ❢♦r t❤❡ ◆❑ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♠② ♥♦t❛t✐♦♥✿

πt = αxqut ✭✶✶✮

xt = −κqut ✭✶✷✮

✇✐t❤✿ q = 1

αx+κ2−αxβρu
❙♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ s❤♦✇s t❤❛t✿

✶✺



q > ψM ✭✶✸✮

❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ❛❞❥✉sts

❛❣❣r❡ss✐✈❡❧② ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✭❜② t❤❡ ♣❛r❛♠✲

❡t❡r q✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♠✉❝❤

s♠♦♦t❤❡r✳ ■♥ ♠② ❜❡❧✐❡❢✱ ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❝❛s❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t

❣❛♣ ❞❡♣❡♥❞ ❧❡ss ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② M f ❛♥❞ M ✳ ❚♦ t❤❡ ❡①✲

t❡♥t t❤❛t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♥♦ ♠♦r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝② t❤❛t

❛❝t t♦ st❛❜✐❧✐③❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞ ♠❛② ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ♦♣t✐♠❛❧✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡

✇❛②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ t✉r♥ t♦ s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

✶✻



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❘❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P❡r♠❛♥❡♥t ❝♦st✲♣✉s❤ s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✱ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥

r❡s♣♦♥s❡ t♦ ♦♥❡ ♣❡r❝❡♥t ♣❡r♠❛♥❡♥t ❝♦st✲♣✉s❤ s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✼✳■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤✐s s❤♦❝❦ ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❢r♦♥t ♦❢ t❤✐s

♥❡❣❛t✐✈❡ s❤♦❝❦✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ s❡❡❦s t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❜② r❡❞✉❝✐♥❣

t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❜② s✐① ♣❡r❝❡♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✭✶✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s

s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✸✮ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡ss

❛❣❣r❡ss✐✈❡ ✐❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts✬ ✐♥❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✼t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐s t❤❛t ♦❢ ●❛❧✐ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❏♦❤❛♥♥❡s

P❢❡✐❢❡r ❛♥❞ ✐t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ✿ ✇✇✇✳❣✐t❤✉❜✳❝♦♠

✶✼



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❘❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P❡r♠❛♥❡♥t ❝♦st✲♣✉s❤ s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇

❑❡②♥❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✷✱ ■ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✽ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡

❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✿ M = 0.4 ❢♦r t❤❡

❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♠②♦♣✐❛ ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ❛♥❞ M f = 0.7 ❢♦r t❤❡ ♠②♦♣✐❛ ♦❢ ✜r♠s✳ ❚❤❡

r❡❛s♦♥ ✇❤② ■ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛r❡ ♠♦r❡ ♠②♦♣✐❝ t❤❛♥ ✜r♠s ✐s t❤❛t

t❤♦s❡ ❧❛t❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❡❛♥s t♦ ❜✉② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❢♦r♠ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t ✐♥✢❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t

✐♥❝r❡❛s❡ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❝♦st✲♣✉s❤ s❤♦❝❦ ✐♥st❡❛❞ ✐t r✐s❡s ♦♥❧② ❜②

✵✳✻ ♣❡r❝❡♥t r❛t❤❡r t❤❛♥ ✶ ♣❡r❝❡♥t ❛s ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ r❡s♣♦♥s❡

✽❚❤❡ ❝♦❞❡ ✉s❡❞ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❏♦❤❛♥♥❡s P❢❡✐❢❡r ❛♥❞ ✐t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② ❞❡♠❛♥❞
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t♦ t❤✐s s❤♦❝❦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ♦♥❧② ❜② ❛r♦✉♥❞ t❤r❡❡

♣❡r❝❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✸✮✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t✇♦ ♥♦✈❡❧t✐❡s

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✉♥❞❡r

❞✐s❝r❡t✐♦♥✳ ❋✐rst ❛♥❞ ✉♥❧✐❦❡ ✇❤❛t t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ s✉❣✲

❣❡sts✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r✉❧❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ t♦ ❝♦st✲

♣✉s❤ s❤♦❝❦s ✐s ❧❡ss ❛❣❣r❡ss✐✈❡ ❛s ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ▼②♦♣✐❛ ♦❢ ❛❣❡♥ts

❛❜♦✉t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❛❝t✐♦♥s ❛r❡

❛ s②♥♦♥②♠ ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛s st❛t❡❞ ✐♥ ❑✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳

✹ ❖♣t✐♠❛❧ ▼♦♥❡t❛r② P♦❧✐❝② ❯♥❞❡r ❈♦♠♠✐t♠❡♥t

❚❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ✜rst❧②✱ ❛♥❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡

t♦ ❝♦♠♠✐t t♦ ❛ ♣♦❧✐❝② ♣❧❛♥✳ ▼♦♥❡t❛r② ❛✉t❤♦r✐t② ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛

♣❛t❤ ❢♦r ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ (xt, πt)
∞
t=0 ♦✈❡r t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡❧②✲❧✐✈❡❞ ❤♦r✐③♦♥

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✿
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1

2
E0

∞∑

t=0

βt(π2t + αxx
2

t )

❙✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✿

πt = βM fEtπt+1 + κxt + ut

❇② ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ xt ❛♥❞ πt✱

✐t ②✐❡❧❞s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

αxxt − κγt = 0

πt + γt − γt−1M
f = 0

❲✐t❤ γt✬s ❛r❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳

❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ②✐❡❧❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

xt −M fxt−1 = −
κ

αx

πt

❇② ✐t❡r❛t✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

xt = −
κ

αx

∞∑

i=0

(M f)iπt−i + (M f)tx0 ✭✶✹✮

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✹✮ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ t❛r❣❡t✐♥❣ r✉❧❡ ✉♥❞❡r ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳ ❈❡♥✲

tr❛❧ ❜❛♥❦ s❡ts t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ ♣❛st
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✐♥✢❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ t❡r♠s ♦❢ ♠②♦♣✐❛✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ❧♦♦❦s ❛t

♣❛st ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ s♦rt ♦❢ ✐♥❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t

❥✉st ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ s❡tt✐♥❣

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✳

❚✇♦ r❡♠❛r❦s ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❛t t❤✐s st❛❣❡✳ ❋✐rst❧② ❛♥❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡

t❛r❣❡t✐♥❣ r✉❧❡ ✭✶✹✮ ✉♥❞❡r ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ✇✐t❤ ✭✸✳✷✮ t❤❡ r✉❧❡ ✉♥❞❡r ❞✐s❝r❡t✐♦♥✱

■ ✜♥❞ t❤❛t ✉♥❞❡r ❝♦♠♠✐t♠❡♥t t❤❡ t❛r❣❡t✐♥❣ r✉❧❡ ✐s ♠♦r❡ ❤✐st♦r②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t

t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ❝♦♠♠✐ts t♦ st❛❜✐❧✐③❡ ✐♥✢❛t✐♦♥

❜② ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r ✐ts ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② ❧♦✇❡r✐♥❣

t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦✉t♣✉t ✐❢ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦✬s ❛❝t✐♦♥s✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❲♦♦❞❢♦r❞ ✭✷✵✵✾✮ ✐♥ ❛ ◆❡✇ ❑❡②✲

♥❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ◆❡❛r ❘❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥ts✳ ■t ✐s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ✐♥ t❤✐s r❡❣❛r❞

t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ❛s ✐♥ ❲♦♦❞❢♦r❞ ✭✷✵✵✾✮ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①✲

♣❡❝t❛t✐♦♥s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s r❡❧❛①❡❞✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ②✐❡❧❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✳

❙❡❝♦♥❞❧② ❛♥❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✭✹✳✶✮ ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t✐♥❣ r✉❧❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡

tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ st❛t✐♥❣ t❤❛t ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ♥❡❡❞s t♦ ❧♦✇❡r ♦✉t♣✉t ❜❡❧♦✇ ✐ts

❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t

t❛r❣❡t ✭❙❡❡ ●❛❧✐ ✷✵✵✽✮✱ s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧t ♠❛② ♥♦t ❜❡ s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡

❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦s ❝♦♥❞✉❝t ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✐♥ r❡❛❧✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✲

✷✶



✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ t❛r❣❡t✐♥❣ r✉❧❡ ✭✹✳✶✮ ✐s ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ✇✐t❤ ✐♥✢❛t✐♦♥

❛♥❞ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ s❡t ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♦✉t♣✉t ❣❛♣

❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛st ♣❛t❤ ❢♦r ✐♥✢❛t✐♦♥✳

❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ P❤✐❧❧✐♣s

❝✉r✈❡ ✭✷✳✹✮✱ ■ ♦❜t❛✐♥✿

πt = −δ
κ2

αx

t∑

i=0

(M f)iπt−i + δβM fEtπt+1 + δut

❲✐t❤ δ ≡ αx

αx+κ2 ❛♥❞ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t x0 = 0 ✐♥ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ t❤❡

❡❝♦♥♦♠② ✇❛s ♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❚❤❡ st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s✿

πt = −η
κ2

αx

t∑

i=0

(M f)iπt−i +
η

1− ηβM fρu
ut ✭✶✺✮

❲✐t❤✿ η ≡
1−
√

1−4βδ2

2βδ
✳

❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✱ ■ ✜♥❞✿

xt = (1 +
κη

M f
)xt−1 −

ηκ

αx(1− ηβM fρu)
ut ✭✶✻✮

❘❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✺✮ ❛♥❞ ✭✶✻✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ t♦ ❛

❝♦st✲♣✉s❤ s❤♦❝❦✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❜♦t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤✐st♦r②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦r❡

t❤❛♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ r❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦st✲♣✉s❤ s❤♦❝❦

✷✷



✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ♣❡r✐♦❞s ✉♥t✐❧ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ r❡t✉r♥ t♦

t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ t❛r❣❡ts✳ ❚❤✐s s❧♦✇ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❛r❣❡t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✐♥❞✉❝❡s s♦♠❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡ ♦❢

✐♥✢❛t✐♦♥✳

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ♠♦r❡ ❝❧❡❛r❧② t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t♦

✐❧❧✉str❛t❡ ❜② s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❘❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P❡r♠❛♥❡♥t ❝♦st✲♣✉s❤ s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✸ ❡①t❡♥❞s t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝♦st✲♣✉s❤

s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s t❤✉s ❝❧❡❛r

t❤❛t ✐♥✢❛t✐♦♥ r♦s❡ ✵✳✻ ♣❡r❝❡♥t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② ✹ ♣❡r✲

✷✸



❝❡♥t✳❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✹✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❡❤❛✈✲

✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱ ■ ✜♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥

t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❢❛❝✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡

s❤♦❝❦✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸ r❡t✉r♥s t♦ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧

❧❡✈❡❧✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ ✐ts t❛r❣❡t ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ t❡r♠✱

✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✹ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ♣❡rs✐t❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧

t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❤✐st♦r②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❘❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P❡r♠❛♥❡♥t ❝♦st✲♣✉s❤ s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇

❑❡②♥❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧

❆s t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ s❡❡♠s ❞✐✣❝✉❧t ❡✐t❤❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦r t♦

✷✹



❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥t❡r♣r❡t✱ ■ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✐♥ s♦♠❡

❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ■ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣ xt t❤❛t ✐s ❝♦♥✲

t✐♥❣❡♥t ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s❤♦❝❦ ut✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

xt = −ωut ✭✶✼✮

❢♦r ❛❧❧ t✱ ✇❤❡r❡ ω > 0 ✐s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ r✉❧❡✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✯✮ ✇✐t❤ t❤❡ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡ ✭✷✳✷✮✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

✐♥✢❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ r✉❧❡✱πt✱ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♣✉s❤ s❤♦❝❦✿

πt = βM fEtπt+1 − κωut + ut

❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞✱ ✐t ②✐❡❧❞s t♦✿

πt =
1− κω

1− βM fρu
ut

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

πt =
κ

1− βM fρu
xt +

1

1− βM fρu
ut

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛✲

r❛♠❡t❡r ω ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
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✭✯✮✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✿

xt =
−κ

αx(1− βM fρu)
πt

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✭✯✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ t❛r❣❡t✐♥❣ r✉❧❡ ✉♥❞❡r ❝♦♠✲

♠✐t♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥✲

❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥t❡r♣r❡t✱ t❤❡

t❛r❣❡t✐♥❣ r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t②♣❡ ✭✹✳✹✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ tr❛❝t❛❜❧❡

❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ❛❝t ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦

❝♦st✲♣✉s❤ s❤♦❝❦✳ ■t ❧♦♦❦s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✐♥❣ r✉❧❡ ✉♥❞❡r ❞✐s❝r❡t✐♦♥❀

t❤❡② ❞✐✛❡r ❥✉st ❜② t❤❡ t❡r♠✿ 1

1−βMfρu
✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t✐♥❣ r✉❧❡ ✭✯✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡

tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛s ✐♥ ❈❧❛r✐❞❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✿

xt =
−κ

αx(1− βρu)
πt

❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ✐♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠✉❝❤ ❤❛r❞❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧

♠♦❞❡❧ ✐♥ ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣❛♣✳

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ✇❡r❡

♣r❡s❡♥t❡❞ r❡❧❛②✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s

t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s

t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t✐♥❣ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ✐s ♠♦r❡ ❤✐st♦r② ❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤❛♥
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✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ❜✉t ❛❧s♦ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t❡r♠s ♦❢ ✜r♠s ♠②♦♣✐❛✳ ❙✉❝❤

❢❡❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t✐♥❣ r✉❧❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s

✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝ts ✐♥ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐❝② r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ t❤❛t

❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤✐s ❢❛❝t ✐s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢♦r♠ ✇❤✐❧❡

❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✳❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

♦♥❡✱ ❛♥❞ ✐t s❤❡❞s ❧✐❣❤t ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ❛♥❞

t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❝❛s❡ ✐♥ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ tr❛❝t❛❜❧❡ ✇❛②✳

✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②

✉♥❞❡r ❞✐s❝r❡t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ✐♥ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❲✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✲

✈✐❞❡❞ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐♦♥❛r②

♠♦❡♥❛t② ♣♦❧✐❝② ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ t❤❡♦r✐t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✲❜②✲♣❡r✐♦❞

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡

♣♦❧✐❝② ✉♥❞❡r ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦

✐s ✈❡r② s♠♦♦t❤ ❞✉❡ t♦ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ t❤❛t ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

■♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜②
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♥✉♠❡r♦✉s st✉❞✐❡s t❤❛t t❛❦❡ ✉♣ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s✳ ❆s ❙❛✉❡r

✭✷✵✶✵✮ ♥♦t❡❞✿✧❉✐s❝r❡t✐♦♥ ❣❛✐♥s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡❧❡ss✲♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ r✉❧❡✖✐✳❡✳✱

t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❧♦ss❡s ❜❡❝♦♠❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✖✐❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝✲

t♦r ❜❡❤❛✈❡s ❧❡ss ❢♦r✇❛r❞ ❧♦♦❦✐♥❣✧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇

❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳ ❆♥♦t❤❡r st✉❞② t❤❛t s✉♣♣♦rts ♦✉r ✜♥❞✐♥❣ ✐s t❤❛t ♦❢ ❉❡♥✲

♥✐s ✭✷✵✶✵✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❤❡ s❤♦✇s t❤❛t ❞✐s❝r❡t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡ t✐♠❡❧❡ss

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡✴✇❛❣❡ P❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②

✢❛t ❞✉❡ t♦ ✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝ ❝❛♣✐t❛❧ ✭♦r ❧❛❜♦r✮✳

■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐✲

♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❛s ✐♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

t❛r❣❡t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❤✐st♦r②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛✉t❤♦r✐t② ❝♦♠♠✐ts t♦ ❛ ❤✐st♦r②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦❧✐❝② ✐♥ t❤❡

❢✉t✉r❡✱ ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♦♣t✐♠❛❧❧② s♣r❡❛❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s❤♦❝❦s ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ♣❡r✐♦❞s✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ❧✐t❡r❛t✉r❡

❜✉t t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✜♥❞✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ ✐♥ t❤❡

❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❧❡ss ❛❣❣r❡ss✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥❡✳

❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❉♦ts❡② ✭✷✵✵✽✮✱ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ ♣r❡❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠✲

♠✐t♠❡♥t ♦✈❡r ❞✐s❝r❡t✐♦♥ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡rs ✇❤♦ ❝❛♥ ❝♦♠♠✐t

❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤r♦✉❣❤ ♦♥ ♣r♦♠✐s❡❞ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡

✷✽



❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐♦♥❛r② ♣❧❛♥♥❡r ♠❛❦❡s ♥♦ ♣r♦♠✐s❡s

❛♥❞✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛❜✐❧✐t② t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❆

♣❧❛♥♥❡r ✇❤♦ ❝❛♥ ❝♦♠♠✐t t♦ ❢✉t✉r❡ ❛❝t✐♦♥s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s s✐t✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❛✛❡❝t

✇❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❡①♣❡❝t ✇✐❧❧ ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ t❤❡s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s

✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❇✉t ❛s ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱

t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥ts ✐s r❡❧❛①❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤♦s❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡rs

♣r❡❢r❡♥❝❡s ❛r❡ t♦ ♥✉❛♥❝❡✳

❚✉r♥✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ s❡❝t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts

r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇✿

• ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧ ❇✳ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧

❯♥❞❡r ❉✐s❝r❡t✐♦♥ ✺✵✸ ✸✷✺

❯♥❞❡r ❈♦♠♠✐t♠❡♥t ✶✹✻ ✶✹✺

❖♥❡ ❝❛♥ ✜❣✉r❡ ♦✉t t❤❛t ✉♥❞❡r ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❞❡❧✐✈❡r ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧

♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐♦♥❛r② ♣♦❧✐❝②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐♦♥ ✈❡rs✉s ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ✐t

❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ✐s s✉♣❡r✐♦r t♦ ❞✐s❝r❡t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦ss ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✲

✷✾



✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳

❲❤❛t ♣♦❧✐❝② r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❄ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✲

✐❝② ✉♥❞❡r ❞✐s❝r❡t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣✱ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧

❡❝♦♥♦♠✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♠✉❝❤ ❝❧♦s❡r t♦ ❞✐s❝r❡t✐♦♥ r❛t❤❡r

t❤❛♥ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡s✉❧t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ ❧♦t ♦❢ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❛♥❞ ♠② r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝rt✐✲

❝✐s♠s r❛✐s❡❞ ❜② ❙t✐❣❧✐t③ ✭✷✵✶✵✮✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r②

♣♦❧✐❝② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡s❡ ❧❡ss ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦s ❝♦♠❡s ♦✉t ✇✐t❤ ❛♥

✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✇❡❧❢❛r❡ ❛s ❤❛❞ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧t✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❞❥❡♠✐❛♥✱ ❙té♣❤❛♥❡✱ ❡t ❛❧✳ ❉②♥❛r❡✿ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♥✉❛❧✱ ✈❡rs✐♦♥ ✹✳ ❉②♥❛r❡

❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs ✶✱ ❈❊P❘❊▼❆P✱ ✷✵✶✶✳

❇❡♥✐❣♥♦✱ P✐❡r♣❛♦❧♦✱ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❲♦♦❞❢♦r❞✳ ✧❖♣t✐♠❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ❛♥❞ ✜s❝❛❧

♣♦❧✐❝②✿ ❆ ❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳✧ ◆❇❊❘ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s ❆♥♥✉❛❧ ✷✵✵✸✱

❱♦❧✉♠❡ ✶✽✳ ❚❤❡ ▼■❚ Pr❡ss✱ ✷✵✵✹✳ ✷✼✶✲✸✻✹✳

❇❧❛♥❝❤❛r❞✱ ❖❧✐✈✐❡r ❏✳ ❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ ♠❛❝r♦✳ ◆♦✳ ✇✶✹✷✺✾✳ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉

♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡s❡❛r❝❤✱ ✷✵✵✽✳

❈❧❛r✐❞❛✱ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❏♦r❞✐ ●❛❧✐✱ ❛♥❞ ▼❛r❦ ●❡rt❧❡r✳ ❚❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦♥❡✲

✸✵



t❛r② ♣♦❧✐❝②✿ ❛ ♥❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ◆♦✳ ✇✼✶✹✼✳ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❡❛✉ ♦❢

❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡s❡❛r❝❤✱ ✶✾✾✾✳

❈♦❝❤r❛♥❡✱ ❏♦❤♥ ❍✳ ✧❉♦ ❍✐❣❤❡r ■♥t❡r❡st ❘❛t❡s ❘❛✐s❡ ♦r ▲♦✇❡r ■♥✢❛t✐♦♥❄✳✧

❯♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❤✐❝❛❣♦ ❇♦♦t❤ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss

✭✷✵✶✻✮✳

❉❡♥♥✐s✱ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❛♥❞ ❋❡❞❡r✐❝♦ ❘❛✈❡♥♥❛✳ ✧▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦♥❡t❛r②

♣♦❧✐❝②✳✧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✸✷✳✻ ✭✷✵✵✽✮✿ ✶✾✻✹✲✶✾✾✹✳

❉❡♥♥✐s✱ ❘✐❝❤❛r❞✳ ✧❲❤❡♥ ✐s ❞✐s❝r❡t✐♦♥ s✉♣❡r✐♦r t♦ t✐♠❡❧❡ss ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡

♣♦❧✐❝②♠❛❦✐♥❣❄✳✧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✺✼✳✸ ✭✷✵✶✵✮✿ ✷✻✻✲✷✼✼✳

❉♦ts❡②✱ ▼✐❝❤❛❡❧✱ ❛♥❞ ❈❤❛r❧❡s ■✳ P❧♦ss❡r✳ ✧❈♦♠♠✐t♠❡♥t ✈❡rs✉s ❞✐s❝r❡t✐♦♥

✐♥ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✳✧ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛ ❇✉s✐♥❡ss ❘❡✈✐❡✇

✭✷✵✵✽✮✿ ✶✲✽✳

❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ▼✳✱ ❛♥❞ ❑❡♥♥❡t❤ ◆✳ ❑✉tt♥❡r✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✿ ❍♦✇ ❞♦ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦s s❡t ✐♥t❡r❡st r❛t❡s❄✳ ◆♦✳ ✇✶✻✶✻✺✳

◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✵✶✵✳

❑❤❛♥✱ ❆✉❜❤✐❦✱ ❘♦❜❡rt ●✳ ❑✐♥❣✱ ❛♥❞ ❆❧❡①❛♥❞❡r ▲✳ ❲♦❧♠❛♥✳ ✧❖♣t✐♠❛❧

♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✳✧ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s ✼✵✳✹ ✭✷✵✵✸✮✿ ✽✷✺✲✽✻✵✳

❑✐♥❣✱ ❘♦❜❡rt ●✳✱ ❨❛♥❣ ❑✳ ▲✉✱ ❛♥❞ ❊r♥❡st♦ ❙✳ P❛st❡♥✳ ✧▼❛♥❛❣✐♥❣ ❡①♣❡❝✲

t❛t✐♦♥s✳✧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡②✱ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ❜❛♥❦✐♥❣ ✹✵✳✽ ✭✷✵✵✽✮✿ ✶✻✷✺✲✶✻✻✻✳

✸✶



●❛❜❛✐①✱ ❳❛✈✐❡r✳ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s ❱✐❛ ❙♣❛rs❡ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦✲

❣r❛♠♠✐♥❣✳ ◆♦✳ ✇✷✶✽✹✽✳ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✵✶✻✳

●❛❜❛✐①✱ ❳❛✈✐❡r✳ ✧❆ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✇ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧✳✧ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ◆❡✇

❨♦r❦ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r ✭✷✵✶✻✮✳ ❑✐♥❣✱ ❘♦❜❡rt ●✳✱ ❨❛♥❣ ❑✳ ▲✉✱ ❛♥❞

❊r♥❡st♦ ❙✳ P❛st❡♥✳ ✧▼❛♥❛❣✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳✧❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡②✱ ❈r❡❞✐t ❛♥❞

❜❛♥❦✐♥❣ ✹✵✳✽ ✭✷✵✵✽✮✿ ✶✻✷✺✲✶✻✻✻✳

●✉❡♥❞❡r✱ ❆❧❢r❡❞ ❱✳ ✧❚❤❡ t✐♠❡❧❡ss ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✈s✳ ❞✐s❝r❡t✐♦♥✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞

♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠②✳✧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

▼♦♥❡② ❛♥❞ ❋✐♥❛♥❝❡ ✸✵✳✽ ✭✷✵✶✶✮✿ ✶✻✸✽✲✶✻✺✽✳

▲❡✐t❡♠♦✱ ❑❛✐✱ ❛♥❞ ❯❧❢ ❙ö❞❡rströ♠✳ ✧❘♦❜✉st ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✐♥ t❤❡ ◆❡✇

❑❡②♥❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳✧ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ✶✷✳❙✶ ✭✷✵✵✽✮✿ ✶✷✻✲✶✸✺✳

❘♦t❡♠❜❡r❣✱ ❏✉❧✐♦✱ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❲♦♦❞❢♦r❞✳ ✧❆♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❡❝♦♥♦✲

♠❡tr✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝②✳✧ ◆❇❊❘ ▼❛❝r♦❡❝♦✲

♥♦♠✐❝s ❆♥♥✉❛❧ ✶✾✾✼✱ ❱♦❧✉♠❡ ✶✷✳ ▼■❚ Pr❡ss✱ ✶✾✾✼✳ ✷✾✼✲✸✻✶✳

❙❛✉❡r✱ ❙t❡♣❤❛♥✳ ✧❉✐s❝r❡t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ r✉❧❡s❄ ❲❤❡♥ ✐s ❞✐s❝r❡t✐♦♥❛r②

♣♦❧✐❝②✲♠❛❦✐♥❣ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡❧❡ss ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡❄✳✧ ✭✷✵✵✼✮✳

❙t✐❣❧✐t③✱ ❏♦s❡♣❤ ❊✳ ✧❘❡t❤✐♥❦✐♥❣ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✿ ❲❤❛t ❢❛✐❧❡❞✱ ❛♥❞ ❤♦✇

t♦ r❡♣❛✐r ✐t✳✧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✾✳✹ ✭✷✵✶✶✮✿ ✺✾✶✲

✻✹✺✳

✸✷



❲♦♦❞❢♦r❞✱ ▼✐❝❤❛❡❧✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♠♦♥❡t❛r② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✳ ◆♦✳ ✇✶✻✵✾✺✳

◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✵✶✵✳

❲♦♦❞❢♦r❞✱ ▼✐❝❤❛❡❧✳ ✧❘♦❜✉st❧② ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ ♥❡❛r✲r❛t✐♦♥❛❧

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳✧ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✶✵✵✳✶ ✭✷✵✶✵✮✿ ✷✼✹✲✸✵✸✳

✸✸



❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ♠❛tr✐① A ♠✉st ❤❛✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥s✐❞❡

t❤❡ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡✳

zt = AEtzt+1 +But

❋✐rst✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ f(λ) = det(A−

λI)✳ ❲✐t❤ I ✐s t❤❡ ✉♥✐t② ♠❛tr✐①✳

❇② ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✱ ■ ✜♥❞✿

f(λ) = λ2 − (M + βM f + κσ)λ+ βMM f

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ A ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿ f(λ) = 0✱ ❜②

s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ■ ✜♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s✿

λ1 =
M + βM f + κσ +

√
∆

2

λ2 =
M + βM f + κσ −

√
∆

2

❲✐t❤✿ ∆ = (M+βM f+κσ)2−4βMM f > 0✳ ❲❤✐❝❤ ❛ss✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡

❢♦r t❤❡ r❡❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s λ1 ❛♥❞ λ2✳

❙✐♥❝❡ ■ ❤❛✈❡ λ2 < λ1✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ■ ❤❛✈❡ t♦ ✈❡r✐❢② ❥✉st t❤❛t λ1 ✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐st ❝❡r❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡

♦t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇✳

✸✹



λ1 < 1 ⇒M + βM f + κσ − βMM f < 1

✳

✸✺


