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❆❝t✐✈✐t② ❜❛s❡❞ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t tr❛✈❡❧ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡

✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❛❝t✐✈✐t② ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳ ❚✐♠❡✲s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ s✉❝❤ ❛s

✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs✱ r❡str✐❝ts ✇❤❡♥ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✱ ❛♥❞ ♣❧❛②s ❛♥

✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❤♦✇ ♣❡♦♣❧❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ tr❛✈❡❧✳ ❚r❛✈❡❧❧✐♥❣ ✐s s❡❡♥ ❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧②

❝♦st❧② ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ t❤❛t ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❧❡❛❞s t♦ ♠✐ss❡❞ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r

❛❝t✐✈✐t② ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳

❲✐t❤ ❛ ♠✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✱ ❛❝t✐✈✐t② ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♣♣r❛✐s❛❧

❛♥❞ ❢♦r ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♠♦❞❡❧s ✉♣ t♦ ❞❛t❡ ❧❛❝❦ s♦♠❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥❝②

t❤❛t✱ ❡✳❣✳✱ ♠✐❣❤t ♠❛❦❡ ✐t ❤❛r❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈✐t② ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛②✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦

❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡ ❢♦r ❛❧❧ tr✐♣s✱ ❛s ✇❡❧❧

❛s ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐♣s✱ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ♣✉r♣♦s❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ tr❛✈❡❧

❞✐❛r✐❡s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢✱ ❡✳❣✳✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐♣s ♣❡r

❞❛②✱ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡s ❛♥❞ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳
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❚r❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s ❡✈♦❧✈❡❞ ❢r♦♠ ❤✐❣❤❧② ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ tr✐♣ ❜❛s❡❞
♠♦❞❡❧s✱ t❤r♦✉❣❤ t♦✉r ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥t♦ ❛❝t✐✈✐t② ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛❧❧
❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ ❛❧❧ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❢✉❧❧ ❞❛② ✭♦r ❧♦♥❣❡r✮ ♦♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞✮ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❣r❛❞✉❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r tr❛✈❡❧
✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❛❝t✐✈✐t② ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳ ❆❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❤♦✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐❧❧
r❡❛❝t t♦ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ✇❤❛t
❡①t❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡✐r ❛❝t✐✈✐t② ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡
❡❛❝❤ ❞❛②✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✜①❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t✐♠❡✱ s✉❝❤ ❛s ✇♦r❦✐♥❣ ❛♥❞
♣✐❝❦✐♥❣ ✉♣ ♦r ❞r♦♣♣✐♥❣ ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛t s❝❤♦♦❧✴❞❛②❝❛r❡✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts s❡✈❡r❡❧② r❡str✐❝t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬
❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❞❛♣t✱ ❛♥❞ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ r❡s✉❧t ✐♥ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❢♦r❡❝❛sts✳ ❚❤✐s
✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❤❛r❣❡✱ t❤❛t ❛r❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣
✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t♦❞❛②✬s tr❛✣❝ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❢✉❧❧ ❞❛② ❛❝t✐✈✐t② s❝❤❡❞✉❧❡s s✉❜❥❡❝t t♦ t✐♠❡✲s♣❛❝❡
❝♦♥str❛✐♥ts ✐s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s t♦ ♣❧❛♥ ❛ ❞❛② ✐s ✐♠♠❡♥s❡✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡✜♥✐t❡❧②
❛r❣✉❡ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❞♦ ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ ❞❡✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡①
❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t ❞♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❤♦✇ ♣❡♦♣❧❡ ♣❧❛♥ t❤❡✐r ❞❛②s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✇❤❛t t✐♠❡ t♦ ❧❡❛✈❡ ❢♦r ✇♦r❦✱ t❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡② ✇✐❧❧
❣❡t ❤♦♠❡ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡ t♦ ✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥
t✐♠❡ s♣❡♥t ❛t ❤♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦r♥✐♥❣ ✈❡rs✉s t✐♠❡ s♣❡♥t ❛t ❤♦♠❡ ✭♦r ♦♥ s♦♠❡ ❛❝t✐✈✐t②✮ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥✐♥❣✳

❍♦✇ t♦ s♣❡♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ t✐♠❡ ❜✉❞❣❡t ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r t✐♠❡ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ t✐♠❡
♦❢ ❞❛② s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❦❡② ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❢♦r ✇❤❡♥✱ ✇❤❡r❡ ❛♥❞ ✐❢ ♣❡♦♣❧❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❞✐✛❡r❡♥t
❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ ❛❝t✐✈✐t② ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠❛♥② ❛❝t✐✈✐t② ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✉♣ t♦ ❞❛t❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❢✉❧❧
❞❛② ❛❝t✐✈✐t② s❝❤❡❞✉❧❡s✱ ♠♦st ❢❛❧❧ s❤♦rt ✐♥ t❤❡✐r tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢
❛❝t✐✈✐t② ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ s❡❡ ❡✳❣✳✱ P✐♥❥❛r✐ ❛♥❞ ❇❤❛t ✭✷✵✶✶✮ ♦r ❘❛s♦✉❧✐ ❛♥❞ ❚✐♠♠❡r♠❛♥s ✭✷✵✶✹✮✳ ❆s
❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦✉r✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❇♦✇♠❛♥ ❛♥❞ ❇❡♥✲❆❦✐✈❛ ✭✷✵✵✶✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♥❡st❡❞✲❧♦❣✐t
str✉❝t✉r❡ t❤❛t tr❡❛ts t♦✉rs ❛♥❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜✈❡ ♥❡sts✿ ✶✮ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦✉rs
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❛②❀ ✷✮ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t✐♠❡ ♦❢ ❞❛② ❢♦r t❤❡ ♣r✐♠❛r② t♦✉r ❛♥❞ ❛❧❧ ✐ts tr✐♣s❀ ✸✮
t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r✐♠❛r② t♦✉r❀ ✹✮ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞❛② ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② t♦✉rs❀ ❛♥❞ ✺✮
t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② t♦✉rs✳ ❚❤❡ ♥❡st❡❞✲❧♦❣✐t str✉❝t✉r❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❤✐❣❤❡r
❞❡❝✐s✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥✱ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦✉r✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥❝❧✉❞❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ s❡❝♦♥❞❛r② t♦✉rs ❛r❡ ♥♦t
❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❞❛✐❧② ♣❛tt❡r♥s t❤❛t t❛❦❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❢✉❧❧
❞❛② t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦t ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♥❡st❡❞✲❧♦❣✐t str✉❝t✉r❡ ✭❇r❛❞❧❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❱♦✈s❤❛ ❛♥❞ ❇r❛❞❧❡②✱ ✷✵✵✹✮
❛♥❞ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡❣r❛t❡ ✉♣✇❛r❞s✳ ❚✐♠❡✲❝♦♥str❛✐♥ts ❞♦❡s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡
❤♦✇ ♣❡♦♣❧❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ s♣❡♥❞ t❤❡✐r t✐♠❡✱ ♥♦r ❝❛♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦✇❛r❞s ❛❝t✐✈✐t② t✐♠❡s ✇✐t❤
t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞❛②✳

❙♦♠❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣✳ ❍❛❜✐❜ ✭✷✵✶✶✮ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐s❝r❡t❡✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❛♥❞♦♠
✉t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇❡❡❦❡♥❞ tr❛✈❡❧✐♥❣✳ ❆❣❡♥ts ❝❤♦♦s❡ ♠♦❞❡✱ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝t✐✈✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉t✐❧✲
✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❋✉t✉r❡ t✐♠❡ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ t✐♠❡✲♦❢✲❞❛② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❆❧❜❛tr♦ss ♠♦❞❡❧ s②st❡♠✱ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❛❞❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②
✐♥ t✐♠❡ ✭❆r❡♥t③❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✱ ❛♥❞ ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ st❡♣ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ♥❡①t ❛❝t✐♦♥ s♦ t❤❛t t✐♠❡✲s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s

✷



■♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t tr❡❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②✳ ❆ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞
❡✐t❤❡r ❞✐r❡❝t❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❢✉❧❧ ❞❛②✲s❝❤❡❞✉❧❡s ♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
❝♦♥s✐❞❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② t❤❡② ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❞❛② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❙♦♠❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ❞♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢✉❧❧ t✐♠❡ s♣❡♥t ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦✈❡r ❛ ❢✉❧❧
❞❛②✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✉t✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
✭♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✮ ❛r❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ ❞❛②✲♣❛t❤ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❣❛t❤❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❞❛②✳ ❖♥❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞❛②✲♣❛t❤s ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣❛t❤s t❤❛t
♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❣❛t❤❡r❡❞ ♦✈❡r ❛ ❞❛② ❇❛❧♠❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❞❛②✲♣❛t❤
✐s ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈✐t② ♦r tr❛✈❡❧ ❡♣✐s♦❞❡✱ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡
❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✉t✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞✐❞ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥② r❛♥❞♦♠
♦r ✉♥❦♥♦✇♥ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉t s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ✇❛s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ✇❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ✭❍♦r♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❢♦✉♥❞
t❤❛t ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞❛②✲♣❛t❤s ❛s ❛♥ ▼◆▲ ❣❛✈❡ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s✳

❚❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♠✐①❡❞✲✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜✲
❧❡♠✳ ❚✐♠❡✲s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❞❡✜♥❡ ✇❤❡♥ ❝❡rt❛✐♥ ❧✐♥❦s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡
✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❘❡❝❦❡r
✭✷✵✵✶✮ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈✐t② s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦❞❡✱ ❛❝t✐✈✐t② ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✐✲
♣❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘❡❝❦❡r
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ✭❑❛♥❣ ❛♥❞ ❘❡❝❦❡r✱ ✷✵✶✸✮✳

❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✐♥ t❤❡✐r ❛tt❡♠♣ts t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞❛②✲♣❛t❤s✱ ❜✉t ✐t ✐s s♦ ❢❛r ✉♥❝❧❡❛r ❤♦✇ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❧♦♥❣✲t❡r♠
❞❡❝✐s✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❝❛r ♦✇♥❡rs❤✐♣✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✲ ❛♥❞ ✇♦r❦✲❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ❤♦✇ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r ♣✉r♣♦s❡s t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳
■♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐t ✐s ❧♦❣✐❝❛❧ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✭♠❛①✐♠✉♠✮ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❛ ❞❛②✲♣❛t❤
❛s ✐♥♣✉t t♦ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢♦r ❝♦st ❛♣♣r❛✐s❛❧ ✭●❡✉rs ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❝♦✉❧❞
❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② ✭❉♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❏♦♥ss♦♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❲✐t❤ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ♠♦❞❡❧✱ s✉❝❤ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ s❡❡ ❤♦✇✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♠❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♣✐❝❦✐♥❣ ✉♣ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞ ❣♦✐♥❣ s❤♦♣♣✐♥❣✱ ❛r❡
♠❛♥❞❛t♦r②✱ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❦ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛✐❧② ❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥s ✐s ✐♠♠❡♥s❡✱ ❜✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛② ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s② t♦ ❞❡✜♥❡✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡
❝❤♦✐❝❡ t❤❡♦r② ❝♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ✇❛② ♦❢ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤♦✉t
♠❛❦✐♥❣ ❛♥② r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡t ✭❑❛r❧strö♠✱ ✷✵✵✺✮✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ✭❏♦♥ss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❞❛②✲♣❛t❤ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② t②♣❡✱ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ♠♦❞❡ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢✉t✉r❡ ✉t✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢✉t✉r❡ ✉t✐❧✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❡♥s✉r❡s ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡
t✐♠❡✲s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♣ ✉♥t✐❧ ♥♦✇✱ t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❤❛✈❡ r❡str✐❝t❡❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t②
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳
❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥❀ s❡❝t✐♦♥ ✸ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞❀ s❡❝t✐♦♥ ✹ t❤❡ ❞❛t❛❀ s❡❝t✐♦♥ ✺ t❤❡ ✉t✐❧✐t② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥❀ ❛♥❞ s❡❝t✐♦♥
✻ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s✳

✸



■♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

✷ ▼♦❞❡❧

❲❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❛t t✐♠❡ t♦ ❧❡❛✈❡ ❢♦r ✇♦r❦✱ t❤❡② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❤♦✇ ✐t ✇✐❧❧
✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡✐r ❛❢t❡r♥♦♦♥✳ ■❢ t❤❡② ❧❡❛✈❡ t❡♥ ♠✐♥✉t❡s ❧❛t❡r ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ❣❡t t❡♥ ♠✐♥✉t❡s ❧❡ss
❢♦r ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛❢t❡r♥♦♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❤♦✇ t❤❡② ✈❛❧✉❡ ❛❢t❡r♥♦♦♥✲t✐♠❡ ✈❡rs✉s ♠♦r♥✐♥❣✲
t✐♠❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♦♥❡ ❢❛❝t♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡② ❧❡❛✈❡ ❢♦r ✇♦r❦✳ ❊✈❡♥ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ✢❡①✐❜❧❡
✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs s❡❡♠ t♦ ♣r❡❢❡r t♦ ❣♦ t♦ ✇♦r❦ ❞✉r✐♥❣ r✉s❤ ❤♦✉rs✱ ✇❤❡♥ r♦❛❞s ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt ❛r❡
❤❡❛✈✐❧② ❝♦♥❣❡st❡❞✳ Pr♦❜❛❜❧② t❤❡② ❤❛✈❡ ♦t❤❡r t✐♠❡✲❝♦♥str❛✐♥ts ✕ t❤❡② ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ t♦ ♣✐❝❦ ✉♣ t❤❡✐r
❝❤✐❧❞r❡♥ ❢r♦♠ s❝❤♦♦❧✱ ❤❛✈❡ ❛ ❣②♠✲❝❧❛ss ♦r ❛r❡ ♠❡❡t✐♥❣ ❢r✐❡♥❞s ✕ ♦r t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ s♦♠❡ ♦t❤❡r
s♦rt ✕ t❤❡② ♠✐❣❤t ✈❛❧✉❡ ❤❛✈✐♥❣ ❞✐♥♥❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r ❢❛♠✐❧② ❛t 6 p.m✳ ❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ r❡❛s♦♥s✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r
t❤❛t t❤❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢ tr✐♣s ✐♥ t❤❡ ♠♦r♥✐♥❣ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡✐r ♣❧❛♥s ❢♦r t❤❡ ❛❢t❡r♥♦♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡
❜❡♥❡✜ts ♦❢ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛t ❧❡ss ❝♦♥❣❡st❡❞ t✐♠❡s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♦✉t✇❡✐❣❤ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❧❛♥s✳
❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ✇❤❡♥✱ ✇❤❡r❡ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ tr❛✈❡❧ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② tr❛❞❡✲♦✛s ♦♥ ❤♦✇
❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♣❡♥t ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ❛❝t✐✈✐t②✲
❜❛s❡❞ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧s✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝♦♥s✐❞❡r ❢✉❧❧
❞❛✐❧② ❛❝t✐✈✐t② s❝❤❡❞✉❧❡s ✇❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤❛t ❛❝t✐✈✐t✐❡s t♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t✐♠✐♥❣✱ ❧♦❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ♠♦❞❡ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt✳

❆ ❞❛✐❧② s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ tr✐♣s ❛♥❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛
st❛t❡ st ❞❡✜♥❡s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t✐♠❡ ♦❢ ❞❛② t✳ ❆♥ ❛❝t✐♦♥ at✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t②✱
❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt✱ ❣✐✈❡s ❛ ♥❡✇ st❛t❡ st+1✱ ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛❝t✐♦♥s st❛rt✐♥❣
✐♥ t❤❡ ♠♦r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥✐♥❣ ✐s ✇❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ❛ ❞❛②✲♣❛t❤✳ ❆ r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥t ✐♥ ❛♥
✉♥❝❡rt❛✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❛t st❛rts ✐♥ ❛ st❛t❡ s ✇♦✉❧❞ ❜❡❤❛✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ at = d(st)
t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢✉t✉r❡ ✉t✐❧✐t②✿

V (s0) = max
a0

E

{
T∑

t=0

βtu(st, at)

∣∣∣∣∣s0 = s

}
✭✶✮

❢♦r s♦♠❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ u(st, at) ❛♥❞ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r β✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✉t✐❧✐t② ✐s ❛❞❞✐t✐✈❡❧②
s❡♣❛r❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss (st, at)✳

❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ❛ ❞❛✉♥t✐♥❣ t❛s❦✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐t❤ 10 h ♦❢ ❢r❡❡ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞❛②✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ✽ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐✈✐t✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛t ✶✵✵ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✹ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠♦❞❡s ♦❢ tr❛♥s♣♦rt✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈✐t②✲tr❛✈❡❧
❡♣✐s♦❞❡ ✐s ❛t ❧❡❛st 1 h ❧♦♥❣✱ t❤❡r❡ ❛r❡ (8 · 100 · 4)10 ≈ 1035 ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤✉s ✐♠♠❡♥s❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡s❡ ♦♣t✐♦♥s✳
❋♦r ♦♥❡ t❤✐♥❣✱ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❜❛❜❧② ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ s♠❛❧❧ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈✐t②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❤♦✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡ s❡ts
✐s ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝❤♦✐❝❡ s❡t ✐s t❤✉s ❛ tr❛❝t❛❜❧❡ ♦♣t✐♦♥✳
❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❡✈❡♥ t❤✐s ✐♠♠❡♥s❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V (s) ✐♥ ✭✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② t❤r♦✉❣❤ ❇❡❧❧♠❛♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ✭❘✉st✱
✶✾✽✼✮✿

V (st) = max
at

{
u(st, at) + β

∫
V (st+1)p(dst+1|st, at)

}
✭✷✮

✇❤❡r❡ p(st+1|st, at) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❛❝❤ st❛t❡ st+1 ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ at ✐♥ st❛t❡ st✳ ❚♦
♠❛❦❡ ✭✷✮ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡✱ ❘✉st ✭✶✾✽✼✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡
st❛t❡ st ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ (xt, ǫt)✱ ✇❤❡r❡ xt ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐❛♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✇❤❡r❡❛s ǫt ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐❛♥s ❜✉t ❦♥♦✇♥ ❜② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞

✹



■♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

t✳ ❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛rt ǫt ✐s ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ●✉♠❜❡❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ✐✳✐✳❞✳ ♦✈❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s
❛♥❞ t✐♠❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠ ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ ǫ ∼ G(−γ, 1)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s
−γ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ǫ ✐s ③❡r♦ r❛t❤❡r t❤❛♥ γ✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ u(st, at) ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ ❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥t♦ ❛ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛rt✿ u(st, at) = u(xt, at) + ǫt✳ ❋♦r ❛ ❢✉❧❧ s❡t
♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✷✮ ❣✐✈❡♥ ❛♥②
t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ✭✇✐t❤ β < 1✮✱ s❡❡ ❘✉st ✭✶✾✽✽✮✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s t❤❛t ❣✐✈❡ ❛ ♠♦r❡ tr❛❝t❛❜❧❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❋✐rst❧②✱ ✇❡
✇✐❧❧ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❞✐s❝♦✉♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭β = 1✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ❆s
t❤❡ t✐♠❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐s s❤♦rt✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t s❡❡ t❤✐s ❛s ❛ ❜✐❣ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♥♦
❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❞✐s❝♦✉♥t ✇✐t❤✐♥ ❞❛②s✳ ❲❡ ✇✐❧❧✱ s❡❝♦♥❞❧②✱
❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ǫt✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡✱ ❡✳❣✳✱
❝❛♥♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❇❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇♦✉❧❞
❞❡✜♥✐t❡❧② ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛tt❡♠♣t t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❛s
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❡rt❛✐♥❧② t❛❦❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ t❤❡✐r ❞❛②✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱
t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ǫ✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s ✭❛♥❞ ǫt ∼ G(−γ, 1)✮✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

EV (xt) =

∫
V (st+1)p(dst+1|st, at) = log


 ∑

a∈A(xt)

eu(xt,a)+EV (xt+1)


 ✭✸✮

❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ n ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ a ✇❤❡♥ ✐♥ st❛t❡ x ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ▼◆▲✲❢♦r♠✉❧❛✿

Pn(a|x) =
eun(a,x)+EVn(x

′(a))

∑
k∈A(x)

eun(k,x)+EVn(x′(k))
✭✹✮

= eun(a,x)+EVn(x
′(a))−EVn(x) ✭✺✮

✇❤❡r❡ ✭✸✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✹✮ ❣✐✈❡s ✭✺✮✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡✱ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡
❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ♥❡st❡❞✲❧♦❣✐t ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♥❡st✲♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡q✉❛❧✳

❲❤❡♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❞❛✐❧② ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ t❤❡r❡ ✐s ❧♦❣✐❝❛❧ t❡r♠✐♥❛❧ t✐♠❡ T ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛②✳ ❲❡ ✇✐❧❧
r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ st❛t❡ xT ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❞❛② ✇✐t❤ EVn(xT ) = 0✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛
r❡str✐❝t✐♦♥ ♣❡r s❡❀ ♠✉❧t✐♣❧❡ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❧✐♥❦ ❢r♦♠ ❛❧❧
♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✜❝t✐✈❡ t❡r♠✐♥❛❧ st❛t❡ xT ✳ ❲✐t❤ EVn(xT ) ❞❡✜♥❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡
❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ EVn ✐♥ ❛❧❧ st❛t❡s ✉s✐♥❣ ✭✸✮✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r♦✉t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❋♦s❣❡r❛✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ✉s❡ t❤❛t ❛♥ ▼◆▲ ♦✈❡r r♦✉t❡s ✐♥ ❛
❞✐r❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ✭✺✮ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥s✐❣❤t ✐s ✉s❡❢✉❧ ❤❡r❡✳ ▲❡t a = (a0, ..., aT−1)
❞❡♥♦t❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❧❡t x = (x1, ..., xT ) ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡s t❤❛t
❛r❡ tr❛✈❡rs❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ a ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ st❛t❡ x0✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡
❜❡✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ x0 ✐s t❤❡♥✿

Pn(a|x0) =
T∏

i=0

Pn(ai|xi) =
T∏

i=0

eun(ai,xi)+EVn(xi+1)−EVn(xi)

= eun(a,x0)+EVn(xT+1)−EVn(x0)

✭✻✮

✺



■♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

✇❤❡r❡ un(a, x0) =
∑T−1

i=0 un(ai, xi)✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t s✐♥❝❡ EVn(xT ) ❛♥❞ EVn(x0) ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r
❛❧❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s st❛rt✐♥❣ ✐♥ x0✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ eun(a,x0)✳ ■❢ A (x0) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ x0✱ s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ s♣❛❝❡✲t✐♠❡
❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡♥✿

Pn(a|x0) =
eun(a,x0)

∑
a
′∈A (x0)

eun(a′,x0)
✭✼✮

✷✳✶ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ s♦ ❢❛r r❡str✐❝t❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ✇♦r❦✐♥❣ ❞❛②s ❛♥❞ ♣❡♦♣❧❡ t❤❛t ❛rr✐✈❡ ❛t ✇♦r❦ ❜❡t✇❡❡♥ 6 a.m.
❛♥❞ 11 a.m. ❛♥❞ r❡t✉r♥ ❤♦♠❡ ❜❡❢♦r❡ 11 p.m. ❲❡ ❞♦ ❝✉rr❡♥t❧② ♥♦t ♠♦❞❡❧ ❧✉♥❝❤ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♥♦r ❜✉s✐♥❡ss
tr✐♣s✳ ❲♦r❦ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇♦r❦✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ✜①❡❞ ♦r ✢❡①✐❜❧❡ ✇♦r❦✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡s ✐s
t❛❦❡♥ ❛s ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❊s❝♦rt tr✐♣s ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ t♦ ♦r ❢r♦♠ s❝❤♦♦❧✴❞❛②❝❛r❡
❛r❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❛t ❞♦ t❤❡ tr✐♣ ♦♥ t❤❡ s✉r✈❡② ❞❛②✱ ❛♥❞ ❞r♦♣ ♦✛✴♣✐❝❦ ✉♣ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s
❡①♦❣❡♥♦✉s✳

❇❡❧♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❝❤♦✐❝❡ s❡t✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❤♦✇ t✐♠❡✲s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♦r ♦♥ ❛ st❛t❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡ s❡t✳

✷✳✶✳✶ ❙t❛t❡s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s

❆ st❛t❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡
❛❝t✐♦♥s✳ ❍❡r❡ ❛ st❛t❡ x ❝♦♥s✐sts ♦❢✿

❚✐♠❡ t ∈ [5 am, 11 pm]✿ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r t✐♠❡ ♦❢ ❞❛②✳ ❆ ❞❛② st❛rts ❛t 5 am ❛♥❞ ❡♥❞s ❛t
11 pm

▲♦❝❛t✐♦♥ L ∈ [1, 1240]✿ ❈✉rr❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❢ ✶✷✹✵ ③♦♥❡s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❙t♦❝❦❤♦❧♠✳

❆❝t✐✈✐t② A✿ ◆❡✇ ❛❝t✐✈✐t②✱ ❡♥❞ ❛❝t✐✈✐t②✱ s♦❝✐❛❧✱ r❡❝r❡❛t✐♦♥❛❧✱ s❤♦♣ s♠❛❧❧✱ s❤♦♣ ♠❡❞✐✉♠✱
s❤♦♣ ❧❛r❣❡✱ ❤♦♠❡✱ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❡s❝♦rt✐♥❣ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛r❡ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t②
st❛t❡s✳

❚❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♠✉st ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡
t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐✈✐t② ❢♦r ②❡t ❛♥♦t❤❡r t✐♠❡✲♣❡r✐♦❞✱ ❜✉t ❤❛✈❡
t♦ tr❛✈❡❧ ✭♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ③♦♥❡✮ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢
t❤❡ ♥❡✇ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❡♥❞ ❛❝t✐✈✐t② st❛t❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❊rr❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t♦r
E ∈ [0, 3]✿

❆ st❛t❡ ❦❡❡♣✐♥❣ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜♥✐s❤❡❞ ♠❛♥❞❛t♦r② ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛♥❞❛t♦r② ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✶ t♦ ✸ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❧❛t❡r✳

❈❛r ❞✉♠♠②
δcar ∈ {true, false}✿

❉✉♠♠② ❢♦r ❝❛r ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✳ ❆♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛✈❡ t♦ tr❛✈❡❧ ✇✐t❤ ❝❛r ✐❢
δcar = true ❛♥❞ ✐❢ ♦✉t ♦❢ ❤♦♠❡ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t tr❛✈❡❧ ✇✐t❤ ❝❛r ✐❢ δcar = false✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s a t❤❛t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛ st❛t❡ x ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ n ✐s ❞❡♥♦t❡❞ An(x)✳ ❚❤❡
✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝❤♦✐❝❡ s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② A✱ ♠♦❞❡ M ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ L✿

❆❝t✐✈✐t② A✿ ❆❝t✐✈✐t② ❢♦r ♥❡✇ ❛❝t✐♦♥✳

▲♦❝❛t✐♦♥ L✿ ◆❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

✻



■♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

▼♦❞❡✿ ❈❛r✱ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt✱ ❜✐❦❡ ❛♥❞ ✇❛❧❦ ❛r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♠♦❞❡s✳ ❲❤❡♥
❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐✈✐t②✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ✏♥♦✲♠♦❞❡✑✳

❲❤❡♥ st❛rt✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❛❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ ✢❡①✐❜❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐t ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦r ♦♥❡ t✐♠❡✲st❡♣✱
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ 10minutes✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ♦♥ t✐♠❡✲s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐t
❝❛♥ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐✈✐t② ❢♦r ❛♥♦t❤❡r t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥✲s♣❛❝❡ ✐s t❤✉s
❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ✜♥✐t❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❡✈❡r② ✶✵t❤ ♠✐♥✉t❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡
✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❝t✐✈✐t② ❢♦r ❛♥♦t❤❡r 10minutes✳ ❚r❛✈❡❧ t✐♠❡s ❛r❡ ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② t❤❡s❡ t✐♠❡ st❡♣
❧❡♥❣t❤s✱ ❛♥❞ ✐t t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r t✐♠❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡
❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❝❤❛❜❧❡ st❛t❡s✳
■t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ❛❝t✐✈✐t② ❧❡♥❣t❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛s ✐t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥✱
❡✳❣✳✱ ✭❍❛❜✐❜✱ ✷✵✶✶✮✱ ✭P✐♥❥❛r✐ ❛♥❞ ❇❤❛t✱ ✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ✭❑❛♥❣ ❛♥❞ ❘❡❝❦❡r✱ ✷✵✶✸✮✱ ❜✉t ❢r♦♠ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✇❡ t❤✐♥❦ ✐t ♠❛❦❡s ❛t ❧❡❛st ❛s ♠✉❝❤ s❡♥s❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r
t♦✱ ❡✳❣✳✱ s♣❡♥❞ ✶✵✱ ✷✵ ♦r 30minutes s❤♦♣♣✐♥❣ ❛s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡② ❞❡❝✐❞❡ t♦ s♣❡♥❞ ❡①❛❝t❧②
17.3123minutes✳

❲♦r❦✐♥❣✱ ❡s❝♦rt✐♥❣ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞ ❣r♦❝❡r② s❤♦♣♣✐♥❣ ✭✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛t❡❣♦r②✮ ❤❛s ✜①❡❞ ❞✉r❛✲
t✐♦♥ ✭✶✵ ♠✐♥✉t❡s ❢♦r ❞r♦♣♣✐♥❣ ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞ ✶✵✱ ✷✵ ❛♥❞ ✹✵ ♠✐♥✉t❡s ❢♦r s❤♦♣♣✐♥❣ ✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❝❛t❡❣♦r②✮✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❢♦r ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s✳ ▼♦st ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✲s✉♠s ✐♥ ✭✸✮ ❢♦r ❛❧❧ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ❛s ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s
❛r❡ ❜♦t❤ st❛t❡s ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✇✐t❤
❜♦t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ t❤❡
✏st❛rt✲❛❝t✐✈✐t②✑ ❛♥❞ ✏❡♥❞✲❛❝t✐✈✐t②✑ st❛t❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥
❡①❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❡❛❝❤ st❛t❡✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❡✐t❤❡r ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦r st❛rt
❛ ♥❡✇ ❛❝t✐✈✐t② ❛t ❛♥② ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s 1 + Nact · Nm · Nloc ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ EV
✐♥ ❛ st❛t❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡s s✉♠♠✐♥❣ ✉♣ 1 +Nact ·Nm ·Nloc ❢❛❝t♦rs✳ ■♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡r❡ ❛r❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② Nact · Nloc st❛t❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ ❛ ✏st❛rt✲❛❝t✐✈✐t②✑✲st❛t❡✱
t❤❡ ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛r❡ t♦ st❛rt ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ s♦ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
Nact ❢❛❝t♦rs t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s✉♠♠❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ EV ✐♥ t❤✐s st❛t❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥t♦ t✇♦ st❡♣s✱ ✜rst❧② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧②
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ✭✹✮✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♥❡✇ st❛t❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s r❡❞✉❝❡s t♦ 1+Nm ·Nloc ✭✇❤❡r❡ ✶ ✐s t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐✈✐t②✮✱ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r Nact✳ ❚❤✐s ❝♦♠❡s
❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✲s✉♠ ♦❢ Nact ✐♥ Nloc st❛t❡s✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❛❝t✐♦♥✱
t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✉t✐❧✐t② ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❝t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥
✏❡♥❞✲❛❝t✐✈✐t②✑ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠s ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✏st❛rt✲❛❝t✐✈✐t②✑ st❛t❡s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣
t♦ s✉♠ ✉♣ 1 +Nact ·Nm ·Nloc ❢❛❝t♦rs ✐♥ Nact ·Nloc st❛t❡s ✇❡ s✉♠ ✉♣ t❤❡ Nm ·Nloc ✏st❛rt✲❛❝t✐✈✐t②✑
❢❛❝t♦rs ✐♥ Nloc ✏❡♥❞✲❛❝t✐✈✐t②✑ st❛t❡s✱ s♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❛✈✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤✐s ❛❧s♦
♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❛ ♠✐♥♦r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

❲❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡s✱ ♦r ♠♦❞❡ ❝❤❛✐♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❜✐❦❡ t♦ t❤❡
tr❛✐♥ st❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❞❡✜♥✐t❡❧② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧②✱ ❜✉t ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡✳ ❈❛r ✐s ♦♥❧② ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛s ❛ ❝❛r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤♦♠❡✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✐❢ ❛ ❝❛r
✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛ tr✐♣ ❛✇❛② ❢r♦♠ ❤♦♠❡✱ ❛❧❧ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ tr✐♣s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ t♦✉r ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❝❛r✳
❚❤✐s ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛r✲❞✉♠♠② δcar✳ ❈❡rt❛✐♥❧② ✐t ❤❛♣♣❡♥s t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✉s❡ ❛ ❝❛r ❢♦r
♦♥❧② s♦♠❡ tr✐♣s ✐♥ ❛ t♦✉r✳ ❚❤❡② ♠✐❣❤t ❧❡❛✈❡ t❤❡✐r ❝❛r ❛t ✇♦r❦ ❛♥❞ ♣✐❝❦ ✐t ✉♣ t❤❡ ♥❡①t ❞❛② ♦r ❧❡❛✈❡
✐t ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❢❛♠✐❧② ♠❡♠❜❡r✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧❡❛✈❡ ❛ ❝❛r ❛t ❛♥② ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r st❛t❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ t❤❛t r❡♠❡♠❜❡r❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛r ✇❛s ♣❛r❦❡❞ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡
s♣❛❝❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❧♦❞❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s q✉✐t❡ ✉♥❝♦♠♠♦♥✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥

✼



■♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

❝❛r ✉s❛❣❡ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳
❊❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡✇ ❛❝t✐♦♥✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡✲

❢♦r❡✱ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜♦t❤ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥s s♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s
q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❘❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①tr❡♠❡❧② t❡♠♣t✐♥❣✱ ❜✉t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐✈✐t② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡
s❡t ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇❛② s❡❡♠s ❡①tr❡♠❡❧② ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤✐s ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ③♦♥❡s ✐s s♦♠❡t✐♠❡s s♦❧✈❡❞ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ③♦♥❡s t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ❛✉①✐❧✲
✐❛r② ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❡✳❣✳✱ ✭▲✐❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✮✱ ♦r ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✲s✉♠s t❤r♦✉❣❤ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ✭s✐♠✐❧❛r t♦ ❤♦✇ ❇r❛❞❧❡② ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵ ❞♦❡s ✐♥ ❛ ♥❡st❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✮✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ③♦♥❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ♦r ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r ♦t❤❡r r❡❛s♦♥s✱ ✇❡
✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡❧② ❤❛✈❡ t♦ r❡s♦❧✈❡ t♦ s♦♠❡ s♦rt ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❘✉st ✭✶✾✾✼✮ s❤♦✇s ❤♦✇ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ EV ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②
t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

✷✳✶✳✷ ❚✐♠❡ ❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❚✐♠❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❜✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ EV ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①❛❝t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛❧❧ r❡❛❝❤❛❜❧❡ st❛t❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ EV ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ t✐♠❡✲❣r✐❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❡✈❡r② ✶✵✿t❤ ♠✐♥✉t❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✳
❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ st❛t❡ x ✐s ❞❡♥♦t❡❞ EV ✭①✮✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ EV ✇✐❧❧
t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ EV ✐♥ ❢✉t✉r❡ st❛t❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡✈❡r ❦♥♦✇ t❤❡
❡①❛❝t ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛♥② st❛t❡✱ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡ ✭✶✿st ♦r❞❡r✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ẼV ✱ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ẼV (xt) = log


 ∑

a∈A(xt)

eu(xt,a)+EV (xt′ )


 ✭✽✮

✇❤❡r❡ tk−1 ≤ t′ ≤ tk ❣✐✈❡s✿

EV (xt′) = α1ẼV (xtk) + α2ẼV (xtk+1
) ✭✾✮

✇❤❡r❡ α1 = tk+1−t′

tk+1−tk
❛♥❞ α2 = t′−tk

tk+1−tk

❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ EV ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱
❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ EV ✱ s♦ ♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ❛ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✇♦r❦s
✇❤❡♥❡✈❡r ❛❧❧ ❛❝t✐♦♥s st❡♣s str✐❝t❧② ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t✐♠❡✱ ❜✉t ✐❢ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 10minutes ❧♦♥❣✱ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✾✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ẼV ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t❤✐s ❝❛♥ ♦❝❝✉r
✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐❢ t❤❡ ♥❡✇ ❛❝t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ tr✐♣ t♦ ❛ ✏♥❡✇ ❛❝t✐✈✐t②✑ st❛t❡✳ ❆s t❤❡
♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥ ❛ ✏♥❡✇ ❛❝t✐✈✐t②✑ st❛t❡ ✐s t♦ st❛rt ❛♥ ❛❝t✐✈✐t②✱ ẼV ✐♥ t❤❡s❡ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✜rst ✇✐t❤♦✉t r✐s❦✐♥❣ s❡❧❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❆❢t❡r ẼV ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✏♥❡✇ ❛❝t✐✈✐t②✑
st❛t❡s✱ ✐t ✐s s❛❢❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✐t ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❛t❡s ❢♦r t❤❛t t✐♠❡ st❡♣✳

✷✳✶✳✸ ❚✐♠❡✲s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❚✐♠❡ s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥❡ ✇❤❡♥ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❛♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐✈✐t✐❡s
❛♥❞ t❤❡r❡❜② ✐♠♣♦s❡ ❛ str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❞❛②✳ ❚✐♠❡✲s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✏■ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❛t ✇♦r❦ ❜② 7 a.m.✑✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛t 7 a.m. ✭❛t ✇♦r❦✮

✽



■♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❛t 6 : 50 a.m. ✭♥♦t ♠♦r❡ t❤❛♥ 10minutes ❛✇❛② ❢r♦♠
✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠♦❞❡s ♦❢ tr❛♥s♣♦rt✮✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ tr✐♣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♦♥❡ ♠✉st ❧♦♦❦
♠✉❧t✐♣❧❡ ❢✉t✉r❡ tr✐♣s ✐♥t♦ t❤❡ ❢✉t✉r❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ t✐♠❡✲s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ t❤❛t
s♣❡❝✐✜❝ tr✐♣ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❝t✐✈✐t② s❝❤❡❞✉❧❡s ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
tr✐✈✐❛❧ s✐♥❝❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ EV = −∞ ✐♥ ❛♥② ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦r ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ st❛t❡✱ ❛s ❜②
❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛❝t✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛ st❛t❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r st❛t❡ ✇✐t❤ EV 6= −∞✳ ❆❝t✐♦♥s
t❤❛t ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t✐♠❡✲s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ ③❡r♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❙♦♠❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ❚✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ✇❤❡♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ st❛rt❡❞ ♦r ✇❤❡♥
t❤❡② ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡t ❛t t✐♠❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t
♠❡❡t t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ▲♦❝❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐✳❡✳✱ ❝♦♥str❛✐♥ts s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐✈✐t✐❡s
❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✱ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳

P❡♦♣❧❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✜①❡❞ ♦r ✢❡①✐❜❧❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs✳ P❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ♠✉st ❛rr✐✈❡
❛t ✇♦r❦ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇♦r❦❞❛② st❛rt ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇♦r❦❞❛② ❡♥❞s✳ P❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ✢❡①✐❜❧❡ ✇♦r❦✐♥❣
❤♦✉rs ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❛rr✐✈❡ ❜❡t✇❡❡♥ 6 a.m. ❛♥❞ 10 a.m.✱ ❜✉t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ✇♦r❦✐♥❣ ❞❛② ✐s st✐❧❧ ✜①❡❞✳
❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉r t②♣❡✱ ✇♦r❦✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✱ st❛rt ❛♥❞ ❡♥❞ ❤♦✉rs ♠✉st ❜❡
♣r♦✈✐❞❡❞ ❢r♦♠ ❡❧s❡✇❤❡r❡✳ ❈❤✐❧❞r❡♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞r♦♣♣❡❞ ♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ 6 a.m. ❛♥❞ 9 a.m.✳ P✐❝❦ ✉♣ tr✐♣s
♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 12 a.m. ❛♥❞ 6 p.m. ❆❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠✉st st❛rt ❛♥❞ ❡♥❞ t❤❡✐r ❞❛②s ❛t
❤♦♠❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ r❡str✐❝t t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❛②✳ ❙✉❝❤ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡
❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥✱ ❡✳❣✳✱ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞❛② ♣❛t❤s✳

P✐❝❦✐♥❣ ✉♣ ❛♥❞ ❞r♦♣♣✐♥❣ ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛t s❝❤♦♦❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣♦✐♥❣ t♦ ✇♦r❦ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❛♥❞❛t♦r②
❛❝t✐✈✐t✐❡s ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❢✉rt❤❡r ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧
♦r❞❡r✿ ❞r♦♣♣✐♥❣ ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜❡❢♦r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ❜❡❢♦r❡ ♣✐❝❦✐♥❣ ✉♣
t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛❣❛✐♥✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤✐s ♦r❞❡r ♦❢ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡rr❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t♦r E✳ ❲❤❡♥
E = 0✱ ♦♥❧② ❞r♦♣♣✐♥❣ ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ✜♥✐s❤❡❞ ❛ ❞r♦♣✲♦✛ ❛❝t✐✈✐t②✱ E ✐♥❝r❡❛s❡s
❜② ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✐s ✇♦r❦✳ ❊♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ✜♥✐s❤❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❛② ✐s ❞♦♥❡ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ E ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛②✱ ❛♥❞ t✐♠❡✲❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s
❛❜♦✈❡✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❝♦✉❧❞ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t s♦♠❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦r ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♠✉st
❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s N ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞❛②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡rr❛♥❞
✐♥❞✐❝❛t♦r st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ s❛② Q✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♠❛♥❞❛t♦r② ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ −∞ ✇❤❡♥❡✈❡r Q 6= N ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛②✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛♥ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣
✐s st❛rt❡❞✱ Q ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ♦♥❡✳ ■❢ t❤❡ ❞❛② ✐s st❛rt❡❞ ✐♥ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ Q = 0✱ ❛❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❝t✐✈✐t②
s❝❤❡❞✉❧❡s ✇✐❧❧ ❞♦ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❡①❛❝t❧② N t✐♠❡s✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡①tr❛ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s
♥♦t ✇✐t❤♦✉t ❝♦sts✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ N ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐♦♥s
✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②✱ s♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r❧②
✇✐t❤ N ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❛s✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♠❛♥❞❛t♦r② ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✇❤❡r❡
t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ i ♠✉st ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ Ni t✐♠❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❛
❢❛❝t♦r

∏
i(Ni + 1) t✐♠❡s✳

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐♥ r♦✉t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t♦ ❛❞❞ ❛ s✐③❡
❛ttr✐❜✉t❡ t♦ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦ t♦ t❛❦❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ♣❛t❤s t❤❛t ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❡✳❣✳✱ ✉s✐♥❣ P❛t❤✲
❙✐③❡ ▲♦❣✐t ✭❇❡♥✲❆❦✐✈❛ ❛♥❞ ❇✐❡r❧❛✐r❡✱ ✶✾✾✾✮✳ ❋♦r t❤❡✐r ❧✐♥❦✲❜❛s❡❞ r♦✉t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ❋♦s❣❡r❛✉ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✸✮ ♦❜t❛✐♥s ❛ s✐③❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ EV ✐♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♣r❡✲s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ t❤❛t t♦ t❤❡ ❧✐♥❦✲✉t✐❧✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t②✲s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛s ❡❛s②
t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ♣❛t❤s✱ ❛s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❞②♥❛♠✐❝✳ ■❢ t✇♦ ♣❛t❤s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❜❡s✐❞❡s t❤❛t
t❤❡ st❛rt t✐♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ ♦♥❡ ♣❛t❤ ✐s 10min ❛❢t❡r t❤❡ st❛rt t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛t❤✱ t❤❡r❡

✾



■♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

❝❛♥ ❜❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♥♦ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ P❛t❤✲❙✐③❡ ▲♦❣✐t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t✇♦ ♣❛t❤s ✇♦✉❧❞
❜❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳ ❍♦✇ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t②✲s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

■♥ tr✐♣✲❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❤❛✈❡ ♥❡sts ❢♦r ♠♦❞❡ ❝❤♦✐❝❡✱ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞
❛❝t✐✈✐t② ❝❤♦✐❝❡✱ ❛s ✐♥✱ ❡✳❣✳✱ ❇♦✇♠❛♥ ❛♥❞ ❇❡♥✲❆❦✐✈❛ ✭✷✵✵✶✮✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ ✭✸✮ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ✭✹✮ ✇❤❡r❡ t❤❡
s❝❛❧❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ❤❡r❡✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡ st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣❛t❤ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥
♥♦t r❡❞✉❝❡ t♦ ✭✻✮ ❛♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r✱
❡✳❣✳✱ ♠♦❞❡ ♦r ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❞❛②✳ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥❡sts ♦♥ ❛ tr✐♣ ❧❡✈❡❧ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❇♦✇♠❛♥ ❛♥❞
❇❡♥✲❆❦✐✈❛ ✭✷✵✵✶✮ s♦❧✈❡s t❤✐s ✐ss✉❡ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞✉♠♠② ❢♦r ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❤♦s❡♥ ♠♦❞❡s✳ ❙✉❝❤ ❛
❞✉♠♠② ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛②✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ st❛t❡
✇❤❡r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❤♦s❡♥ ♠♦❞❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠✐①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r✱ ❡✳❣✳✱
❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡s✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❛②✳ ❖✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛♥❞ r❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❜② ●✉❡✈❛r❛ ❛♥❞ ❇❡♥✲❆❦✐✈❛ ✭✷✵✶✸✮
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❧♦❣✐t ♠♦❞❡❧s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✭✹✮ ♠✐❣❤t ♣✐❝❦ ✉♣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ǫ t❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡sts ✐♥ ❛ tr✐♣ ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✳
❙✐♥❝❡ ❛ tr✐♣ ✇✐t❤ ✇❛❧❦✱ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ❜✐❦❡ ❛❧❧ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❛rr✐✈❛❧
t✐♠❡✱ EV ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳

✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞❛②✲♣❛t❤s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ✐♠♠❡♥s❡
❛♥❞ t❤✐s ♠❛❦❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❤♦✐❝❡ s❡t ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ■t ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ▼◆▲ ♠♦❞❡❧s
t❤❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♦✈❡r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❣✐✈❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ❡st✐♠❛t❡s ✐❢ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ✐s ❛❞❞❡❞
t♦ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭▼❝❋❛❞❞❡♥✱ ✶✾✼✽✮✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ▼◆▲ ♦✈❡r ❞❛②✲♣❛t❤s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ s❛♠♣❧❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝❤♦✐❝❡ s❡t ❛♥❞ st✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s
❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡ts ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡✣❝❡♥② ❧♦ss✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✐s ✐♠♠❡♥s❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ s♠❛rt ✇❛② ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t❤❛t
s♦♠❡✇❤❛t r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❖♥❡ ✇❛② ♦❢ ❞♦✐♥❣ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦
s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s♦♠❡ s♠❛rt ❣✉❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♠✉❧❛t✐♥❣
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✐s ♥♦t ❡❛s② ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✐s t❤✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❤❛✈❡
✉s❡ s♦♠❡ s♦rt ♦❢ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❋❧ött❡rö❞ ❛♥❞ ❇✐❡r❧❛✐r❡ ✭✷✵✶✸✮
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❛ r♦✉t❡✲❝❤♦✐❝❡ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡
❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥ st❛t❡✲tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥
✭✹✮✱ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ▼◆▲ ♦✈❡r ❛❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛s ✐♥ ✭✼✮✳ ❚❤✐s ✐s ❣♦♦❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s
t♦♦ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✭✹✮ ✭t❛❦❡s ∼ 9 s/observation✮ ❡✈❡r②
t✐♠❡ ♦♥❡ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❞✉r✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡♠ ♦♥❝❡ ❢♦r
s♦♠❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡ ✭✹✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛♠♣❧❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡ s❡t✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✐♥✈♦❧✈❡s s❛♠♣❧✐♥❣ ❛ ❝❤♦✐❝❡ s❡t C̃n ⊂ Cn ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣
✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Pn(an|C̃n) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ Pn(an|Cn)✳ ❆ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐❝❡ s❡t C̃ ❣✐✈❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ❡st✐♠❛t❡s ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ log(q̄n(C̃n|j)) ✐s ❛❞❞❡❞
t♦ ❡❛❝❤ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ q̄n(C̃n|j) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✱ ✐✳❡✳✱ t❤❛t ✐❢ j ∈ C̃n ❛♥❞

✶✵



■♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

q̄n(C̃n|i) > 0 ❢♦r s♦♠❡ i✱ t❤❡♥ q̄n(Cn|j) > 0✳ ❚❤✐s ❤♦❧❞s ✐❢ C̃n ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝❤♦✐❝❡
s❡t Cn ❛♥❞ ❛❧❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✐♥ Cn ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ s❛♠♣❧❡❞✳

❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ N ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ON ✳ ❚❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
❢♦r ON ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ❜❡❝♦♠❡s✿

¯L L (ON ; θ) =

N∑

n=1

log
( eu(an)+log(qn(C̃n|j))

∑
a
∗∈C̃n

eu(a∗)+qn(C̃n|a∗)

)
✭✶✵✮

■❢ ❛❧❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✐♥ Cn ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ s❛♠♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡t C̃✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
t❡r♠ qn(C̃n|j) ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ s❛♠♣❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ♦t❤❡r s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥ ▼◆▲ ♠♦❞❡❧
♦✈❡r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ r♦✉t❡s ✐♥ ❛ tr❛✣❝ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ❋r❡❥✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞r❛✇✐♥❣ R ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡t Cn ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ Jn ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝❤♦✐❝❡ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡t✳ ❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s
(kn1, kn2, . . . , knJ) ✇❤❡r❡ knj ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ j ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡t✱ s♦ t❤❛t∑J

j=1 knj = R+ 1✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ j ✐s ❛❞❞❡❞ ♦♥❝❡ ❡①tr❛ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡t✳ ▲❡t qn(i)
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ j ∈ Cn ✐s s❛♠♣❧❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞
t♦✿ qn(C̃n|j) = K

C̃n

knj

qn(j)
✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t K

C̃n
✇✐❧❧ ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❣✐✈❡✿

¯L L (ON ; θ) =
N∑

n=1

log
( eu(an)+log(

knan
qn(an)

)

∑
a
∗∈Cn

e
u(a∗)+log(

kna
∗
n

qn(a∗n)
)

)
✭✶✶✮

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❛♠♣❧❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡ s❡t ❜② ✉s✐♥❣ ✭✹✮ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❙❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② tr✐✈✐❛❧✳ ❲❡ st❛rt❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✱ ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡♠ ♠❛♥✉❛❧❧② ✉♥t✐❧ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s✱
♠♦❞❡ ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ ❛❝t✐✈✐t② ❡♣✐s♦❞❡s ✇❡r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s r❡s❡♠❜❧❡s ❛ ♠❡t❤♦❞✲
♦❢✲♠♦♠❡♥ts ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✹ ❉❛t❛

❲❡ ❤❛✈❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙t♦❝❦❤♦❧♠ tr❛✈❡❧ s✉r✈❡② ❢r♦♠ ✷✵✵✹✱ ✇❤❡r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
r❡♣♦rt ❛ ❢✉❧❧ ❞❛② tr❛✈❡❧ ❞✐❛r②✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❢✉❧❧ ❞❛②✲♣❛t❤s ♣✉ts ❛ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞
❞✐❛r✐❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ tr✐♣s ✐♥ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝♦rr❡❝t ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ✐t t♦ ❜❡
✉s❛❜❧❡✳ ❋✉rt❤❡r✱ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐❛r✐❡s ❛r❡ r❛r❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ❤❛✈❡
♦♥ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ♦r t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♦r✐❣✐♥✲❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s t❤❡
❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s ❤✉❣❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ♦♥❧② ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦r✐❣✐♥✲❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♣❛✐r ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠♦❞❡✳ ❖♥❡ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣
✇✐t❤ t❤✐s ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ r❡♣♦rt❡❞ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❤♦✇
✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ♣r♦❝❡❡❞✳ ❆ st❛t✐❝ tr❛✣❝ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ♥❡st❡❞✲❧♦❣✐t ❜❛s❡❞ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞
♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ❛♥❞ ❝♦sts ✉s❡❞ ❢♦r ♣❡❛❦ ❛♥❞ ♦✛✲♣❡❛❦ ♣❡r✐♦❞s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t
✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞❛②✲♣❛t❤s ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ tr✐♣ ✇✐❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ st❛rt✐♥❣
t✐♠❡ ❛♥❞✴♦r ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛②✳ ❚r❛✈❡❧ ❝♦st ✇✐t❤ ❝❛r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

✶✶



■♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

1.4 kr/km✱ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ✇✐t❤ ❜✐❦❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ s♣❡❡❞ ♦❢ 15 km/h ❛♥❞ ✇❛❧❦ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s
❛ss✉♠✐♥❣ ❛ s♣❡❡❞ ♦❢ 4 km/h✳

✹✳✶ ❉❛t❛s❡t

❲❡ ❤❛✈❡ s♦ ❢❛r r❡str✐❝t❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❛t ❣♦ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ❛ ✇❡❡❦❞❛②✳ ❚❤✐s ❧❡❛✈❡s ✉s
✇✐t❤ ✺✷✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖✉t ♦❢ t❤❡s❡✱ ✸✸✵✵ ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✜ts
t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ∼ 2000 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛t t❤✐s st❛❣❡ ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ ✇❛②s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧
❝❛♥♥♦t ❤❛♥❞❧❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ❞❛② ✇✐t❤ ❛ ❜✉s✐♥❡ss tr✐♣✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❡♥❞✐♥❣
t❤❡ ✇♦r❦ ❞❛② ❛t t❤❡✐r ✇♦r❦ ❧♦❝❛t✐♦♥❀ ❤❛✈✐♥❣ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ 2h ❜r❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡✐r ✇♦r❦ ❞❛②❀
✇♦r❦✐♥❣ ❧❛t❡ ✭❧❛t❡r t❤❛♥ ✽♣♠✮ ♦r st❛rt✐♥❣ ❡❛r❧② ✭❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ ✻❛♠✮❀ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝❛r s♦♠❡✇❤❡r❡ ♦r
♥♦t r❡t✉r♥✐♥❣ ❤♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛②✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ t❤❛t ❝❛r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡✐t❤❡r ❛❧❧ ♦r ♥♦ tr✐♣s ♦♥ ❛ t♦✉r✳ ❆s ♣❛ss❡♥❣❡r❡s
❛♥❞ ❞r✐✈❡rs ❤❛s ❜❡❡♥ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❛ss❡♥❣❡rs ❛r❡ ❧✐❦❡❧②
t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❛t r❡♣♦rt t❤❛t t❤❡② ✇❡r❡ ♣❛ss❡♥❣❡r❡s✱ 3% ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛ tr✐♣ ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞✳ ■t ✐s ❤❛r❞ t♦ s❛② ✇❤❛t ✐s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❤❡r❡✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❜❡❡✐♥❣ ❞r♦♣♣❡❞ ♦✛ ♦r ✐s ❜❡❡✐♥❣ ♣✐❝❦❡❞ ✉♣ ❜✉t ✐s ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝❛r t♦✴❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t②✳
■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❝❛r ❢♦r ❛ ❧❛t❡r ❞❛②✳ P❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r
✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ❝❛r ✇✐❧❧ ❜❡ ♣✐❝❦❡❞ ✉♣ ♦♥ ❛ ❧❛t❡r ♦❝❝❛❝✐♦♥ ♦r ✐❢ s♦♠❡♦♥❡ ❡❧s❡ ✐s ❞r✐✈✐♥❣ ✐t ❜❛❝❦✱
❛♥❞ t❤❡r❡❜② ♥♦t ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡✱ ✐s ❧✐❦❡❧② ♠❛❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧
r❡s♣♦♥❞❡ ✐♥❝♦rr❡❝t❧② t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ tr❛✣❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❤♦♦s❡♥ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡s❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

✺ ❯t✐❧✐t② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

❋♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ n✱ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✉t✐❧✐t② un(a|s) ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✭❞✐s✮✉t✐❧✐t② ♦❢ tr❛✈❡❧✐♥❣ un,m

❛♥❞ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛❝t✐✈✐t② un,p✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ tr❛✈❡❧
❝♦st✱ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❞❛②✱ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② s = (t, l, p, e, c)✱ ✇❤❡r❡ t ✐s t❤❡ t✐♠❡✱ l t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ p t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ✭♦r
♣✉r♣♦s❡✮✱ e t❤❡ ❡rr❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❛♥❞ c t❤❡ ❝❛r ❞✉♠♠②❀ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s a = (p′, l′,m) ✇❤❡r❡ p′ ✐s
t❤❡ ♥❡✇ ❛❝t✐✈✐t②✱ l′ t❤❡ ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ m t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤
♠♦❞❡ m ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ n ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s un,m(a|s) = un,m(l, l′, t)✱ ❛s ✐t ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ t✐♠❡ ♦❢ ❞❛② ❛♥❞ ♠♦❞❡✳ ❋♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠♦❞❡ ✐t ✐s s♣❡❝✐✜❡❞
❛s✿

un,❝❛r(l, l
′, t) = c❝❛r + θ❝❛r,tT❝❛r(l, l

′, t) + (θc + δn,❤✳✐ · θ❤✳✐)C❝❛r(l, l
′, t)

un,P❚(l, l
′, t) = cP❚ + θP❚,tTP❚(l, l

′, t) + θ✇❛✐t,P❚T✇❛✐t,P❚(l, l
′, t) + (θc + δn,❤✳✐θ❤✳✐)CP❚(l, l

′, t)

un,❜✐❦❡(l, l
′, t) = c❜✐❦❡ + θ❜✐❦❡,tT❜✐❦❡(l, l

′, t)

un,✇❛❧❦(l, l
′, t) = c✇❛❧❦ + θ✇❛❧❦,tT✇❛❧❦(l, l

′, t) + θ❞≥ 5 kmδ❞≥ 5 km

✇❤❡r❡ Tm(l1, l2, t) ❛♥❞ Cm(l1, l2, t) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦st ✇✐t❤ ♠♦❞❡ m ❛t t✐♠❡ t ❢♦r
❛ tr✐♣ ❢r♦♠ ♦r✐❣✐♥ l1 t♦ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ l2✱ T✇❛✐t,P❚ ✐s t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt✱
δn,❤✳✐ ✐s ❛ ❞✉♠♠② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ n ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ✐♥❝♦♠❡ ✭❞❡✜♥❡❞ ❛s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
40 000 SEK/month✮✱ δ❞≥ 5 km ✐s ❛ ❞✉♠♠② ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 5 km ❛♥❞ cm ❛r❡ ♠♦❞❡ s♣❡❝✐✜❝
❝♦♥st❛♥ts✳

✶✷



■♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

❲❤❡♥ ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ l′ ❛t t✐♠❡ t′ = t + Tm(l, l′, t)✱ t❤❡ ♥❡✇ ❛❝t✐✈✐t② p ✐s st❛rt❡❞
❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛❝t✐✈✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✉r❛t✐♦♥ ∆tp✳ ❙t❛rt✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❣✐✈❡s ❛ t✐♠❡✲♦❢✲❞❛②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥st❛♥t ✉t✐❧✐t② cp(t) ❛♥❞ ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t✐♠❡✲♦❢✲❞❛② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t② Un,p(t,∆tp)✳
❈❤♦♦s✐♥❣ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐✈✐t② ❢♦r ❛♥♦t❤❡r t✐♠❡ st❡♣ ♦♥❧② ❣✐✈❡s t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t②
Un,p(t,∆tp)✳ ◆♦t ❛❧❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❤❛✈❡ t✐♠❡✲♦❢✲❞❛② s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ❞♦✇♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✉t✐❧✐t② cp(t) ✐s ♦♥❧② t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r t❤❡ ✇♦r❦
❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t② Un,p(t,∆tp) ✐s ♦♥❧② t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r t❤❡ ❤♦♠❡ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡
t✐♠❡✲♦❢✲❞❛② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ st❡♣s Tk ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s θp,Tk

❛♥❞
cp,Tk

✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈✐t② s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❞❡✜♥❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs✿

cp(t) =
cp,Tk

(Tk+1 − t) + cp,Tk+1
(t− Tk)

Tk+1 − Tk

✇❤❡r❡ t ∈ (Tk, Tk+1)✳ ❋♦r t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛rt✐❝✐✲
♣❛t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s♦✿

ut(t, p) =
θp,Tk

(Tk+1 − Tk) + θp,Tk+1
(t− Tk)

Tk+1 − Tk

.

❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈✐t② ❡♣✐s♦❞❡ ♦❢ ❞✉r❛t✐♦♥ ∆tp✱ ✇❤❡♥ Tk ≤ t ❛♥❞ t+∆tp ≤ Tk+1✱ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s✿

Up(t,∆tp) =

∫ t+∆tp

t

ut(τ, p) dτ = αTk
θp,Tk

+ αTk+1
θp,Tk+1

✭✶✷✮

✇❤❡r❡✿

αTk
= ∆tp

Tk+1 − t− 0.5∆tp
Tk+1 − Tk

αTk+1
= ∆tp

t+ 0.5∆tp − Tk

Tk+1 − Tk

.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t αTk
+ αTk+1

= ∆tp✱ s♦ ✐❢ θp,Tk
= θp,Tk+1

t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ❜❡❝♦♠❡s ∆tpθp,Tk+1
✳ ■❢

t+∆tp > Tk+1✱ ut(τ, p) ✐♥ ✭✶✷✮ ❜❡❝♦♠❡s ❛ st❡♣✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉t ✐s ♦t❤❡r✇✐s❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ✇❛②✳

❇❡s✐❞❡s ❛❝t✐✈✐t② s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ l ❤❛s s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈✐t② ❛t t❤❛t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✉t✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

up,s✐③❡(l) = θp,s✐③❡ log




s=Sp∑

s=1

xp,l,se
θp,s




✇❤❡r❡ Sp ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐③❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❛❝t✐✈✐t② p✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xp,l,s ❝❛♥ ❜❡✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡❝t♦r ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ l✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝t✐✈✐t② s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥st❛♥t✱
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs θp,s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✜①❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥st❛♥ts ❛s s❝❛❧❡s ❢♦r t❤❡ s✐③❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xp,l,s✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐st
♦❢ s✐③❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❢♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳

✶✸



■♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

✻ ❘❡s✉❧t

✻✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✶ ❣✐✈❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❢♦r ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①❝❡♣t t❤❡ s✐③❡✲♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✷✳
▼♦st ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐❣♥✳ ❈♦st ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ s♣❡♥❞✐♥❣ t✐♠❡
♦♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ s♣❡♥❞✐♥❣ t✐♠❡ ♦♥ tr❛✈❡❧❧✐♥❣✳ ❍♦♠❡ t✐♠❡ ✐s ✈❛❧✉❡❞ ❤✐❣❤❡r ❡❛r❧② ✐♥ t❤❡
♠♦r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❧❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥✐♥❣✳ ■t ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s s❧✐❣❤t❧② ❛r♦✉♥❞ 6 p.m.✱ ♣♦ss✐❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♣❡♦♣❧❡
❧✐❦❡ ❤❛✈✐♥❣ ❞✐♥♥❡r t♦❣❡t❤❡r ❛t ❤♦♠❡ ❛t t❤✐s t✐♠❡✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② r❡t✉r♥ ❤♦♠❡ ❛❢t❡r ✇♦r❦ ❜❡❢♦r❡
❤❡❛❞✐♥❣ ♦✉t ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❛❝t✐✈✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦t ❛❧❧ t✐♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ θ✻P▼ ❚✐♠❡ ✐s ✜①❡❞✱
❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✲✐♥✲t✐♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ✜① ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❤✉❣❡
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡✐r ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❲❤❡♥ θP❚ ❚✐♠❡ ✇❛s ✜①❡❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ θ✻P▼ ❚✐♠❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
♦❢ ❛❧❧ t✐♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❛s ❝❧♦s❡ t♦ 0.006✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✈❛r②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ 0.001 ❛♥❞ 0.005✳ ❚r❛✈❡❧
t✐♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛❝t✐✈✐t② ❞✉r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ ❛♥
❛❝t✐✈✐t② ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ tr❛✈❡❧❧✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ t✐♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✐♠❡✳ ❆ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ s❛✈✐♥❣ ✇✐t❤ ❝❛r t❤❛t
❣✐✈❡s ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡ ❡①tr❛ ❤♦♠❡ ❛t 6 p.m. ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❛❧✉❡❞ (θ✻P▼ ❚✐♠❡ − θ❈❛r ❚✐♠❡)/θ❈♦st = 476 kr✱
✇❤✐❝❤ s❡❡♠s t♦♦ ❧❛r❣❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❢♦✉r✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝♦rr❡❝t
✇❛② ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ s❛✈✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ r❛t❤❡r✱ ✐♥ s♦♠❡
✇❛②✱ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ EV ✳

❚❤❡ t✐♠❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ✇♦r❦ ❤♦✉rs s❡❡♠ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦♥❡ t❤❛t ❛rr✐✈❡s ❛t ✇♦r❦ ❛t 6 a.m. ❛♥❞ ❛rr✐✈❡ ❜❛❝❦ ❤♦♠❡ ❛t 4 p.m. ❛♥❞ ♦♥❡ t❤❛t ❛rr✐✈❡s ❛t
✇♦r❦ ❛t 7 a.m. ❛♥❞ ❜❛❝❦ ❤♦♠❡ ❛t 5 p.m.✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✉t✐❧✐t② ♣❡r ♠✐♥✉t❡ ❛t ✇♦r❦ ❢r♦♠ ❛rr✐✈✐♥❣
❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ✇✐❧❧ ❜❡ (θ❲♦r❦ ❆❙❈ ✻❆▼ − θ❲♦r❦ ❆❙❈ ✼❆▼)/60 = −0.0433✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
s✐③❡ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ θ❍♦♠❡ ✻❆▼ ❛♥❞ θ❍♦♠❡ ✼❆▼✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡
s♣❡♥t ❛t ❤♦♠❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s♣❡♥t ❛t ✇♦r❦
❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛② ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♦❢ s✐♠✐❧❛r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❞❡♣❛rt✉r❡
t✐♠❡ t♦ ✇♦r❦✳

■♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐s ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡②
❛r❡ ❛❧❧ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ✜①✐♥❣ θ❍♦♠❡ P▼ ❆❙❈✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❛r❜✐tr❛r② ❛♥❞
♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜①✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥st❛♥ts ✇✐❧❧
❤❛✈❡ t♦ ♣✐❝❦ t❤✐s ❡rr♦r ✉♣✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ❍♦♠❡ P▼ ❆❙❈ ✐s ❢✉rt❤❡r ❛ ✏t♦✉r✑ ❝♦♥st❛♥t r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛
❤♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛s ❛♥ ❡①tr❛ t♦✉r ❣✐✈❡ ♦♥❡ ❡①tr❛ ❛rr✐✈❛❧ ❛t ❤♦♠❡✳ ❚❤❛t t❤❡ ❤♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡
t❤❡r❡❢♦r❡ s❛②s ♠♦r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ❧❡❛✈❡ ❤♦♠❡ t❤❛♥ t❤❡ ✉♥✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ❣♦ ❤♦♠❡✳

✻✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t

❚♦ t❡st ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛♥❛❣❡s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛✐❧② ❛❝t✐✈✐t②
s❝❤❡❞✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛
✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r tr❛✈❡❧ t✐♠❡✱ tr❛✈❡❧ ❝♦st✱ ❛❝t✐✈✐t② t✐♠❡✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢
tr✐♣s✱ ❡t❝✳✱ ♠❛♥② q✉❛♥t✐t✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❞❛t❛ ✭✐❢ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✉s❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✮✳
❲❡ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡ ❜✉t t❤❛t ❛r❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍❡r❡ ✇❡ r❡♣♦rt r❡s✉❧t ♦♥ ❛❝t✐✈✐t② t✐♠✐♥❣✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ tr✐♣s ❛♥❞ t♦✉rs✱
❛♥❞ tr✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✶✹
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❚❛❜❧❡ ✶✿ ❊st✐♠❛t❡s

P❛r❛♠❡t❡r ❊st✐♠❛t❡ ❘♦❜✳ t✲t❡st ❘♦❜✳ ❙t❞✳

❈❛r ❚✐♠❡ ✲✵✳✵✾✾ ✲✷✷ ✵✳✵✵✹✺
❆❙❈ ✲✶✳✺ ✲✶✽ ✵✳✵✽✹

P❚ ❚✐♠❡ ✲✵✳✵✺✹ ✲✶✵ ✵✳✵✵✺✸
❆❙❈ ✲✷✳✺ ✲✷✽ ✵✳✵✽✼
❚♦t❛❧ ❲❛✐t ✲✵✳✵✵✸✼ ✲✵✳✺✼ ✵✳✵✵✻✻

❲❛❧❦ ❚✐♠❡ ✲✵✳✵✾✹ ✲✷✶ ✵✳✵✵✹✹
s❛♠❡ ③♦♥❡ ✲✵✳✼✹ ✲✻✳✻ ✵✳✶✶
❆❙❈ ✲✵✳✷ ✲✶✳✽ ✵✳✶✶

❇✐❦❡ ❚✐♠❡ ✲✵✳✵✾✼ ✲✷✹ ✵✳✵✵✹
❆❙❈ ✲✷✳✺ ✲✷✸ ✵✳✶✶

❈♦st ✲✵✳✵✶✷ ✲✹✳✹ ✵✳✵✵✷✽
❍✐❣❤ ■♥❝♦♠❡ ✲✵✳✵✵✺✶ ✲✶✳✼ ✵✳✵✵✸

❍♦♠❡ ✻❆▼ ❚✐♠❡ ✲✵✳✵✶✾ ✲✹✳✶ ✵✳✵✵✹✻
✼❆▼ ❚✐♠❡ ✲✵✳✵✺✹ ✲✶✵ ✵✳✵✵✺✹
✽❆▼ ❚✐♠❡ ✲✵✳✵✼✷ ✲✶✺ ✵✳✵✵✹✽
✾✲✶✵❆▼ ❚✐♠❡ ✲✵✳✵✺✺ ✲✶✵ ✵✳✵✵✺✸
✶✲✹P▼ ❚✐♠❡ ✲✵✳✵✶✹ ✲✾✳✶ ✵✳✵✵✶✻
✺✲✻P▼ ❚✐♠❡ ✵ ❋✐①❡❞
✼✲✽P▼ ❚✐♠❡ ✲✵✳✵✶✸ ✲✽ ✵✳✵✵✶✻
✾✲✶✵P▼ ❚✐♠❡ ✵✳✵✵✸✸ ✷✳✶ ✵✳✵✵✶✻
P▼ ❆❙❈ ✲✷ ❋✐①❡❞
❆▼ ❆❙❈ ✲✹✳✽ ✲✶✾ ✵✳✷✺

❘❡❝✳ ❚✐♠❡ ✲✵✳✵✵✾✹ ✲✾✳✺ ✵✳✵✵✵✾✾
❆❙❈ ✲✺✳✸ ✲✶✹ ✵✳✸✼
▲❙▼ ❙✐③❡ ✵✳✸✸ ✼✳✻ ✵✳✵✹✹

❙♦❝✐❛❧ ❚✐♠❡ ✲✵✳✵✶✷ ✲✽✳✻ ✵✳✵✵✶✹
❆❙❈ ✲✽✳✻ ✲✸✹ ✵✳✷✺
▲❙▼ ❙✐③❡ ✵✳✵✸✾ ✶✳✼ ✵✳✵✷✸

❙❤♦♣ ❙♠❛❧❧ ❆❙❈ ✵✳✾✶ ✶✳✹ ✵✳✻✹
▼❡❞✐✉♠ ❆❙❈ ✶✳✶ ✶✳✽ ✵✳✻✹
▲❛r❣❡ ❆❙❈ ✵✳✼✻ ✶✳✷ ✵✳✻✷
▲❙▼ ❙✐③❡ ✶✳✶ ✶✸ ✵✳✵✽✸

❖t❤❡r ❚✐♠❡ ✲✵✳✵✷✸ ✲✶✹ ✵✳✵✵✶✻
❆❙❈ ✲✶✳✾ ✲✷✳✽ ✵✳✻✽
▲❙▼ ❙✐③❡ ✵✳✼✾ ✾✳✼ ✵✳✵✽✶

❲♦r❦ ❆❙❈ ✻♣♠ ✲✻✳✾ ✲✶✸ ✵✳✺✹
❆❙❈ ✼♣♠ ✲✹✳✶ ✲✶✹ ✵✳✸
❆❙❈ ✽♣♠ ✵ ❋✐①❡❞
❆❙❈ ✾♣♠ ✸ ✶✶ ✵✳✷✽
❆❙❈ ✶✵♣♠ ✷✳✽ ✺✳✸ ✵✳✺✸
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❚❛❜❧❡ ✷✿ ❊st✐♠❛t❡s

P❛r❛♠❡t❡r ❊st✐♠❛t❡ t✲t❡st ▲▲✲r❛t✐♦

❘❡❝✳ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✶ ✵✳✼ ✵✳✵✼✹
◆♦ ❊♠♣❧♦②❡❞ ❘❡st✳ ✵✳✵✷✼ ✾❡✲✵✺ ✼✳✼
◆♦ ❊♠♣❧②♦②❡❞ ❖❊ ✵✳✶✼ ✵✳✽✺ ✵✳✵✶✽

❙♦❝✐❛❧ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✵✳✾ ✵✳✾✹ ✵✳✵✵✸✸
◆♦ ❊♠♣❧♦②❡❞ ❖❊ ✲✶✳✸ ✵✳✸✾ ✵✳✸✼

❙❤♦♣ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✹✳✺ ✶✳✸❡✲✶✷ ✷✺

❖t❤❡r P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✷✳✶ ✵✳✶✷ ✶✳✷
◆♦ ❊♠♣❧♦②❡❞ ❖❊ ✸✳✻ ✶✳✼❡✲✵✻ ✶✶
◆♦ ❊♠♣❧♦②❡❞ ❘❡❝✳ ✷✳✻ ✵✳✸✼ ✵✳✹
◆♦ ❊♠♣❧♦②❡❞ ❘❡st✳ ✺✳✽ ✵✳✵✵✵✸✼ ✻✳✸

❚❤r❡❡ ❢❛❝t♦rs ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✿ ✜rst❧②✱ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs
❛♥❞ ♣✐❝❦✉♣ t✐♠❡s❀ s❡❝♦♥❞❧②✱ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ✇❤❡♥ t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ♠♦r♥✐♥❣❀ ❛♥❞ t❤✐r❞❧②✱
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦♥ ✇❤❡♥ t♦ ❜❡ ❤♦♠❡✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✶ ✐t s❡❡♠s ❛s ✐❢ t❤❡s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦
♣r❡❞✐❝t ✇❤❡♥ ♣❡♦♣❧❡ ❣♦ t♦ ✇♦r❦✱ ✇❤❡♥ t❤❡② ❣❡t ❤♦♠❡ ❛❢t❡r ✇♦r❦ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡② ❞r♦♣✲♦✛✴♣✐❝❦✲✉♣
❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ s♦♠❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ❢♦r ✇❤❡♥ ♣❡♦♣❧❡ ♣r❡❢❡r t♦ ❜❡
❞♦✐♥❣ ❢r❡❡ t✐♠❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ t✐♠❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t✱ ❜✉t t❤❡②
❛r❡ ♦✈❡rr❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ ♠♦r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❧❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ t✐♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥
✇❤❡♥ ❢r❡❡ t✐♠❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐s ❧✐❦❡❧② ♦♥❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s✱ ❛s ♠♦st ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❝❡rt❛✐♥ ❤♦✉rs ❞✉❡ t♦ ❝❧♦s✐♥❣ ❤♦✉rs ♦❢ s❤♦♣s✱ ❡t❝✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛❧❧ s♣❛r❡ t✐♠❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ■❢ s♦♠❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♥❡❡❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠
❞✉r❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜♦t❤ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦r♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❦❡ t❤❡♠
st❛rt ❡❛r❧✐❡r ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥✐♥❣✳

❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐♣s ❛♥❞ t♦✉rs ✐♥ ❛ ❞❛② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ✈❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢
❢❛❝t♦rs✱ ❜✉t ♠♦st ❞✐r❡❝t❧② ❜② t❤❡ t♦✉r ❛♥❞ tr✐♣ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ t♦✉r ❝♦♥st❛♥t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❤♦♠❡
❝♦♥st❛♥t✱ ❛s ❡❛❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t♦✉r ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr✐♣ ❤♦♠❡✳ ❆ s♣❡❝✐✜❝ tr✐♣ ❝♦♥st❛♥t
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ ❢♦r ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ❜✉t
t❤❡s❡ ❝♦♥st❛♥ts ✇✐❧❧ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐♣s ✐s ❝♦rr❡❝t✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦✉rs ❛♥❞ tr✐♣s
✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
❤❛✈❡ ❛♥② ❝♦♥st❛♥ts ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐♣s ♣❡r ❞❛②✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦✉rs ♣❡r
❞❛② ♦r ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐♣s ♣❡r t♦✉r✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡s❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣✐✈❡ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❛s ✜❣✉r❡ ✷ s❤♦✇✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦✱ ❡✳❣✳✱ ❇♦✇♠❛♥ ❛♥❞ ❇❡♥✲❆❦✐✈❛ ✭✷✵✵✶✮ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t♦✉rs ❛♥❞ tr✐♣s✳

❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ tr✐♣s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠♦❞❡ ✇✐❧❧ ♠❛✐♥❧② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t✐♠❡
❛♥❞ ♠♦♥❡② ❢♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❜② ♥❡t✇♦r❦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
tr❛✈❡❧ t✐♠❡s✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ tr✐♣s ❛r❡ ♠❛❞❡ t♦ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✇♦r❦✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡ tr✐♣ ✐s ♠❛♥❞❛t♦r②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❧❛r❣❡
s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ tr✐♣s ✇❡❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠♦❞❡ ❢♦r t❤❡ tr✐♣ t♦ ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ t❤❡ ❝❤♦s❡♥
♠♦❞❡ ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ♥♦t ❣✐✈❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞✐r❡❝t❧②✳

✶✻



■♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

❆s ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✐s s♦ ✈❛st✱ ✐t ✇♦✉❧❞
❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡r❡ ✈❡r② ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ❲❤❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
✐t ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✇❡❧❧✱ ✐t s❡❡♠s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉❝❝❡❡❞❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞
❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ tr❛✈❡❧ t✐♠❡✱ ❝♦st✱ ❛❝t✐✈✐t② ❞✉r❛t✐♦♥✱ ❛❝t✐✈✐t② ❡♣✐s♦❞❡s✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛ttr✐❜✉t❡s t❤❛t
✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛t ♠♦st ❛ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳
❆t t❤❡ tr✉❡ ❡st✐♠❛t❡✱ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ③❡r♦✱ ❜✉t ❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ✭s✐♥❝❡ ✇❡
✉s❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✮✱ s♦♠❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ẼV ❛r❡ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞♦❡s ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t
❛♥② ❜✐❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧✳

❚❤❡ ✏s❛♠❡ ③♦♥❡✑ ❞✉♠♠② ♣❛r❛♠❡t❡r θs❛♠❡ ③♦♥❡ ❢♦r ✇❛❧❦ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s ❝♦♥tr❛✲✐♥t✉✐t✐✈❡
❛s ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ✇❛❧❦ t♦ ❜❡ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠♦❞❡ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ❢♦r s❤♦rt❡r ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡
✸ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❢♦r s❛♠❡✲③♦♥❡ tr✐♣s ✭tr✐♣s ✇✐t❤ ③❡r♦ tr❛✈❡❧ t✐♠❡✮ ✇❛❧❦ ✐s st✐❧❧ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠♦❞❡
♦❢ tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥st❛♥t C✇❛❧❦ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦❢ t❤❡
❝♦♥st❛♥ts✱ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ❛❞❞✐♥❣ δs❛♠❡ ③♦♥❡✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ✐s s♠❛❧❧ ✐t ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ t❤❡
❤✐❣❤❡st ✉t✐❧✐t②✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❛r❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❝❛r✱ ✇❛❧❦ ❛♥❞ ❜✐❦❡ ❜✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
s♠❛❧❧❡r ❢♦r P❚✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ✐s ❧♦♥❣❡r ❢♦r ❜✐❦❡ ❛♥❞ ✇❛❧❦✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡ss ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r
❧♦♥❣❡r tr✐♣s✳ P❚ ❤❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ tr✐♣s ✇✐t❤ ❧♦♥❣❡r tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡
♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r s♣❡❡❞ ♦❢ ❜✐❦❡ ❛♥❞ ✇❛❧❦ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
♠♦t♦r✐③❡❞ ♠♦❞❡s ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❧❡ss ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r ❧♦♥❣❡r tr✐♣s✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠♦r❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ✇✐t❤ P❚ ❛♥❞ ❝❛r ❛❧s♦ ♠❛❦❡ ❜✐❦❡ ❛♥❞ ✇❛❧❦ ❧❡ss ❝♦♠♠♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚✐♠❡ ♦❢ ❞❛② ✇❤❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ st❛rt❡❞ ❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞
r❡❛❧ ❞❛t❛ ✭❞❛s❤❡❞✮✳

✶✼



■♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐♣s✱ t♦✉rs ❛♥❞ tr✐♣s ♣❡r t♦✉r ❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ r❡❛❧
❞❛t❛ ✭❞❛s❤❡❞✮✳

✶✽



■♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ tr✐♣ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠♦❞❡ ❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛
✭❞❛s❤❡❞✮✳

✶✾



■♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆r❡♥t③❡✱ ❚✳✱ ❍♦❢♠❛♥✱ ❋✳✱ ✈❛♥ ▼♦✉r✐❦✱ ❍✳✱ ❛♥❞ ❚✐♠♠❡r♠❛♥s✱ ❍✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆▲❇❆❚❘❖❙❙✿ ▼✉❧t✐❛❣❡♥t✱
r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❘❡❝♦r❞✱ ✶✼✵✻✭✶✮✿✶✸✻ ✕
✶✹✹✳

❇❛❧♠❡r✱ ▼✳✱ ❘❛♥❡②✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ◆❛❣❡❧✱ ❑✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② t✐♠✐♥❣ ❛♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥
❛❣❡♥t✲❜❛s❡❞ tr❛✣❝ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❚✐♠♠❡r♠❛♥s✱ ❍✳✱ ❡❞✐t♦r✱ Pr♦❣r❡ss ✐♥ ❆❝t✐✈✐t②✲❇❛s❡❞

❆♥❛❧②s✐s✱ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ♣❛❣❡s ✾✶ ✕ ✶✶✹✳ ❊❧s❡✈✐❡r✳

❇❡♥✲❆❦✐✈❛✱ ▼✳ ❛♥❞ ❇✐❡r❧❛✐r❡✱ ▼✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ s❤♦rt
t❡r♠ tr❛✈❡❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ■♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s❝✐❡♥❝❡✱ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ♣❛❣❡s ✺✕✸✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❇♦✇♠❛♥✱ ❏✳ ▲✳ ❛♥❞ ❇❡♥✲❆❦✐✈❛✱ ▼✳ ❊✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❆❝t✐✈✐t②✲❜❛s❡❞ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t❡ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧
s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛❝t✐✈✐t② s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛rt ❆✿ P♦❧✐❝② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡✱ ✸✺✭✶✮✿✶
✕ ✷✽✳

❇r❛❞❧❡②✱ ▼✳✱ ❇♦✇♠❛♥✱ ❏✳ ▲✳✱ ❛♥❞ ●r✐❡s❡♥❜❡❝❦✱ ❇✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❙❆❈❙■▼✿ ❆♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝t✐✈✐t②✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧
s②st❡♠ ✇✐t❤ ✜♥❡✲❧❡✈❡❧ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❤♦✐❝❡ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ✸✭✶✮✿✺ ✕
✸✶✳

❉♦♥❣✱ ❳✳✱ ❇❡♥✲❆❦✐✈❛✱ ▼✳ ❊✳✱ ❇♦✇♠❛♥✱ ❏✳ ▲✳✱ ❛♥❞ ❲❛❧❦❡r✱ ❏✳ ▲✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ▼♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ tr✐♣✲❜❛s❡❞ t♦
❛❝t✐✈✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t②✳ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛rt ❆✿ P♦❧✐❝② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡✱
✹✵✭✷✮✿✶✻✸ ✕ ✶✽✵✳

❋❧ött❡rö❞✱ ●✳ ❛♥❞ ❇✐❡r❧❛✐r❡✱ ▼✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✕❤❛st✐♥❣s s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❛t❤s✳ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

❘❡s❡❛r❝❤ P❛rt ❇✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ✹✽✿✺✸✕✻✻✳

❋♦s❣❡r❛✉✱ ▼✳✱ ❋r❡❥✐♥❣❡r✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ❑❛r❧strö♠✱ ❆✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❆ ❧✐♥❦ ❜❛s❡❞ ♥❡t✇♦r❦ r♦✉t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧
✇✐t❤ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ❝❤♦✐❝❡ s❡t✳ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛rt ❇✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ✺✻✭✵✮✿✼✵ ✕ ✽✵✳

❋r❡❥✐♥❣❡r✱ ❊✳✱ ❇✐❡r❧❛✐r❡✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❇❡♥✲❆❦✐✈❛✱ ▼✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❢♦r r♦✉t❡ ❝❤♦✐❝❡
♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛rt ❇✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ✹✸✭✶✵✮✿✾✽✹ ✕ ✾✾✹✳

●❡✉rs✱ ❑✳✱ ❩♦♥❞❛❣✱ ❇✳✱ ❞❡ ❏♦♥❣✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❞❡ ❇♦❦✱ ▼✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❆❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② ❛♣♣r❛✐s❛❧ ♦❢ ❧❛♥❞✲
✉s❡✴tr❛♥s♣♦rt ♣♦❧✐❝② str❛t❡❣✐❡s✿ ▼♦r❡ t❤❛♥ ❥✉st ❛❞❞✐♥❣ ✉♣ tr❛✈❡❧✲t✐♠❡ s❛✈✐♥❣s✳ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥
❘❡s❡❛r❝❤ P❛rt ❉✿ ❚r❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✶✺✭✼✮✿✸✽✷ ✕ ✸✾✸✳

●✉❡✈❛r❛✱ ❈✳ ❆✳ ❛♥❞ ❇❡♥✲❆❦✐✈❛✱ ▼✳ ❊✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✐♥ ❧♦❣✐t ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳
❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛rt ❇✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ✺✽✿✶✽✺✕✶✾✽✳
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