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Resumen

En este trabajo se examina, mediante un modelo de volatilidad estocdstica, la relacion que
existe entre el mercado de derivados y la tasa de inflacién. Se supone una economia en la
que un agente representativo destina su riqueza a la tenencia de un activo, un producto
derivado, un bono libre de riesgo, y el resto lo consume. Se determina la ecuacién de la
evolucion de la riqueza real para plantear el problema de maximizacion de utilidad que
enfrenta el agente representativo. En el equilibrio de la economia se determina la tasa de
inflacién y el valor de las demds variables de interés (consumo y saldos monetarios reales).
Posteriormente se resuelve la ecuaciéon Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) para determinar las
decisiones Optimas del agente representativo. Por dltimo se evalia el impacto del mercado
de derivados en la tasa de inflacién.

Clasificacion JEL: G13, E52, C61,
Palabras clave: volatilidad estocdstica, mercado de derivados, politica monetaria, optimizacién dindmica
estocdstica.

Abstract

This paper examines, through a stochastic volatility model, the relationship between the
derivatives market and the inflation rate. It is supposed an economy I which a
representative agent allocates his/her wealth in an asset, a derivative, a risk-free bond, and
he consumes the rest. The equation of the evolution of real wealth is determined to state the
problem of utility maximization that the representative agent faces. In the equilibrium of
the economy the inflation rate and the value of the other concerning variables (consumption
and real monetary balances) are determined. Subsequently, the Hamilton-Jacobi-Bellman
equation (HJB) is solved to determine the optimal decisions of the representative agent.
Finally, the impact of the derivatives market on the inflation rate is assessed.

JEL Classification: G13, E52, C61,
Keywords: stochastic volatility, derivatives market, monetary policy, stochastic dynamic optimization.



1. Introduccion

Los mercados financieros han presentado un acelerado crecimiento en las dltimas décadas y
los productos derivados son un ejemplo mds de las grandes innovaciones financieras. Estos
mercados han cobrado gran relevancia ya que han modificado las decisiones de inversién
de los diferentes agentes y, por tanto, podrian tener impactos significativos sobre la politica
econdmica. Sin embargo, a pesar de la vasta investigacion al respecto, la evidencia
empirica acerca el impacto que tiene el mercado de derivados sobre la politica econémica
no ha sido determinante en todos los casos, especificamente sobre la politica monetaria. El
objetivo principal del presente trabajo es responder a las siguientes interrogantes: ;Como
afecta el uso de productos derivados a los objetivos de politica econémica? ;Qué tipo de
relacion existe entre la tasa de inflacion y la volatilidad de los derivados, suponiendo a la

tasa de inflacion como el Unico objetivo de la politica monetaria?

La literatura sobre la relacién entre la politica monetaria y el mercado de derivados
es abundante pero los resultados no son concluyentes, no sélo en cuanto a la existencia de
una relacién entre los derivados y la. politica monetaria, sino también en cuanto al grado de
afectacion de la transmision de las acciones de politica monetaria. Investigadores como
Fender (2000a, 2000b), Morales (2001) y Vickery (2008) mencionan que la evidencia
encontrada no es suficiente para probar una relacion entre la politica monetaria y el
mercado de derivados y que lo unico posible es que los derivados impacten al canal del
crédito. En el mismo sentido, Vrolijk (1997) encuentra evidencia empirica de que las tasas
de inflacién no se ven afectadas por la presencia de productos derivados en la economia.
Sin embargo, existen estudios como los presentados por Bank for International Settlements
(BIS) (1994) y Upper (2006) en los que se presenta evidencia de que los derivados hacen
mds eficiente la trasmision de la politica monetaria. Por otro lado, también hay
investigaciones que aportan evidencia empirica en el sentido opuesto, pues afirman que la
presencia de un mercado de derivados es un factor que desvia los objetivos de la politica

monetaria, como es el caso de Gomez et al. (2005) y Hunter y Smith (2002).

Es posible encontrar, también, otro tipo de investigaciones que no son determinantes

en cuanto a sus resultados y sélo se limitan a decir que dependiendo del tamafo y



desarrollo de los mercados financieros es la afectacion sobre la politica monetaria. Un
ejemplo de estos trabajos son los presentados por: Vrolijk (1997); Mies, Morandé y Tapia
(2002) y Gémez et at. (2005). Por otro lado, Wagner y Berger (2005) y Beltratti y Morana
(2006) mencionan que es la volatilidad de los mercados financieros la que afecta la tasa de
inflacién. En esta investigacion se plantea como hipétesis principal que la tasa de inflacién
es afectada por la volatilidad de los instrumentos derivados.' Esta investigacién extiende el
trabajo de Bernal y Venegas (2011) en el que se supone constante la volatilidad asociada a

todas las variables relevantes.

El trabajo se organiza como sigue: en la siguiente seccidon se establecen las
principales variables en la economia y se definen los activos a los que el agente
representativo (consumidor) tiene acceso. La restriccidon presupuestal se establece mediante
una ecuacidén diferencial estocastica. Se determinan, también, los rendimientos de los
activos. Es necesario hacer uso del cdlculo estocéstico para determinar la dindmica de la
riqueza en términos reales. En esta seccion también se introduce el problema de
optimizacién que enfrenta el agente representativo de la economia. La seccion 3 caracteriza
el equilibrio en donde de determina la tasa de inflacion y el valor de las demads variables de
interés (consumo y saldos monetarios reales). Se plantean los tres principales supuestos que
producen el equilibrio a esta economia y que completan el esquema bajo el cual es posible
obtener una solucién al problema de maximizacién de utilidad del agente representativo. En
en la seccion 4 se presentan las conclusiones y, por dltimo, dos apéndices muestran las

soluciones detalladas.

2. Estructura de la economia

En esta seccion se establece la estructura de la economia, tal como la descrita en Venegas
(2006) Es necesario especificar la dindmica de cada una de las variables que integran la
estructura econdmica y, en particular, aquellas que afectan las decisiones de los
consumidores. El equilibrio en la economia se determinard a través de un modelo de
volatilidad estocdstica, lo que hace necesario establecer algunos supuestos extras: los

individuos son homogéneos (en gustos y dotaciones), por lo tanto cualquier consumidor

! Para comprobar dicha hipétesis se hace uso de un modelo de volatilidad estocdstica con una estructura
econdmica similar en Venegas (2000), (2006), (2006a) (2008), (2009) y (2009a).



serd un agente representativo; la economia sélo produce un bien, y es decision del agente
representativo destinarlo a su consumo o a la tenencia de activos. Se supone, ademas, que el
agente representativo conoce la dindmica de las variables que conforman esta economia y
maximiza su satisfacciéon en cada momento. Dicho en otras palabras, se trata de un agente
racional que resuelve su problema de maximizacién de utilidad sujeto a su restriccion
presupuestal. El agente representativo obtiene satisfaccion tanto por el consumo de un bien

genérico como por la tenencia de saldos monetarios reales.

En cuanto a las variables relevantes para el modelo en cuestion, se describe primero

a la produccién que es denotada por y, y estd definida por una ecuacion diferencial

estocéstica de la siguiente forma:

dy, =y, (u,dr + 0, dW,), (1

donde 4 es la tasa de rendimiento media esperada por la inversion en el activo fisico
(capital), o, es la volatilidad asociada (la cual se supone constante) y W, es un
movimiento geométrico browniano.

Es necesario suponer, también, que el banco central es el unico encargado de emitir
dinero. Asi, los consumidores pueden tener en posesion saldos monetarios y son valorados

por su servicio de liquidez. Ademds, la politica monetaria es conducida de forma tal que la

oferta monetaria, denotada por M, , satisface la siguiente ecuacion diferencial estocdstica:
dM, =M, (p,dt +o,,dW,, ), (2)

donde g, es la tasa de crecimiento media esperada de la oferta monetaria y o,, es la

volatilidad de la oferta monetaria. Por su parte la volatilidad de la oferta monetaria es
estocdstica y por simplicidad se denotard en términos de la varianza, V,, como o, =V, la

cual también es conducida por un movimiento geométrico browniano:

dv, =V, (u,dt +o,dW,, ), 3)

donde 4, es latendencia de la varianza y o, es la volatilidad de la varianza.



En cuanto a los movimientos geométricos brownianos, de las ecuaciones anteriores, se

establecen las siguientes relaciones:
1) Los movimiento brownianos dW,, y dW,, estdn correlacionados de tal forma
que:

Cov(dW,,.dW,, ) = pdt.

ii) La correlacion entre dW, y dW,, es igual a cero, debido a que en la teoria

ortodoxa las variables monetarias no afectan a las variables reales:

Cov(dW dw,, ) =0.

y?

iii)  Los movimientos brownianos dW,, y dW,, estdn correlacionados de la

siguiente forma:
Cov(dW,,,dW,, )= p,dt,
donde p; es un coeficiente de correlacién entre los movimientos brownianos.

Por otra parte, se supone que los agentes perciben el nivel general de preci0s2,

denotado por P

[l

como una ecuacién estocdstica, la cual es afectada tanto por choques

reales como monetarios:
dP, = P (zdt + 0, dW, +0,,dW,, ), 4)
donde 7, es la inflacién media esperada al tiempo ¢, o,, >0 es la volatilidad instantdnea

asociada a los choques monetarios y o, >0 es la volatilidad instantdnea asociada a los

coques reales.

% Se supone que los precios siguen esta dindmica, en la que dependen de choques reales y monetarios de
acuerdo con la demanda de saldos reales de Cagan.



Adicionalmente, existe un bono cupdén cero de vencimiento instantdneo, libre de
riesgo de incumplimiento, también conocido como titulo de deuda publica, que es emitido

por el Gobierno Federal, con un precio B, que satisface:
dB, =i B dt, 5)
donde i, es la tasa de interés nominal.

Como se puede observar, esta economia presenta dos factores de riesgo, dados por

W, y Wy, y existe, hasta el momento, un tnico activo financiero al que los agentes tienen

acceso, por lo que los mercados son incompletos. Por lo cual es posible definir un activo

subyacente X, que contiene fluctuaciones aleatorias de y, y M,, y estd definido por una

ecuacion diferencial estocastica:

dX, = X, (uydt + 0, dW,, + 0y, dW,,, ), (6)

donde y es la tendencia del precio del activo, o, >0 es la volatilidad asociada con las
fluctuaciones de las variables reales y o,, >0 es la volatilidad asociada con las
fluctuaciones de las variables reales. Si X, es un activo subyacente, es posible definir un

derivado sobre el mismo, que es denotado por S, y es guiado por una dindmica estocdstica

de la forma:

dSl = St (,usdt + GS),dWyt + Oy dWMz)’ (7)

donde i es la tendencia del derivado, o >0 es la volatilidad asocia a las fluctuaciones

reales y o, >0 es la volatilidad asociada a las fluctuaciones monetarias.

Las variables anteriores definen los activos a los que el agente representativo tiene
acceso. Por otra parte, el agente representativo tiene como objetivo maximizar su utilidad y
tiene informacion completa sobre los procesos estocésticos de la oferta monetaria y de los

precios de los activos financieros. El consumidor asigna proporciones de su riqueza total a

la tenencia del activo, 0,,a la tenencia de saldos monetarios reales, €, , a la tenencia de un



producto derivado, €., a la tenencia de un bono libre de riesgo, De esta manera, la

ecuacion de la riqueza en términos reales satisface:

=

a, +s,+m, +b, ()
t
Y, . . . C e S, )
donde — es la ganancia real por la inversion en el activo fisico, s, =— es el precio real
! P
. M, . _ B, .
del derivado, m, = b son los saldos monetarios en términos reales y b, =? es el precio
t t

del bono en términos reales. La ecuacion de la evolucién de la riqueza real es, entonces,

conducida por una ecuacién diferencial estocdstica de la siguiente forma:
da, = a,[ 0,dR, +0,dR, +6,dR, +(1-60,-0, -6, )dR, |- cdr, 9)

donde dR, es la tasa de rendimiento sobre el activo fisico, dR, es la tasa de rendimiento

sobre el derivado, dR, es el rendimiento estocdstico por la tenencia de saldos reales y dR,

es la tasa de rendimiento por la tenencia de un bono libre de riesgo

Para terminar de establcer la ecuacién de la evolucién de la riqueza en términos

reales es necesario expresar las variables en términos reales, para lo cual se divide entre los
precios, P, y se aplica el lema de Itd6 para un cociente. Las tasas de rendimiento del

derivado, de la tenencia de saldos monetarios reales, del activo fisico y del bono libre de

riesgo, respectivamente, estan dadas por:

_ 2 2
dR = (,uS —7,+0p + ZGPyO'PM P +O0py —0g0p —0g,0p 0 —0g,0py )dt

' (10)
+ (asy —0p, )dW),t + (GSM — Oy )dWM[.

2 2
dR = (,UM — 7, +0p, + Oy, + ZGSMO'Py,q —0p, 0y P —OCpyOy )dt

(1)
+(0y —Opy AW, —0, AW, .



dR, = (,uy -7, - aiy +20,,0,, 0+ Oy — 20,,0,p, ) dr

(12)
+ (o*y —Op, )dWﬂ -0, dW,,
dR, =(i, = 71, + 07, + 20,0y py + Oy, )dt = 0, AW, = 07, AW, (13)

Por lo tanto, los consumidores maximizan en cada momento su satisfaccién de
forma tal que las proporciones de su riqueza que asigna a la tenencia de saldos monetarios

reales, el producto derivado y la inversion en el activo fisico sean siempre dptimas.

Cada individuo obtiene satisfaccion de dos fuentes: el consumo, c,, del tnico bien

que es producido en la economia y la tenencia de saldos monetarios reales m, (Venegas-

Martinez, 2008). La funcién de utilidad satisface
w=u(c,m), u >0, u,<0, u,>0, u,<0, (14)

Se supone que los individuos son adversos al riesgo y se elige la siguiente funcién de

utilidad:
U(ct,mt,t)=goln(ct)e"5'+(1—(p)ln(mt)e’§’ (15)

donde O es la tasa subjetiva de descuento, es decir, la tasa a la que los individuos
descuentan la utilidad generada por el consumo futuro, la cual refleja el grado de
impaciencia del agente representativo. Una tasa de descuento elevada representa a un
agente impaciente por el consumo presente (Arango y Ramirez, 2007). En la ecuacién (15)

@ es un parametro que oscila entre 0 y 1 y mide la importancia relativa entre el consumo

del bien que se produce en la economia y la tenencia de saldos monetarios reales.

El consumidor representativo en esta economia enfrenta el criterio:

Maximizar E J.[goln(cx)e’g’+(1—(0)1n(mt)e’5’]ds ‘]{i (16)
0

¢.0,.0,.0

1°Ym>Ys>Yy



donde ./, representa la informacién disponible al tiempo t=0. El criterio (16) estard

sujeto a la evolucién de la riqueza real del individuo representativo, la cual satisface’:
da, =a, {Qy [(,uy -7, - O',Z,y +20,,05, 0, + Gy — 20,,0,-0,,0,p, )dt
+ (O'y —0p, )dW}J +6. [(,u‘Y -7, + 0'12,}, + 2O'P},O'PM P+ O'f,M —04,0p,
— OO P_vp 1 O_Sy Opu P~ OsyOpy )dt + (O-Sy - O-Py )dWyz + (O_SM
) ) 17)
~Opu )dWMt :| + Hm |:(:UM —T,+O0p Tt ZGSM OpyPr T Opy —O0p,Oy
— Gy 0y )1 + (0 — Oy ) AW, — 5 AW, ]+ (1-6,-6,-6,)

[(i, -7, = Gf,y +20,,0,,0, + o )dt -0, dW | —0o,,dW,, }} —c,dr.

Por conveniencia la ecuacion (17) se puede reescribir como:

da, =aq, (Hy (ay - rb)+ 0 (a,—1,)+06,(a, —rb))dt+(9y0y +0.04, —O'Py)dWyt
(18)

+(0,05y +6,0, —0p, )dW,, —%dt} ,

t

donde:

_ 2 2
a, =W, ~T,—0p +20,0p, 0 +0p —20,0,~0,,0,p0,

y
_ 2 2

a =H -7 + GPy + 20_PyGPM P+ Oy — O-SyGPy Oy O-Pypl - GSyGPMpl ~OsuOpy>
_ 2 2

A, = My =7, —Op, +204,0p, P+ 04y —0p,0y Py =0py Oy

r=i -1, —0n +2 +o,

b =L =7 —Op, T 20pOpy Py T Opy-
Para simplificar el andlisis, la ecuacion (18) se reescribe de la siguiente forma:

da, =a,| p,dt +0,dW, + 0, dW,, |, (19)

donde:

3 . . . . . ., o .,
Se sustituye a las tasas de rendimiento de los diferentes activos en la ecuacion estocdstica de la evolucion de

la riqueza real



=0, (a, =1 )+6,(, 1) +6, (@, —1) =+

a,

o,=00,+00, —0p,
Oy =004, 10,0, —0p,.

Ahora que los consumidores han establecido su funcién de utilidad y su restriccién, pueden
resolver el problema de maximizaciéon al que se enfrentan, utilizando programacion

dinamica estocastica.

3. El equilibrio de la economia

A continuacion se establecen las condiciones de equilibrio:

1. Una vez descritas la dindmicas de las variables de la estructura de la economia y los
activos a los que tiene acceso el agente representativo, se supone que tanto las

proporciones destinadas al activo fisico, Qy, a la tenencia de saldos monetarios
reales, @, la tenencia de un producto derivado, 6, , y la tenencia de un bono libre
de riesgo, 6,; asi como, el consumo, c,, son cantidades dptimas y se denotan como:
Hj , 0,60 yc .Lasque asu vez aseguran que el agente representativo maximiza

su satisfaccion.

ii.  El mercado de activos se vacia, lo que quiere decir que a6, =0

L M
iii.  La oferta monetaria es igual a la demanda de saldos reales —=m, =a,0,

t

Por su parte, la funcién de utilidad indirecta del agente representativo estd dada por:

J(a,,P,V,,t)= max Eﬁ((ﬁln(ct)e—df+(1—(0)ln(mt)e“”)ds ‘fo} (20)

¢ .0,.0,.0

m>Ys Yy

La funcién J (a P V,,t) proporciona una medida del bienestar econdémico del agente

[

representativo ya que es el nivel maximo de satisfacciéon que puede alcanzar. Asi que la



ecuacion original U (ct,m,,t) serd vista como la funcion de utilidad directa para hacer la

diferencia con J .

Para resolver el problema del agente representativo de esta economia se hace uso de
la programacién dindmica estocdstica.’ Dada la funcién de utilidad indirecta del agente
representativo y con el propdsito de obtener la solucién Optima del problema de

maximizacion, la ecuacion (20) se reescribe como:

t—dt
J(a,,P.V,,t)= max E{I [(Pln(cz)em+(1—(D)ln(mr)e“”]ds

G ’9111 ’67.& "9)'

21

- J‘ [(pln(cl)e"% +(1—go)ln(mt)e’§s]ds ‘.7-5 ,
t—dt
Se observa que la funcién de utilidad directa depende tinicamente del consumo, los
saldos monetarios reales y del tiempo, mientras que la funcién de utilidad indirecta depende
de la varianza de la oferta monetaria, la cual tiene una dinamica estocastica. Es esta la
principal contribuciéon de la presente investigacion, ya que en trabajos precedentes se
considera constante a la volatilidad de la oferta monetaria. Asi la funcién de utilidad
indirecta depende de cuatro variables. Para determinar a la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-
Bellman se obtienen primero las ecuaciones recursivas de la programacion dindmica’, que

arrojan como resultado:

0=pln(c,)e ™ +(1-@)In(m)e™™ +J,+J a,u, +J ,Pr,+J,V, 1, +J a,P, (O'PyO'ay

2
TOpOuwm Pt Opy 0P T OpyOuy ) +JwaV,0.,0y0,+JpEV,0p,0,0,+J a0, (22)

aa”’t

1 1 1 1 1
(5 O-azy T0,0um P +EO-5M j + JPPPr2 (E O-Iz’y T0p,Opy Py +50123M ] +EJVV‘/IZO-‘%'

Para determinar la solucién de la ecuacién se propone un candidato de solucién de la

forma:

J(a,P.V,t)=F(a

e, (23)

[ A §

* La programacién dindmica es muy itil en la solucién de problemas de optimizacién en donde se toman
decisiones en varias etapas. Dicho método se basa en el principio de optimalidad, el cual establece que dada
una politica 6ptima, cualquiera de sus politicas es también optima (Venegas-Martinez, 2008).

> Todas las ecuaciones recursivas se presentan en el Apéndice 1



del cual se puede deducir que J, = —5F(a,,P,,K)e“” y J,=F, J, =F

in

. Por lo que

la ecuacién (17) puede ser ahora reescrita como:

€30 05,0,

0= max { eln(c,)+(1-@)In(m,)-S6F (a,,P.V,)e™” + F,a,u, + F,Px, + F,V,u,

+FaF, (GPyO—ay 1+ 05,0, Pt O0py 0P T O0py Oy ) +FaVo,0,p0,
1 24)

1 1
+Fpy BV,0py0y0, + F, a; (E O-jy T 04O um Py +§O-;M ) + FPPPIZ (5 sz’y

aa”"t

1 1
TOp,Opy Py +EO-12’M j+5FWVIZO'5:|.

127t

Ahora se asigna una forma funcional a F (a[ ,P,V ) . Se propone:

F(a,.P.V,)=B,+B[In(a,)+In(P)+In(V,)], (25)

de donde se tiene que

A continuacion se sustituyen las derivadas parciales de F en la ecuacion (24) para obtener:
0= (/)ln(ct)+(1—go)ln(m[)—5[ﬁo + 5 (ln(at)+ln(Pt)+ln(Vt))]+,Bl,ua + B,
1 1 1 1
+ ﬂl:uv - ﬂl [E Guzy + Gay O Pt 5 UjM J - :81 (E Glz’y + GP_VGPM Pt E UIZJM j (26)
1
- E 181 O'é >

dado que, son conocidos los valores de u,, o, y 0, , se sustituyen en la ecuacion

anterior, por lo que:



0=gpln(c,)+(1-9)n(m,)~ 5[ £, + B, (n(c,) +1n(B) +In(V, ))]+ﬂ{ (e, - 5)

+9x(as_’?;)+‘9m(as_rb)_% }+ﬂ1”z+ﬂ1ﬂv ﬂl[ (00 +‘96s §7Py)2 (27)

t

1 2
+ (gyo-y + aYo-Sy - O-Py)(gso-SM + ‘9mGM ~—Opy )pl +5(9SGSM + Hmo-M ~Opuy ) :| - :Br
La ecuacion (27) puede expresarse como:

O:goln(cl)+(1—(o)ln(ml)—5[ﬂ0+,B](1n(a,)+ln(P)+ln( ))}+ﬂl ( )
00,0, ~1)+ B0, (0, =)= B i+ B, B 30107 +206,0,0,

t
2 2 2 2
—20,0,0,, 10,05, —20,05,0,, +0p, ) +p, (6’50),0'},05M +6 0,05 —0,0,0,

(28)
+6,0,0,0,+6,00,0,—0,0,0, —0.0,,0, —0.0,,0, +0,,0 )
14922 26 6 260 0 o, —20 2 L 5o
+§ s Osy +40,0,0,0¢, —200,,04, +0,0, —20,0,0,, +0py, __IBIGPy

1 1
_ﬂlo-Pyo-PM P _Eﬂlalz’M _Eﬂl(j\%-

Para determinar el valor del consumo, c,, la proporcion de la riqueza destinada a la
tenencia de saldos reales, &, , la proporcién destinada a la inversion en el activo fisico, 6’},

y la proporcién destinada a la tenencia de un producto derivado, 6., se debe retomar la

ecuacion (28), con la consideracion del tercer supuesto de equilibrio, que establece que

m, = a,0, . En cuyo caso la ecuacion (28) se reescribe como:

0:gpln(ct)+(1—gp)ln(at9m)—5[ﬂ0+ﬁ1(ln(a,)+ln(P[)+ln( ))]+ﬂ1 ( )
+ 80, (a,— 1)+ B0, (a, — 1)~ B+ B, + Bty — ﬂ,[ (602 +26,60,0,0,
a

t
2 2
—-20,0,0p, +0; asy —20,05,0,, + o )+ £ (6?519},0),0'51” +8 0,0, —0.0,0,
29
+6,0,0,0, +6,00,0, —6,0,0, —00,,0 —0.0,,0 -I-(TPMGPY) @9

+5(9320-§M +20,0,0,, 05, —20,0,,05, +0,0y —20,0,0,, +0py, )i|_%ﬂlo-123y

1 1
—BOp Oy Py~ Eﬁlo-lz’M - Eﬂlo-\z ’



Posteriormente se deriva con respecto a las variables de decision. Para poder simplificar la

ecuacion anterior se sustituyen los valores de « g O, O,y 1, para obtener:

0=pln(c,)+(1-9)In(a,6,)-5[ B+ B In(a,)+ B In(P)+ B (V,) ]+ 50,1, ~i)

. . c,
+ﬂ16s (ﬂS _l)+ﬂ10m (/’lM _l)_ﬂl a_+ﬂl7z-t +ﬂ1/uv _%1819)20-)2 _ﬂlasey (O-yO-Sy (30)

+0,04, P ) -5 Hvz (O-Szy + 04,050 T YA O-SZM ) - B Hmey OuO,pP — 56,0, (O-M O

2 2 2 2
TOuOsu )+ %ﬁlemo-M +ﬂIO-PM _%pr

En primer lugar se deriva a la ecuacién (25) con respecto de c,. Con lo que se

obtiene:

O:ﬂ_ﬁ y Cf:q)i

¢ a B b

Es posible observar que el consumo no depende de variables financieras, mientras que si
depende de la riqueza del agente representativo y del pardmetro ¢ que mide la importancia
relativa que este agente asigna al consumo y a la tenencia de saldos monetarios reales.
Ademais, la relacion que se presenta entre el consumo, la riqueza y el pardmetro que asigna
la importancia relativa entre consumo y saldos reales, es directa, lo cual demuestra que si la
riqueza aumenta, lo hard también el consumo y de la misma forma con el pardmetro ¢ .
Dicho resultado es bastante intuitivo si se piensa en cualquier consumidor inmerso en una
economia, pues cuanto mayor es su ingreso mayor es su consumo. Y lo mismo sucede con
la importancia que él asigna al consumo, si su preferencia se inclina hacia el consumo

(cuanto mds se acerque ¢ a 1) su consumo aumentrd.

Para determinar los saldos monetarios reales y la tenencia en el activo fisico se

deriva la ecuacién (25) con respecto de 6, y &, . Si se deriva con respecto de 6, se

obtiene:

0179
7

m

+ 131 (IUM - i) - ﬂIQyUM Gypl - ﬂles (O-M GSypl +0, 0y )+ ﬁlgmaffl .



Por la primera y segunda condicién de equilibrio & =6, =0, de forma que la ecuacién

anterior queda como:

1—
0= ( 0 (p) +5 (/JM - i) _ﬂleyo-Mo-ypl +ﬂlemo_1%/1 , (32)

m

Por el momento no se determinard el valor de los saldos monetarios reales , 8, , dado que en

la ecuacion también se encuentra la proporcion destinada al activo fisico. Ahora se deriva la

ecuacion (25) con respecto de 6, :

0=p (/’ly - i) - ﬂﬂyo‘i - B0, (O-yO-Sy +0,04, 0 ) -p6,.0, O,p
Por la segunda condicién de equilibrio la ecuacion anterior se reescribe como:
0=4 (ﬂy _i)_ﬂlgyo-)zr - 6,0,0,p: (33)

Como se puede observar con las ecuaciones (32) y (33) se puede formar un sistema de

. . NP . 6
ecuaciones de dos variables con dos incégnitas, 6, y @, , cuyo resultado estd dado por”:

6, =11 (34a)
m

0,, =11 (34b)
UE

Si se rastrean las variables que conforman a 6, es posible observar que cuando aumenta la

tasa de interés disminuye la demanda de saldos reales. Un aumento de la tasa de interés
nominal hace que el agente representativo sustituya su dinero por bonos, lo que reduciré la
tenencia de saldos monetarios reales. Cuando las tasa de interés son elevadas es mucho mas
atractivo para los consumidores invertir que consumir, mientras que cuando las tasas de

interés son bajas preferiran consumir.

+
0, =, -, [%j (35a)
3

® El proceso de resolucion de este sistema de ecuaciones se encuentra en el Apéndice 2



m=n
0,, = w5~ o, (U—J (35b)
3

A su vez las ecuaciones (30a) y (30b) nos indican el valor de la tenencia del activo fisico

depende directamente de su prima de riesgo, u,—i, y depende, de forma inversa, de la
volatilidad del derivado, oy, . La relacion inversa con la prima de riesgo del activo fisico

indica que si disminuye la prima de riesgo del activo fisico, serd mas atractivo para el
agente representativo invertir en otra clase de productos que en el activo fisico. Dado que el
otro producto financiero al que tiene acceso es consumidor es un producto derivado, puede
decirse que cuando la prima de riesgo del activo fisico aumenta, el agente representativo
disminuird su inversion en el activo fisico y decidird invertir una mayor cantidad de su

riqueza en productos derivados.

Para determinar la tasa de inflacién de equilibrio es necesario hacer mencion de la

tercera condicion de equilibrio que establece:

M
: = mt = atem
I
y se puede re expresar como:
M 1
p=—tr_ 36
A (36)

Si se aplica el lema de It6 para un cociente a la ecuacién anterior se obtiene:

d(Mt/af)
(M, /a,)

= (,uM —H, Oy O, Py =0y Oy + %ij TO,OmPrt %O_jM )dt 37)

+(oy —o, )dW,, — o, dW

yt

Ahora, si se emplean las condiciones de equilibrio y se toma en cuenta la ecuacion (37) y el
proceso de la tasa de inflacién tal y como lo describe la ecuacién (4) se observa que la tasa

de inflacién estd compuesta por:



1) latendencia de la inflacién media esperada

1
ﬂ-t = (luM _lua _O-MGaypl _O-Mo-aM +%G§y + O-ayo-aMpl +%G§M )9_ (38)

m

2) y por sus volatilidades

O, —O

Oy :% (39)
o,

Op, == i (40)

Al mismo tiempo es posible recordar que el crecimiento medio esperado de la riqueza

satisface:

. . C
u, =0, (,uy —i,—20,,0,—0.,0,p, ) +6, (,uM =i, —0p,0y P, —OpyOy ) —a—’ 41)

t

y las volatilidades de la riqueza real son:

O, = HyO'y —Op, (42)
Ouwm = QnGM ~Opy (43)

Para obtener el valor de la tasa de inflacion de equilibrio y sus respectivas volatilidades se

resuelve el sistema de ecuaciones de seis ecuaciones con seis incognitas de (37)-(43). Con
lo que se obtiene que la inflacién media esperada de equilibrio es:
i . 2 2

7, =t |:1uMa)1+9y (,uy(z,—a)l)+7/l)+6?yaya)l+7/2] (44)

l, — s

donde:

Y1=0p0yPrt0pyOy



YV, =20,,0,=0p,0,p;.

4. Conclusiones

Es posible destacar tres principales resultados: 1) la inflacién es una variable que depende
de shocks monetarios y reales, lo cual dice que es afectada tanto por variables monetarias
como reales; 2) La oferta monetaria junto con su volatilidad se relacionan de manera
positiva con la tasa de inflacion, es decir, un incremento en la oferta monetaria o en su
volatilidad traeria como consecuencia un incremento en la tasa de inflacion o sea en el nivel
general de precios; y 3) si las volatilidades de los activos financieros afectan a la tasa de
inflacién, se puede verificar la relacion existente entre el mercado financiero y los objetivos
de la politica monetaria. Asi, se ha encontrado que tanto la tendencia como la volatilidad
del mercado de instrumentos derivados afecta a la tasa de inflacion. Por lo tanto se verifica

la hipétesis planteada para este trabajo de investigacion.

Apéndice 1
A continuacién se obtiene la ecuacion Hamilton-Jacobi-Bellma asociada al problema de

maximizacion:

[qoln(cs)e"‘)" +(1- qo)ln(m,)e“s’]ds

Maximizar E{

€0,,,6;.0,

O =y 8

]—"0}. (A2.1)

Con el propdsito de caracterizar una solucién del problema planteado se define la siguiente

funcion de valor:

¢0,.0,.0

m>Ys Yy

J(a,,P,V,,t)= max Eﬁ((pln(cl)e5‘Y+(1—g0)ln(mt)e5“)ds ‘fg} (A2.2)

Por lo tanto,



t—dt
J(at’Pz’Vz’t) = max E{ J I:gpln(cr)e*&Y +(1_(0)1n(ml)€75s:|ds
o t (A2.3)

+ [ [om(e)e” +(1-g)in(m)e " s |4

t—dr

Para expresar la ecuacion anterior en términos de J (a, , R,Vt,t) se reescribe de la siguiente

forma:

t+dr
_ —ot -5t
J(a,,l’,,‘/,,t)—q’r;},ag(ﬂyE{J [goln(c,)e +(1-¢)In(m ]dt
' (A2.4)

7}

+ [ J(a,+da, B+dR,V,+dV, t+dt)dt |7

t+dt

Se separa a la funcion J :

t+dt
ot —ot
J( ,P,V, t)-qrgnagxg E{ I [goln(ct)e +(1 gp)ln ]dt+0 dt)
' (A2)5)
+J(a,,P,V,,t)+dJ (da,,dP,dV,,dr) |F

l" t? t

Es consecuencia,

0= max E{[(pln(c[)e_a"+(l @)In(m ‘”]dt+0 dr)

¢ .0y 0,0,

(A2.6)
+dJ (da,,dB,dV, dr), | 7}.

Para continuar con el problema se escribe dJ con el lema de Ito. Si J (a,, P,V,.1),

[

A7 =J,(da,)+7,(dP)+J, (dV,)+J, (dt)+%[]aa (da, ) +J,, (dB) +J,, (4V,)

+J,(dt)" +2J,,(da, ) (dP)+2J,, (da,)(dV,)+2J,, (da,)(dr) (A2.7)
+ 27,y (dB)(AV,)+27,, (dB)(dt)+ 27, (dV, )(dr),

donde:

J.: primera derivada parcial con respecto de i



J,; - segunda derivada parcial con respecto de i y luego de i
(da,)’ =a? (O'fydt +20,,0,,pdl + GjMdt)
(dv,)" =V cldr

(da,)(dP)=aqa,P, (UPyO'aydl‘ +0,,0,,pdt +0,,0, pdt+0,, O'aMdl‘)

(4a,)(@V,) =Y, (0,0, p,d)
(dR)(dV,) = BV,0,,0, pydt
(dr)' =0, (da,)(dr)=0; (dP)(dt)=0; (dV,)(dr)=0.
Si se sustituyen las diferenciales en la ecuaci6n (A2.7) se obtiene
dJ =J,a,udt+J,a0,dW, +J a0, gW,, +J,Prdt+J,Po,dW, +J,Po,,dW,,
+J,V u,dt +J,V.o,dW,, +J dt + % Jalondi+J al0, 0, pd0
aa% Tt y

+ % J a’c’,dt+ % JppPlondt+J,, P, 0y pydi + % JpP’or,dt (A2.8)

alEO-PyO-aydt + JaPatEO-PyGuM pldt + JaParPIGPM Gaypldt

1
+§JWVIZO'5dt + JaP

+ JaPatPtGPM JaM dt + JaVat‘/rGaM O-szdt + JPV Pt‘/to-PM GV p2dt

y si se factoriza esta ecuacion, se tiene que

aa”’t

1 1
d‘] = |:Jaat/ua + JPPtﬂ-t + JV‘/t/uV + Jt + J az (E O-jy + UayGaM Iol +Eo-jM )

1 1 1
+ JPPPz2 (5 Giy + OpyOpy P + EO'}Z,M J + 5 JVV‘/tzo-\i + JaPatE (O-Pyaay
05,0, Pt OpyOuPr T O0py Ouy ) +JaV,o,,0,p0, (A2.9)

a’t~ ay

+Jpy PV.G 11 Oy 0y }dt +(/,a,0, +J,Po, )dW, +1,V,c,dW,

+(J,4,0,, +J,Po,, )dW,,.

Abhora se sustituye a la ecuacion (A2.9) en la ecuacion (A2.6):



0= max E{ [(pln(ct)e_‘j’+(1—(0)1n(mr)e“”}dt+0(dt)+[]aat,ua+JPP,7z,

¢,.0,.0,.0,

1 1 1
+ JV‘/tluV + J + Juaat (5 O-jy + Gayo-aMpl +505M j + JPPPZ2 [E O-IZJy
L 2 ! 252 P A2.10
+EGPM +E‘]VV‘/t Oy + JaPa (O-on-a} + Opy O Pt Opy aypl ( : )
+GPM O-aM ) + ‘]avarva O-Vp2 + ]PVPt‘/tO-PM va2 :'dt + (‘]aalaa)

+1, R0y, AW, +(1,8,0, +J,PC,, )AW,, +J,V.AW,

%

t

Se toman esperanzas’ y se divide entre df y se considera el teorema del valor medio del

célculo integral®

0= max [goln c,)e " +(1-¢)In(m,)e ™ +J a,u, +J ,Pr,+J,V,u, +J,

¢.0,,.6

1 1 |
aa t EG + Ga\rGaMpl +—- 2 JaM + JPPP 2 JPy + GPyJPMpl

(A2.11)
1 1
+EJ;M j + E J VVzZG\i +J pa,F, (GPyJay TO0p, 0P+ Opy Oy
JPM GaM + at‘/taaM GVp2 + JPVI)t‘/tGPM O-Vp2 ]
Se reordenan los términos y si ¢, y m, son Optimos se satisface que:
0=pln(c,)e” (1-)In(m,)e” +J,+J au, +J,Pr,+J, V., +J ,a,P (a,,yaay
TOpOum Pt OpyOuyPr T Opy Oum ) +J @ V,0,,0yP, +J oy BV,0p, 0y P,
(A2.12)

1 1 1 1
+J a’ (20' +0, (TMpl-i-zO'qu-l-JPPP (20§V+0P),GPMp1+EaﬁMj.
1
+EJWV,20§

La condicidn anterior es la ecuacion Hamilton-Jacobi-Bellman.

7 z . P 2 . .. . . .
Los términos estocdsticos desaparecerdn debido a que los movimientos brownianos se distribuyen de forma

normal con media cero varianza df de forma que: dW ~ A (0 d[)

¥ El teorema del valor medio del calculo integral dice que si se tiene I f(x)dx=f(a)(b—a)+o(b—a)y

a

0 2
@aosihao,porejemplo (h):%zh—>0 si h—>0



Apéndice 2

En este apartado se obtienen los optimos valores de 6, y 6, a través de un sistema de dos

ecuaciones que se presentan a continuacion:

o179

—+t ﬂl (/UM - i) - ﬂleyo-M o,pt ﬁlemaﬂzl

0

m

Este sistema para simplificarse puede ser reescrito como:

,
0=—"+w, -0 +w,0
9 2 3%y 4%m

m

0, = w;— w0,

donde:

(01: 0)5: )
g,

: foXes
a)ZZﬂl(:uM_l) W = ;_M

o; = Bpoy o,

, ::8161%4-

(A3.1)

(A3.2)

(A3.3)

(A3.4)

Para comenzar con la resolucién del sistema se sustituye a (A3.4) en (A3.3) para obtener:

a)l
O:lg—+a)2+a)3a)5 +0, (0, —w,0;)

m

y se multiplica por 8, para obtener

02 (o, — 0,0,) + 6, (0, + 0,0,) + @

m

Por lo tanto,

(A3.5)

(A3.6)



P i\/(a)2 +ow;) —4(o, —0,0,) 0,
" 2(0,-w0;)

Ecuacién que puede ser reescrita como:

9 :771i772

e

(A3.7)

donde:

=0, = 0,0

n, = \/(a)2 + w0, )2 ~4(w, - 0,04 o

n, =2(o, - ,0,)

\/J )

de forma que existen dos posibles valores de 0, :

912771“72 yg _771_772.

m m2

YR 5

Para encontrar el valor de &, se sustituyen los valores de 6, en la ecuacién (A3.4), para

obtener:

+ —
0, = o5 — o, (_771 7, ] y 6, =a,-ao, [_’71 L ]
g Ug
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