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Introdu
tionBla
k et S
holes ont proposé en 1973 un modèle de mar
hé �nan
ier qui 
onduità une formule simple pour 
al
uler le prix d'une option européenne sur un a
tifboursier. Bien que les formules de Bla
k-S
holes soient expli
ites, le modèle reposesur 
ertaines hypothèses qui ne 
orrespondent pas exa
tement à 
e que l'on observesur les mar
hés �nan
iers. L'une des 
onditions du modèle est que la volatilité dumar
hé est 
onnue et 
onstante. La réalité du mar
hé montre que 
ette hypothèsen'est pas véri�ée et que la volatilité dépend ne serait-
e que du temps. Ainsi, lebut de notre rapport est de présenter des extensions du modèle de Bla
k-S
holes
lassique qui prennent en 
ompte les variations de la volatilité du mar
hé et devéri�er que 
es modèles représentent au mieux le mar
hé.Nous 
ommen
erons par introduire en préambule les notions et les hypothèsesmajeures des mar
hés �nan
iers et par exposer les prin
ipes de base des options.Ensuite, nous détaillerons, dans une première partie, le modèle de Bla
k-S
holes etnous démontrerons la formule du prix d'un 
all. Nous traiterons également le 
as oùla volatilité dépend du temps. La deuxième partie sera 
onsa
rée à la modélisationde la volatilité en tant que pro
essus sto
hastique. Nous présenterons dans ladernière partie les simulations des di�érents modèles étudiés. Un 
ertain nombrede théorèmes né
essaires au 
ours des démonstrations sera ré
apitulé en appendi
e.0.1 Mar
hés �nan
iers en temps dis
retLe but de 
e paragraphe est d'introduire un 
ertain nombre de notions relativesaux mar
hés �nan
iers. Nous nous plaçons, par sou
i de simpli�
ation, dans le
adre d'une évolution temporelle dis
rète. Néanmoins, 
es notions s'étendent au
as 
ontinu. Un mar
hé �nan
ier est 
ara
térisé par l'évolution temporelle d'un
ertain nombre d'a
tifs. L'unité de temps peut 
orrespondre, par exemple, à unmois, un jour, ou en
ore une heure. On suppose qu'il y a sur le mar
hé p + 1titres. L'évolution du prix du titre i est représentée par une variable aléatoire
(Sk

i )0≤k≤N où N joue le r�le d'un horizon temporel appelé horizon du mar
hé quireprésentera à la fois le temps d'observation du mar
hé et la date d'é
héan
e desoptions 
onsidérées. Le premier a
tif S0 joue un r�le parti
ulier, il représente le4




ours d'un titre non risqué tel un livret de 
aisse d'épargne. Les autres a
tifs sontdes titres risqués tels les a
tions de 
ompagnies 
otées en bourse. L'informationdont dispose l'investisseur à l'instant k est modélisée par une tribu Fk et on a :
F0 ⊂ F1 ⊂ ... ⊂ FN−1 ⊂ FN .On suppose que F0 = {∅, Ω} où Ω est un ensemble �ni d'aléas possibles, et FN =

P(Ω).Gestion de portefeuilleOn 
onsidère un investiseur qui 
onstruit son portefeuille de φi
0 titres de type ià l'instant initial. A 
haque instant k, on note φi

k le nombre de titres de type i dansle portefeuille de l'investisseur. Une stratégie de gestion de portefeuille 
orrespondaux 
hoix su

essifs des parts des di�érents titres dans le portefeuille. Ce
i peutse traduire par le pro
essus aléatoire φ = (φk)0≤k≤N = (φ0
k, φ

1
k, ..., φ

p
k)0≤k≤N . Lavaleur du portefeuille à l'instant k est ainsi donnée par :

Vk(φ) = φk · Sk =

p∑

i=0

φi
kS

i
k.� Lorsque φi

k est négatif, 
ela signi�e qu'il y a eu une vente à dé
ouvert de −φi
kpart du titre i : 
'est un emprunt de −φi

kS
i
k euros.� Lorsque φi

k est positif, 
ela 
orrespond à une vente de φi
k part du titre i et àune valeur de φi

kS
i
k euros.La prévisibilitéElle signi�e que l'investisseur 
hoisit la 
omposition de son portefeuille à l'ins-tant k +1 ayant uniquement l'information disponible à l'instant k. Cela se traduitpar la 
ondition suivante :

∀i ∈ {0, 1, ..., p},
{

φi
0 est F0-mesurable

∀k ∈ {1, ..., N}, φi
k est Fk−1-mesurableL'auto�nan
ementC'est le 
omportement d'un investisseur qui, entre les instants k et k + 1, réor-ganise son portefeuille en le faisant passer d'une 
omposition φk à une 
omposition

φk+1 de telle sorte que sa valeur totale reste in
hangée. Il n'y a don
 ni apport niretrait de fonds. Ce
i dé�nit une stratégie qui véri�e :
∀k ∈ {0, ..., N}, φk · Sk = φk+1 · Sk.5



On remarque que les variations des valeurs des portefeuilles auto�nan
és sontuniquement liées aux variations des prix des a
tifs. Autrement dit :
Vk+1(φ) − Vk(φ) = φk+1 · (Sk+1 − Sk).Stratégie admissibleUne stratégie φ est dite admissible si elle est auto�nan
ée et si l'investisseurest en mesure de rembourser ses emprunts à tout instant k, 
e qui se traduit par :

∀k ∈ {0, ..., N}, Vk(φ) ≥ 0.La notion d'arbitrageL'arbitrage dé�nit toute opération �nan
ière apportant un gain 
ertain sansprise de risque. L'une des hypothèses fondamentales des modèles usuels est l'ab-sen
e d'opportunité d'arbitrage. Autrement dit, il n'existe au
une stratégie �nan-
ière permettant, ave
 un investissement initial nul et sans subir de pertes, d'avoirà l'é
héan
e N la possibilité de réaliser un gain. Autrement dit une stratégie d'ar-bitrage est une stratégie admissible telle que :
{

∀ω ∈ Ω, V0(φ(ω)) = 0
∃ω ∈ Ω, VN(φ(ω)) > 0.Le mar
hé sans opportunité d'arbitrage est dit viable. Si l'hypothèse d'absen
ed'opportunité d'arbitrage est aussi fondamentale, 
'est qu'il y a pour 
ela les raisonste
hniques suivantes : si le 
ours d'une a
tion a une évolution qui rend possible unestratégie d'arbitrage, 
elle-
i va faire l'objet d'a
hats massifs, 
e qui aura pour e�etde faire monter son 
ours, faisant ainsi s'évanouir les espoirs de gains sans risquequ'elle pro
urait. On peut don
 admettre qu'en régime stationnaire, tout mar
héest viable. Le retour à la viabilité est d'autant plus rapide que la spé
ulation estimportante.Mar
hé 
ompletOn dé�nit un a
tif 
onditionnel par une variable aléatoire réelle positive FN -mesurable. Un exemple d'a
tif 
onditionnel est le pro�t h que permet un 
alleuropéen sur un a
tif de prix (Sk)0≤k≤N . On a h = (SN − K)+ où K est le prixd'exer
i
e.Soit h un a
tif 
onditionnel. On dit que h est simulable (ou en
ore répli
able)s'il existe une stratégie admissible dont la valeur à l'instant N est égale à h.Un mar
hé est 
omplet si tout a
tif 
onditionnel est simulable.6



0.2 Le fon
tionnement des optionsPour mieux 
erner l'enjeu de 
e rapport, nous allons d'abord pré
iser 
e qu'estune option. Une option est un produit dérivé, 
oté sur un mar
hé spé
i�que (àParis, 
'est le MONEP), et qui trouve son origine dans la volonté de se prémunirdes risques d'évolution défavorable des 
ours d'un a
tif dit sous-ja
ent qui est 
otéen Bourse. Il existe deux grands types d'options : les options d'a
hat (
all) et lesoptions de vente (put). Ce sont des 
ontrats qui donnent respe
tivement le droitd'a
heter ou de vendre à une date future une 
ertaine quantité d'un sous-ja
ent,qui peut être, par exemple, une a
tion, un indi
e, une devise, à un prix �xé àl'avan
e appelé prix d'exer
i
e ou strike, et 
e, quelle que soit l'évolution réelle du
ours du sous-ja
ent. Ce droit est limité dans le temps, et le détenteur de l'optionne peut pas le faire valoir au-delà d'une date �xée à l'avan
e : l'é
héan
e. S'il nepeut exer
er 
e droit qu'à l'é
héan
e, l'option est dite européenne. S'il peut le faireà tout moment pré
édant l'é
héan
e, il s'agit d'une option améri
aine. Dans lasuite, nous nous intéresserons uniquement aux premières, 
ar elles sont de loin lesplus fa
iles à modéliser. Signalons toutefois qu'il existe d'autres sortes d'options(bermudiennes, asiatiques) et que, devant la diversité 
roissante des produits �nan-
iers proposés par les banques, les options européennes ne forment que 5% environdes options négo
iées. Pour autant, leur modélisation 
onstitue un véritable 
asd'é
ole. Comme il vient d'être dit, une option est bien un droit et non une obli-gation, 
e qui implique un 
oût à payer d'avan
e (appelé prime) pour 
e servi
eproposé par les organismes �nan
iers. En e�et, le détenteur de l'option peut nepas exer
er l'option à l'é
héan
e, au quel 
as, 
elle-
i é
hoit, mais il peut égale-ment la revendre sur le mar
hé, si elle n'est pas en
ore arrivée à é
héan
e. C'estl'évaluation obje
tive de la prime qui fait l'objet de nombreux modèles 
omplexes,permettant de véri�er si le 
ours du mar
hé, résultant de l'o�re et de la demande,est en a

ord ave
 le prix théorique.Examinons plus pré
isément le 
as d'un 
all européen de prix d'exer
i
e K etd'é
héan
e T . Le 
ours de l'a
tif sous-ja
ent à l'é
héan
e est ST . A l'é
héan
e, deux
as se présentent pour le détenteur de l'option :� Si ST > K, il exer
e l'option, 
'est-à-dire que le vendeur de l'option lui 
èdel'a
tif au prix K, qu'il peut revendre immédiatement sur le mar
hé pourréaliser un béné�
e de ST − K.� Si ST < K, il n'exer
e pas l'option, puisqu'il a tout avantage à se pro
urerl'a
tif au prix du mar
hé. Son béné�
e est nul.Le gain à l'é
héan
e est alors (ST − K)+ = max (0, ST − K). A l'instant initial,l'a
heteur aura néanmoins payé la prime, notée C0. En première approximation,on peut estimer le gain net à (ST − K)+ − C0, en faisant abstra
tion de l'a
tuali-7



sation du prix. Pour être plus rigoureux, il 
onviendrait de 
onsidérer la quantité
e−rT (ST − K)+ − C0, mais à 
e niveau d'analyse, la première appro
he su�t am-plement.Symétriquement, le vendeur du 
all aura deux attitudes di�érentes :� Si ST > K, il réalise une perte de ST − K.� Si ST < K, il ne réalise au
une perte.Dans les deux 
as, il aura tou
hé la prime C0 à l'instant initial, date de signaturedu 
ontrat. Son gain net est don
 C0 − (ST − K)+. En théorie, l'espéran
e de gaindu vendeur est limitée, tandis que son risque de perte est illimité, d'où la né
essitépour lui de pro
éder à des opérations de 
ouverture de risque.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−1

0

1

2

3

4

5

6
Prix du call aux temps initial et final

S

P
ri
x

Prix à t=0
Prix à t=T

Fig. 1 � Prix d'un 
all en fon
tion du sous-ja
ent, au temps t et à l'é
héan
e0.3 Le mouvement brownien0.3.1 Position du problème et dé�nitionsPour aborder plus pré
isément la problématique du pri
ing d'options sur a
tifs
otés, on ne peut pas se 
ontenter d'un modèle à temps dis
ret. En e�et, devantles volumes des é
hanges et l'extrême fréquen
e des transa
tions, les 
otations va-rient quasiment 
ontinuellement. Par ailleurs, l'intérêt d'une modélisation à temps8




ontinu des évolutions des 
ours permet d'a

éder à des méthodes de 
al
ul plusexpli
ites que dans le 
as dis
ret, même si 
ela né
essite le re
ours à des méthodesnumériques. Dans 
ette perspe
tive, le mouvement brownien est un outil 
lé, aussibien dans la modélisation de Bla
k-S
holes, que dans la plupart des autres modèlesd'a
tifs �nan
iers.Le mouvement brownien a été introduit par le naturaliste britannique Brown en1828, pour dé
rire les mouvements désordonnés de très �nes parti
ules de pollenen suspension dans un liquide, ave
 d'in
essants 
hangements de dire
tion. Lestraje
toires des grains de pollen sont évidemment 
ontinues, mais extrêmementirrégulières. C'est bien Einstein qui, en 1905, formalisa 
e 
on
ept resté jusqu'alorsqu'une intuition, et qui l'appliqua à la physique statistique. Pourtant, dès 1900,Ba
helier réussit à expliquer les �u
tuations des 
ours boursiers par un mouvementbrownien dont il montra par ailleurs qu'il 
orrespond à un pro
essus de Markovave
, notamment, une propriété fondamentale : la des
ription de l'évolution d'un
ours boursier au-delà d'un temps t, 
ompte-tenu de tout 
e qui s'est passé avant
t, ne dépend en fait que du 
ours à l'instant t. L'appro
he mathématique telleque nous la 
onnaissons a
tuellement du mouvement brownien, reprenant dans un
adre plus général les résultats existants, fut synthétisée par Wiener en 1923.Nous dé�nissons d'abord la notion de pro
essus sto
hastique.Dé�nition 1 On appelle pro
essus sto
hastique à temps 
ontinu et à valeurs dansun espa
e mesurable E muni d'une tribu E, une famille (Xt)t∈R+ de variables aléa-toires sur un espa
e de probabilité (Ω,A, P) à valeurs dans (E, E). De plus :à ω �xé, l'appli
ation t 7−→ Xt(ω) est appelée traje
toire du pro
essus,à t �xé, l'appli
ation ω 7−→ Xt(ω) est une variable aléatoire, représentant le
hoix de l'événement.Dé�nition 2 Un mouvement brownien standard, (Bt, t ≥ 0) est un pro
essus sto-
hastique à valeurs réelles et à traje
toires 
ontinues véri�ant les trois propriétéssuivantes :

• B0 = 0 P-p.s.
• ∀s ≤ t, la variable aléatoire Bt − Bs est indépendante de Fs = σ(Bu, u ≤ s)et a même loi que Bt−s (indépendan
e et stationnarité des a

roissements)
• ∀0 ≤ s ≤ t, Bt − Bs suit une loi gaussienne 
entrée de varian
e t − s. Enparti
ulier, Bt ∼ N (0, t).

9



0.3.2 Constru
tion du mouvement brownien par mar
hesaléatoiresIl se trouve qu'un mouvement brownien peut être perçu 
omme la limite d'unemar
he aléatoire, 
e qui en donne une appro
he relativement intuitive. Nous allonsévoquer la pro
édure de 
onstru
tion d'un mouvement brownien en utilisant 
ettepropriété. Une grande partie de 
e paragraphe est inspirée de l'arti
le [3℄.Dé�nissons tout d'abord la mar
he aléatoire, en nous plaçant dans une situationoù le temps s'é
oule de manière dis
rète :Dé�nition 3 Soit (Yi)i∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes, demême loi, et telles que P(Yi = 1) = P(Yi = −1) = 1
2
. On peut alors 
onstruirela famille de variables aléatoires (Sn)n∈N dé�nie par :

{
S0 = 0
Sn =

∑n
i=1 Yi, pour tout n ≥ 1.Le pro
essus S = (Sn, n ∈ N) ainsi dé�ni est une mar
he aléatoire standard sur Z.Supposons qu'on ait obtenu un graphe de la fon
tion n 7−→ Sn. On peut pro
éderà un 
hangement d'é
helle en abs
isse pour se ramener à l'intervalle [0, 1] et enordonnée, pour que les points obtenus restent à distan
e �nie. Fixons N le nombrede pas e�e
tués par la mar
he aléatoire. On obtient alors le pro
essus �ni S(N) =

(S
(N)
t , t ≥ 0) et on pose :

∀k ∈ N, S
(N)
k/N =

1√
N

Sk.De plus, on impose que la fon
tion t 7−→ S
(N)
t soit a�ne sur les intervalles dela forme [ k

N
, k+1

N
]. Il s'agit don
 d'une fon
tion 
ontinue. Sous 
es hypothèses, onmontre le résultat suivant :Théorème 1 La suite S(N) 
onverge en loi, quand N tend vers l'in�ni, vers unmouvement brownien standard Bt.En d'autres termes, il existe une suite S̃(N) de pro
essus tels que, pour 
haque N ,

S̃(N) ait même loi que S(N) et, pour tout T ≥ 0,
sup
t≤T

|S̃(N)
t − Bt|N→∞−→ 0.RemarquesLes traje
toires du mouvement brownien sont 
ontinues partout, mais ne sontdi�érentiables nulle part. Soit t 7−→ Bt le mouvement brownien dé�ni sur [a, b].Alors ∀(c, d) ∈ [a, b]2 le mouvement brownien n'est pas monotone sur [c, d].10
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Chapitre 1Le modèle de Bla
k et S
holes
1.1 Des
ription du modèleBla
k et S
holes ont proposé un modèle qui dé
rit l'évolution à temps 
ontinudes produits �nan
iers. A�n de l'exposer, on se pla
e dans un espa
e de probabilité
(Ω,A, P). La dynamique du 
ours St d'un sous-ja
ent est modélisée par l'équationdi�érentielle sto
hastique :

dSt = St (µdt + σdBt) , (1.1)où µ est le terme de dérive supposé 
onstant, σ > 0 le 
oe�
ient de di�usion ouvolatilité, et (Bt)t≥0 un mouvement brownien standard pour la �ltration (Ft)t≥0où Ft = σ(Bu, u ≤ t). Le sous-ja
ent peut être une a
tion, un indi
e boursier, untaux de 
hange, ou tout autre a
tif risqué 
oté sur le mar
hé.La solution de l'équation (1.1) est :
St = S0 exp

((
µ − σ2

2

)
t + σBt

)
. (1.2)L'expression expli
ite de St résulte de la formule d'It� (
f. théorème 1 de l'appen-di
e). En e�et, pour la fon
tion g : x 7−→ ln(x), la formule d'It� s'é
rit :

ln(St) = ln(S0) +

∫ t

0

dSs

Ss

− 1

2

∫ t

0

d〈S, S〉s
S2

s

. (1.3)Or : d〈S, S〉s = σ2S2
sds, don
 :

ln(St) = ln(S0) +

(
µ − σ2

2

)
t + σBt, (1.4)d'où, après intégration, le résultat (1.2).12



Le modèle de Bla
k et S
holes doit sa grande notoriété à 
es formules expli
itesde 
al
ul des prix d'options. On 
hoisit de démontrer, dans le paragraphe suivant,la formule du prix d'un 
all européen.1.2 La formule de Bla
k-S
holes1.2.1 Enon
éDans 
e paragraphe on se propose de démontrer la formule de Bla
k-S
holes.Le mar
hé est modélisé de telle sorte qu'il 
ontienne :� un a
tif sans risque, de prix S0
t = S0

0e
−rt à l'instant t, qui 
orrespond à unpla
ement au taux sans risque r.� un a
tif risqué de prix St à l'instant t, qui est solution de l'équation du mo-dèle de Bla
k-S
holes (1.1).Théorème 2 On 
onsidère un 
all européen sur l'a
tif St, d'é
héan
e T et de prixd'exer
i
e K. Le prix du 
all à l'instant t est donné par la formule :

Ct = StN(d1) − Ke−r(T−t)N(d2),où :




N(x) =
∫ x

−∞
e−

y2

2√
2π

dy

d1 = ln(St/K)+(r+σ2/2)(T−t)

σ
√

T−t

d2 = d1 − σ
√

T − t.1.2.2 DémonstrationD'après le théorème de Girsanov (
f. appendi
e), il existe une probabilité P
∗sous laquelle le pro
essus Wt = Bt + µ−r

σ
t est un mouvement brownien standardpour la même �ltration (Ft)t≥0. Il en résulte que le prix a
tualisé S̃t = e−rtSt, del'a
tif risqué est une martingale sous P

∗.En e�et,
dS̃t = −re−rtStdt + e−rtdSt

= S̃t(µdt + σdBt)

= S̃tσdWt,13



et alors, d'après le paragraphe pré
édent, l'expression du prix a
tualisé est :
S̃t = S̃0 exp

(
−σ2

2
t + σWt

)
.qui est 
elle d'une martingale sous P

∗ (
f. preuve 2 de l'appendi
e).Le modèle du mar
hé de Bla
k-S
holes est 
omplet, don
 le pro�t h générépar un 
all européen, d'é
héan
e T et de prix d'exer
i
e K, sur l'a
tif risqué estsimulable. Il existe alors une stratégie auto�nan
ée (φ0, φ), où φ0 et φ représententla quantité d'a
tifs respe
tivement non risqué et risqué détenue dans le portefeuille,telle que :
h = (ST − K)+ = φ0

T S0
T + φT ST .La valeur a
tualisée du portefeuille à l'instant t est donnée par :

Ṽt = φ0
t S̃

0
t + φtS̃t.L'extension au mar
hé à temps 
ontinu de la 
ondition d'auto�nan
ement en dis-
ret, introduite en préliminaire, se traduit de 
ette façon :

Ṽt = V0 +

∫ t

0

φudS̃u,d'où :
Ṽt = V0 +

∫ t

0

φuσS̃tdWt.Cette égalité montre que (Ṽt) est une martingale sous P
∗. Il en résulte :

Ṽt = E
∗[ṼT |Ft],don
 l'expression de la valeur à l'instant t du portefeuille est :

Ṽt = E
∗[e−r(T−t)h|Ft].On remarque que la valeur à l'instant t du portefeuille simulant h est indépendantede la stratégie 
hoisie et ne dépend que de h. Cette valeur dé�nit le prix Ct del'option à l'instant t. Don
 :

Ct = E
∗[e−r(T−t)(ST − K)+|Ft].Il reste à expli
iter 
ette expression. On ré
rit autrement ST :

ST = St exp

((
r − σ2

2

)
(T − t) + σ(WT − Wt)

)
,On a : 14



� (Wt)0≤t est à a

roissements indépendants� St est Ft - mesurable,don
 d'après la proposition (1) de l'appendi
e :
Ct = E

∗
[
e−r(T−t)

(
St exp

((
r − σ2

2

)
(T − t) + σ (WT − Wt)

)
− K

)

+

]

= E
∗
[
e−r(T−t)

(
St exp

((
r − σ2

2

)
(T − t) + σ

√
T − tX

)
− K

)

+

]
,où X ∼ N (0, 1). On développe l'espéran
e, 
ar on 
onnaît la loi de X :

Ct = e−r(T−t)

∫

R

(
St exp

((
r − σ2

2

)
(T − t) + σ

√
T − tx

)
− K

)

+

e−
x2

2√
2π

dxOr :
St exp

((
r − σ2

2

)
(T − t) + σ

√
T − tx )−K ≥ 0

↔ x ≥ 1

σ
√

T − t

(
ln

(
K

St

)
+

(
r − σ2

2

)
(T − t)

)
.On note :

Ct = e−r(T−t)

∫ +∞

c

(St exp((r − σ2

2
)(T − t) + σ

√
T − tx) − K))

e−
x2

2√
2π

dx

=

∫ −c

−∞
St exp(−σ2

2
(T − t) − σ

√
T − tx)

e−
x2

2√
2π

dx −
∫ −c

−∞
K exp(−r(T − t))

e−
x2

2√
2π

dx.On e�e
tue le 
hangement de variable y = x + σ
√

T − t, 
e qui donne :
Ct =

∫ −c+σ
√

T−t

−∞
St

e−
y2

2√
2π

dy −
∫ −c

−∞
K exp(−r(T − t))

e−
x2

2√
2π

dx.On pose :




N(x) =
∫ x

−∞
e−

y2

2√
2π

dy

d1 = −c + σ
√

T − t
d2 = −c.

(1.5)On obtient alors la formule du prix d'un 
all européen dans le modèle de Bla
k-S
holes :
Ct = StN(d1) − Ke−r(T−t)N(d2)

�15



1.3 Une extension du modèle de Bla
k-S
holes1.3.1 Le problème de la volatilité impli
iteLe modèle de Bla
k et S
holes est assurément une référen
e dans le mondede la �nan
e des mar
hés, prin
ipalement par
e qu'il donne expli
itement le prixd'une option par un 
al
ul relativement simple. Pourtant, un de ses in
onvénientsmajeurs apparaît dans 
e qu'il fait intervenir la volatilité 
omme un paramètre
onstant, 
e qui ne s'a

orde guère ave
 les données observées sur le mar
hé. Unedes façons de s'en 
onvain
re est de 
onsidérer la volatilité impli
ite, I dé�nie par :
CBS(t, x,K, T, I) = Cobsoù CBS est le prix donné par la formule de Bla
k et S
holes, et Cobs est le prixde l'option observé sur le mar
hé. L'appli
ation σ 7−→ CBS(t, x,K, T, σ) est unebije
tion de R

∗
+ sur ](x − K)+, x[. On peut don
 trouver, pour tous t, x, K, T�xés, un et un seul I(t, x,K, T, CBS) véri�ant 
ette égalité. Si les prix observésétaient égaux aux prix prédits par le modèle, la fon
tion K 7−→ I(t, x,K, T, CBS)serait 
onstante, et égale à σ. Dans la pratique, on observe une variabilité de 
eparamètre en fon
tion du prix d'exer
i
e K et de l'é
héan
e, T . Le dessin de la
ourbe 
onvexe K 7−→ I(t, x,K, T, Cobs) porte le nom de smile, ou skew, selon sonallure.
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Fig. 1.1 � Volatilité impli
ite de l'a
tion Shell, 
otée sur le Li�e :
t = 1/06/06, T = 15/06/06, r = 0.03, St = 358.2516



1.3.2 Le modèle de Bla
k-S
holes ave
 volatilité dépendantdu tempsPuisque la volatilité n'est pas 
onstante, une des premières idées serait dela faire dépendre d'un paramètre simple : le temps. Cette hypothèse, n'est pastout à fait dénuée de bon sens, et on peut fa
ilement imaginer qu'à 
ause defa
teurs exogènes apparaissant tour à tour sur le mar
hé (tensions diplomatiques,
on�its, publi
ations de 
hi�res é
onomiques, et
.), les di�érents 
ours d'a
tifs
otés réagissent di�éremment dans le temps. Nous allons don
 nous intéresser à
ette extension parti
ulière du modèle de Bla
k et S
holes. Les équations régissantle modèles s'é
rivent à présent :




dS0
t = rS0

t dt
dSt = St (µdt + σ(t)dBt)où σ : R

+ 7→ R
+.Par appli
ation de la formule d'It� à la fon
tion x 7−→ ln(x), on a :

ln(St) = ln(S0) +

∫ t

0

1

Ss

dSs −
1

2

∫ t

0

1

S2
s

d< S, S >s

= ln(S0) +

∫ t

0

(µds + σ(s)dBs) −
1

2

∫ t

0

σ2(s)ds.D'où :
St = S0 exp

(
µt +

∫ t

0

σ(s)dBs −
1

2

∫ t

0

σ2(s)ds

)
.Par ailleurs, il existe une probabilité P

∗ sous laquelle le prix a
tualisé S̃t = e−rtStest une martingale. En e�et,
dS̃t = −re−rtStdt + e−rtdSt

= S̃t ((µ − r)dt + σ(t)dBt) .En posant Wt = Bt + µ−r
σ(t)

t, on a :
dS̃t = S̃tσ(t)dWt.Comme (

µ−r
σ(t)

)
0≤t≤T

est un pro
essus adapté véri�ant ∫ T

0

(
µ−r
σ(s)

)2

ds < ∞ p.s., alorspar appli
ation du théorème de Girsanov, il existe une probabilité P
∗ de densité

exp

(
−

∫ t

0
µ−r
σ(s)

dBs − 1
2

∫ t

0

(
µ−r
σ(s)

)2

ds

) sous laquelle Wt est un mouvement brownien17



standard. Ainsi, sous 
ette probabilité, le prix a
tualisé est une martingale, puisque
E

∗
[
S̃t | Fs

]
= S̃s. En e�et :

E
∗
[
S̃t | Fs

]
= E

∗
[
S0e

(µ−r)t+
R t

0
σ(u)dBu− 1

2

R t

0
σ2(u)du | Fs

]En remplaçant Bt par Wt −
∫ t

0
µ−r
σ(u)

du, il vient :
E

∗
[
S̃t | Fs

]
= E

∗
[
S0e

(µ−r)t+
R t

0
σ(u)dWu−

R t

0
(µ−r)du− 1

2

R t

0
σ2(u)du | Fs

]

= E
∗
[
S0e

R t

0
σ(u)dWu− 1

2

R t

0
σ2(u)du|Fs

]

= S0e
R s

0
σ(u)dWu− 1

2

R s

0
σ2(u)du (propriété de martingale)

= S0e
R s

0
σ(u)dBu+

R s

0
(µ−r)du− 1

2

R s

0
σ2(u)du

= S0e
(µ−r)s− 1

2

R s

0
σ2(u)du+

R s

0
σ(u)dBu

= S̃s.Il est maintenant aisé de 
al
uler le prix du 
all Ct :
Ct = E

∗ [
e−rt(St − K)+

]

= E
∗
[(

S̃t − Ke−rt
)

+

]

= E
∗
[(

S0e
(µ−r)t− 1

2

R t

0
σ2(u)du+

R t

0
σ(u)dBu − Ke−rt

)
+

]

= E
∗
[(

S0e
R t

0
σ(u)dWu− 1

2

R t

0
σ2(u)du − Ke−rt

)
+

]
.Sous P

∗, ∫ t

0
σ(u)dWu est une variable aléatoire gaussienne 
entrée de varian
e γ2 =∫ t

0
σ2(u)du, et en notant ft(y) la densité de la variable aléatoire gaussienne 
entrée,de varian
e égale à γ2, soit

ft(y) =
1

γ
√

2π
e
− y2

2γ2on a �nalement :
Ct =

∫

R

(
S0e

y− γ2

2 − Ke−rt

)

+

ft(y)dy.A partir de là, un simple 
al
ul d'intégrale donne une formule simple pour le prix.En posant y0 = γ2

2
− rt − ln

(
S0

K

), on a :18



Ct =

∫ ∞

y0

S0

γ
√

2π
e
− y2

2γ2 +y− γ2

2 dy −
∫ ∞

y0

Ke−rt

γ
√

2π
e
− y2

2γ2 dy

=

∫ ∞

y0−γ2

γ

S0√
2π

e−
u2

2 du −
∫ ∞

y0
γ

Ke−rt

√
2π

e−
u2

2 du

=
S0√
2π

∫ γ2−y0
γ

−∞
e−

u2

2 du − Ke−rt

√
2π

∫ − y0
γ

−∞
e−

u2

2 du

= S0N(d1) − Ke−rtN(d2)où 



N(x) =
∫ x

−∞
e−

u2

2√
2π

du

d1 = 1
γ

(
γ2

2
+ rt + ln

(
S0

K

))
=

ln(S0
K )+

�
r+ γ2

2t

�
t

γ
√

t

√
t

d2 = 1
γ

(
−γ2

2
+ rt + ln

(
S0

K

))
= d1 − γ = d1 − γ√

t

√
t
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Malgré 
et e�ort de modélisation, les prin
ipaux in
onvénients du modèle deBla
k-S
holes demeurent entiers, et pour 
ause : le 
as σ dépendant du tempsn'est qu'un 
as parti
ulier du modèle initial où l'on a rempla
é σ2 par σ̄2 = γ2

t
=

1
t

∫ t

0
σ2(u)du. Ce modèle n'est pas assez 
omplexe pour rendre 
ompte de l'évolutiondes a
tifs �nan
iers. Aussi, pour obtenir un meilleur modèle, on va introduire unepart d'aléa dans l'évolution de la volatilité, en modélisant 
elle-
i par une équation19



di�érentielle sto
hastique, et prendre en 
ompte, de 
e fait, une deuxième sour
ede bruit aléatoire dans le système.
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Chapitre 2Les modèles à volatilité sto
hastique
2.1 Le modèle de retour à la moyenneL'observation de la volatilité impli
ite des mar
hés �nan
iers a donné lieu, àpartir de la �n des années 80, à de nouveaux modèles de la volatilité. Prin
ipale-ment, la volatilité n'est plus un pro
essus déterministe ne dépendant que du temps,mais plut�t une fon
tion d'un autre pro
essus sto
hastique indépendant ou 
orréléave
 le sous-ja
ent. De manière générale, dans 
es modèles, le sous-ja
ent véri�el'EDS : {

dSt = µtStdt + σtStdBt

σt = f(Yt)où f est une fon
tion déterministe positive du pro
essus Y qui lui-même est so-lution d'une équation di�érentielle sto
hastique. A partir de là, di�érents modèlesont été envisagés, basés sur le 
hoix 
onvenable de la fon
tion et de l'EDS, dont lasolution représente au mieux les résultats observés sur les mar
hés. Dans toute lasuite, nous 
onsidérons que la volatilité possède la propriété de retour à la moyenne.En général, un pro
essus (Yt) possédant la propriété de retour à la moyenne véri�el'équation :
dYt = α(m − Yt)dt + "terme sto
hastique",où m est la moyenne de la loi limite du pro
essus Y lorsque le temps tend vers +∞.Le terme déterministe tend à ramener le pro
essus vers la moyenne m à 
haquefois que le terme sto
hastique le pousse loin de 
elle-
i. Le pro
essus ainsi obtenuest un pro
essus qui os
ille autour de la moyenne m. Quant à la vitesse de retourà la moyenne, elle dépend de la valeur de α. Pour illustrer 
ette des
ription, nousallons 
onsidérer le modèle d'Ornstein-Uhlenbe
k, qui est un modèle de retour àla moyenne de la forme :
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



dSt = µStdt + σtStdB1
t

σt = f(Yt)
dYt = α(m − Yt)dt + βdB2

t

(2.1)où :� St est le prix du sous-ja
ent à la date t.� B1
t et B2

t sont deux mouvements browniens standard 
orrélés de la façonsuivante : d〈B1, B2〉t = ρdt, ρ ∈] − 1, 1[.� µ est le terme de dérive supposé 
onstant..� σt est la valeur de la volatilité à la date t.� f est une fon
tion déterministe dé�nie sur R et à valeurs réelles stri
tementpositives.� α, β sont des 
onstantes.� m est une 
onstante qui représente l'espéran
e du pro
essus Y lorsque letemps tend vers l'in�ni m = limt→+∞ E(Yt).En e�et, la formule d'It� (
f. appendi
e) permet d'avoir une expression expli
itede Y , pour 
ela il su�t de l'appliquer à la fon
tion g(t, x) = x exp(αt) qui est de
lasse C1,2 . On a :
Yte

αt = Y0 +

∫ t

0

αYse
αsds +

∫ t

0

eαsdYs

= Y0 +

∫ t

0

αYse
αsds +

∫ t

0

[α(m − Ys)e
αsds + βeαsdB2

s ]

= Y0 +

∫ t

0

αmeαsds +

∫ t

0

βeαsdB2
s .D'où :

Yt = m + (Y0 − m)e−αt +

∫ t

0

βe−α(t−s)dB2
s .Lemme 1 A t �xé, Mt =

∫ t

0
βeα(s−t)dB2

s est une variable gaussienne de moyenne0 et de varian
e β2

2α
(1 − e−2αt).PreuveEn e�et, si on note u(s) = βe−α(t−s), on a :

∫ t

0

u(s)dB2
s =

∫ t

0

lim
n→+∞

n−1∑

k=0

u

(
k
T

n

)
11[k T

n
,(k+1) T

n [(s)dB2
s .22



En utilisant les notations utk = u(k T
n
) et tk = k T

n
, on a :

∫ t

0

u(s)dB2
s = lim

n→+∞

n−1∑

k=0

utk

∫ tk+1

tk

dB2
s

= lim
n→+∞

n−1∑

k=0

utk(B
2
tk+1

− B2
tk

).On a :� ∀k ∈ N, utk(B
2
tk+1

− B2
tk

) ∼ N (0, u2
tk

(tk+1 − tk))� Les variables aléatoires utk(B
2
tk+1

− B2
tk

) sont indépendantes deux à deux.Don
 ave
 les propriétés des sommes de variables gaussiennes indépendantesdeux à deux, on a :
∀n ∈ N

∗,
n−1∑

k=0

utk(B
2
tk+1

− B2
tk

) ∼ N (0, γn =
n−1∑

k=0

u2
tk

(tk+1 − tk)).D'après la 
onstru
tion de l'intégrale sto
hastique, la suite de variables aléatoires
(
∑n−1

k=0 utk(B
2
tk+1

−B2
tk

))n∈N∗ , 
onverge en moyenne quadratique, don
 aussi en loi,vers ∫ t

0
h(s)dB2

s . Nous en déduisons que ∫ t

0
u(s)dB2

s est une variable gaussienne demoyenne 0 et de varian
e :
γ = lim

n→+∞
γn =

∫ t

0

h2(s)ds =
β2

2α
(1 − e−2αt).Par 
onséquent, la loi limite lorsque t tend vers l'in�ni de (Yt) est une loi gaus-sienne de moyenne m et de varian
e ν2 = β2

2α
.Les �gures 
i-dessous représentent les traje
toires du pro
essus Yt pour β = 0.5,

Y0 = 0, m = 0, f(x) = exp(x) pour di�érentes valeurs de α.
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Fig. 2.3 � α = 1002.2 L'équation du prix d'une optionDans 
e qui suit, on va 
her
her à déterminer le prix d'un produit dérivé d'unsous-ja
ent qui suit le modèle d'Ornstein-Uhlenbe
k :




dSt = µStdt + σtStdB1
t

σt = f (Yt)
dYt = α(m − Yt)dt + βB2

tave
 f : R → R
∗
+ et B1 et B2 deux mouvements browniens 
orrélés par d 〈B1, B2〉t =

ρdt. Nous aurons besoin, par la suite, de la proposition suivante :Proposition 1 Soient B1
t et B2

t , deux mouvements browniens 
orrélés tels que
d 〈B1, B2〉t = ρdt. Alors on peut exprimer B2

t sous la forme :
B2

t = ρB1
t +

√
1 − ρ2B3

t .ave
 B3
t un mouvement brownien indépendant de B1

t .Véri�
ationIl ne s'agit pas i
i de véri�er proprement toutes les propriétés du mouvementbrownien. On va simplement s'assurer que le 
ro
het véri�e les bonnes propriétés.En e�et,
d

〈
B1, B2

〉
t
= ρd

〈
B1, B1

〉
t
+

√
1 − ρ2d

〈
B1, B3

〉
= ρd

〈
B1, B1

〉
t
= ρdt25



et
d

〈
B3, B3

〉
t

= d

〈
B2

√
1 − ρ2

− ρB1

√
1 − ρ2

,
B2

√
1 − ρ2

− ρB1

√
1 − ρ2

〉

t

=
dt

1 − ρ2
+

ρ2dt

1 − ρ2
− ρ2dt

1 − ρ2
− ρ2dt

1 − ρ2

=
1 − ρ2

1 − ρ2
dt

= dt.

�Dans 
ette 
on�guration de mar
hé, il y a un a
tif St, et deux pro
essus aléatoires
orrélés. Le système ainsi modélisé est in
omplet 
ar il n'existe pas une seulestratégie répli
able. Autrement dit, on ne peut pas éliminer le risque en gérantun portefeuille 
ontenant de l'a
tif sans risque et du sous-ja
ent, puisque si on
onsidère la variation in�nitésimale de la valeur d'un tel portefeuille, on retrouvedes termes en dB1
t et des termes en dB2

t , impossibles à annuler simultanément.C'est pourquoi, on introduit dans le portefeuille un a
tif de référen
e G appelében
hmark. Ainsi, il est désormais possible de 
réer un portefeuille Π qui soit sansrisque, et qui 
ontienne une quantité −∆S d'a
tif sous-ja
ent S, −∆G d'a
tif G etl'option P . La valeur totale du portefeuille est :
Π = P − ∆SS − ∆GG.Nous allons nous intéresser aux 
onditions né
essaires pour que 
e portefeuilleréplique l'option et soit auto�nan
é. Par di�éren
iation, il vient,

dΠ = dP − ∆SdS − ∆GdG.En appliquant la formule d'It� à P (t, s, y) et G(t, s, y), on a :
dΠ =

[
∂P

∂t
+

1

2

∂2P

∂s2
f 2(y)S2 +

1

2

∂2P

∂y2
β2 +

∂2P

∂s∂y
f(y)Sβρ

]
dt

+
∂P

∂s
dS +

∂P

∂y
dY − ∆SdS

−∆G

[
∂G

∂t
+

1

2

∂2G

∂s2
f 2(y)S2 +

1

2

∂2G

∂y2
β2 +

∂2G

∂s∂y
f(y)Sβρ

]
dt

−∆G

[
∂G

∂s
dS +

∂G

∂y
dY

]26



soit en
ore :
dΠ =

[
∂P

∂s
+ ∆S

∂G

∂s

]
dS +

[
∂P

∂y
− ∆G

∂G

∂y

]
dY

+

[
∂P

∂t
+

1

2

∂2P

∂s2
f 2(y)S2 +

1

2

∂2P

∂y2
β2 +

∂2P

∂s∂y
f(y)Sβρ

]
dt

−∆G

[
∂G

∂t
+

1

2

∂2G

∂s2
f 2(y)S2 +

1

2

∂2G

∂y2
β2 +

∂2G

∂s∂y
f(y)Sβρ

]
dt.Le portefeuille étant sans risque, les 
oe�
ients devant dS et dY doivent êtreannulés :

∂P

∂s
+ ∆S

∂G

∂s
= 0

∂P

∂y
− ∆G

∂G

∂y
= 0.On a don
 formellement a

ès à l'expression de ∆G et ∆S par les formules :

∆G =

(
∂P

∂y

)(
∂G

∂y

)−1

∆S =
∂P

∂s
− ∂G

∂s

(
∂P

∂y

)(
∂G

∂y

)−1

.De plus, 
omme on suppose qu'il n'y a pas d'opportunité d'arbitrage, on a dΠ =
rΠdt, soit :

[
∂P

∂t
+

1

2

∂2P

∂s2
f 2(y)S2 +

1

2

∂2P

∂y2
β2 +

∂2P

∂s∂y
f(y)Sβρ

]
dt

−∆G

[
∂G

∂t
+

1

2

∂2G

∂s2
f 2(y)S2 +

1

2

∂2G

∂y2
β2 +

∂2G

∂s∂y
f(y)Sβρ

]
dt

= r (P − ∆SS − ∆GG) dt.En remplaçant ∆G et ∆S par leurs valeurs 
al
ulées, et en multipliant les deuxtermes de l'équation par ∂G
∂y

, on a :
[
∂P

∂t
+

1

2

∂2P

∂s2
f 2(y)S2 +

1

2

∂2P

∂y2
β2 +

∂2P

∂s∂y
f(y)Sβρ − rP + rS

∂P

∂s

] (
∂P

∂y

)−1

=

[
∂G

∂t
+

1

2

∂2G

∂s2
f 2(y)S2 +

1

2

∂2G

∂y2
β2 +

∂2G

∂s∂y
f(y)Sβρ − rG + rS

∂G

∂s

] (
∂G

∂y

)−1

.27



Le premier terme ne dépend que de P et le se
ond que de G. Tous deux sontdon
 égaux à une fon
tion k(t, s, y) et on a immédiatement que P est solution del'équation :
∂P

∂t
+

1

2

∂2P

∂s2
f 2(y)S2+

1

2

∂2P

∂y2
c2+

∂2P

∂s∂y
f(y)Scρ−rP +rS

∂P

∂s
= k(t, s, y)

∂P

∂y
. (2.2)La fon
tion k est une donnée du mar
hé, et on peut supposer qu'elle s'é
rive :

k(t, s, y) = βΛ(t, s, y) − α(m − y)ave
 :
Λ(t, s, y) = ρ

µ − r

f(y)
+ γ(t, s, y)

√
1 − ρ2.Cette é
riture permet une dé
omposition de Λ, la prime de risque de volatilité, endeux fon
tions liées au risque :� µ−r

f
représente la prime de risque liée au brownien B1� γ, fon
tion apparemment in
onnue, et di�
ilement estimable empiriquement,représente la prime de risque liée à B2.2.3 La 
orre
tion du prix de Bla
k-S
holesL'équation du prix (2.2) fait intervenir la fon
tion k qui est 
ertes une donnéedu mar
hé, mais qui ne peut pas être déduite dire
tement de 
elui-
i. Pour pallier
ette di�
ulté, Jean-Pierre FOUQUE, George PAPANICOLAOU et K. RonnieSIRCAR [2℄ ont 
orrigé le prix d'une option dans le modèle de Bla
k-S
holes pourqu'il intègre la volatilité sto
hastique. Le prin
ipe de base est que plus le 
oe�
ientde retour à la moyenne α est grand, plus le pro
essus asso
ié à la volatilité dansle modèle d'Ornstein-Uhlenbe
k ressemble aux 
hroniques de volatilité impli
iterelevées sur le mar
hé. De plus, 
ette hypothèse implique les deux résultats ma-thématiques suivants :� la loi de Yt s'appro
he , en un temps �ni, de sa loi limite, qui est une variablegaussienne de moyenne m et de varian
e ν = β2

2α
.� 1

T−t

∫ T

t
f(Ys)ds ≃

∫ +∞
−∞ f(u)φ(u)du.où φ est la densité de probabilité de la loi limite.Ainsi, on fait l'hypothèse que α est très grand et on note ε = 1

α
, qui est homogèneà un temps, est très petit 
omparé à T − t. Nous supposons que ν2 est 
onstanteet nous 
her
hons un développement limité en √

ε du prix P .On reprend également l'hypothèse sur γ, développée dans [2℄, et qui 
onsiste à
onsidérer que 
ette fon
tion est bornée et ne dépend que de y.28



Commençons par réé
rire le problème du prix en faisant apparaître le para-mètre ε :




∂P ε

∂t
+ 1

2
(Sε

t )
2f 2(Y ε

t )∂2P ε

∂s2 + ρν
√

2√
ε
Sε

t f(Y ε
t )∂2P ε

∂s∂y
+ ν2

ε
∂2P ε

∂y2

+r(Sε
t

∂P ε

∂s
− P ε) + 1

ε
(m − Y ε

t )∂P ε

∂y
− ν

√
2√
ε
Λ∂P ε

∂y
= 0

P ε(T, s, y) = h(s).En introduisant les opérateurs :
L0· = ν2 ∂2·

∂y2
+ (m − y)

∂·
∂y

L1· = ρν
√

2f(y)s
∂2·

∂s∂y
− ν

√
2Λ

∂·
∂y

L2· =
∂·
∂t

+
1

2
s2f 2(y)

∂2·
∂s2

+ r(s
∂·
∂s

− ·)le problème 
i-dessus s'é
rit :
(
1

ε
L0 +

1√
ε
L1 + L2)P

ε(t, s, y) = 0 (2.3)ave
 la 
ondition P ε(T, s, y) = h(s).Supposons l'existen
e d'un développement limité en √
ε de la forme :

P ε = P0 +
√

εP1 + εP2 + ε
√

εP3 + ... (2.4)A partir des équations (2.3) et (2.4) on a :
1

ε
L0P0 +

1√
ε
(L0P1 + L1P0)

+ (L0P2 + L1P1 + L2P0)

+
√

ε(L0P3 + L1P2 + L2P1)

+ ...

= 0. (2.5)On se limitera, dans la suite, à la re
her
he de P0 et P1.
29



2.3.1 Cal
ul de P0Commençons par multiplier l'équation (2.5) par ε. Puis, en faisant tendre εvers 0, on a :
L0P0 = 0.L'opérateur L0 ne 
ontient que des dérivées par rapport à y. On note :

ϕ(y) = P0(t, s, y),Alors l'équation (2.3.1) s'é
rit :
ν2ϕ′′(y) + (m − y)ϕ′(y) = 0.L'ensemble des solutions de 
ette équation est l'espa
e ve
toriel de dimension 2engendré par les 
onstantes et la fon
tion y 7→

∫ y

0
exp( (m−z)2

2ν2 )dz. On 
her
he unesolution ϕ qui n'explose pas en +∞. Pour 
ette raison, on prend ϕ(y) 
onstante.On déduit alors que :
P0(t, s, y) = P0(t, s).L'équation (2.5) devient :

1√
ε
(L0P1 + L1P0)

+ (L0P2 + L1P1 + L2P0)

+
√

ε(L0P3 + L1P2 + L2P1)

+ ...

= 0.On multiplie 
ette fois-
i par √ε et on fait tendre à nouveau ε vers 0, on a :
L0P1 + L1P0 = 0.Les deux termes de l'opérateur L1 
ontiennent une dérivation par rapport à y don


L1P0 = 0 et par 
onséquent L0P1 = 0. Les mêmes arguments avan
és préalable-ment permettent d'a�rmer que P1 est une fon
tion de t et s uniquement.Le prix 
orrigé à l'ordre 1, P0+
√

εP1, à l'instant t ne dépend pas de la volatilité σt.
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On reprend l'équation (2.6) : d'une part, le terme en 1√
ε
est nul, d'autre part,on fait tendre ε vers 0, on obtient :

L0P2 + L1P1 + L2P0 = 0.On sait que L1P1 = 0, don
 :
L0P2 + L2P0 = 0.Lemme 2 Pour tout i ∈ N, on a :

∫ +∞

−∞
L0Pi(t, s)φ(y)dy = 0.PreuveOn note χ(y) = Pi(t, s, y). Il vient :

∫ +∞

−∞
L0χ(y)φ(y)dy =

∫ +∞

−∞
[ν2χ′′(y) + (m − y)χ′(y)]φ(y)dy.On intègre par parties et on utilise :

• φ et φ′ tendent vers 0 lorsque y tend vers l'in�ni en valeur absolue,
• (m − y)χ′ = [(m − y)χ]′ + χ ;on obtient alors :

∫ +∞

−∞
L0χ(y)φ(y)dy =

∫ +∞

−∞

[
ν2χ(y)φ′′(y) + [(m − y)χ(y)]′φ(y) + χ(y)φ(y)

]
dy

=

∫ +∞

−∞
χ(y)

[
ν2φ′′(y) − (m − y)φ′(y) + φ(y)

]
dy.Or :

φ′(y) = −φ(y)
y − m

ν2

φ′′(y) = −φ′(y)
m − y

ν2
− φ(y)

ν2
,don
 : ∫ +∞

−∞
L0χ(y)φ(y)dy = 0.
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L'équation (2.3.1) nous donne :
∫ +∞

−∞
L2P0(t, s)φ(y)dy = 0.En développant l'opérateur P0, on déduit que :

∂P0

∂t
+

1

2

[∫ +∞

−∞
f(y)2φ(y)dy

]
s2∂2P0

∂s2
+ r(s

∂P0

∂s
− P0) = 0.C'est exa
tement l'équation du prix de Bla
k-S
holes ave
 volatilité 
onstante σ2 =∫ +∞

−∞ f 2(y)φ(y)dy. Bien que 
ette équation du prix n'ait pas été démontrée dans 
erapport, on peut la retrouver à partir de l'équation (2.2) en 
onsidérant que toutesles dérivées par rapport à y sont nulles. On note dans la suite LBS l'opérateur :
LBS· =

∂·
∂t

+
1

2
s2σ2 ∂2·

∂s2
+ r(s

∂

∂s
− ·).2.3.2 Cal
ul de P1Revenons à l'équation L0P2 + L2P0 = 0. On a :

L2P0 =
∂P0

∂t
+

1

2
f 2(y)s2∂2P0

∂s2
+ r(s

∂P0

∂s
− P0)

=
1

2
(f 2(y) − σ2)s2∂2P0

∂s2
.Don
 :

L0P2 = −L2P0

= −1

2
(f 2(y) − σ2)s2∂2P0

∂s2
.Vu que l'opérateur L0 ne fait intervenir que des dérivées par rapport à lavariable y, alors la dernière égalité peut être vue 
omme une équation di�érentielleen y ave
 se
ond membre. Pour 
ela on note ω(y) = ∂P2

∂t
(t, s, y), et l'équation en ωs'é
rit :

ν2ω′(y) + (m − y)ω(y) = −1

2
(f 2(y) − σ2)s2∂2P0

∂s2qu'on peut résoudre de la façon suivante :
(ωφ)′(y) = ω′(y)φ(y) + ω(y)φ′(y)

= ω′(y)φ(y) + ω(y)φ(y)
m − y

ν2

=
φ(y)

ν2
(ν2ω′(y) + (m − y)ω(y))

= − s2

2ν2

∂2P0

∂s2
φ(y)(f 2(y) − σ2)32



On note C une 
onstante numérique qui peut 
hanger d'une ligne à l'autre.Après intégration, on obtient :
ω(y) = − s2

2ν2φ(y)

∂2P0

∂s2

∫ y

−∞
φ(z)(f 2(z) − σ2)dz + Cen faisant tendre y vers −∞ on 
onstate que C = 0, d'où :

∂P2

∂t
(t, s, y) = − s2

2ν2φ(y)

∂2P0

∂s2

∫ y

−∞
φ(z)(f 2(z) − σ2)dz.Notons I(y) = 1

2ν2φ(y)

∫ y

−∞ φ(z)(f 2(z) − σ2)dz.On 
her
he, à présent, la 
orre
tion du prix d'ordre 1, P̃1 =
√

εP1. Pour 
ela,on utilise l'équation L0P3 +L1P2 +L2P1 = 0, déduite de (2.5). D'après le lemme,∫ +∞
−∞ L0P3(t, s)φ(y)dy = 0, don
 :

∫ +∞

−∞
L2P1(t, s)φ(y)dy = −

∫ +∞

−∞
L1P2(t, s)φ(y)dy.D'une part, on a :

∫ +∞

−∞
L2P1(t, s)φ(y)dy = LBS(P1),et d'autre part,

−
∫ +∞

−∞
L1P2(t, s)φ(y)dy =

∫ +∞

−∞
(ρν

√
2

2
sf(y)I(y)(2s

∂2P0

∂s2
+ s2∂3P0

∂s3
)

−ν

√
2

2
Λ(y)I(y)s2∂2P0

∂s2
)φ(y)dy

= ρν

√
2

2

(
2s2∂2P0

∂s2
+ s3∂3P0

∂s3

) ∫ +∞

−∞
f(y)I(y)φ(y)dy

−ν

√
2

2
s2∂2P0

∂s2

∫ +∞

−∞
Λ(y)I(y)φ(y)dy.Pour alléger les expressions, on note pour une fon
tion h

〈h〉 =

∫ +∞

−∞
h(y)φ(y)dy,lorsque 
ette intégrale est bien dé�nie. Don
 :

LBS(P1) = ρν

√
2

2
〈fI〉s3∂3P0

∂s3
+ (ρν

√
2〈fI〉 − ν

√
2

2
〈ΛI〉)s2∂2P0

∂s233



On en déduit que P̃1 véri�e l'équation du prix de Bla
k-S
holes ave
 se
ondmembre :
LBS(P̃1) = H(t, s),où :

H(t, s) = V2s
2∂2P0

∂s2
+ V3s

3∂3P0

∂s3
,et

V2 =
1√
α

(ρν
√

2〈fI〉 − ν

√
2

2
〈ΛI〉)

=
ν√
2α

(2ρ〈fI〉 − 〈ΛI〉)

V3 =
ρν√
2α

〈fI〉.La 
ondition terminale est P̃1(T, s) = 0.Ce problème admet la solution −(T − t)H, puisque :� d'une part, 
ette fon
tion véri�e bien la 
ondition terminale,� d'autre part,
LBS(−(T − t)H) = H − (T − t)LBS(H), .Comme LBS(sn ∂nP0

∂sn ) = sn ∂n

∂snLBS(P0) (preuve dans l'appendi
e), alors :
LBS(H) = 0,d'où

LBS(−(T − t)H) = H.Ainsi, le prix 
orrigé à l'ordre 1 est donné par :
P0 − (T − t)(V2s

2∂2P0

∂s2
+ V3s

3∂3P0

∂s3
).
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Chapitre 3Simulation
3.1 Simulation par Monte-Carlo du modèle d'Ornstein-Uhlenbe
kDans 
ette partie on 
her
he à retrouver le smile de la volatilité en utilisant lemodèle de volatilité sto
hastique introduit dans le 
hapitre pré
édent. On rappellele modèle d'Ornstein-Uhlenbe
k :





dSt = µStdt + σtStdB1
t

σt = f(Yt)
dYt = α(m − Yt)dt + βdB2

t

(3.1)où :� St est le prix du sous-ja
ent à la date t.� B1
t et B2

t sont deux mouvements browniens standard 
orrélés de la façonsuivante : d〈B1, B2〉t = ρdt, ρ ∈] − 1, 1[.� µ est le terme de dérive supposé 
onstant.� σt est la valeur de la volatilité à la date t.� f est une fon
tion déterministe dé�nie sur R et à valeurs réelles positives.� α, β,m sont des 
onstantes.Dans la suite, on prend m = 0, Λ = 0 et f la fon
tion exponentielle..3.1.1 Le S
héma d'EulerOn 
ommen
e par annon
er un résultat important qui nous servira pour lasuite en simulation ; malheureusement on a pas eu le temps de le démontrer dans
e rapport. 35



Proposition 2 Il existe une probabilité risque neutre sous laquelle le prix a
tualiséde l'a
tif est une martinguale ; 
ette probabilité n'est pas unique mais dépend de lafon
tion k. De plus, si C0 est le prix d'un 
all européen à l'instant initial, K estle strike et T est l'é
héan
e, alors :
CT = e−rT

E
∗ [(ST − K)+]Le problème d'Ornstein-Uhlenbe
k s'é
rit, sous la probabilité risque neutre, dela façon suivante :





dSt = rStdt + σtStdWt

σt = f(Yt)
dYt = −αYtdt + βdZt

(3.2)où :� St est le prix du sous-ja
ent à la date t.� W et Z sont deux mouvements browniens standard 
orrélés : d〈W,Z〉t = ρdt,
ρ ∈] − 1, 1[.� r est le rendement instantané supposé 
onstant.On é
rit le s
héma d'Euler qui 
orrespond à 
es équations sto
hastiques (
f.[5℄) :

S(n+1)△t = Sn△t[1 + µ△t + f(Yn△t)(W(n+1)△t − Wn△t)]

Y (n+1)△t = −αY n△t△t + β(Z(n+1)△t − Zn△t).Pour simuler les deux browniens 
orrélés à partir de deux browniens indépendants
W ′ et Z ′, on utilise la méthode de Cholesky :

(
W (t)
Z(t)

)
= A

(
W ′(t)
Z ′(t)

)où A est une matri
e telle que :
AA∗ =

(
1 ρ
ρ 1

)
.3.1.2 Mise en oeuvreLa programme Matlab suivant 
ommen
e par une simulation des traje
toiresde S et Y . Ensuite, il implémente le shéma d'Euler. Puis, il 
al
ule le prix du 
allpar Monte-Carlo en appro
hant l'espéren
e par une moyenne. En�n, il utilise lafon
tion blsimpv programmée dans Matlab et qui donne la volatilité impli
ite deBla
k-S
holes. 36



fun
tion Volatility=OUmodel(r,alpha,nu,
orr,S0,Y0,K,NbTraje
,pas);%r est le rendement%alpha le 
oeffi
ient de retour à la moyenne%nu l'équart-type de la loi limite de Y%
orr le 
oeffi
ient de 
orrélation entre W et Z%K le strike du 
all européen%NbTraje
 le nombre de traje
toire à simuler%pas le pas de dis
rétisation de l'intervalle du temps [0,T℄,%où T est l'é
héan
e du 
all%On simule d'abord des Ttraje
toires de S et Y :n=round(1/pas);% le nombre de points de dis
rétisation de l'intervalle%du temps , T étant prix égal à 1u1=sqrt(pas)*randn(n,NbTraje
);w1=[zeros(1,NbTraje
);
umsum(u1)℄;%
'est le ve
teur des réalisations%du brownien W'aux points de dis
rétisationu2=sqrt(pas)*randn(n,NbTraje
);w2=[zeros(1,NbTraje
);
umsum(u2)℄;% 
'est le ve
teur des réalisations%du brownien Z'aux points de dis
rétisation% On 
onstruit les deux browniens 
orrélés W et Z par la méthode de% CholeskyA=
hol([1,
orr;
orr,1℄);for i=1:NbTraje
B=A*[w1(:,i)';w2(:,i)'℄;W(:,i)=B(1,:)';Z(:,i)=B(2,:)';end%Le s
héma d'Euler :%On initialise :s(1,:)=S0*ones(1,NbTraje
); y(1,:)=Y0*ones(1,NbTraje
);beta=sqrt(2*alpha)*nu; 37



for j=1:ns(j+1,:)=s(j,:).*(1+r*pas+0.2*exp(y(j,:)).*(W(j+1,:)-W(j,:)));y(j+1,:)=y(j,:).*(1-alpha*pas)+beta*(Z(j+1,:)-Z(j,:));end%On 
al
ule le prix du 
all européen, ensuite la volatilité impli
ite pour%différentes valeurs du strike :m=length(K);3.1.3 RésultatLe but est de tra
er la volatilité impli
ite en fon
tion de ln
(

K
S0

). On �xe S0 àla valeur de 1. On lan
e le programme ave
 les paramètres suivants :
r 0.01
α 10
ν 1
ρ -0.1
S0 1
Y0 0
K exp(-0.6+0.1*[0 :12℄)Nombre de traje
toires 2000Pas de temps 0.01On obtient e�e
tivement une 
ourbe qui a la forme d'un smile (
f. 3.1.3).3.2 Simulation du prix 
orrigéComme il a été démontré dans la partie 2.3, le prix 
orrigé dans le modèled'Ornstein-Uhlenbe
k s'é
rit de la façon suivante :

C = C0 − (T − t)

(
V2s

2∂2C0

∂s2
+ V3s

3∂3C0

∂s3

)ave
 :
V2 =

ν√
2α

(2ρ〈fI〉 − 〈ΛI〉)

V3 =
ρν√
2α

〈fI〉.38
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ite en fon
tion de ln( K
S0

)Nous allons d'abord nous intéresser au 
al
ul de C0 qui n'est autre que le prixdu 
all estimé dans le modèle de Bla
k et S
holes. Deux possibilités se présententalors, que nous allons traiter su

essivement :� soit on 
al
ule C0 par la formule expli
ite de Bla
k-S
holes,� soit on résout par une méthode de di�éren
es �nies l'EDP de Bla
k-S
holes.3.2.1 Cal
ul de C0Cal
ul dire
t par la formule de Bla
k-S
holesOn rappelle la formule de Bla
k-S
holes, démontrée en première partie du rap-port, donnant le prix au temps initial t = 0 d'une option européenne d'é
héan
e
T et de prix d'exer
i
e K :

C0 = S0N(d1) − Ke−rT N(d2),où : 



N(x) =
∫ x

−∞
e−

y2

2√
2π

dy

d1 = ln(S0/K)+(r+σ2/2)T

σ
√

T

d2 = d1 − σ
√

T .

(3.3)
39



Sous Matlab, la fon
tion de répartition N(x) n'existe pas. En revan
he, une autrefon
tion qui s'y apparente, est disponible : erf(x), dé�nie par :
erf(x) =

2√
π

∫ x

0

e−t2dt.La première se déduit de la se
onde par :
N(x) =

1

2
+

1

2
erf

(
x√
2

)
.On peut don
 é
rire la fon
tion suivante, donnant le prix d'un 
all européen pourun a
tif de 
ours S0, ave
 une é
héan
e T , un prix d'exer
i
e K, une volatilité

sigma, et un taux sans risque r :fun
tion C0=BS
hoCall(S0,T,K, sigma,r);d1=(log(S0/K)+(r+0.5*sigma.^2)*T)/(sigma*sqrt(T));d2=d1-sigma*sqrt(T);C0=S0*(0.5+0.5*erf(d1/sqrt(2)))-K*exp(-r*T)*(0.5+0.5*erf(d2/sqrt(2)));Cal
ul par résolution de l'EDP de Bla
k-S
holesLe modèle de Bla
k S
holes peut être vu 
omme un 
as parti
ulier du modèled'Ornstein-Uhlenbe
k développé en partie 2, ave
 les e�ets suivants :� la volatilité étant 
onstante, f(y) = σ = cste� toute dérivée partielle par rapport à y est nulle.Ainsi, l'équation (2.2) se ré
rit :
∂C0

∂t
+

S2σ2

2

∂2C0

∂s2
+ rS

∂C0

∂s
− rC0 = 0. (3.4)Il serait intéressant de résoudre 
ette équation par di�éren
es �nies. Malheureuse-ment, le prix de l'a
tion est a priori illimité, 
e qui introduit une impré
ision dansle s
héma numérique naturellement borné. En e�et, on doit 
hoisir un 
ertain prix

L pour l'a
tif, su�samment grand, et dans 
e 
as, les 
onditions aux limites sont :
{

C0(0, t) = 0
∂C0

∂s
(L, t) = 1.

(3.5)Remarquons que la deuxième 
ondition est approximative puisque ∂C0

∂s
(L, t) tendvers 1 quand L tend vers l'in�ni. Par ailleurs, il a été montré que la simulation40



d'un put était plus 
on
luante que 
elle d'un 
all, par 
ette méthode, et de toutefaçon, le passage du prix du 
all à 
elui du put est immédiat, par la formule deparité 
all-put démontrée en appendi
e :
Ct − Pt = St − Ke−r(T−t)Nous allons don
 nous atta
her à résoudre l'EDP suivante :





∂P0

∂t
+ S2σ2

2
∂2P0

∂s2 + rS ∂P0

∂s
− rP0 = 0 t ∈]0, T [, x ∈]0, L[

∂P0

∂s
(0, t) = −1; P0(L, t) = 0 t ∈]0, T [

P0(s, T ) = max(K − x, 0), x ∈]0, L[.

(3.6)Notons qu'il s'agit là d'une EDP ave
 une 
ondition de Neumann à gau
he, etune 
ondition de Diri
hlet homogène à droite. Pour résoudre 
ette équation, onmet en oeuvre un s
héma expli
ite. On dis
rétise d'abord l'espa
e et le temps ave
des pas respe
tifs δs et δt, tels que :
0 = s0 < s1 < ... < si = iδs < ... < sp < sp+1 = Let

0 = t0 < t1 < ... < tn = nδt < ... < tq = TOn adopte les notations suivantes : P n
i ≃ P (si, tn). Comme on va partir de la
ondition terminale P T

i = max(K − si, 0), ∀i ∈ [0, p + 1], il nous faut P n−1
i enfon
tion de P n

i , soit :
P n

i − P n−1
i

δt
+

σ2s2

2δs2
(P n

i+1 + P n
i−1 − 2P n

i ) +
rs

2δs
(P n

i+1 − P n
i−1) − rP n

i = 0ou en
ore :
P n−1

i =

(
σ2i2δt

2
− riδt

2

)
P n

i−1 +
(
1 − σ2i2δt − rδt

)
P n

i +

(
σ2i2δt

2
+

riδt

2

)
P n

i+1.Cette égalité s'é
rit aisément sous forme matri
ielle, 
e qui est très intéressantpour un traitement ave
 Matlab : le ve
teur 
olonne P n donne le prix du Put àl'instant n en fon
tion des di�érentes valeurs possibles pour le prix de l'a
tif, Aest la matri
e tridiagonale ave
 
omme 
oe�
ients : (1 − σ2i2δt − rδt) sur la dia-gonale, (
σ2i2δt

2
− riδt

2

) sur la sous-diagonale, et (
σ2i2δt

2
+ riδt

2

) sur la surdiagonale.Le système à résoudre est don
 :
{

P n−1 = AP n = AqP T

P T = max(K − ST )
(3.7)41



En revan
he, il faut être 
ons
ient de l'importan
e des 
onditions CFL liant
δt à δs, qui empê
hent de 
hoisir arbitrairement δt et δs. Expérimentalement, ontrouve que :

δt

(δs)2 < 0.4.La fon
tion expliciteBS donne don
 le prix d'un 
all à t = 0 et à l'é
héan
e, enfon
tion d'un ve
teur S des prix de l'a
tif sous-ja
ent, allant de 0 à L par pas de
dx.fun
tion [C0,CT℄=expli
iteBS(T,K,sigma,r,L,dt,ds)q=L/ds+1;S=0:ds:L;n=T/dt+1;PT=max(0,K-S)';%Définition de la matri
e AA1=1-r*dt-sigma^2*dt*[1:1:q℄.*[1:1:q℄;A2=0.5*sigma^2*dt*[2:1:q℄.*[2:1:q℄-0.5*r*dt*[2:1:q℄;A3=0.5*sigma^2*dt*[1:1:q-1℄.*[1:1:q-1℄+0.5*r*dt*[1:1:q-1℄;A=diag(A1)+diag(A2,-1)+diag(A3,1);P0=A^n*PT;%On passe maintenant au prix du 
allCT=max(0,S-K)';%relation de parité 
all-put :C0=P0+S'-K.*exp(-r*T);Il est alors possible de tra
er la valeur d'un 
all à t = 0 et à t = T en fon
tion duprix de l'a
tif sous-ja
ent S, 
e que fait la fon
tion TraceCallEDP :fun
tion [℄=Tra
eCallEDP(T,K,sigma,r,L,dt,ds)S=0:ds:L;[C0,CT℄=expli
iteBS(T,K,sigma,r,L,dt,ds);plot(S,[C0,CT℄)Le résultat produit est visible sur la �gure 3.2.1.En�n, pour ne 
onsidérer le prix du 
all que pour un seul prix du sous-ja
ent� le prix initial �, on utilisera la fon
tion BSchoCallEDP :42
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fun
tion C=BS
hoCallEDP(S,T,K,sigma,r,L,dt,ds)[C0,CT℄=expli
iteBS(T,K,sigma,r,L,dt,ds);C=C0(S/ds+1,1);Ré
apitulatifLa méthode des éléments �nis fournit des résultats très pro
hes de 
eux obtenuspar le 
al
ul expli
ite via la formule de Bla
k-S
holes. Cependant, on utilisera parla suite la méthode dé
rite en 3.2.1, qui est in
onditionnellement stable, et quidonne des résultats très bons. Pour visualiser l'évolution d'un 
all en fon
tion dutemps par rapport à 
elle de l'a
tif sous-ja
ent, on peut tra
er les deux 
ourbes deprix sur un même graphe. Pour 
ela, on é
rit une fon
tion Actif qui va simulerl'évolution du 
ours du sous-ja
ent :fun
tion S=A
tif(S0,mu,sigma,T,delta_t);n=T/delta_t;S=zeros(n+1,1);S(1,1)=S0;r=mu+0.5*sigma.^2;for i=2:n+1Z=randn.*sqrt(delta_t);S(i,1)=S(i-1,1)+S(i-1,1).*(r*delta_t+sigma*Z);end 43



Pour 
haque instant t 
ompris entre 0 et T , on 
onnaît le 
ours St de l'a
tif, et letemps qu'il reste jusqu'à l'é
héan
e, T − t. On peut ainsi 
al
uler pour 
ha
un de
es instants le prix du 
all par la fon
tion BSchoCall. Le tra
é �nal est obtenugrâ
e à la fon
tion traceActCall 
i-dessous :fun
tion[℄=tra
eA
tCall(S0,mu,sigma,T,delta_t,K);n=T/delta_t;Call=zeros(n+1,1);r=mu+0.5*sigma.^2;S=A
tif(S0,mu,sigma,T,delta_t);for i=1:n+1e
h=T-(i-1)*delta_t;Call(i,1)=BS
hoCall(S(i,1),e
h,K,sigma,r)endt=0:delta_t:T;plot(t,[S,Call℄)Le graphe 3.2.1 est une illustration du résultat obtenu.
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3.2.2 Cal
ul de C̃1La prin
ipale di�
ulté de 
al
ul réside dans le fait qu'il faille estimer de mul-tiples intégrales faisant intervenir la fon
tion f pour le 
al
ul de V2 et V3. Cepen-dant, il est possible de simpli�er quelque peu les expressions de V2 et V3 (
f. [1℄)pour obtenir :
V2 =

1

ν
√

2α

〈[
−2ρF + ρ(µ − r)F̃ +

√
1 − ρ2M

] (
f 2 −

〈
f 2

〉)〉

V3 =
−ρ

ν
√

2α

〈
F

(
f 2 −

〈
f 2

〉)〉où F , F̃ et M sont les primitives respe
tives de f , 1/f et γ.A partir d'i
i, nous nous pla
erons dans le 
adre du modèle Log d'Ornstein-Uhlenbe
k, pour lequel la fon
tion f n'est autre que la fon
tion exponentielle.Ainsi :
f(y) = ey

φ(u) =
1√
2πν

e−(u−m)2/2ν2

.L'expression de V2 et V3 se 
al
ule alors expli
itement :
V2 =

1

β

〈[
−2ρey − ρ(µ − r)e−y +

√
1 − ρ2M

] (
e2y −

〈
e2y

〉)

=
1

β

∫ ∞

−∞

([
−2ρey − ρ(µ − r)e−y +

√
1 − ρ2M

] (
e2y −

〈
e2y

〉))
φ(y)dy

=
−2ρ

β

(
e

9ν2

2
+3m − e

5ν2

2
+3m

)
− ρ

β
(µ − r)

(
e

ν2

2
+m − e

5ν2

2
+m

)

+
2√
2α

√
1 − ρ2γσ2ν.et

V3 =
−ρ

β

〈
ey

(
e2y −

〈
e2y

〉)〉

=
−ρ

β

∫ ∞

−∞

(
e2y −

〈
e2y

〉)
φ(y)dy

=
−ρ

β

(
e

9ν2

2
+3m − e

5ν2

2
+3m

)
.De la même façon que pour le tra
é du smile de la volatilité impli
ite, nousallons simuler des traje
toires de 
ours d'a
tifs suivant le modèle Log d'Ornstein-Uhlenbe
k. Pour mieux visualiser les variations du 
ours par rapport aux variations45



aléatoires de la volatilité, on peut mettre en oeuvre la fon
tion OU dé�nie de lafaçon suivante :fun
tion X=OU(mu,alpha,beta,m,rho,S0,Y0,pas,Fon
tVol)n=1/pas;S=[S0; zeros(n,1)℄;Y=[Y0; zeros(n,1)℄;for i=2:n+1u1=randn*sqrt(pas);u3=randn*sqrt(pas);u2=rho*u1+sqrt(1-rho.^2)*u3;S(i,1)=S(i-1,1)+S(i-1,1)*mu*pas+S(i-1,1).*exp(Y(i-1,1)).*u1;Y(i,1)=Y(i-1,1)+alpha*(m-Y(i-1,1))*pas+beta*u2;end;plot(0:pas:1,[S,exp(Y)℄)Les résultats sont visibles sur les graphes 
i-dessous.
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En�n, il est désormais possible de tra
er le prix 
orrigé du 
all sur le mêmegraphe que le prix de l'a
tif, en visualisant leurs �u
tuations respe
tives. C'estl'objet de la fon
tion traceActCallOU .fun
tion[℄=tra
eA
tCallOU(mu,alpha,beta,m,rho,S0,Y0,pas,Fon
tVol,K);n=1/pas;Call=zeros(n+1,1); 47



nu=beta/sqrt(2*alpha);sigma=nu*exp(2*(nu^2-m))/sqrt(2*pi);r=mu+0.5*sigma.^2;S=OU(mu,alpha,beta,m,rho,S0,Y0,pas,Fon
tVol);V2=-2*rho/beta*(exp(4.5*nu^2+3*m)-exp(2.5*nu^2+3*m))-rho/beta*(mu-r)*(exp(0.5*nu^2+m)-exp(2.5*nu^2+m));V3=-rho/beta*(exp(4.5*nu^2+3*m)-exp(2.5*nu^2+3*m));for i=1:ne
h=1-(i-1)*pas;Call(i,1)=BS
hoCall(S(i,1),e
h,K,sigma,r);d1=(log(S0/K)+(r+0.5*sigma.^2)*e
h)/(sigma*sqrt(e
h));Call(i,1)=Call(i,1)-(S(i,1)*exp(-0.5*d1^2)/sqrt(2*pi))/(sigma^2)*((V2-V3)*sigma*sqrt(e
h)-V3*d1);endt=0:pas:1;plot(t,[S Call℄)Ce
i résulte du fait que le prix 
orrigé du Call s'é
rit, après expli
itation desdérivées partielles de C par rapport au sous-ja
ent (
f. [4℄) :
C0 = CBS − Stg(d1)

σ2

(
(V2 − V3)σ

√
(T − t) − V3d1

)
.
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Appendi
eThéorème 3 (Formule d'It�) Soit (Xt)0≤t≤T un pro
essus sto
hastique solutionde l'équation di�érentielle sto
hastique :
dXt = µ(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dBtoù Bt est un mouvement brownien standard.Soit f une fon
tion C2, on a :

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

f ′(Xs)dXs +
1

2

∫ t

0

f ′′(Xs)d〈X,X〉save
 :
〈X,X〉t =

∫ t

0

σ2(s,Xs)ds.De même, si (t, x) → f(t, x) est une fon
tion de 
lasse C1,2, on a :
f(t,Xt) = f(0, X0)+

∫ t

0

∂f

∂t
(s,Xs)ds+

∫ t

0

∂f

∂x
(s,Xs)dXs+

1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
(s,Xs)d〈X,X〉s.Théorème 4 (Théorème de Girsanov) Soit (Ω,F , {Ft, 0 ≤ t ≤ T}, P) un es-pa
e probabilisé et �ltré, dont la �ltration est la �ltration naturelle d'un mouvementbrownien. Soit (θt)0≤t≤T un pro
essus adapté véri�ant ∫ T

0
θ2

sds < ∞ p.s. et tel quele pro
essus (Lt)0≤t≤T dé�ni par :
Lt = exp

(
−

∫ t

0

θsdBs −
1

2

∫ t

0

θ2
sds

)soit une martingale. Alors, sous la probabilité P
L de densité Lt par rapport à P,le pro
essus (Wt)0≤t≤T dé�ni par Wt = Bt +

∫ t

0
θsds, est un mouvement brownienstandard.
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Proposition 3 Soit X une variable aléatoire B-mesurable à valeurs dans (E, E)et soit Y une variable aléatoire indépendante de B, à valeurs dans (F,F). Pourtoute fon
tion Φ borélienne, positive (ou bornée), sur (E × F, E ⊗ F), la fon
tion
ϕ dé�nie par :

∀x ∈ E, ϕ(x) = E(Φ(x, Y ))est borélienne sur (E, E) et on a :
E[Φ(X,Y )|B] = ϕ(X ) p.s.Preuve 1Notons PY la loi de Y . Soit maintenant Z une variable aléatoire B-mesurablepositive. Si on note PX,Y la loi du 
ouple (X,Y ) et PX,Z 
elle du 
ouple (X,Z), enutilisant l'indépendan
e de Y et du ve
teur (X,Z),

E[Φ(X,Y )Z] =

∫ ∫
Φ(x, y)z dPX,Z(x, z)dPY (y)

=

∫ (∫
Φ(x, y)dPY (y)

)
zdPX,Z(x, z)

=

∫
ϕ(x)z dPX,Z(x, z)

= E[ϕ(X)Z],
e qui donne le résultat annon
é.Preuve 2Soit (s, t) ∈ (R+)
2, tel que s < t.

E
∗[S̃t|Fs] = E

∗
[
S̃s exp

(
−σ2

2
(t − s) + σ(Wt − Ws)

)
|Fs

]Puisque Wt − Ws est indépendant de Fs et que S̃s est Fs-mesurable, on peutappliquer la proposition 
i-dessus. On a :
E

∗[S̃t|Fs] = S̃s exp

(
−σ2

2
(t − s) E

∗ [exp (σ(Wt − Ws))]

)
.Or Wt − Ws ∼ N (0, t − s), don
 :

E
∗ [exp (σ(Wt − Ws))] = exp

(
σ2

2
(t − s)

)51



D'où :
E

∗[S̃t|Fs] = S̃s.Proposition 4 (Formule de parité 
all-put) :On 
onsidère des options européennes. Soient Ct et Pt les prix respe
tivementd'un 
all et d'un put au temps t, ave
 une é
héan
e T , un prix d'exer
i
e K, et untaux sans risque r. Alors on a :
Ct − Pt = St − Ke−r(T−t).Preuve

Ct − Pt = E[e−r(T−t) ((ST − K)+ − (K − ST )+) |Ft]

= E[e−r(T−t) ((ST − K)+ + (K − ST )−) |Ft]

= E[e−r(T−t)(ST − K)|Ft]

= E[ST e−r(T−t)|Ft] − Ke−r(T−t).Comme le prix a
tualisé est une martingale, on a :
E[ST e−rT |Ft] = Ste

−rt.De 
ette manière,
Ct − Pt = St − Ke−r(T−t).
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