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■♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦r ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✿ ❛ str✐❝t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥

❏✐❛♥②✐♥❣ ◗✐✉∗ ◗✐②❛♥ ❖♥❣†

❖❝t♦❜❡r ✺✱ ✷✵✶✼

❆❜str❛❝t

❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛♥❞ str✐❝t❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ❢r♦♠

✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✳ ■♥

♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉❜❥❡❝ts ❢❛❝❡ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♦♣t✐♦♥s✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ st❛♥✲

❞❛r❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❡ ♦♣t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ✭t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡✮✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉❜❥❡❝ts t♦ r❛♥❞♦♠✐③❡ ♦✈❡r t❤❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ❡✐t❤❡r ♦♣t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣❛②♦✛s ✭t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡✮✳ ❋✉r✲

t❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❡❧✐❝✐t s✉❜❥❡❝ts✬ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ✭❲❚P✮ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡

✈✐❛ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r✐❝❡ ❧✐st ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t s✉❜❥❡❝ts ♠✐❣❤t str✐❝t❧② ♣r❡❢❡r

t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡✳ ❖✉r r❡s✉❧ts

s✉❣❣❡st t❤❛t ✭✶✮ t❤❡ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ s✉❜❥❡❝ts r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❛❝t✐✈❡❧②❀ ✭✷✮ s✉❜❥❡❝ts t♦♦❦

❧♦♥❣❡r t✐♠❡ t♦ ♠❛❦❡ str✐❝t❧② r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s❀ ✭✸✮ s✉❜❥❡❝ts ✇❡r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② ❛

str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦♥❡② t♦ r❛♥❞♦♠✐③❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ✇❡r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② ♠♦r❡

❢♦r ❝❤♦✐❝❡s t❤❛t t❤❡② ❢❡❡❧ ♠♦r❡ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡ str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r

t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✐♥ ❝❤♦✐❝❡s✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✐t s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡r❡

♠✐❣❤t ❡①✐st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss❡s ✇❤❡♥ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ♠❛❦❡

❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛❣❛✐♥st t❤❡✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

∗❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r✿ ❘❛❞❜♦✉❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ■▼❘✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❚❤♦♠❛s ✈❛♥ ❆q✉✐♥♦s✲

tr❛❛t ✺✱ ✻✺✷✺ ●❉ ◆✐❥♠❡❣❡♥✱ t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✳ ❊✲♠❛✐❧✿ ❥✳q✐✉❅❢♠✳r✉✳♥❧✳ ❚❡❧✳✿ ✭✰✮✸✶ ✭✵✮✷✹ ✸✻ ✶✶✺✾✾✳ ❋❛①✿

✭✰✮✸✶✭✵✮✷✹ ✸✻ ✶✷✸✼✾✳

†❙♦❝✐❛❧ ❙❡r✈✐❝❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥tr❡✱ ❋❛❝✉❧t② ♦❢ ❆rts ❛♥❞ ❙♦❝✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙✐♥❣❛♣♦r❡✱

❆❙✸ ▲❡✈❡❧ ✹✱ ✸ ❆rts ▲✐♥❦✱ ❙✐♥❣❛♣♦r❡ ✶✶✼✺✼✵✳ ❊♠❛✐❧✿ q②♦♥❣❅♥✉s✳❡❞✉✳s❣✳



❑❡② ✇♦r❞s✿ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✱ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s

❏❊▲ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❈✾✶✱ ❉✽✶

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲✐❢❡ ✐s ❛ ❥♦✉r♥❡② ♦❢ ♠❛♥② ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ❤♦✉s❡ t♦ ❜✉②✱

✇❤✐❝❤ ❝❛r❡❡r ♣❛t❤ t♦ ❢♦❧❧♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛♥ ♦r ✇♦♠❛♥ t♦ ♠❛rr②✳ ■♥ ❛ ✜r♠✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❞❡❝✐❞❡

✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦❢ ❛ ❧✐st ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ②❡t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ ❤✐r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✜r♠

str❛t❡❣② ✲ ❛ st❡❛❞② ♦♥❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡r❛t❡ r❡t✉r♥ ♦r ❛ r✐s❦② ♦♥❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡t✉r♥

✲ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❙♦❝✐❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ✈♦t❡ ❞✉r✐♥❣

t❤❡ ❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦❧✐❝② t♦ st❛♥❞ ❢♦r✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛♥② s✐t✉❛t✐♦♥s✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❢❛❝❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ♣❡♦♣❧❡ ❛r❡

✐♥❞❡❝✐s✐✈❡✳ ❨❡t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧✐tt❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st✉❞✐❡s t❤❛t ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s

♦❢ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✳

■♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s❡tt✐♥❣✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r✲

❡♥❝❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♥♦ ❛✈❡♥✉❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ ❡①♣r❡ss ❤✐s ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✳ ❆s

❛ r❡s✉❧t✱ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✐s ♦❢t❡♥ ♠❛s❦❡❞ ❛♥❞✴♦r tr❡❛t❡❞ ❛s ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❙✉❝❤ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠ ❡①✐sts ✐♥ ❛❧❧ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ st✉❞✐❡s t♦

♠❡❛s✉r❡ t✐♠❡ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡s ✐♥ ✐♥t❡r✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❋r❡❞❡r✐❝❦

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ✭s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ t♦ ❡st✐♠❛t❡

r✐s❦ ❛tt✐t✉❞❡s ✭❍♦❧t ❛♥❞ ▲❛✉r②✱ ✷✵✵✷✮✱ ❛♥❞ t♦ ❛ss❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡st✐♠❛t❡s ✭❚r❛✉t♠❛♥♥ ❛♥❞

❑✉✐❧❡♥✱ ✷✵✶✺✮✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✐s ♥♦t ❛♥ ❛♥♦♠❛❧② ♦r ❡rr♦r✱ ✐ts ❞❡♥✐❛❧ ❤❛s ❡①t❡♥s✐✈❡

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥❢✉s✐♥❣ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✇✐t❤ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s❡s

✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ r✐s❦ ❛tt✐t✉❞❡s✱ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡st✐♠❛t❡s✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❡①✐st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss❡s ✇❤❡♥ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡

❢♦r❝❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛❣❛✐♥st t❤❡✐r tr✉❡✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r✲

❡♥❝❡s✳

❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ ❡①♣r❡ss ✐♥✲

❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ str✐❝t❧② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ❢r♦♠ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤r♦✉❣❤

✷



✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❝❤♦✐❝❡s✳ ▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡

✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❖✉r ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss t❤❛t ❛r✐s❡s ❢r♦♠

❞✐st✐♥❝t ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ♠♦t✐✈❡s ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭▲❡✈✐✱ ✶✾✽✻❀ ❉✉❜r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❊❧✐❛③ ❛♥❞

❖❦✱ ✷✵✵✻✮✱ ❛♥❞ ✐ts r❡s✉❧t❛♥t ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ❞❡❧✐❜❡r❛t❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✭❆❣r❛♥♦✈ ❛♥❞

❖rt♦❧❡✈❛✱ ✷✵✶✼✮✳ ❲❡ st✉❞② ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✐♥ ❛♥ ✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♥♦✈❡❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❲❡

❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡ ❛s ❛ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦rs❡ ❢♦r ✐ts r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❢❛❝✐♥❣ ❞✐st✐♥❝t

❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ♠♦t✐✈❡s✿ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ♦✇♥ ❣❛✐♥s ✈❡rs✉s t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❢❛✐r❧②✳ ❚❤❡s❡ ♠♦t✐✈❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♥✐❝❡❧② t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠❛② ❤❛✈❡

✇❤❡♥ t❤❡② ❤❛✈❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭❉✉❜r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❊❧✐❛③ ❛♥❞ ❖❦✱ ✷✵✵✻✮✱ ❛♥❞ t❤❡

✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡ ♠✐rr♦r ♠❛♥②

❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ ❜✉s✐♥❡ss✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❥♦❜ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ s♦❝✐❛❧ ❧✐❢❡s✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ✈♦t✐♥❣

♦❢ ♣♦❧✐❝✐❡s ♦r ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ❲❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ♠♦t✐✈❡s t♦

st✉❞② t❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✳

■♥ ❛♥ ✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡✱ ❛ ♣r♦♣♦s❡r ♦✛❡rs ❛ ♣❛②♦✛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ r❡❝❡✐✈❡r ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡

t♦ ❛❝❝❡♣t ♦r r❡❥❡❝t t❤❡ ♦✛❡r ✭❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡✮✳ ❇♦t❤ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❛②♦✛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✇❤❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛❝❝❡♣ts✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ r❡❝❡✐✈❡ ③❡r♦ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡ r❡❥❡❝ts✳ ❲❡ ❞❡♣❛rt ❢r♦♠

t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡❥❡❝t✐♦♥

❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡✳ ❋✉rt❤❡r✲

♠♦r❡✱ ✇❡ ❛s❦❡❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❢♦r ❤✐s✴❤❡r ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ✭❲❚P✮ t♦ ✉s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞

❝❤♦✐❝❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✕ ❢r❡❡ ✕ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ✜♥❛❧ ♣❛②♦✛✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣s

✉s t♦ r✉❧❡ ♦✉t ✏❝❤❡❛♣ t❛❧❦✑ ✐♥ ✉t✐❧✐③✐♥❣ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✱ ✐❢ ❛♥②✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠♦❞❡❧s

♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♣r❡❞✐❝t ♥♦ str✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡✱ ❧❡t ❛❧♦♥❡

♣❛②✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ s✉❜❥❡❝ts ❤❛✈❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡

t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♠ ✉s✐♥❣ r✉❧❡s ❛s t❤♦s❡ ✐♥ ❈❡rr❡✐❛✲❱✐♦❣❧✐♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ♦r ✐♥ ◗✐✉ ✭✷✵✶✺✮✱

t❤❡② ♠❛② str✐❝t❧② ♣r❡❢❡r t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✇❡

♦✛❡r ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♣♦✐♥t✳

❲❡ ❤❛✈❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✭♦✈❡r ✾✵✪✮ ♠❛❞❡ r❛♥✲

❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❆♠♦♥❣ t❤♦s❡ ✇❤♦ r❛♥❞♦♠✐③❡❞✱ t❤❡② r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❢♦r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✭✺✸✪ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✮✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s

✸



s✉❣❣❡sts t❤❛t ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ r❛r❡ ✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ♠♦t✐✈❡s✱ s✉❝❤

❛s ✐♥ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❤✉♠❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t s❤♦✉❧❞

♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

❙❡❝♦♥❞✱ s✉❜❥❡❝ts t♦♦❦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ t♦ ♠❛❦❡ str✐❝t❧② r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s t❤❛♥

t♦ ♠❛❦❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ✵ ♦r ✶✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t

✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❲❤❡♥ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ✐♥❞✐❢✲

❢❡r❡♥t t♦✇❛r❞s ♦♣t✐♦♥s✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ s♣❡♥❞ ❧❡ss t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s

❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✐s ❝♦st❧②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❤❡♥ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡ t♦✇❛r❞s

❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ s♣❡♥❞ ♠♦r❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♥t❡♠♣❧❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛s t❤❡② ❢❛❝❡

❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ♠♦t✐✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ♦✉r r❡s✉❧ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t s✉❜❥❡❝ts ✇❡r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦♥❡② t♦

r❛♥❞♦♠✐③❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ✇❡r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② ♠♦r❡ ❢♦r r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ r❛♥❞♦♠✲

✐③✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ 0.5 t❤❛♥ t❤♦s❡ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠✐③✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ ✵ ♦r ✶✳

❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♥♦t ♦♥❧② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❞❡❧✐❜✲

❡r❛t❡ ❛♥❞ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝❤❡❛♣ t❛❧❦✱ ✐t ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❜❡♥❡✜ts t♦ t❤❡

s✉❜❥❡❝ts ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♠❛❦❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❚♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t r❡✐♥❢♦r❝❡s

t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ♣♦✐♥t t❤❛t ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❤✉♠❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧

t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♣❡♦♣❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✐s ✇❡❧❢❛r❡ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣✳

❖✉r ♣❛♣❡r r❡❧❛t❡s t♦ st✉❞✐❡s ♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✳ ❉❛♥❛♥ ❛♥❞

❩✐❡❣❡❧♠❡②❡r ✭✷✵✵✻✮ ❢♦✉♥❞ t❤❛t s✉❜❥❡❝ts ♣♦st♣♦♥❡❞ ❝❤♦✐❝❡s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♣♦st♣♦♥✐♥❣ ✇❛s ❝♦st❧②✱

❛♥❞ t❤❡② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✲ ♣♦st♣♦♥✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ✕ ❛s ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡

❢♦r ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✳ ■♥ ❆❣r❛♥♦✈ ❛♥❞ ❖rt♦❧❡✈❛ ✭✷✵✶✼✮✱ s✉❜❥❡❝ts ❢❛❝✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡t

❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② r❛♥❞♦♠✐③❡ ✭❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❡ ♦♣t✐♦♥ ✐♥ s♦♠❡ ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥

✐♥ ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡s✮ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ✇❡r❡ t♦❧❞ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝❤♦✐❝❡s ✇❡r❡ r❡♣❡❛t❡❞ t❤r❡❡

t✐♠❡s✳ ❉✇❡♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡rs s♦♠❡t✐♠❡s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❞❡❧❡❣❛t✐♥❣

t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❝❡✱ ❡✳❣✳✱ ❛ ❝♦✐♥ ✢✐♣✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✈❡✐♥✱ ❈❡tt♦❧✐♥ ❛♥❞

❘✐❡❞❧ ✭✷✵✶✺✮ ❛❧❧♦✇❡❞ s✉❜❥❡❝ts t♦ s❡❧❡❝t ❛♥ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♣t✐♦♥ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❡

♦♣t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♣t✐♦♥ ✇❛s ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ✇❛s

❞❡❧❡❣❛t❡❞ t♦ ❛ ❢❛✐r r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❝❡✱ ❡✳❣✳✱ ❛ ❝♦✐♥ ✢✐♣✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♣t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡

✹



t✐♠❡s ✇❛s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡

s✉❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❖✉r ♣❛♣❡r ✐s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r ♣r❡✈✐♦✉s ❛tt❡♠♣ts t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥✲

❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✐♥ t❤r❡❡ ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ ✐♥ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ♣❛②♦✛ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦r r❡❥❡❝t✐♦♥ ✐s ❝❡rt❛✐♥✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❧♦tt❡r②✳ ❚❤✐s

❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡

❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❧♦tt❡r② ✇❤❡♥ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡ r✐s❦② ♦r ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❧♦tt❡r✐❡s ✭❛s ✐♥ ❡✳❣✳✱ ❈❡t✲

t♦❧✐♥ ❛♥❞ ❘✐❡❞❧✱ ✷✵✶✺✮✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r✉❧❡s

t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❧♦tt❡r②✳ ❱✐♦❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡

t♦ ❡✐t❤❡r ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ♦r ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ r✉❧❡s t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❧♦tt❡r✐❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♦✉r

s✉❜❥❡❝ts ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s✱ ✐♥st❡❛❞

♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❣✐✈❡♥ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❝❡✱ ❡✳❣✳✱ ✢✐♣♣✐♥❣ ❛ ❝♦✐♥✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐t r❡❞✉❝❡s

s♦♠❡ ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❣r❡t ❛✈❡rs✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥

❉✇❡♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❈❡tt♦❧✐♥ ❛♥❞ ❘✐❡❞❧ ✭✷✵✶✺✮✳✶ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❦♥♦✇

✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥s ✲ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ♣❛②♦✛ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝❝❡♣✲

t❛♥❝❡ ♦r r❡❥❡❝t✐♦♥ ✐s ❝❡rt❛✐♥ ✲ t❤❡r❡ ✐s s✐♠♣❧② ♥♦ r♦♦♠ ❢♦r r❡❣r❡t ✐❢ r❡❝❡✐✈❡rs✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡

❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤✐r❞✱ ✇❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❡❧✐❝✐t t❤❡ ❲❚P ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s ♦✈❡r t❤❡

❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡s✳ ❙✉❜❥❡❝ts ♥❡❡❞ t♦ ♣❛② ❛ ❢❡❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s t♦

❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ✜♥❛❧ ♣❛②♦✛s✳ ❲✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ❞♦ s♦ str✐❝t❧② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡s ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ❢r♦♠

✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✐t ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❤❛✈✐♥❣ t♦

♠❛❦❡ ❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡♠ t♦ ❡①♣r❡ss

t❤❡✐r ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✳

❖✉r ♣❛♣❡r ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ r❡♣♦rts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸

❞❡r✐✈❡s t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s♦❧✉t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❛❧❧ ♠❛❥♦r ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❞✐s❝✉ss❡s s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞

❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✶■♥ ❉✇❡♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❈❡tt♦❧✐♥ ❛♥❞ ❘✐❡❞❧ ✭✷✵✶✺✮ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ r❡❣r❡t ♦♥❧② ♦✈❡r ❛❝t✐✈❡

❝❤♦✐❝❡s s❤♦✉❧❞ t❤♦s❡ ❝❤♦✐❝❡s ❞❡❧✐✈❡r ❜❛❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❉❡❧❡❣❛t✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❝❡ ✐s

s❡❡♥ ❛s ❛ ♣❛ss✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥✈♦❧✈❡s ♥♦ r❡❣r❡t✳ ❍❡r❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛❝t✐✈❡✳
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✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥

❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❜✉✐❧t ♦♥ ❛ ✭♠♦❞✐✜❡❞✮ ✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣♦s❡r ❛♥❞ ❛ r❡❝❡✐✈❡r

♦✈❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ B❈20✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ st❛❣❡s✳ ❇✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡

❡❧✐❝✐t❡❞ ✐♥ ❙t❛❣❡ ✶✳ ❙✉❜❥❡❝ts ❢❛❝❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡② ♣✐❝❦ ♦♥❡ ♦♣t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ t✇♦✳ ❙t❛❣❡

✷ ❡❧✐❝✐ts r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❙✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s ✲ r❡❥❡❝t✐♦♥

♦r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ✲ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡✳ ❙t❛❣❡ ✸ ❡❧✐❝✐ts s✉❜❥❡❝ts✬ ❲❚P✳ ❍❛✈✐♥❣ ♠❛❞❡

t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s✱ s✉❜❥❡❝ts ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ❝❤♦✐❝❡s t❤❡② ✇✐s❤

t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ✜♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛②♦✛s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡s ✐s

❛❧✇❛②s ❢r❡❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❜✉t s✉❜❥❡❝ts ♥❡❡❞ t♦ ♣❛② ❛ ❢❡❡ ✐❢ t❤❡② ✇✐s❤ t♦ ✉s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞

❝❤♦✐❝❡s✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡❧✐❝✐t t❤r❡❡ ❝❤♦✐❝❡s ✕ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡✱

t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ✕ ❢r♦♠

❜♦t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❖✉r ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❢❛❝❡s ♥♦

r✐s❦ ♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇❤❡♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ t♦ ❛❝❝❡♣t ♦r r❡❥❡❝t✳ ❚❤✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢

✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ❞✉❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r✐♦rs ✭❖❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

❢❛❝❡s str❛t❡❣✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ♥♦t ❦♥♦✇✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✇♦✉❧❞ ❛❝❝❡♣t ♦r r❡❥❡❝t ❛♥

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❜❡❧✐❡❢s✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡

❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❉❡❝✐s✐♦♥ s❝r❡❡♥s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❞❡❝✐s✐♦♥ s❝r❡❡♥s✳

✷✳✶ ❇✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡s

■♥ ❙t❛❣❡ ✶ ✇❡ ❡❧✐❝✐t s✉❜❥❡❝ts✬ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡ ✈✐❛ t❤❡ str❛t❡❣② ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❙❡❧t❡♥✱

✶✾✻✼❀ ❇r❛♥❞ts ❛♥❞ ❈❤❛r♥❡ss✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ❢❛❝❡s ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛✐rs

♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s❡s ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ (B❈10,B❈10) ❛♥❞ ❛♥

✉♥❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ (B❈20 − a,B❈a), ✇❤❡r❡ a ∈ {0, 1, 2, ..., 9} ✐s t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ❤❛s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ ♣r♦♣♦s❡ t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡

r❡❝❡✐✈❡r ✐s ✐♥❢♦r♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ✇✐❧❧ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✉♥❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

♦r ❛♥ ❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ♦✛❡r✳

■❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

✻



❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ r❡❝❡✐✈❡ B❈0 ✐❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r r❡❥❡❝ts t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r

❤❛s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❛❝❝❡♣t ♦r r❡❥❡❝t ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜②

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ❛❝t✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s r❡✈❡❛❧❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❡q✉❛❧ ❛♥❞ ♦♥❡ ✉♥❡q✉❛❧✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❤❛s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❛❝❝❡♣t

♦r r❡❥❡❝t ✐❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ♣r♦♣♦s❡s t❤❡ ✉♥❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s

❛❧s♦ ❛s❦❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❛❝❝❡♣t ♦r r❡❥❡❝t ✐❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r

♣r♦♣♦s❡s t❤❡ ❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

✷✳✷ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s

■♥ ❙t❛❣❡ ✷✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛r❡ t♦❧❞ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✲

❝✐s✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s t♦❧❞ t❤❛t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡

♦r r❡❥❡❝t✐♦♥✱ t❤❡② ❝❛♥ ❛ss✐❣♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p t♦ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛♥❞ 1 − p t♦ r❡❥❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡

0 ≤ p ≤ 1 ✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ♣❛②♦✛s

❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦r r❡❥❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❞❡❝✐✲

s✐♦♥ ♦❢ (0.4, Acceptance; 0.6, Rejection) ❢♦r t❤❡ ✉♥❡q✉❛❧ ♦✛❡r✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇ ❞❡t❡r♠✐♥❡s

t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ✹✵✪ ❛♥❞ ✐s r❡❥❡❝t❡❞

✇✐t❤ ❛ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ✻✵✪✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ✶✵✪✱ t❤✉s ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡

p% = {0, 10%, 20%, 30%, ..., 100%}✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♠❛❦❡s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

❜② ♠♦✈✐♥❣ ❛ s❧✐❞❡r✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❧✐❞❡r ✐s ♠♦✈❡❞✱ t❤❡ p ✉♥❞❡r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✱ 100 − p% ✉♥❞❡r

r❡❥❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ p% ❛❜♦✈❡ t❤❡ s❧✐❞❡r ❝❤❛♥❣❡ t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥

✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ s❝r❡❡♥✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ t✇♦ ❛❧❧♦✲

❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ✇♦✉❧❞

❧✐❦❡ ❡✐t❤❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡

p% = {0%, 10%, 20%, 30%, ..., 100%}✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❧✐❞❡r ✐s ♠♦✈❡❞✱ t❤❡ p% ✉♥❞❡r ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥

✶✱ 100− p% ✉♥❞❡r ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✷✱ ❛♥❞ t❤❡ p% ❛❜♦✈❡ t❤❡ s❧✐❞❡r ❝❤❛♥❣❡ t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✷ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❞❡❝✐s✐♦♥ s❝r❡❡♥s ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ❞❡❝✐s✐♦♥

s❝r❡❡♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥ ❛♥

✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ✶✵✪✱ p% = {0%, 10%, 20%, 30%, ..., 100%}✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❧✐❞❡r ✐s ♠♦✈❡❞✱ t❤❡

p% ✉♥❞❡r ❆❝❝❡♣t✱ 100 − p% ✉♥❞❡r ❘❡❥❡❝t✱ ❛♥❞ t❤❡ p% ❛❜♦✈❡ t❤❡ s❧✐❞❡r ❝❤❛♥❣❡ t♦ r❡✢❡❝t

t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

❖✉r ✐♥t❡♥t ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ s✉❜❥❡❝ts ♠❛❦❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s ❛❢t❡r ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡s ✐s t♦ ❛❧❧♦✇

s✉❜❥❡❝ts t♦ s❡❡ s✐♠♣❧❡✱ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡s ❜❡❢♦r❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❇✉t

t❤✐s ❣✐✈❡s s✉❜❥❡❝ts ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❝♦♥t❡♠♣❧❛t❡ ♦♥ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❛♥❞✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱

✐t ❝♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ s✉❜❥❡❝ts✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢

♦❜s❡r✈✐♥❣ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡ ❝❤♦✐❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✇♦✉❧❞ ❜❡ str♦♥❣❡r ✐❢ ✇❡

♦❜s❡r✈❡ ✐t ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ❞❡s✐❣♥ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ t❡st ♦❢ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✳

✷✳✸ ❲❚P

■♥ ❙t❛❣❡ ✸✱ ♦♥❡ ♣❛✐r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❲❡ ❡❧✐❝✐t s✉❜❥❡❝ts✬

❲❚Ps ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❤♦s❡♥ ♣❛✐r ❜② ❛s❦✐♥❣ t❤❡♠ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡② ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② t♦

✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ❡❛r❧✐❡r ❢♦r t❤❛t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❛✐r✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ♥♦t t♦ ✉s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡✱ ♦r st❛t❡ ❛ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❣r❡❛t❡r ♦r

❡q✉❛❧ t♦ B❈0 ❞♦❧❧❛r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡s t♦
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ s❝r❡❡♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ❲❚P ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡

r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡✳ ❆❢t❡r s✉❜❥❡❝ts ❝♦♥✜r♠ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ r♦✇s✱ ♦♥❡ r♦✇ ✐s r❛♥❞♦♠❧②

❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦♣t✐♦♥ ❛t t❤✐s r♦✇ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r s✉❜❥❡❝ts✬

r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ s❝r❡❡♥ ✐s s✐♠✐❧❛r✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t

t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣♦s❡✳

❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ✜♥❛❧ ♣❛②♦✛s✳

❲❡ ❡❧✐❝✐t s✉❜❥❡❝ts✬ ❲❚Ps ✈✐❛ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r✐❝❡ ❧✐st ♠❡t❤♦❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❇❡❝❦❡r✱

❉❡ ●r♦♦t ❛♥❞ ▼❛rs❝❤❛❦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❛✈♦✐❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐ss✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❇❉▼ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

✭P❧♦tt ❛♥❞ ❩❡✐❧❡r✱ ✷✵✵✺✮✳ ❙✉❜❥❡❝ts ❢❛❝❡ ❛ t❛❜❧❡ ✇✐t❤ ✶✶ r♦✇s✳ ■♥ ❡❛❝❤ r♦✇✱ s✉❜❥❡❝ts ❤❛✈❡

t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ♣❛② t❤❡ st❛t❡❞ ❢❡❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡

t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛②♦✛✱ ♦r ♥♦t t♦ ♣❛② t❤❡ ❢❡❡ ❛♥❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡ ✐♥st❡❛❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡

t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛②♦✛✳ ❚❤❡ ❢❡❡ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ B❈0 t♦ B❈2✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ B❈0.2✳ ❙✉❜❥❡❝ts ❛r❡

t♦❧❞ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r♦✇s ✇✐❧❧ ❜❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♦♣t✐♦♥

✐♥ t❤❛t r♦✇ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r s✉❜❥❡❝ts✬ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❡❡s ❢♦r ❞♦✐♥❣ s♦✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ s❝r❡❡♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲❚P ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛♥✲

❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ r❡✈✐s✐♦♥ s❝r❡❡♥ ❛♣♣❡❛rs ❛❢t❡r s✉❜❥❡❝ts ❝❧✐❝❦ ❖❑✳ ■♥

t❤❡ r❡✈✐s✐♦♥ s❝r❡❡♥ s✉❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❝♦♥✜r♠ t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡s ♦r ♠❛❦❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts✳
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❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❲❚Ps ❢♦r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ♣❛✐r✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❛s❦❡❞

❢♦r t❤❡ ❲❚P ✐❢ t❤❡ ✉♥❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❛♥❞✱ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱

❛❧s♦ t❤❡ ❲❚P ✐❢ t❤❡ ❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❲❚P ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥

❛♥ ✉♥❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ s✉❜❥❡❝ts✬ ❲❚Ps ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s t❤❛t ✇❡r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❛

♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡r♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡✐r r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡

✭s❡❡ ❡✳❣✳✱ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ◗✐✉ ❛♥❞ ❙t❡✐❣❡r✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡r♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ✐♥

♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s

✐♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❢♦r♠ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ❣✐✈❡♥ ❛♥② r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s✱ ♦✉r

♠♦❞✐✜❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r✐❝❡ ❧✐st ♠❡t❤♦❞ ❡❧✐❝✐ts t❤❡ s✉❜❥❡❝ts✬ tr✉❡ ❲❚P✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❲❚P ❛❢t❡r ❛♥② r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s✱ ✐t ✐s t❤❡ ❜❡st ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r t♦

s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✕ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥

❤✐s ♦r ❤❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✕ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s ✐t ✐s t❤❡

✉♥✐q✉❡ s✉❜❣❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❛♥❞♦♠✐③❡❞

❝❤♦✐❝❡s ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❙t❛❣❡ ✷ ❛♥❞ r❡♣♦rts t❤❡ tr✉❡ ❲❚P ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡

r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ♣❛✐r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❙t❛❣❡ ✸✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s r✉♥ ✐♥ t❤❡ ❉■❙❈❖◆ ❧❛❜ ✐♥ ❘❛❞❜♦✉❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳ ❘❡❝r✉✐t♠❡♥t ✇❛s ❞♦♥❡

✈✐❛ ❖❘❙❊❊ ✭●r❡✐♥❡r✱ ✷✵✶✺✮✳ ❲❡ ❤❛❞ ✹ s❡ss✐♦♥s ✇✐t❤ ✶✵✵ s✉❜❥❡❝ts ✐♥ t♦t❛❧✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❧❛st❡❞ ❛❜♦✉t ❛♥ ❤♦✉r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛②♠❡♥t ✇❛s B❈11.62✳

✸ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ s♦❧✉t✐♦♥s

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣r♦♣♦s❡r ✇❤♦ s✉❣❣❡sts ❛♥ ✉♥❡q✉❛❧ ♣❛②♦✛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ (20− a, a)✱ ✇❤❡r❡ 20− a

st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r ❛♥❞ a st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡

r❡❝❡✐✈❡r ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r t♦ ❛❝❝❡♣t ✭❞❡♥♦t❡ ❜② A✮ ♦r r❡❥❡❝t ✭❞❡♥♦t❡ ❜② R✮ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

♣❛②♦✛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s♦❧✉t✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✭❊❯✮

t❤❡♦r② ✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ♣♦♣✉❧❛r ♥♦♥✲❊❯ t❤❡♦r✐❡s✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

✶✵



✸✳✶ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ s♦❧✉t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❊❯❚ ❛♥❞ s♦♠❡ ♣♦♣✉❧❛r ♥♦♥✲❊❯ t❤❡♦r✐❡s

Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❊❯❚✿ p ∈ (0, 1) ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✇❤❡♥ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ A

❛♥❞ R✱ ❛♥❞ ❲❚P= 0 ❢♦r ❛❧❧ p✳

Pr♦♦❢✿ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛①✐♦♠✳ ❙✉♣♣♦s❡ A � R✱ ✇❤❡r❡ �

❞❡♥♦t❡s ❛ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ A ♦✈❡r R✱ t❤❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛①✐♦♠ pA+ (1− λ)A �

pR+(1−p)A∀p ∈ [0, 1]✳ ❆ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ A ❛♥❞ R ♦✛❡rs ♥♦ str✐❝t ✉t✐❧✐t② ❣❛✐♥ t❤❛♥

t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ❲❚P= 0✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ R � A ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ s✐♠✐❧❛r❧②✳

Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ♣♦♣✉❧❛r ♥♦♥✲❊❯ t❤❡♦r✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ✭❝✉♠✉❧❛t✐✈❡✮ ♣r♦s♣❡❝t

t❤❡♦r②✱ r❛♥❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t② t❤❡♦r② ✭◗✉✐❣❣✐♥✱ ✶✾✽✷✮✱ ❛♥❞ ●✉❧s ✭✶✾✾✶✮ ❞✐s❛♣✲

♣♦✐♥t♠❡♥t ❛✈❡rs✐♦♥ t❤❡♦r②✿ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❊❯❚✱ p ∈ (0, 1) ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✇❤❡♥ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡

✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ R✱ ❛♥❞ ❲❚P= 0 ❢♦r ❛❧❧ p✳

Pr♦♦❢✿ ❚❤❡ ❧♦tt❡r② (p,A; 1−p,R) ✇❤✐❝❤ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ✉♥❡q✉❛❧ ♣❛②♦✛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ (20−a, a)

✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p ❛♥❞ r❡❥❡❝ts ✐t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1 − p ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ♣r♦s♣❡❝t✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❛r② ♣r♦s♣❡❝ts✱ ✭❝✉♠✉❧❛t✐✈❡✮ ♣r♦s♣❡❝t t❤❡♦r②✱ r❛♥❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t② t❤❡♦r②

✭◗✉✐❣❣✐♥✱ ✶✾✽✷✮✱ ❛♥❞ ●✉❧s ✭✶✾✾✶✮ ❞✐s❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t ❛✈❡rs✐♦♥ t❤❡♦r② ❣✐✈❡s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡

s❛♠❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✼✳✶✶✳✶ ✐♥ ❲❛❦❦❡r✱ ✷✵✶✵✱ ♣✳ ✷✸✶✮✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡

♣r♦♦❢ ✉♥❞❡r ✭❝✉♠✉❧❛t✐✈❡✮ ♣r♦s♣❡❝t t❤❡♦r②✳ ❲✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❧❡t v(·) ❞❡♥♦t❡

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ V (·) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦s♣❡❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❧♦tt❡r②✱ w(·) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ A ≻CPT R✱ ✇❤❡r❡ ≻CPT ❞❡♥♦t❡s ❛ str✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥

✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❈P❚✳ ❯♥❞❡r ❈P❚ ✇❡ ❤❛✈❡V (A) = v[(20 − a, a)] > V (R) = v[(0, 0)]✳ ❈♦♥s✐❞❡r

♥♦✇ pA + (1 − p)R✳ ❇② ❈P❚ ✇❡ ❤❛✈❡ V [pA + (1 − p)R] = w(p)v[(20 − a, a)] + [1 −

w(p)]v[(0, 0)] = v[(0, 0)]+w(p)[v[(20−a, a)]−v[(0, 0)]]✳ ❙✐♥❝❡ w(p) ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ p✱ ✇❡ ❤❛✈❡

p = 1 ✇❤❡♥ A ≻CPT R✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ R ≻CPT A ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❘❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥

♠❛❦❡s s❡♥s❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ V (A) = V (R), ❛♥❞ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ V [pA+(1− p)R] = V (A) = V (R).

❖✈❡r❛❧❧ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♦✛❡rs ♥♦ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❲❚P= 0✳
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✸✳✷ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

■♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❜❡❧✐❡❢s✱ ✐✳❡✳✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r✐♦rs✱ ♦r ❢r♦♠ t❛st❡s✱ ✐✳❡✳✱ ♠✉❧t✐♣❧❡

✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❖❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❢❛❝❡s ♥♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡✲

❝✐s✐♦♥✱ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ❢r♦♠ ❜❡❧✐❡❢s ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡ ✐♥ ♦✉r st✉❞②✱ ❛♥❞ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss

❢r♦♠ t❛st❡s✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❧❡t C ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ c ∈ C ❜❡ ❛♥ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❆ r✐s❦② ❧♦tt❡r②

l ∈ L ✐s t❤❡♥ ❛ ❇♦r❡❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦✈❡r C✳ ▲❡t �✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r L✳

❉✉❜r❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ s✉❣❣❡st t❤❛t ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts

❛ s❡t {uτ}τ∈Γ ♦❢ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ L s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ❧♦tt❡r✐❡s l1 ❛♥❞ l2✱

l1 � l2 ⇐⇒

∫

C
uτ (c) dl1 ≥

∫

C
uτ (c) dl2 ∇τ ∈ Γ.

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡

✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ♠♦t✐✈❡s ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❚❤❡ ✐♥tr❛✲

♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥✢✐❝t ❧❡❛❞s t♦ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭▲❡✈✐✱ ✶✾✽✻❀ ❊❧✐❛③ ❛♥❞ ❖❦✱ ✷✵✵✻✮✳ ❲❤❡♥ ❢♦r❝❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss✱

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♣♣❧② r✉❧❡s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡✐r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦

♠♦❞❡❧s ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✿ ❈❡rr❡✐❛✲❱✐♦❣❧✐♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❛♥❞ ◗✐✉ ✭✷✵✶✺✮✳

❈❡rr❡✐❛✲❱✐♦❣❧✐♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ s✉❣❣❡st ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s l ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❝✲

❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V (·),

V (l) = infτ∈ΓCE(l, uτ ).

❚❤✉s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st

❝❡rt❛✐♥t② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡✐r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✏❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝❛✉t✐♦✉s

❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✑ ✭❈❡rr❡✐❛✲❱✐♦❣❧✐♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✱ ♣❛❣❡ ✻✾✸✮✳

◗✐✉ ✭✷✵✶✺✮ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛tt❡♠♣ts t♦

❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❍✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❛t✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ l

✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s

V (l) =

∫

Γ
φ [EUτ (l)] dπ,

✶✷



✇❤❡r❡ EUτ (l) ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ l ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

uτ ✱ ❛♥❞φ(·) ❝♦♥❝❛✈❡❧② tr❛♥s❢♦r♠s EUτ (l)✳

❚♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ♦❢

t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s

✐♥ ♦✉r ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❤❛s t✇♦ s❡❧❢s✿ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛②♦✛ ❞r✐✈❡♥

s❡❧❢ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛✈❡rs❡ s❡❧❢✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣❛②♦✛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ (20 − a, a)✱ t❤❡

♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛②♦✛ ❞r✐✈❡♥ s❡❧❢ ❤❛s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✿

uS(20− a, a) = a.

❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ s❡❧❢ ❝❛r❡s ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛②♦✛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❝❛♣t✉r❡❞ ❜② |20 − 2a|. ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❞❡s✐❣♥ 20 − a ≥ a✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛✈❡rs❡ s❡❧❢ ❛s

uF (x, y) = k − γ(20− 2a),

✇❤❡r❡ k > 0✱ γ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ✉t✐❧✐t② ❝♦♥str✉❝✲

t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛✈❡rs❡ s❡❧❢ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋❡❤r ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t ✭✶✾✾✾✮✳

❲❡ ❞❡r✐✈❡ ♦✉r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈❡rr❡✐❛✲❱✐♦❣❧✐♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❝❛✉t✐♦✉s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤

t❤❡ ❧♦✇❡st ❝❡rt❛✐♥t② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦

✇♦r❦ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts

✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❜❡❧♦✇ ❛♣♣❧② t♦ ❛♥② ❝❛✉t✐♦✉s r✉❧❡s t❤❛t ❞✐s❧✐❦❡ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ◗✐✉

✭✷✵✶✺✮✳

❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ t♦ ❞❡r✐✈❡

t❤❡ ❢✉❧❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ (20 − a, a)✱ k✱ ❛♥❞ γ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t

uS(20 − a, a) = 1 ❛♥❞ uS(0, 0) = 0, ❛♥❞ uF (20 − a, a) = 0.2 ❛♥❞ uF (0, 0) = 0.8✳ ▲❡t A

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛♥❞ R ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ♦❢

❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ✐s

V (A) = min {uS(20− a, a), uF (20− a, a)} = 0.2,

❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ♦❢ r❡❥❡❝t✐♦♥ ✐s

V (R) = min {uS(0, 0), uF (0, 0)} = 0.
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❲❤❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r r❛♥❞♦♠✐③❡s ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❧♦tt❡r②(p,A; 1−p,R)✱ ✇❤❡r❡ 0 ≤ p ≤ 1, t❤❡

❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ✐s✿

V (p,A; (1− p), R) = min {puS(20− a, a) + (1− p)uS(0, 0), puF (0, 0) + (1− p)uF (20− a, a)}

= min {p, 0.8p+ 0.2(1− p)} .

❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ p∗ = 0.5 t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s V (0.5, R; 0.5, A) =

0.5✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t V (0.5, R; 0.5, A) = 0.5 > V (A) = 0.2 > V (R) = 0✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r ♦✛ ❜② r❛♥❞♦♠✐③✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ R✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇✐t❤ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

V (A) = min {uS(20− a, a), uF (20− a, a)} = min {a, k − γ(20− 2a)} ,

❛♥❞

V (R) = min {uS(0, 0), uF (0, 0)} = min {0, k} = 0.

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ♣❛②♦✛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s (20 − a, a) ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t

✉t✐❧✐t② r❛♥❦✐♥❣ ♦✈❡r A ❛♥❞ R✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s tr✐✈✐❛❧❀ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r

❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦r r❡❥❡❝t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥

s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ uS(20−a, a) > uF (20−a, a) ❛♥❞ uS(0, 0) < uF (0, 0)✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✐♠♣❧② a > k − γ(20− 2a) ❛♥❞ t❤✉s

V (A) = min {uS(x, y), uF (x, y)} = k − γ(20− 2a).

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡✱ ✐✳❡✳✱ uS(20 − a, a) > uF (20 − a, a) ❛♥❞

uS(0, 0) < uF (0, 0)✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❤❛s ❛ str✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✿ ❲❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛♥❞♦♠✐③❡s ❛♥❞ ❜✉✐❧❞s ❛ ❧♦tt❡r②(p,A; 1−p,R)✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t②

♦❢ s✉❝❤ ❛ ❧♦tt❡r② ✐s✿

V (p,A; (1− p), R) =

=

min {puS(20− a, a) + (1− p)uS(0, 0), puF (20− a, a) + (1− p)uF (0, 0)}

min {(pa, k − pγ(20− 2a)} .

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ p∗♠❛①✐♠✐③❡s V (p,A; (1− p), R) ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

p∗ =
k

20γ − (2γ − 1)a
. ✭✸✳✶✮
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❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡ ✇❤❡♥ a > k − γ(20− 2a)✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ 0 < p∗ < 1✳

❲✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ p∗ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ♦❢ (p∗, A; 1− p∗, R) ❜❡❝♦♠❡s

V (p∗, A; (1− p∗), R) =
ka

20γ − (2γ − 1)a
.

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t V (p∗, A; (1 − p∗), R) > 0✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ka
20γ−(2γ−1)a > k −

γ(20− 2a)✳✷ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❤❛s ❛ str✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r

r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✳ ◗✳❊✳❉✳

■♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ p∗ ✲ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ✲ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ a ✇❤❡♥

γ > 1/2✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s s✉❣❣❡st t❤❛t ✈✐rt✉❛❧❧② ❛❧❧ r❡❝❡✐✈❡rs r❡❥❡❝t t❤❡ ♦✛❡r ✇❤❡♥

a = 0 ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t ✐t ✇❤❡♥ a = 10✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s γ > 1/2✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧②

s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❧♦✇ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ γ > 1/2✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡✱ ✐✳❡✳✱ uS(20 − a, a) > uF (20 − a, a) ❛♥❞

uS(0, 0) < uF (0, 0)✱ t❤❡ ❲❚P ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ✜rst ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ p∗

✇❤❡♥ p∗ ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛♥❞ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ p∗ ✇❤❡♥ p∗ ❡①❝❡❡❞s t❤❛t t❤r❡s❤♦❧❞✳ ✳

❆♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❤❡♥ a ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ✭♦r s✉✣✲

❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✮✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✇♦✉❧❞ s✐♠♣❧② r❡❥❡❝t ✭♦r ❛❝❝❡♣t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ t❤❡ ♦✛❡r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡

✐s ♥♦ ✉t✐❧✐t② ❣❛✐♥ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❲❚P ♦❢ ③❡r♦✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ s✉❣❣❡sts

t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r str✐❝t❧② ♣r❡❢❡rs r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇❡ ❦♥♦✇

t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❲❚P ❛♥❞ p∗ ✐s ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✳ ❋♦r ❛ r✐❣♦r♦✉s ♣r♦♦❢✱

♣❧❡❛s❡ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ♣r♦♦❢ ❢♦r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ❣❛✐♥ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣❡❛❦s

❛t ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s p∗ = 2γk
20γ+2kγ−k ✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ k

❛♥❞ γ✱ ♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❧❢s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r

♠❛❦❡ s♦♠❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤✐s ✈❛❧✉❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛②♦✛✲❞r✐✈❡♥ s❡❧❢ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛✈❡rs❡ s❡❧❢ ✇❤❡♥ t❤❡

r❡❝❡✐✈❡r ❛❝❝❡♣ts ❛ ♣❛②♦✛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ (20 − a, a) ✐s a + γ(20 − 2a) − k✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛✈❡rs❡ s❡❧❢ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛②♦✛✲❞r✐✈❡♥

✷❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ♥♦t❡ t❤❛t k − γ(20 − 2a) = 1
20γ−(2γ−1)a

[k − γ(20− 2a)] × [20γ − (2γ − 1)a] =

1
20γ−(2γ−1)a

{ka+ γ(2a− 20) [20γ − (2γ − 1)a− k]} < ka
20γ−(2γ−1)a

. ❚❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ 20γ−

(2γ − 1)a− k > 0 ❛♥❞ γ(2a− 20) < 0✳

✶✺



s❡❧❢ r❡❥❡❝t✐♥❣ ❛ ♣r♦♣♦s❛❧✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣❛②♦✛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ (0, 0), ✐s k✳ ❚❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ✐s

t❤❡ str♦♥❣❡st ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ♠♦st ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡ ✇❤❡♥ a+ γ(20− 2a)− k = k, ❛s t❤❡ t✇♦

✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡①❡rts ❡q✉❛❧ ✏♣✉s❤✑ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡

p∗ = 0.5 ✇❤❡♥ a+ γ(20− 2a)− k = k. ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝❤♦♦s❡s ❛ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❧♦s❡ t♦ p∗ = 0.5 ❢♦r t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ s✴❤❡ ✐s t❤❡ ♠♦st ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡✳

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛♥ ❜❡

♠♦st ❡❛s✐❧② s❡❡♥ ❜② ❞r❛✇✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❣r♦✉♣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✇❤❡r❡ ♠❡♠❜❡rs

❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❛ ❧♦✈✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡ ✐s t❤✐♥❦✐♥❣ ♦❢ ❣♦✐♥❣ ♦♥ ❛ ❞❛t❡✳ ❚❤❡

✇✐❢❡ ✇❛♥ts t♦ ❣♦ t♦ s❡❡ ❛ ♠♦✈✐❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤✉s❜❛♥❞ ♣r❡❢❡rs t♦ ✇❛t❝❤ ❛ ❢♦♦t❜❛❧❧ ♠❛t❝❤✳

❚♦❣❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡✿ t❤❡② ✇❛♥t t♦ ❜❡ t♦❣❡t❤❡r✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❛s② s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥

t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛s ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✐♠❛❣✐♥❡✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❜♦t❤ ✇♦✉❧❞ ❤❛♣♣✐❧② ❛❝❝❡♣t ✐s t♦ ✢✐♣

❛ ❝♦✐♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡✳ ❙✉r❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛❜♦✉t t✇♦ ♣❡rs♦♥s

♠❛❦✐♥❣ ♦♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ♥♦t t✇♦ s❡❧❢s ✐♥ ♦♥❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❇✉t ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡

t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦✛❡rs t❤❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t

♦❢ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ♠♦t✐✈❡s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❢❛✐r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣❡rs♦♥❛❧

❝♦♥✢✐❝t✳

✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❖✈❡r❛❧❧ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ✾✷✪ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ✭✹✻ ♦✉t ♦❢ ✺✵ r❡❝❡✐✈❡rs ❛♥❞ ✹✻ ♦✉t ♦❢ ✺✵ ♣r♦♣♦s❡rs✮

❝❤♦s❡ 0 < p < 100 ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✵✪ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts

❞✐s♣❧❛②❡❞ s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✱ ✇❤✐❧❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵✪ ❤❛❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❖❢

t❤♦s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡② ♠❛❞❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡

♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✭❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♠❛❞❡ ❛r❡

✺✸✳✵✪ ❢♦r r❡❝❡✐✈❡rs ❛♥❞ ✺✸✳✺✪ ❢♦r ♣r♦♣♦s❡rs✮✳ ❲❡ r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts ❜❡❧♦✇✳ ❖✉r ♣r✐♠❛r②

❢♦❝✉s ✐s ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs✱ t❤✉s ❜❡❧♦✇ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♦♥❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs✱ ❛♥❞ ♠♦✈❡

r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡rs t♦ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ r❡s✉❧ts ❢♦r ♣r♦♣♦s❡rs✳

✶✻



✹✳✶ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✸ r❡♣♦rts t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ s❤❛r❡ ♦✉t ♦❢ B❈20✳ ❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤✱ r❡❝❡✐✈❡rs t❡♥❞ t♦ r❡❥❡❝t

❧♦✇ ♦✛❡rs✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ✵ ❢♦r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❣✐✈✐♥❣ B❈2 ♦r ❧❡ss t♦ t❤❡

r❡❝❡✐✈❡rs ✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ s❤❛r❡ t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐♠♣r♦✈❡s✱ r❡❝❡✐✈❡rs ❜❡❝❛♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧②

❧✐❦❡❧② t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✵✳✶ ✇❤❡♥ t❤❡

r❡❝❡✐✈❡r✬s s❤❛r❡ ✐s B❈3✱ ✵✳✷ ❢♦r B❈4✱ ✵✳✺ ❢♦r B❈5 ❛♥❞ B❈6✱ ✵✳✼ ❢♦r B❈7✱ ✵✳✾ ❢♦r B❈8✱ ❛♥❞ ✶✳✵ ❢♦r B❈9

♦r B❈10✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ❛s t❤❡

❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s s❤❛r❡ a✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡rs ♠❛❞❡ t✇♦ ❝❤♦✐❝❡s✿ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❡✐t❤❡r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦r

r❡❥❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡❥❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✇❡ ❛❧s♦

r❡♣♦rt t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t✐♦s ✕ t❤❡ sq✉❛r❡ ✇✐t❤ ❝r♦ss ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✕ ✐♥ ❜✐♥❛r②

❝❤♦✐❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t✐♦s ❛r❡

q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ r❡s✉❧ts ✐s ❜②

tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ❛s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs ❛s ❞✐✛❡r❡♥t

s❡❧❢s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t✐♦s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s

t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♠✐♠✐❝s t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ r❛♥❞♦♠✐③❡❞

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✜ts ♥✐❝❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦❢

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭❉✉❜r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❈❡rr❡✐❛✲❱✐♦❣❧✐♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀ ◗✐✉✱ ✷✵✶✺✮✱ ✇❤❡r❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s❡t ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t✐♦s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t✐♦s ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳✸ ❚❤✐s s❡❡♠s t♦ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦

✸❊①❝❡♣t ❢♦r ❛ ♣r♦♣♦s❡❞ s❤❛r❡ ♦❢ B❈5✳ ❚✇♦✲s✐❞❡❞ ❲✐❧❝♦①♦♥ r❛♥❦ s✉♠ t❡sts ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛❣❛✐♥st ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t✐♦s ❛s t❤❡ ♠❡❛♥s s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❤✐❣❤❧② s✐❣✲

♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ❛ ♣r♦♣♦s❡❞ s❤❛r❡ ♦❢ B❈0✱ B❈1✱ ❛♥❞ B❈2 ✭p − value < 0.01✮✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ❛ ♣r♦♣♦s❡❞ s❤❛r❡ ♦❢

B❈7 ✭p − value < 0.05 ✮✱ ❛♥❞ ✇❡❛❦❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ❛ ♣r♦♣♦s❡❞ s❤❛r❡ ♦❢ B❈8 ✭p − value < 0.10✮✱ ❛♥❞ ♥♦t

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ❛ ♣r♦♣♦s❡❞ s❤❛r❡ ♦❢ B❈3✱ B❈4✱ B❈5✱ B❈6✱ ❛♥❞ B❈9 ✭p− value > 0.10 ✮✳

✶✼



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

The proposed share out of 20 for the receiver
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆ ❜♦①♣❧♦t ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs✬ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❤❛r❡ ♦✉t ♦❢

B❈20✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡s ✇✐t❤ ❝r♦ss ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t✐♦s ✐♥ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡s✳

❛❝❝❡♣t ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡② ❢❛❝❡ ♦♥❧② ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✇❡

♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t✇♦ s❡❧❢s✿ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛②♦✛ ❞r✐✈❡♥ s❡❧❢

❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛✈❡rs❡ s❡❧❢✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❧❢s ❛r❡ uF (20−a, a) =

k+2γ(a−10) ❛♥❞ uS(20−a, a) = a, ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✉t✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ t✇♦ s❡❧❢s ✐s a(2γ − 1)+ k− 20γ✱ ✇❤✐❧❡ uF (0, 0) = k ❛♥❞ uS(0, 0) = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

♦❢ ✉t✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❡❧❢s ✐s ✜①❡❞ ❛t k✳ ■t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞

t❤❛t a(2γ − 1) + k − 20γ < k ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② 0 ≤ a ≤ 9 ❛♥❞ γ > 0✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧t t❤✉s

s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ t✇♦ s❡❧❢s ❞✐s❛❣r❡❡ ❧❡ss ♦♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t✐❡s

❢r♦♠ r❡❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❤❡r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✇❤❡♥ ❢♦r❝❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡✱ ❢❛✈♦r t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤

t❤❡② ❛r❡ ❧❡ss ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✉t✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❧❢s ✐s s♠❛❧❧❡r✳

❖✉r ✜♥❞✐♥❣s ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt ♦✉r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ✇❤✐❝❤ ❛r❣✉❡s t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r

❝❤♦♦s❡s ❛ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❧♦s❡ t♦ ✵✳✺ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s
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❝❧❡❛r❧②✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❜♦t❤ ❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❡❝❡✐✈❡rs ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡

❧❡✈❡❧✳ ❆t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ a ❛s t❤❡

✈❛❧✉❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r st✐❧❧ r❡❥❡❝ts ❜✉t ❛❝❝❡♣ts a+ 1 ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r

t❤r❡s❤♦❧❞ a ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛❝❝❡♣ts ❜✉t r❡❥❡❝ts a− 1 ❢♦r t❤❡ ❧❛st t✐♠❡✳

❚❤✉s✱ ❛t a ✇❡ ❤❛✈❡ V (A) ≤ V (R)✱ ❛♥❞ ❛t a ✇❡ ❤❛✈❡ V (A) ≥ V (R)✳ ✹ ❲❡ t❤❡♥ ✐❞❡♥t✐❢②

t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t a ❛♥❞ a✳ ❚❤♦s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤ts

✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ ❤❡r✴❤✐s ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✳ ❲❡

✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ a ❛♥❞ a ❛r❡ ✺ ❛♥❞ ✻✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭t❤❡ ♠❡❛♥ a ❛♥❞ a ❛r❡ ✹✳✹✼ ❛♥❞

✺✳✽✵✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❞✐❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t a ❛♥❞ a ❛r❡

✵✳✸ ❛♥❞ ✵✳✼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t a ❛♥❞ a ❛r❡ ✵✳✸✷ ❛♥❞ ✵✳✻✼✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❖♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛t a = 5 ♦r 6 t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❝❤♦s❡

❛ ♠❡❞✐❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❧♦s❡ t♦ ✵✳✺ ✭✵✳✺✺ ✇❤❡♥ a = 5✱ ❛♥❞ ✵✳✺ ✇❤❡♥ a = 6✳✮✳✺

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st

✇✐t❤ t❤♦s❡ t✇♦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳✻ ❚❤♦s❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t r❡❝❡✐✈❡rs ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♥✜❞❡♥t

✇✐t❤ t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡s ✇❤❡♥ a < 5 ♦r a > 6✱ ❛s t❤❡✐r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠

0.5✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r a = 5 ♦r 6✱ ❛s t❤❡② ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❝❧♦s❡ t♦ ✵✳✺✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡s✉❧t ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳

✹✳✷ ❉❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❚❤❡r❡ ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠❛❦❡ s❧♦✇❡r ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛s t❤❡② ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❛✐rs

✭s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❈❤❛❜r✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❖✉r ❞❛t❛ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❞❡♣✐❝ts

✹❋♦r r❡❝❡✐✈❡rs ✇❤♦ s✇✐t❝❤ ♦♥❝❡ ❢r♦♠ r❡❥❡❝t✐♦♥ t♦ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ a✱ a − a = 1✳ ❋♦r

r❡❝❡✐✈❡rs ✇❤♦ s✇✐t❝❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ❢r♦♠ r❡❥❡❝t✐♦♥ t♦ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ a✱ a − a > 1✳

❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉❜❥❡❝t ◆r✳ ✶✽ ✇❤♦s❡ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ✭❘❡❥❡❝t ❛t a ≤ 4; ❆❝❝❡♣t ❛t a = 5; ❘❡❥❡❝t

❛t 6 ≤ a ≤ 9; ❆❝❝❡♣t ❛t a = 9 ♦r 10✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ a = 4 ❛♥❞ a = 9✳ ✮

✺❚❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❛❦❡ ♦♥❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ {0.1, 0.2, ..., 1.0}✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥

✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✺✺ ✐s ❞✉❡ t♦ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡♣♦rt✐♥❣✳ ❆♣♣❛r❡♥t❧② t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

✇✐t❤ p ≤ 50 ❛♥❞ p ≥ 60✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❛s ✵✳✺✺✳

✻❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t a = 5 ♦r 6 ❛r❡ s❡❝♦♥❞ t♦ t❤❛t ♦❢ a = 4✳

✶✾
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❨✲❛①✐s ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ r❡❝❡✐✈❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱

①✲❛①✐s ✐s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s s❤❛r❡s ✭♦✉t ♦❢ B❈20✮ ✐♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❧✐♥❡ t②♣❡s ❝❛♣t✉r❡

❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❣❡s✳

✷✵



t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s✳✼ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ❤❛s ❛♥

✐♥✈❡rs❡ ❯✲s❤❛♣❡❞ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ✐s

s❤♦rt❡r ✇❤❡♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♥❡❛r ✵ ♦r ✶✱ ✇✐t❤ ♠❡❞✐❛♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ st❛♥❞s

❛r♦✉♥❞ ✶✺ s❡❝♦♥❞s ✭16✳✸✼ s❡❝♦♥❞s ❢♦r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✵ ❛♥❞ 14.73 s❡❝♦♥❞s ❢♦r

❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✶✮✱ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ ✶✾✳✵✵ s❡❝♦♥❞s ❢♦r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢

p = 0.1, 0.2, 0.3 ❛♥❞ ✶✾✳✸✶ s❡❝♦♥❞s ❢♦r p = 0.7, 0.8, 0.9✱ ❛♥❞ t♦♣s ❛t ✷✵✳✼✸ s❡❝♦♥❞s ❢♦r

❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ p = 0.4, 0.5, 0.6✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

♦❢ ✵ ❛♥❞ ✶ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❢♦r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ 0 < p < 1

✭t✇♦✲s✐❞❡❞ ❲✐❧❝♦①♦♥ t❡st✱ p− value < 0.01✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✜♥❞ t❤❛t ♠❡❞✐❛♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ✐s t❤❡

❤✐❣❤❡st ❢♦r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ (15, 5) ❛♥❞ (13, 7)✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❜✐♥❛r② ❛♥❞ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s

r❛♥❞♦♠✐③❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡② s❤♦✉❧❞ s♣❡♥❞ ❧❡ss t✐♠❡ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠✐③❡❞

❝❤♦✐❝❡s✳ ❆❢t❡r ❛❧❧✱ t✐♠❡ ✐s ❝♦st❧② ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♦♥s

t❤❛t s✉❜❥❡❝ts ❢❛❝❡ ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡✳

✹✳✸ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❲❚Ps

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ❲❚P ❢♦r t❤❡ ✉s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥

✉♥❡q✉❛❧ ♦✛❡r✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r ♦♥❧② ❤❛❞ t♦ ♠❛❦❡ ❲❚P ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r ♦♥❡ r❛♥❞♦♠❧②

❝❤♦s❡♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ✇❡r❡ ❛s❦❡❞ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② ❢♦r

t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ✉♥❡q✉❛❧ ♦✛❡r✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s

❞❡s✐❣♥ ✐s t❤❛t r❡❝❡✐✈❡rs ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❡r❝❡✐✈❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛s ❛ ✏❤♦t ♣❧❛②✑ ❛♥❞

t❤✉s ❢❡❧t t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ♠♦r❡ str♦♥❣❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❡❧❢s✳ ❚❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

✐s t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❲❚P ❢♦r ❥✉st ♦♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❡r r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ♠❛❦❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❛♥❞ r♦❜✉st✱ ✇❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs

✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.0 ❛s ❛ ❣r♦✉♣✱ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

✶✳✵ ❛s ❛♥♦t❤❡r ❣r♦✉♣✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ 0.1 ❛♥❞

0.9✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ t❤r❡❡ ❢✉rt❤❡r s✉❜❣r♦✉♣s✿ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.1✱ 0.2✱ ❛♥❞

0.3✱ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.4✱ 0.5✱ ❛♥❞ 0.6✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡

✼❲❡ ❤❛✈❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ✐♥ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s ❢r♦♠ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚❤❡ ❨✲❛①✐s ✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ①✲❛①✐s ✐s ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
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♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.7✱ 0.8✱ ❛♥❞ 0.9✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛❜♦✈❡

❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ t❤❛t ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞

♦❢ 0.5 ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡

♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤♦s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳

❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❞✐❝ts ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❲❚P ❢♦r t❤❡

❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0 < p < 1.0✳ ❋✐❣✉r❡ ✻ r❡♣♦rts t❤❡ ❜♦①♣❧♦t ♦❢ ❲❚P ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ✜✈❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t r❡❝❡✐✈❡rs ❝♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ ♥♦t t♦ ✉s❡ t❤❡

r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦r ❝❤♦♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ✇✐t❤ ❛ ❲❚P r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ B❈0

t♦ B❈2 ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ B❈0.2✳✽ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ✸✶ r❡❝❡✐✈❡rs ✇✐t❤ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

0 < p < 1✱ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ r❡❝❡✐✈❡rs ✭✷✵ r❡❝❡✐✈❡rs✮ st❛t❡❞ ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❲❚P ❛♥❞

❛r❡ t❤✉s str✐❝t❧② ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡✳ ❙♦♠❡ r❡❝❡✐✈❡rs ✭✼ ♦✉t ♦❢ ✸✶ r❡❝❡✐✈❡rs✮ st❛t❡❞ ❛ ❲❚P ♦❢ B❈0✳

❚❤♦s❡ ✼ r❡❝❡✐✈❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t✱ ♦r t❤❡② ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② ❧❡ss t❤❛♥ B❈0.2 t♦ ✉s❡ t❤❡

r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❲❚P ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0 < p < 1.0 ✐s str✐❝t❧②

♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛t B❈0.40✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✶✾ r❡❝❡✐✈❡rs ✇✐t❤ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

♦❢ p = 0 or 1, ♦♥❧② ✶ r❡❝❡✐✈❡rs st❛t❡❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❲❚P✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r t❤❡

❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ p = 0 ♦r 1.0 ✐s ♥♦t t♦ ✉s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡✳ ❖♥❡✲s✐❞❡❞

❲✐❧❝♦①♦♥ r❛♥❦ s✉♠ t❡st s✉❣❣❡sts t❤❛t r❡❝❡✐✈❡rs ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

0 < p < 1.0 ❤❛✈❡ ❲❚Ps s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❢♦r ❛♥

❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ p = 0 ♦r p = 1.0 ✭p− value < 0.01✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❛❧s♦ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❲❚P ♣❡❛❦s ❛t ❝❡rt❛✐♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ✐t

❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠♦✈❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

r❡s✉❧t ❝♦♥✜r♠s t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❆❧❧ ✼ r❡❝❡✐✈❡rs ✇✐t❤ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s p = 0.4, 0.5, 0.6

st❛t❡❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❲❚P✱ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❞✐❛♥ ❲❚P ♦❢ B❈1.00✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛♠♦♥❣ ✶✷ r❡❝❡✐✈❡rs

✇✐t❤ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s p = 0.1, 0.2, 0.3✱ ✽ r❡❝❡✐✈❡rs st❛t❡❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❲❚P✱ ✇✐t❤

❛ ♠❡❞✐❛♥ ✭♠❡❛♥✮ ❲❚P ♦❢ B❈0.30✱ ❛♥❞ ❛♠♦♥❣ ✶✷ r❡❝❡✐✈❡rs ✇✐t❤ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

p = 0.7, 0.8, 0.9✱ ✺ r❡❝❡✐✈❡rs st❛t❡❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❲❚P✱ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❞✐❛♥ ❲❚P ♦❢ B❈0.0✳ ❖♥❡✲

s✐❞❡❞ ❲✐❧❝♦①♦♥ r❛♥❦ s✉♠ t❡st s✉❣❣❡sts t❤❛t r❡❝❡✐✈❡rs ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ p = 0.4, 0.5, 0.6 ❤❛✈❡ ❲❚Ps s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❢♦r

✽❲❡ ❝♦❞❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♥♦t t♦ ✉s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❛s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❲❚P✳ ❆s ✇❡ r❡♣♦rt

♠❡❞✐❛♥ r❡s♣♦♥s❡s ❛♥❞ ✉s❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❡sts✱ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❲❚P ✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳
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❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ p = 0.1, 0.2, 0.3 ♦r p = 0.7, 0.8, 0.9 ✭p− value < 0.01✮✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

r❡❝❡✐✈❡rs✬ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ♦✉t ♦❢ t❤❡✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❛✐♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝ts✿

t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❲❚P ♦✈❡r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✭t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t✐♠❡s t❤❡

r❡❝❡✐✈❡r✬s s❤❛r❡✮✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ✇❤♦ ❛t ❧❡❛st ✇❡❛❦❧② ♣r❡❢❡rs t❤❡ ✉s❡

♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s ✭❲❚P≥ 0✮✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✭♠❡❛♥✮ r❛t✐♦ ❢♦r ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ p = 0.4, 0.5, 0.6 ✐s ✵✳✹✷ ✭✵✳✸✻✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✭♠❡❛♥✮ r❛t✐♦ ❢♦r ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ p = 0.1, 0.2, 0.3 ✐s ✵✳✹✷ ✭✵✳✹✾✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✭♠❡❛♥✮ r❛t✐♦ ❢♦r

❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ p = 0.7, 0.8, 0.9 ✐s ✵✳✵✶ ✭✵✳✶✵✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❚❤✉s✱ r❡❝❡✐✈❡rs

✇❡r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞

❝❤♦✐❝❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❜❡❧♦✇ ✵✳✼✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ✇❤❡♥ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛❣❛✐♥st

t❤❡✐r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡rs✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡

♣r♦♣♦s❡rs✬ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦t✐✈❡s ❜❡❤✐♥❞

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡rs ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ♠♦t✐✈❡s✱ t❤❡② ❛❧s♦ ❢❛❝❡s

str❛t❡❣✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡✐r ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ❝♦✉❧❞ t❤✉s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❜❡❧✐❡❢s ❛♥❞ t❛st❡s✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♣✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡rs t♦ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡rs✳

✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♣❧❛②s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ♠❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t

t❤❡♦r✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❊❯❚✱ ❈P❚✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s ♥❡✐t❤❡r r❡✲

❛❧✐st✐❝ ♥♦r ♥♦r♠❛t✐✈❡ ✭❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛♥❞ ▼♦r❣❡♥st❡r♥✱ ✶✾✹✹❀ ❆✉♠❛♥♥✱ ✶✾✻✷✮ ❚❤❡r❡ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❛❜✉♥❞❛♥t ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞♦ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❛♥② ❡①❤✐❜✐t ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ✭❈❛♠❡r❡r✱ ✶✾✽✾❀ ❙t❛r♠❡r ❛♥❞ ❙✉❣❞❡♥✱ ✶✾✽✾✮✱

❛♥❞ t❤❡s❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❝❝✉r ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts ✭◗✐✉ ❛♥❞ ❙t❡✐❣❡r✱ ✷✵✶✶✮✳

✷✹



p = 0 0.1,0.2,0.3 0.4,0.5,0.6 0.7,0.8,0.9 p = 1

0
.0

0
.5

1
.0

Receivers' acceptance probability

W
T

P
 f
o

r 
th

e
 u

s
e

 o
f 

th
e

 r
a

n
d

o
m

iz
e

d
 c

h
o

ic
e
. 

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❆ ❜♦①♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❲❚P ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ❛❝❝❡♣✲

t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❲❚P r❛♥❣❡s ❢r♦♠ B❈0 t♦ B❈2 ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ B❈0.2✳ ❚❤❡ ❲❚Ps

❜❡❧♦✇ ✵ ✐♠♣❧② r❡❝❡✐✈❡rs ❛r❡ ♥♦t ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡✳

✷✺



❖✉r st✉❞② ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✲

❧❡❞ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✐♥ ❛♥ ✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡ ✇❤❡r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❢❛❝❡ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ♠♦t✐✈❡s ✐♥ t❤❡✐r

❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛❧❧♦✇s r❡❝❡✐✈❡s t♦ ♠❛❦❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛❝❝❡♣✲

t❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡❥❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❡①♣r❡ss t❤❡✐r ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ✭✶✮

t❤❡ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ s✉❜❥❡❝ts r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❛❝t✐✈❡❧②❀ ✭✷✮ s✉❜❥❡❝ts t♦♦❦ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ t♦ ♠❛❦❡

str✐❝t❧② r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s❀ ✭✸✮ s✉❜❥❡❝ts ✇❡r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ♠♦♥❡② t♦ r❛♥❞♦♠✐③❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ✇❡r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② ♠♦r❡ ❢♦r ❝❤♦✐❝❡s t❤❛t t❤❡② ❢❡❡❧ ♠♦r❡

✐♥❞❡❝✐s✐✈❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡ str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✐♥ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❚❤❡

❧❛st ✜♥❞✐♥❣✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ✇❤❡♥ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛❣❛✐♥st t❤❡✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❲❤✐❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✈✐❛ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t✉♠ ❣❛♠❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦

r❡✈❡❛❧ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦t❤❡r s❡tt✐♥❣s

✇❤❡r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❢❛❝✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣

♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❆♥ ❛r❡❛ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ❛r❡ st✉❞✐❡s ✇❤✐❝❤

r❡❧✐❡s ♦♥ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱

✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ r✐s❦ ❛tt✐t✉❞❡s✱ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡st✐♠❛t❡s✳ ❈♦♥❢✉s✐♥❣ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✇✐t❤ ✐♥❞✐❢✲

❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❜✐❛s❡s ✐♥ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚♦ s❡❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜✐❛s❡s ❝♦♥❝r❡t❡❧②✱

❝♦♥s✐❞❡r ❛ r✐s❦ ❛tt✐t✉❞❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ t❛s❦ t❤❛t ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❆❜✲

❞❡❧❧❛♦✉✐✱ ✷✵✵✵❀ ❍♦❧t ❛♥❞ ▲❛✉r②✱ ✷✵✵✷✮✳ ■♥ t❤❡ t❛s❦✱ s✉❜❥❡❝ts ❢❛❝❡ ❛ ❧✐st ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ■♥ ❡❛❝❤

❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡② ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ♦♣t✐♦♥ ♦✉t ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦♣t✐♦♥s✳ ■♥ ♦♥❡ ❢♦r♠❛t t❤❡

✜rst ♦♣t✐♦♥ ✐s ❛ ❧♦tt❡r②✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ✜①❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❧✐st✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣t✐♦♥ ✐s ❛ ♠♦♥❡t❛r②

♣❛②♠❡♥t ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ❧✐st✳ ❚❤❡ ❧♦tt❡r② ✐s ♠♦r❡

❛ttr❛❝t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ♣❛②♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ✜rst ❢❡✇ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ♣❛②♠❡♥t

❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ❧♦tt❡r② ❛s ♦♥❡ ♣r♦❣r❡ss❡s ❞♦✇♥ t❤❡ ❧✐st✳✾ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s

♦✛❡r❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥②♦♥❡ ✇❤♦ ♣r❡❢❡rs ♠♦r❡ t♦

❧❡ss s❤♦✉❧❞ ♣✐❝❦ ❖♣t✐♦♥ ❆ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✇ ❛♥❞ ♣✐❝❦ ❖♣t✐♦♥ ❇ ✐♥ t❤❡ ❧❛st r♦✇✳ ❆♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s✇✐t❝❤❡s ❢r♦♠ ❖♣t✐♦♥ ❆ t♦ ❖♣t✐♦♥ ❇ s♦♠❡✇❤❡r❡

✐♥ t❤❡ ❧✐st✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥t② ♣❛②♠❡♥t ♦❢ B❈3.5 ❛♥❞ B❈4✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ B❈3.5

✾❚❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ✐s ♦❢t❡♥ ♦❜✈✐♦✉s ❛s ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❞❡❣r❡❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

✷✻



❛♥❞ B❈4 ❛♥ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦tt❡r② ❛♥❞ t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ♣❛②♠❡♥t ❡①✐sts✳

❚❤❛t ❝❡rt❛✐♥t② ♣❛②♠❡♥t ✐s t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r②✳ ❆♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐t❤ ❛♥

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r✐s❦ ❛tt✐t✉❞❡ ✇♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t ❛ s✐♠✐❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ♣❛t✲

t❡r♥ ✇✐t❤ ❥✉st ♦♥❡ s✇✐t❝❤✳ ❇✉t✱ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇♦✉❧❞

st❛② ❛ ❜✐t ❧♦♥❣❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s② t♦ ❛ss❡ss✱ ✇❤✐❝❤

✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❧❡ss r✐s❦② ♦r t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ♦♣t✐♦♥ ✭❈❡rr❡✐❛✲❱✐♦❣❧✐♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀ ◗✐✉✱ ✷✵✶✺✮✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇♦✉❧❞ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❖♣t✐♦♥ ❆ t♦ ❖♣t✐♦♥ ❇ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥t②

♣❛②♠❡♥t ♦❢ B❈3 ❛♥❞ B❈✸✳✺✳ ■❢✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s

t❛❦❡♥ ❛s ♦♥❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱ s✴❤❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ r✐s❦ ❛✈❡rs❡

t❤❛♥ s✴❤❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✐s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤

♦♥❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ✇❤♦ ❤❛s

❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜✉t ✐s ❧❡ss r✐s❦ ❛✈❡rs❡✳ ❙✉❝❤ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❡①✐sts ✐♥ ❛♥②

♠❡t❤♦❞ t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐s ✐♥ r❛✐s✐♥❣ ✈♦t✐♥❣ r❛t❡s✳

❱♦t✐♥❣ ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ ♠❛❦❡ ❞✐✣❝✉❧t tr❛❞❡♦✛s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♦r ♣♦❧✐✲

❝✐❡s✳ ■♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ♦♣t✐♦♥s ❡♠❜♦❞② ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦r ❜❡❧✐❡❢s✳ ❲❤❡♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ t❤✐♥❣ t♦ ❞♦ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✏s❛❢❡r✑ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ ♥♦t t♦

❞♦ ❛♥②t❤✐♥❣ ✭▼❛s❛t❧✐♦❣❧✉ ❛♥❞ ❖❦✱ ✷✵✵✺✮✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦t t♦ ✈♦t❡✳ ■❢ ✈♦t❡rs ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛

r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ✇❡r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✈♦t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝❛❧❧②✱ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐t②

✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✈♦t❡✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ✐s ✐♥ t❤❡

s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❥♦❜ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r ❛ ❥♦❜ ♣r♦✜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❛♥❞

r❛r❡❧② ✇♦✉❧❞ ✇❡ s❡❡ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ❛r✐s❡s✳ ❲✐t❤♦✉t ❛

r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ s♠❛❧❧ ❢❛✈♦r✐t✐s♠ ❝♦✉❧❞ ❣♦ ❛ ❧♦♥❣ ✇❛② ❛s t♦

s❡❧❡❝t ✶✵✵✪ ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✇❤♦ ❡♥❥♦②s t❤❡ ❜✐❛s✳ ❲✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱

❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✇❤♦ ❛r❡ ❜✐❛s❡❞ ❛❣❛✐♥st ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ✶✵

✶✵❚♦ s❡❡ t❤✐s ❝♦♥❝r❡t❡❧②✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✲ A ❛♥❞ B ✲ ✇❤♦ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡r ❛❧✇❛②s ❢❛✈♦rs s❧✐❣❤t❧② t❤❡ ♠❛❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✲ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ A ❤❡r❡ ✲ ✐♥

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ u1(A) = 1 ❛♥❞ u1(B) = 0, ❛♥❞ u2(A) = 0+ ε ✭ε ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s

t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s✮ ❛♥❞ u2(B) = 1✱ ✇❤❡r❡ ui(·) ❞❡♥♦t❡s ❝r✐t❡r✐♦♥ i✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡r ❤❛s t♦ ♣✐❝❦
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❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❜❞❡❧❧❛♦✉✐✱ ▼✳ ✭✷✵✵✵✮✳ P❛r❛♠❡t❡r✲❋r❡❡ ❊❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❯t✐❧✐t② ❛♥❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❲❡✐❣❤t✐♥❣

❋✉♥❝t✐♦♥s✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✹✻✭✶✶✮✿✶✹✾✼✕✶✺✶✷✳

❆❣r❛♥♦✈✱ ▼✳ ❛♥❞ ❖rt♦❧❡✈❛✱ P✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✷✺✭✶✮✿✹✵✕✻✽✳

❆♥❞❡rs❡♥✱ ❙✳✱ ❍❛rr✐s♦♥✱ ●✳ ❲✳✱ ▲❛✉✱ ▼✳ ■✳✱ ❛♥❞ ❘✉tströ♠✱ ❊✳ ❊✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❊❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣

♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r✐❝❡ ❧✐st ❢♦r♠❛ts✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✾✭✹✮✿✸✽✸✕✹✵✺✳

❆✉♠❛♥♥✱ ❘✳ ❏✳ ✭✶✾✻✷✮✳ ❯t✐❧✐t② t❤❡♦r② ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛①✐♦♠✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱

✸✵✭✸✮✿♣♣✳ ✹✹✺✕✹✻✷✳

❇r❛♥❞ts✱ ❏✳ ❛♥❞ ❈❤❛r♥❡ss✱ ●✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ✈❡rs✉s t❤❡ ❞✐r❡❝t✲r❡s♣♦♥s❡ ♠❡t❤♦❞✿ ❛

✜rst s✉r✈❡② ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✹✭✸✮✿✸✼✺✕✸✾✽✳

❈❛♠❡r❡r✱ ❈✳ ❋✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✉t✐❧✐t② t❤❡♦r✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❘✐s❦ ❛♥❞ ❯♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✷✭✶✮✿✻✶✕✶✵✹✳

❈❡rr❡✐❛✲❱✐♦❣❧✐♦✱ ❙✳✱ ❉✐❧❧❡♥❜❡r❣❡r✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ♦rt♦❧❡✈❛✱ P✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❈❛✉t✐♦✉s ❊①♣❡❝t❡❞ ❯t✐❧✐t②

❛♥❞ t❤❡ ❈❡rt❛✐♥t② ❊✛❡❝t✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✽✸✿✻✾✸✕✼✷✽✳

❈❡tt♦❧✐♥✱ ❊✳ ❛♥❞ ❘✐❡❞❧✱ ❆✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❘❡✈❡❛❧❡❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

❈❊❙✐❢♦ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ❙❡r✐❡s ✺✸✺✾✱ ❈❊❙✐❢♦ ●r♦✉♣ ▼✉♥✐❝❤✳

❈❤❛❜r✐s✱ ❈✳ ❋✳✱ ▲❛✐❜s♦♥✱ ❉✳✱ ▼♦rr✐s✱ ❈✳ ▲✳✱ ❙❝❤✉❧❞t✱ ❏✳ P✳✱ ❛♥❞ ❚❛✉❜✐♥s❦②✱ ❉✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡

❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚✐♠❡ ✐♥ ❉❡❝✐s✐♦♥✲▼❛❦✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱

✼✭✷✲✸✮✿✻✷✽✕✻✸✼✳

❉❛♥❛♥✱ ❊✳ ❛♥❞ ❩✐❡❣❡❧♠❡②❡r✱ ❆✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆r❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❄ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✉♥❞❡r r✐s❦✳ P❛♣❡rs ♦♥ ❙tr❛t❡❣✐❝ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✷✵✵✻✲✵✶✱ ▼❛①

P❧❛♥❝❦ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❙tr❛t❡❣✐❝ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ●r♦✉♣✳

♦♥❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ❝❛✉t✐♦✉s r✉❧❡ ❛s ✐♥ ❈❡rr❡✐❛✲❱✐♦❣❧✐♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡✱

❝❛♥❞✐❞❛t❡ A ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✶✵✵✪ ♦❢ t✐♠❡s✳ ❲❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡

s❤♦✇♥ t❤❛t ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ r♦✉❣❤❧② ❡q✉❛❧❧② ❧✐❦❡❧②✳
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❉✉❜r❛✱ ❏✳✱ ▼❛❝❝❤❡r♦♥✐✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ❖❦✱ ❊✳ ❆✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❊①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② t❤❡♦r② ✇✐t❤♦✉t t❤❡

❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛①✐♦♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✶✺✭✶✮✿✶✶✽✕✶✸✸✳

❉✇❡♥❣❡r✱ ◆✳✱ ❑ü❜❧❡r✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❲❡✐③sä❝❦❡r✱ ●✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❋❧✐♣♣✐♥❣ ❛ ❈♦✐♥✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❊✈✐✲

❞❡♥❝❡✳ ❈❊❙✐❢♦ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ❙❡r✐❡s ✹✼✹✵✱ ❈❊❙✐❢♦ ●r♦✉♣ ▼✉♥✐❝❤✳

❊❧✐❛③✱ ❑✳ ❛♥❞ ❖❦✱ ❊✳ ❆✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ■♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦r ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss❄ ❈❤♦✐❝❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s

♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r✱ ✺✻✭✶✮✿✻✶✕✽✻✳

❋❡❤r✱ ❊✳ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t✱ ❑✳ ▼✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❆ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❋❛✐r♥❡ss✱ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✶✹✭✸✮✿✽✶✼✕✽✻✽✳

❋r❡❞❡r✐❝❦✱ ❙✳✱ ▲♦❡✇❡♥st❡✐♥✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❖✬❉♦♥♦❣❤✉❡✱ ❚✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❚✐♠❡ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ❛♥❞ t✐♠❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡✿ ❆ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▲✐t❡r❛t✉r❡✱ ✹✵✭✷✮✿✸✺✶✕✹✵✶✳

●r❡✐♥❡r✱ ❇✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❙✉❜❥❡❝t ♣♦♦❧ r❡❝r✉✐t♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s✿ ♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤

♦rs❡❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙❝✐❡♥❝❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✶✭✶✮✿✶✶✹✕✶✷✺✳

●✉❧✱ ❋✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❆ t❤❡♦r② ♦❢ ❞✐s❛♣♣♦✐♥t♠❡♥t ❛✈❡rs✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✺✾✭✸✮✿✻✻✼✕✻✽✻✳

❍♦❧t✱ ❈✳ ❆✳ ❛♥❞ ▲❛✉r②✱ ❙✳ ❑✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❘✐s❦ ❆✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ■♥❝❡♥t✐✈❡ ❊✛❡❝ts✳ ❆♠❡r✐❝❛♥

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✷✭✺✮✿✶✻✹✹✕✶✻✺✺✳

▲❡✈✐✱ ■✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ❍❛r❞ ❈❤♦✐❝❡s✿ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼❛❦✐♥❣ ✉♥❞❡r ❯♥r❡s♦❧✈❡❞ ❈♦♥✢✐❝t✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡

❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

▼❛s❛t❧✐♦❣❧✉✱ ❨✳ ❛♥❞ ❖❦✱ ❊✳ ❆✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✇✐t❤ st❛t✉s q✉♦ ❜✐❛s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✷✶✭✶✮✿✶✕✷✾✳

❖❦✱ ❊✳ ❆✳✱ ❖rt♦❧❡✈❛✱ P✳✱ ❛♥❞ ❘✐❡❧❧❛✱ ●✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ■♥❝♦♠♣❧❡t❡ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❯♥❞❡r ❯♥❝❡rt❛✐♥t②✿

■♥❞❡❝✐s✐✈❡♥❡ss ✐♥ ❇❡❧✐❡❢s ✈❡rs✉s ❚❛st❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✽✵✭✹✮✿✶✼✾✶✕✶✽✵✽✳

P❧♦tt✱ ❈✳ ❘✳ ❛♥❞ ❩❡✐❧❡r✱ ❑✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛②✲✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ❛❝❝❡♣t ❣❛♣✱ t❤❡

✧❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t✱✧ s✉❜❥❡❝t ♠✐s❝♦♥❝❡♣t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ❡❧✐❝✐t✐♥❣

✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✺✭✸✮✿✺✸✵✕✺✹✺✳

◗✐✉✱ ❏✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❈♦♠♣❧❡t✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✱ ▼P❘❆✳
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◗✐✉✱ ❏✳ ❛♥❞ ❙t❡✐❣❡r✱ ❊✳✲▼✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❚✇♦ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❘✐s❦ ❆tt✐t✉❞❡s✿

❆♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✺✼✭✶✮✿✶✾✸✕✶✾✾✳

◗✉✐❣❣✐♥✱ ❏✳ ✭✶✾✽✷✮✳ ❆ t❤❡♦r② ♦❢ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ✉t✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r ✫

❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ✸✭✹✮✿✸✷✸✕✸✹✸✳

❙❡❧t❡♥✱ ❘✳ ✭✶✾✻✼✮✳ ❉✐❡ ❙tr❛t❡❣✐❡♠❡t❤♦❞❡ ③✉r ❊r❢♦rs❝❤✉♥❣ ❞❡s ❡✐♥❣❡s❝❤r❛♥❦t r❛t✐♦♥❛❧❡♥ ❱❡r✲

❤❛❧t❡♥s ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❡✐♥❡s ❖❧✐❣♦♣♦❧❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ✐♥ ❙❛✉❡r♠❛♥♥✱ ❍✳ ✭❊❞✳✮✱ ❇❡✐tr❛❣❡ ③✉r

❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❲✐rts❝❤❛❢ts❢♦rs❝❤✉♥❣✳ ❏✳❈✳❇✳ ▼♦❤r✱ ❚✉❜✐♥❣❡♥✱ ♣♣✳ ✶✸✻✲✶✻✽✳

❙t❛r♠❡r✱ ❈✳ ❛♥❞ ❙✉❣❞❡♥✱ ❘✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❱✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛①✐♦♠ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥

r❛t✐♦ ♣r♦❜❧❡♠s✿ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st ♦❢ s♦♠❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❆♥♥✳ ❖♣❡r✳ ❘❡s✳✱

✶✾✭✶✲✹✮✿✼✾✕✶✵✷✳

❚r❛✉t♠❛♥♥✱ ❙✳ ❚✳ ❛♥❞ ❑✉✐❧❡♥✱ ●✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❇❡❧✐❡❢ ❊❧✐❝✐t❛t✐♦♥✿ ❆ ❍♦rs❡ ❘❛❝❡ ❛♠♦♥❣ ❚r✉t❤

❙❡r✉♠s✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✷✺✭✺✽✾✮✿✷✶✶✻✕✷✶✸✺✳

❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ❏✳ ❛♥❞ ▼♦r❣❡♥st❡r♥✱ ❖✳ ✭✶✾✹✹✮✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r✳

Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❲❛❦❦❡r✱ P✳ ✭✷✵✶✵✮✳ Pr♦s♣❡❝t ❚❤❡♦r②✿ ❢♦r ❘✐s❦ ❛♥❞ ❆♠❜✐❣✉✐t②✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱

❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ❯❑✳

✸✵



❆♣♣❡♥❞✐①✿ r❡s✉❧ts ❢♦r ♣r♦♣♦s❡rs

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ♣r♦♣♦s❡rs ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✼ ❣✐✈❡s ❛ ❜♦①♣❧♦t

♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s

s❤❛r❡ ♦✉t ♦❢ B❈20 ✐♥ t❤❡ ✉♥❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ Pr♦♣♦s❡rs ❛❝t✐✈❡❧② r❛♥❞♦♠✐③❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡rs✬ s❤❛r❡ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ B❈12 t♦ B❈18 ✐♥ t❤❡ ✉♥❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ✳ ■t s❡❡♠s

♣r♦♣♦s❡rs ❛r❡ ♠♦st ✐♥❞❡❝✐s✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡rs✬ s❤❛r❡ ✐s B❈14 ✐♥ t❤❡ ✉♥❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❛✈❡r❛❣❡s ✐♥ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥

t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡s✉❧t ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❚❤❡ ②✲❛①✐s ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ♣r♦♣♦s❡rs✱ ①✲❛①✐s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s s❤❛r❡ ♦✉t ♦❢ B❈20

✐♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✉♥❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

t♦ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ (10, 10)✳

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ r❡❝❡✐✈❡rs✱ ♣r♦♣♦s❡rs ✇❤♦ ❝❤♦s❡ ❛ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ p = 0

♦r p = 100 ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❲❚Ps s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡rs

❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0 < p < 100 ✭p < 0.01✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡rs✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡rs

✇✐t❤ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ p = 0.1, 0.2, or 0.3 ❤❛✈❡ ❲❚Ps ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ✇✐t❤

♣r♦♣♦s✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ p = 0.4, 0.5, or 0.6✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✭t✇♦✲

s✐❞❡❞ ❲✐❧❝♦①♦♥ r❛♥❦ s✉♠ t❡st✱ p > 0.10✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❆ ❜♦①♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s s❤❛r❡ ♦✉t ♦❢ B❈20 ✐♥ t❤❡ ✉♥❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡s ✇✐t❤ ❝r♦ss ❞❡♥♦t❡

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r❛t✐♦s ♦❢ ♣r♦♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡s✳
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Proposer's probability of proposing the equal allocation
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❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❚❤❡ ❲❚P ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

♣r♦♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ (10, 10)✳ ❲❚P r❛♥❣❡s ❢r♦♠ B❈0 t♦ B❈2 ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢

B❈0.2✳ ❚❤❡ ❲❚P ❜❡❧♦✇ ✵ ✐♠♣❧✐❡s r❡❝❡✐✈❡rs ❛r❡ ♥♦t ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡✳
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❆♣♣❡♥❞✐①✿ ♣r♦♦❢ ❢♦r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✿

Pr♦♦❢✿ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✇✐t❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ a t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥

t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ r❡❥❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ V (A) = k − γ(20 − 2a) ≤ V (R) = 0✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s a ≤ 20γ−k
2γ ✳

◆♦t❡ p∗ = k
20γ−a(2γ−1) ✱ ✉s✐♥❣ p∗ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ a, ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ a = 20γ−k/p∗

2γ−1 ✳ ◆♦t✐❝❡

❛❧s♦ t❤❛t a ≤ 20γ−k
2γ ✱ ❛♥❞ t❤✉s 20γ−k/p∗

2γ−1 ≤ 20γ−k
2γ . ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✉♣♣❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ p∗ ❛s

p∗ ≤ 2γk
20γ+2kγ−k ✳ ❲❤❡♥ p∗ ✐s ❜❡❧♦✇ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∆V = V (p∗, A; (1− p∗), R)−max {V (A), V (R)} = p∗a =
20p∗γ − k

2γ − 1
.

❙✐♥❝❡ ∆V ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ p∗✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❣❛✐♥ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ p∗ ✇❤❡♥

p∗ ≤ 2γk
20γ+2kγ−k ✳ ❚❤❡ ❲❚P ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❣❛✐♥✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❲❚P ✐♥❝r❡❛s❡s

✇✐t❤ p∗ ✇❤❡♥ p∗ ≤ 2γk
20γ+2kγ−k ✳

❲✐t❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ a t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢

r❡❥❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ V (A) = k−γ(20−2a) > V (R) = 0✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ a = 20γ−k/p∗

2γ−1 ≥ 20γ−k
2γ ✱

❛♥❞ t❤✐s ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❧♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ p∗ ❛s p∗ ≥ 2γk
20γ+2kγ−k ✳ ❲❤❡♥ p∗ ✐s ❛❜♦✈❡ t❤✐s

t❤r❡s❤♦❧❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∆V = V (p∗, A; (1−p∗), R)−max {V (A), V (R)} =
20p∗γ − k

2γ − 1
−

[

k − 20γ +
2γ(20γ − k/p∗)

2γ − 1

]

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ∆V ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ p∗ ❣✐✈❡s✱ ❢♦r p∗ < 1✱ t❤❛t✿✶✶

γ

p∗2 (2γ − 1)

(

20p∗2 − 2k
)

≤
γ

p∗2 (2γ − 1)

(

20p∗2 − 20
)

< 0.

❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✉t✐❧✐t② ❣❛✐♥ ❢r♦♠ r❛♥✲

❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ p∗ ✇❤❡♥ p∗ ✐s ❛❜♦✈❡ 2γk
20γ+2kγ−k ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❲❚P ❞❡✲

❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✉t✐❧✐t② ❣❛✐♥ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ p∗ ≥ 2γk
20γ+2kγ−k ✳ ◗✳❊✳❉✳

✶✶❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ t❤❛t p∗ = k/10 ✇❤❡♥ a = 10✳ ❚♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ p∗ = 1

✇❤❡♥ a ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ✶✵✱ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ k ≥ 10.
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❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡

❖♣t✐♦♥ ❆ ❖♣t✐♦♥ ❇
❈❤♦✐❝❡s ✇✐t❤ ❛ ❈❤♦✐❝❡s ✇✐t❤

❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

0.5, B❈10; 0.5, B❈0 B❈0 2�A B� 2�A B�

0.5, B❈10; 0.5, B❈0 B❈2 2�A B� 2�A B�

0.5, B❈10; 0.5, B❈0 B❈3 2�A B� 2�A B�

0.5, B❈10; 0.5, B❈0 B❈3.5 2�A B� �A B2�

0.5, B❈10; 0.5, B❈0 B❈4 �A B2� �A B2�

0.5, B❈10; 0.5, B❈0 B❈4.5 �A B2� �A B2�

0.5, B❈10; 0.5, B❈0 B❈5 �A B2� �A B2�

0.5, B❈10; 0.5, B❈0 B❈6 �A B2� �A B2�

0.5, B❈10; 0.5, B❈0 B❈8 �A B2� �A B2�

0.5, B❈10; 0.5, B❈0 B❈10 �A B2� �A B2�

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❤❡ r✐s❦ ❛tt✐t✉❞❡s ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ t❛s❦✳ ❖♣t✐♦♥ ❆ ✐s ❛ ❧♦tt❡r② ❛♥❞ ✐s ✜①❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✳

❖♣t✐♦♥ ❇ ♣❛②s ♦✉t ❛ ♠♦♥❡t❛r② ❛♠♦✉♥t ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ❞♦✇♥ t❤❡

❧✐st✳ ❆♥②♦♥❡ ♣r❡❢❡rs ♠♦r❡ t♦ ❧❡ss s❤♦✉❧❞ ♣✐❝❦ ❖♣t✐♦♥ ❆ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✇ ❛♥❞ ♣✐❝❦ ❖♣t✐♦♥ ❇

✐♥ t❤❡ ❧❛st r♦✇✳ ❆♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠✐❣❤t s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❖♣t✐♦♥ ❆ t♦

❖♣t✐♦♥ ❇ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥t② ♣❛②♠❡♥t ♦❢ B❈3.5 ❛♥❞ B❈4✳ ❆♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r✐s❦ ❛tt✐t✉❞❡ ♠✐❣❤t✱ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱

s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❖♣t✐♦♥ ❆ t♦ ❖♣t✐♦♥ ❇ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥t② ♣❛②♠❡♥t ♦❢ B❈3 ❛♥❞ B❈✸✳✺✳

✸✺



❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❞❡❝✐s✐♦♥ s❝r❡❡♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❚❤❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ a ∈ {0, 1, ..., 9}✱

❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s r❛♥❞♦♠✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❚❤❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ❜✐♥❛r② ❝❤♦✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ a ∈ {0, 1, ..., 9}✱

❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s r❛♥❞♦♠✳

✸✻



❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❚❤❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡r✬s r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥

❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ✶✵✪✱ p = {0%, 10%, 20%, 30%, ..., 100%}✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❧✐❞❡r ✐s ♠♦✈❡❞✱ t❤❡ p

✉♥❞❡r ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✶✱ 100 − p% ✉♥❞❡r ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✷✱ ❛♥❞ t❤❡ p% ❛❜♦✈❡ t❤❡ s❧✐❞❡r ❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡

t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

✸✼


