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INTRODUCCION

Suponer racionalidad para cada agente econémico (consumidores y produc-
tores) en una economia descentralizada, donde cada cual persigue un objetivo
guiado por criterios individualistas, ha sido centro de anélisis en la teoria eco-
némica.

En efecto, el hecho de que un sistema econémico dado cada agente actué
siguiendo objetivos egoistas plantea el necesario resultado del caos como con-
secuencia de tal conducta. Esta inquietud habia sido analizada desde el mismo
Adam Smith, quién postuld la figura de la mano invisible como aquella que guia
las acciones individuales hacia el bien comun (no caos) de una manera que no
estaba en la toma de decisiones de cada agente. En efecto, dice Smith (1776):

Libro IV (cap. II, 402),

Ninguno se propone, por lo general, promover el interés piblico, ni sabe has-
ta qué punto lo promueve. Cuando prefiere la actividad econdmica de su pais a
la extrangera, inicamente considera su segquridad, y cuando dirige la primera de
tal forma que su producto represente el mayor valor, sélo piensa en su ganancia
propia; pero en éste como en otros muchos casos, es conducido por una mano
invisible a promover un fin que no entraba en sus intenciones [...] pues al per-
sequir su propio interés, promueve el de la sociedad de una manera mds efectiva
que si esto entrara en sus designios.

Para Smith, era el mercado quien tenia la capacidad de coordinar adecuada-
mente la actividad econémica y se refirié a esa capacidad bajo la denominacién
poética de mano invisible (Arrow y Hahn, 1977). No obstante, la pregunta inte-
lectual con respecto a la posibilidad y la viabilidad de una sociedad mercantil,
es decir; una sociedad donde las acciones se toman de manera descentralizada,
tardaria tiempo para primero expresarse en términos de un modelo econémico
y, atn hoy, no se ha resuelto.

Se atribuye a Leon Walras (1874) la primera construccion rigurosa de un



modelo de equilibrio general donde las ofertas y las demandas resultaban fun-
ciones de la principal variable del mercado: el precio. Walras buscaba la manera
en como los mercados se vaciaban al final de cada jornada y funcionaban de
manera coherente con el uso de los recursos. No obstante, el objetivo de Smith
buscado por Walras a partir de un modelo econémico no tenia una solucién
convincente ya que el sélo hecho de que las ofertas y demandas del sistema wal-
rasiano, dieran lugar a que las ecuaciones fueran iguales a las incégnitas, no era
una prueba rigurosa.

Los intentos siguieron por el lado Cassel , Wald y Koopmans' pero solo hasta
el ano 1954 con Kenneth Arrow y Gerard Debreu, Mckenzie, entre otros, se logrd
construir un modelo tedrico bajo premisas tedricas de racionalidad individual
que probaba la existencia de un equilibrio para una economia hipotética.

Es decir, Arrow y Debreu muestran las condiciones logicas para la existen-
cia de una situacién de equilibrio de precios que hacen compatible las acciones
decididas por los agentes. La pregunta que surge necesariamente es: ;Logran
responder la pregunta sobre el éxito del mecanismo de mercado? Es extensa la
critica que responde negativamente a esa pregunta y compartimos parte de ella,
pero creemos que esto no imposibilita al llamado modelo Arrow-Debreu para
constituirse en una poderosa caja de herramientas para acercarse a la realidad,
ademas de que se ha convertido en el llamado modelo base por ser capaz de
absorber y discutir con cualquier otra teoria?. En efecto, la teoria econémica
contemporanea continua buscando respuesta a la pregunta de la viabilidad de
una economia de mercado competitiva pero partiendo del modelo base esta-
blecido por Arrow y Debreu ya que muchas proposiciones fundamentales, para
resolver la pregunta abstracta de Smith, sélo se han revelado a partir del modelo
que ellos proponen.

Creemos ademés que los problemas del modelo base estan mas del lado de
la btisqueda del equilibrio o etapa posterior a la modelizacién de los agentes que
hacen aparecer la llamada figura del subastador necesariamente como incomoda

a la teoria y el objetivo buscado. Lo anterior muy asociado, desde luego, al

IMonsalve (2010) hace referencia a una tradicién alemana que se diferencié de la corriente
mas afin a la tradicion paretiana cristalizada en Hicks, en el sentido de que la primera busco
establecer bajo qué condiciones existe el equilibrio mientras la segunda lo daba por hecho.
Para Monsalve, la tradicién paretiana estd impregnada en Arrow y Debreu y gran parte de
las preocupaciones de Walras fueron viciadas.

2El llamado modelo base constituye hoy el nicleo de la teoria econémica contemporanea y
lo que es mas importante: se convierte en la norma de la economia positiva, donde lo normativo
no es solo una regla para hacer recomendaciones de politica sino también una metodologia
para la construccion del saber cientifico (Benneti & Cartelier, 1998).



problema de la incorporaciéon del dinero para tener una economia monetaria y
los posibles problemas y perspectivas que ello trae. A pesar de ello, creemos que
esto no imposibilita la validez de un marco tedrico sobre la toma de decisiones de
los agentes, con base a nociones de racionalidad minimamente aceptables como
las que postula los axiomas impuestos a la conducta de los agentes en el modelo
Arrow Debreu. La discusién podria extenderse demasiado por lo que aspiramos
a que la historia sea el juez y de su veredicto sobre la postura que defendemos.

Los comentarios anteriores se han hecho debido a que el objetivo, por lo me-
nos el principal, buscado en este texto es dar los lineamientos generales sobre la
forma en que se modela a los consumidores en una economia tipo Arrow Debreu.
Para ello desarrollaremos una cuidadosa formalizacién del agente consumidor y
analizaremos detalladamente lo que se considera racionalidad individual. Para
iniciar esta tarea, era necesaria la anterior contextualizacion histérica del mo-
delo que se va a desarrollar para pasar luego, sin grandes saltos, a lo que se

considera el modelo bésico o economia tipo Arrow - Debreu.

Modelo Basico

Se denominard modelo basico al modelo de equilibrio general competitivo
desarrollado por Kenneth Arrow y Gerard Debreu (1954), entre muchos otros y
cristalizado en Debreu (1973) y Arrow y Hahn (1977).

Como mencionamos anteriormente, Arrow-Debreu se inscriben dentro de
una tradicion de economistas que desde Adam Smith hasta el presente han
tratado de demostrar cémo una economia descentralizada y motivada por el
interés individual, y guiada por las senales de los precios, es compatible con
una disposiciéon coherente de los recursos econémicos, que podria considerarse
mejor que un gran nimero de disposiciones alternativas posibles (Arrow y Hahn,
1977:9), (Catafio: 1997:116).

El objetivo, entonces, que tiene la teoria de equilibrio general neowalrasiana
es responder una pregunta intelectual (abstracta) con respecto a la posibilidad
y la viabilidad de una sociedad mercantil (Catafio: 1997:117). Para empezar
a construir analiticamente un modelo que pretenda dar respuesta al objetivo
anterior, es necesario primero construir un modelo que intente representar la
realidad en sus principales elementos y para ello, vamos entonces a definir, en
forma general y rapida, la manera en que se define la economia en el modelo
Arrow-Debreu para después empezar con el tratamiento metodologico del agente

consumidor.



Para construir un modelo de equilibrio general, como representaciéon abs-
tracta de una economia competitiva, se requiere la especificacién de al menos
tres elementos: las mercancias y los precios que son las variables del modelo, los
agentes que son las unidades de decision del modelo y la naturaleza de la forma
en que se toman las decisiones que da el marco en que se mueven los agentes
(Villar, 1996:12). El objetivo de este libro se enmarca sélo en la especificacion
de los dos primeros elementos dejando afuera la naturaleza del proceso de toma

decisiones.

Economias Arrow - Debreu

Vamos a definir nuestra economia como una triada formada por:

€= [(Xi’ Zis Bi)is1s (YJ7 ﬂj)?:h w]

Donde X; es el conjunto de consumo del consumidor i, 7—; es la relacién
binaria de preferencias sobre el conjunto de consumo del consumidor 7 y (; es
el conjunto de restricciones presupuestarias. Por otra parte, cada elemento de
Y; es el conjunto de producciéon del productor j, m; es la funcién de beneficios
del productor j y w son las dotaciones iniciales. Hay un ntmero grande m
de consumidores y n de productores. En este texto, el objetivo es modelar la
conducta de un agente consumidor ¢ y en adelante se omitira el subindice.

El modelo supone que los agentes econémicos desarrollan sus acciones sobre
la base de una dotacién inicial de recursos dada disponibles para la economia.
Estos recursos incluyen todos aquellos activos reales, como edificios, maquinaria,
tierra, recursos naturales o bienes producidos o almacenados que son la herencia
del pasado y suponen la base sobre la que se desarrolla la produccién. Los
recursos totales se presentan por w € R y es posible, entonces, ver la capacidad
productiva de una sociedad como la combinacién de tres tipos de recursos: los
recursos materiales w, los recursos tecnolégicos (recogidos en el conjunto de
produccion) y el capital humano, recogidos en los conjuntos de consumo (Villar,
1996: 119).

La economia esté conformada asi por consumidores y productores cada uno
con una funciéon objetivo a optimizar junto con unas dotaciones iniciales de
recursos. Una vez ubicado histérica y analiticamente el objetivo buscado por
este texto, pasemos ahora a modelar el comportamiento del agente consumidor
en una economia tipo Arrow - Debreu para ver cémo los consumidores resuelven

sus problemas independientemente, sin conocerse, con un sélo mecanismo de



informacion e influencia entre agentes: los precios.



Capitulo 1

CONSUMIDORES

1.1. Introduccién

La unidad fundamental de decision en la teoria econémica es el consumidor
y por lo tanto, nuestro anélisis va a empezar por definir la demanda de los
consumidores en una economia de mercado. Por economia de mercado, vamos
a entender un escenario en el cual todos los bienes y servicios que los agentes
desean adquirir estan disponibles a un precio conocido y/o estan disponibles
para intercambiar, por otros bienes, a una tasa conocida (Mas-Colell, Whinston
y Green, 1995:17).

Se define un consumidor, como un individuo o grupo de individuos (una
familia) con un propésito de consumo unificado: declarar la preferencia sobre
cada plan de consumo y elegir los planes de consumo de los distintos bienes que
estan disponibles para comprar en el mercado, de tal forma que sus preferencias
se satisfagan al maximo. Bajo ciertas condiciones que se precisardan més adelante,
el problema del consumidor puede plantearse como la maximizacién de una
funcién llamada de utilidad (Lozano, Monsalve y Villa, 1999:14)!.

Un plan de consumo es una especificaciéon de las cantidades de bienes de
consumo a demandar al comienzo del periodo y al conjunto de todos los planes
de consumo, se le denomina conjunto de consumo. El conjunto de consumo esté
incluido asi en el espacio de mercancias (Monsalve, 2009:337). En este sentido,
el mecanismo expuesto es completamente descentralizado e impersonal: ningtin

agente necesita saber algo de los demas, ni de sus preferencias ni del conjunto

1No vamos a tener en cuenta el caso en que los individuos especifican las cantidades de
servicios a ofrecer. Por lo tanto, en la cesta de consumo solo existiran entradas no negativas.
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de consumo de los otros, ni de sus dotaciones, etc.

Se asumira que el nimero de bienes es finito e igual a L, indexados cada uno
de los bienes con un [ = 1,2,..., L. Se supone también que los agentes tienen
informacion sobre todas las caracteristicas de los bienes y de los resultados de sus
acciones, es decir; hay informacién completa ademéas de que no hay problemas
en el cumplimiento de los contratos y todas las contingencias se tienen en cuenta
(Stiglitz, 2000).

Para el anélisis que se va a presentar, un bien es algo que se puede inter-
cambiar y da satisfaccion. Pueden ser tangibles o intangibles. Tal como se anot6
antes, se va a definir una cesta, plan o canasta de consumo como una lista de

los diferentes bienes y se denotara por = donde

Z1

T2

xrL

Se tiene asi que una canasta o cesta de bienes es un punto en Rﬂr el cual es
precisamente el espacio de los bienes?. Por lo tanto, la [th entrada del vector de
bienes especificara la cantidad del bien [ consumido.

Los bienes, ademaés, son divisibles y estan definidos por fecha, tiempo y es-
pacio y por lo tanto, el mismo bien definido en dos fechas distintas es un bien
distinto (Arrow y Debreu, 1954:266). Asi pues, podemos definir una mercancia
como un bien o servicio completamente especificado fisica, temporal y espacial-

mente.

1.2. El conjunto de consumo o de eleccién

El conjunto de consumo es un subconjunto del espacio de bienes RQ_ y lo
vamos a denotar como X C RL cuyos elementos son las canastas de consumo
que el individuo puede posiblemente consumir dada las restricciones fisicas® y

econdmicas impuestas.

2Nétese de nuevo que no se van a tener en cuenta entradas negativas en el espacio de bienes
ya que no se van a tomar débitos o salidas de bienes o servicios por parte del consumidor como,
por ejemplo, su oferta de trabajo.

3Por restricciones fisicas entiéndase, por ejemplo, que no es posible consumir mas de 24
horas.
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Asi, el conjunto de consumo estard definido como
XCR, ={zeR, iz >0v=1,2,... L}

En el espacio Ri para dos bienes, el conjunto de consumo seria:

Grafico 1

I

X3

Una caracteristica que tiene el conjunto de consumo es que es un conjunto
convexo. Es decir, para dos cestas de bienes como x,m/ e X C Rﬂ_ se cumple
que una combinacion de la forma z” = Az + (1 — A)z’ también es una cesta de
X C R, para todo A € [0,1].

El conjunto de consumo X también cumple con la propiedad de ser cerrado.
Es decir, si existe una sucesion de planes posibles de consumo {z}'} que converge
a algin vector x en el espacio de bienes, entonces ese vector también es un plan
de consumo posible. Por tultimo, diremos que X tiene una cota inferior para <,

es decir hay un consumo minimo de subsistencia para el consumidor?.

4Es decir, un plan de consumo posible es uno que posea menor cantidad de bienes a las
que posee el consumidor como dotacién inicial. De esta forma el minimo conjunto de consumo
posible del consumidor no va a ser exactamente la riqueza del consumidor (Lozano, Monsalve
y Villa,1999:48).
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1.3. Caracteristicas del mercado

Como se mencioné anteriormente, el consumidor enfrenta ademés de restric-
ciones fisicas, restricciones econémicas. Es decir, el conjunto de consumo esté
limitado por la cantidad de cestas de bienes que él pueda costearse.

Para formalizar estas restricciones, es necesario introducir dos supuestos.
Primero, vamos a suponer que la cantidad L bienes se comercian todos en el
mercado a precios en pesos corrientes que son conocidos y publicamente co-
tizados. Este principio es conocido como el principio de mercados completos
(Mas-Colell, Whinston y Green, 1995:20).

Formalmente los precios estin representados por un vector de precios

D1

P2
_ l
D= . e R,

pL

Con dicho vector es posible conocer entonces el costo en pesos de cada uno
de los L bienes. Se va asumir de ahora en adelanta que p > 0, esto es p; > 0

para todo [. Mas especificamente

pPERY,

El segundo supuesto es que los precios no estén influenciados por el consu-
midor y por lo tanto, los consumidores son precio aceptantes. Este principio es
conocido como el principio de conducta paramétrica respecto a los precios. Este
supuesto va de la mano de suponer que la demanda del consumidor es apenas
una pequena fraccién de la demanda del mercado, ya que se supone que hay un
gran niumero m de consumidores (Mas-Colell, Whinston y Green, 1995:20).

Por tltimo, y por comodidad, vamos a suponer que el conjunto de eleccién
del consumidor depende de dos cosas: los precios de mercado p y la renta del
consumidor® en pesos que denotaremos m € R. Teniendo en cuenta los anteriores
supuestos pasemos ahora a definir el conjunto de restriccion presupuestaria o de

restricciones econémicas.

5Nuestro modelo va a suponer renta como equivalente a riqueza aunque ello no sea estric-
tamente cierto.
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1.4. Conjunto de restriccién presupuestaria

Inicialmente se debe aclarar que cada elemento del conjunto de restricciones
presupuestarias 3, es ante todo un subconjunto del conjunto de consumo de X €
Rﬂr. Sobre este conjunto de consumo, se pueden imponer diferentes restricciones
que son precisamente iguales a .

[ es asi un subconjunto del conjunto de poder de X € Rﬂ_. Es decir:

pC PX)\{}

El subconjunto de poder, es igual a P(X) = {8/8 C X} donde & ¢ P(X).
Esta dltima condicién se impone para que a su vez 3 # & y asi el consumidor
tenga posibilidad de elegir algo. Se tiene asi que un subconjunto de X puede
estar en (8 pero un elemento de X puede no estar en . Es decir:

Si B € 3, entonces B € X € Rﬂr y B # @. Siendo B en este caso un

presupuesto y [ el conjunto de todos los presupuestos igual a

B={BCR,/3(p,m)eR,, xR, :B(p,m)=DB}

Teniendo en cuenta lo anterior, y suponiendo como dados un vector de precios
l . . . . .
p € R}, y una renta m € R, es posible construir el siguiente conjunto de

restriccién presupuestaria que llamaremos B, para un B € 5.

B(p,m) = {z e R /p.x <m}

Siendo z un plan de consumo del conjunto de consumo X. Es decir:

l
re X CRY

Se establece un supuesto adicional y es que no se va a trabajar con agentes
quebrados. Es decir, de aca en adelante se va a suponer m > 0.

El conjunto de restricciéon presupuestaria es, entonces, el conjunto sobre el
cual el consumidor va a tomar sus decisiones de consumo y es conocido como
conjunto presupuestario walrasiano o competitivo®. Es decir, si B € 8 quiere

decir que el agente enfrenta el problema de escoger un zx tal que x € B C X.

SEste tipo de restriccion presupuestaria deja afuera no linealidades en la restriccion, indivi-
sibilidades e incertidumbre en la tasa de cambio entre bienes (Deaton y Muellbauer, 1993:14).
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Grafico 2
EoY

m/p;

{re R /p.x= m}

pendiente = —p,/p;
B{p.m) /
.

m/py Xy

1.5. El consumidor y los criterios de eleccién

Establecidas las propiedades del conjunto de consumo y de restriccién pre-
supuestaria, se supone que cada agente de la economia tiene definido un criterio
de ordenacién sobre su conjunto de eleccién el cual esta sujeto a ciertas restric-
ciones. El agente consumidor estard definido entonces como una triada:

(X, %, Bl

)’ ~?

Donde X es el conjunto de consumo, 7 es la relaciéon binaria de preferencias
sobre el conjunto de consumo y B es el conjunto presupuestario.

Por lo tanto, se tiene que tres elementos caracterizan el problema de decisién
del consumidor (Villar, 1996:21):

= El conjunto de eleccién X € Rl+
= El criterio de valoracién
= Las restricciones sobre el conjunto de elecciéon expresadas en B.

El objetivo del consumidor es, entonces, elegir un plan de consumo z en un
subconjunto no vacié de R!, que es su conjunto de consumo X, de tal modo
que maximice su utilidad. Para poder realizar su eleccion del plan de consumo
optimo, es necesario tener un criterio de comparaciéon y ordenaciéon de los pla-
nes de consumo del conjunto de consumo. Este es precisamente el criterio de

ordenacion 7 al que nos referiamos antes (Lozano, Monsalve y Villa, 1999:47).
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Asi, el objetivo siguiente es establecer las propiedades sobre la relacion bi-
naria de preferencias definidas sobre el conjunto de eleccién de tal forma que
el consumidor tenga un criterio claro de eleccién sobre su conjunto de consumo

asequible o costeable.

1.6. Relaciéon de preferencias

Para empezar se debe aclarar el concepto de lo que es una relacién binaria.
Esta es un criterio de comparacién entre dos elementos y, para el caso que
nos ocupa, le vamos a imponer un significado para darle sentido a la teoria.
La relacién binaria que vamos imponer acd es una relacién de preferencias,
expresada como 7, que va a especificar en la teoria del consumidor *“al menos
tan bueno como " . Para el caso, la relacién - establece por ejemplo que entre

dos planes de consumo z',z? € X se puede realizar la siguiente comparacién:

ot ma? Va2 € X e RY

Es decir, ' es al menos tan bueno como z2. Es decir, la relacién de preferencia
pretende ser un concepto practico para denotar la toma de decisiones del con-
sumidor (Varian, 1999:36). Sobre la relaciéon de preferencias se van a imponer

los siguientes axiomas.

1.6.1. Axiomas de orden
i) Reflexiva:

Vre X € Ri se cumple que x 7 x.

Es decir, toda canasta es al menos tan buena como ella misma y no es necesario
especificar el cuanto de la preferencia sobre dicha canasta ya que la relacién de
preferencias es ordinal.

ii) Transitiva:

vrlz? 2® € X € RL se cumple que si 2! 77 22 y 2% 77 23 entonces: 2! 7 23.

Es decir, es posible comparar dos canastas con una tercera y conservar el or-

denamiento de las canastas. Es importante aclarar que cuando el agente no es
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transitivo se puede jugar con su inconsistencia en las elecciones y arruinarlo”.

Cuando sobre 7 se definen las propiedades i) y ii) se establece un preorden
de preferencias sobre el conjunto de consumo. Ademés - se dice que es racional
si es completa y transitiva. La completitud la definimos a continuacion.

iii) Completitud:

La relacion binaria 7 en R definida sobre X € RY_ es completa (o total) si:
vzl z? € X € R, se cumple que z' 7 2% 6 2% 75 2!

Es decir, el agente esta en capacidad de decidir entre dos alternativas.

Es razonable asi el axioma de la completitud debido a que si los agentes
conocen adecuadamente los bienes (lo cual es supuesto) deberian saber qué les
gustan méas y qué les gusta menos, siendo precisamente esto lo que especifica el
principio de completitud (Carvajal y Riascos, 2006:4).

iv) Indiferencia:

Si para algtin z',2% € X € R, se cumple que z' = 2% y 22 7 z! entonces

se dice que:

r ~x

Donde ~ especifica una relaciéon de indiferencia entre dos cestas.

v) Preferencia estricta:

Para algiun 2!, 22 € X € Rﬂr se establecera la relacién >, que especificara

““mejor a’’, para el caso siguiente:

z! = 22 <= no es cierto que 2% - !

Esta relaciéon de preferencia estricta es un concepto préactico. Si el consumidor

prefiere una cesta a otra, significa que elegira la cesta que prefiere porque estéi

7Supongamos que el agente no es transitivo y pasa la siguiente relacion: z' > 2 y 22 = 23
pero z3 = z!. En esta situaciéon otro agente podrfa comprar z! y cambiarselo al agente en
cuestion por 2. A su vez, z2 lo podria cambiar por z3 para después cambiarle 23 por ! mas
un remanente dada la preferencia del agente hacia z'. En el limite, si se repite la operaciéon
anterior es posible quitarle todo al agente y asi dejarlo sin nada. Por altimo, es necesario
recordar que la transitividad exige conocimiento completo de las alternativas.
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mejor en esta situacion si tiene posibilidad de hacerlo. Por lo tanto, la idea de
preferencia se basa en la conducta del consumidor (Varian, 1999:36).

Teniendo en cuenta la relacién de preferencias, vamos a establecer un nuevo
supuesto y es que el conjunto de eleccion X € RL, definido como el espacio de
alternativas que la persona puede escoger, es un conjunto no vacié. Es decir:
X # @. Sobre este espacio de eleccién van a estar definidas la relacion de
preferencias que con las propiedades i) y ii) estableceran un preorden sobre los
distintos elementos o cestas del conjunto de consumo.

Si se le suma a las anteriores propiedades la propiedad iii) el conjunto de
consumo queda ordenado. Se tiene asi un conjunto de consumo con un preorden
y listado. Con las anteriores propiedades se esta suponiendo entonces que el con-
sumidor no tiene problemas de informacién ya que se va a suponer un preorden
total sobre las distintas posibilidades de eleccién. Esto implica, ademas, que el

consumidor no tiene problemas de eleccién (indecision).

1.6.2. Axioma de racionalidad propiamente dicha

Paraun B C X C Rﬂ_ si x* resulta elegida entre el conjunto de alternativas

X, es decir:

si 2*€e BCXCR,
entonces Vo' € BC X C ]Rl+ resulta que:

*

x* o

El axioma establece entonces que si una cesta es elegida entre el conjunto
de opciones, es porque esta cesta es mejor a todas las otras. Este axioma, en
cierto sentido, es incompleto porque si existe un conjunto de alternativas que son
indiferentes a x* y estan al interior del conjunto de eleccién, no nos especifica
como se elige = entre la clase indiferente a la que pertenece (Green, 1982). No
obstante, la importancia del axioma radica en su similitud con lo que se conoce

como el axioma de la preferencia revelada.

1.6.3. Axiomas analiticos
vi) Convexidad:

La relacion binaria de preferencias, =, es convexa si:
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(VxERZ_) (V:vl,:c2 GXGRI_,_) cat eyt

se cumple que:

(YA€ [0,1]) : Azt + (1= N2 =z

Se esta suponiendo entonces que el agente consumidor tiene cierta preferencia
por las canastas balanceadas a canastas con gran cantidad de un solo bien.
Teniendo en cuenta la anterior propiedad, se va a establecer que la relacién de
preferencias 7~ es estrictamente convexa para indicar una situacién donde los

medios se van preferir estrictamente a los extremos. Es decir, la convexidad

implica que no puede haber consumo especializado.

vii) Convexidad estricta o fuerte:

La relacion binaria de preferencias, 7, es estrictamente convexa si:

~7

(Vz € Rﬂr) (Vm17x2 eXe Rﬁr) cxt - xya? - x siendo zt # 22
se cumple que:
(YA€ (0,1)): Azt + (1 = Nz? =z

viii) Continuidad:

1

Para todo para de sucesiones (z,,),., (=}

)Zozl tales que cumplan las si-

guientes hipo6tesis:

= Vn €N, x, 75 L. Es decir, suponiendo que cada elemento de x es al menos

tan bueno como cada uno de los elementos de z?'.

=z, > T € Rﬁ_. Donde — especifica en este caso que la sucesion x,

““converge a *’

» zl s ale RQL. Es decir, tanto la sucesién z,, y 2! tienen un limite al que

convergen.

La relacion binaria de preferencias, 7, se dice que es continua si para las suce-

siones (25 )pey, (z4)

et (Zn se cumple que:

1
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x - at

Por lo tanto, se diré que la relacion - es continua si se conserva en los limites.
En otras palabras, la continuidad quiere especificar que la conducta observada
durante todo el tiempo se debe mantener en el limite.

También se puede visualizar la continuidad mediante el conjunto de no peores
y no mejores para lo cual el lector interesado puede consultar Villar(1996:36).
Es dificil visualizar, pero si existen preferencias que no son continuas, o no
se conservan, y son las llamadas preferencias de orden lexicografico. De hecho
este tipo de preferencias implica que ellas no sean representables mediante una
funcion de utilidad continua y mas importante aun: no es representable por

cualquier tipo de funcién (Carvajal y Riascos, 2006:5).

1.6.4. Axiomas de no saciedad

Es razonable asumir, y sucede a menudo en la realidad, que grandes canti-
dades de bienes son preferidas a pequenas cantidades. Esta caracteristica de las
preferencias es capturada en los supuestos de monotocidad (Mas-Colell, et.al,
1995: 42). Se va a suponer a continuacion tres propiedades de no saciedad, cada

una méas débil que la que le sigue.

ix) Localmente no saciado:

La relacion binaria de preferencias, 7, es localmente no saciada si:

(Vz € RY) (Ve € Ryy) (32’ € Bo(z) NRY 12 = 2)

Es decir, la relacion binaria de preferencias es localmente no saciada si para
cualquier plan de consumo z existe un z’ definido sobre una bola con centro
en z y con radio pequefo &, tal que dicho plan es ““preferido o mejor a” " =x.
Con dicha propiedad se esta suponiendo, entonces, que para cualquier plan de

consumo existe otro plan de consumo mejor.

x) Monétonas:

La relacion binaria de preferencias, 7, es monétona si (Va,z’ € RY) tal que

~?

x> ' se cumple que = > x'.
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Es decir, canastas con todos los componentes mayores son siempre preferi-

das®

xi) Estrictamente monétonas o monotocidad fuerte:

La relacion binaria de preferencias, 77, es estrictamente monétona si (Vz,z € RY)
tal que z > 2’ y x # 2’ se cumple que = >~ z’.

Con esta propiedad se esta suponiendo que canastas con al menos un com-
ponente mayor con respecto a otras van a ser preferidas.

Dada las caracteristicas de cada uno de los axiomas de no saciedad, es fécil
comprobar que si la relacion binaria de preferencias, -, es estrictamente mono-
tona entonces es moné6tona. A su vez, si la relacion binaria de preferencias, -,
es monotona entonces es localmente no saciada. Ademaés, una implicacion de la
no saciedad es que deja afuera conjuntos de indiferencia gruesos (Mas-Colell,
et.al, 1995: 43).

También debemos recordar que si estamos partiendo de que existen proble-
mas econémicos debido a la escasez relativa, el axioma de no saciedad es un
resultado necesario de la escasez ya que de existir saciedad no podrian existir

ni problemas econémicos relevantes ni escasez.’

1.7. Representacién de las preferencias mediante

una funcién de utilidad

Antes de empezar a utilizar el concepto de funcién de utilidad, es necesario
volver a recalcar que se esta suponiendo que hay un consumo minimo de subsis-
tencia a partir del cual se habla de preferencias. Es decir: primero necesidades
después preferencias (Mufioz, 2010). Esto es importante, ya que necesariamente
la funcion de utilidad esta definida a partir de un umbral.

Teniendo en cuenta las anteriores propiedades impuestas sobre la relacién
binaria de preferencias, surge entonces la pregunta sobre si para un conjun-
to de consumo preordenado mediante una relacién binaria jexiste una funcién
que asigne valores reales a las cestas de consumo de tal forma que permita la

representacién numérica?

8Al final del texto, en el capitulo de notaci6n, se especifica que denota en Ri la notaciéon
r>2'yxz>a.
9La Economia no es una disciplina interesante en el mundo de la saciedad.
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La respuesta es afirmativa y para ello nos valemos del teorema de Debreu
(1973) que establece que si la relacion de preferencias es reflexiva, completa,
transitiva, continua y mondtona entonces es representable mediante una funcién
de utilidad continua U(z) : Rl+ — R. A continuacién presentamos la prueba de
que dicha funcion de utilidad existe y es continua para después imponerle las
propiedades necesarias.

Antes de presentar la prueba se dice que una funcién U(x) : RL — R repre-

senta las preferencias si y solo si (Vm, eXe Rﬁr) se cumple que:
u(x) > u(r') =z o2
Prueba

i) Existencia:

Sea e un vector de Rl_Ir con todos sus componentes iguales a uno. Para cual-
quier plan de consumo o vector z € X € Rl+ vamos a suponer que u(zx) es un
namero tal que = ~ u(x).e

Es decir, la prueba consiste en mostrar que u(z) es un ntimero que efectiva-
mente existe y es tnico (Varian, 1992:116).

Sea el conjunto de peores o iguales a t definido como PI(t) = {t e R: t.e 7 x}.
Por el supuesto de motonocidad, es posible afirmar que al menos el conjunto
PI(t) contiene al cero y por lo tanto PI(t) # @.

De igual manera podemos asegurar que el conjunto de mejores o iguales
a t definido como MI(t) = {t e R: z 7 t.e} es también no vacio. Si ademas
se agregara el supuesto de continuidad, entonces los conjuntos anteriores son
cerrados. Ver prueba en Villar(1996:36).

Dado que los dos conjuntos anteriores son no vacios (y cerrados si agrega-
mos continuidad), entonces necesariamente PI(t) N MI(t) # @ y por lo tanto,
existe algin ¢, que conecta los dos conjuntos tal que este ntimero representa
las preferencias. Es decir, t,.e ~ z. Para concluir la prueba no queda més que

demostrar que t, efectivamente representa las preferencias. Sea:

donde t,.e ~ x



CAPITULO 1. CONSUMIDORES 21

donde t,.e ~y

Si t; > t, entonces por monotocidad debe ocurrir que t;.e > t,.e y por
transitividad se debe tener que x 77 y. Del mismo modo, debe ocurrir que si
por ejemplo se tiene que x 3 y entonces ty.e < ty.e y por lo tanto ¢, < t,. Se
tiene asi que efectivamente existe un nimero u(x) que representa las preferencias
(Varian, 1992:116). ®

Aunque mucho se discute acerca de la existencia de una funcién de utilidad,
debe quedar claro que ella no es més que un instrumento analitico que nos hace
la vida maés facil y que no es necesaria en la construccion del equilibrio general
pero si permite simplificar el comportamiento de los agentes desde el punto
de vista matematico (Carvajal y Riascos, 2006:5). En cuanto a su significado,
se puede decir que la naturaleza de la funcién de utilidad es parecida a las
méquinas que ponen precios a los bienes en los supermercados: se le asignan
precios mayores a bienes méas deseados. Para nuestro caso, esta méiquina va a
ser la funcion de utilidad que asignara valores mayores a bienes més preferidos
en relacion a otros. Podemos decir asi que la funcién de utilidad va a ser el
termometro que mide las preferencias del consumidor.

Queda demostrado, entonces, que para que una condicién necesaria para que
la relacion de preferencias sea representable es que sea racional (completa, re-
flexiva y transitiva). S6lo una condicién més es suficiente y es que la relacion
de preferencias sea continua con lo que se tiene que esas preferencias son repre-
sentables mediante una funcién de utilidad continua. La prueba se presenta a

continuacion.

ii) Continuidad:

o0
n=

t, es una funcién continua si Vx y para cualquier secuencia {z"},_; tal que
limy_—sox™ = x se cumple que la funcién t, conserva los limites de la secuencia.
Es decir, debe cumplirse que lim,_ot(x") = t(x).
En otras palabras, lo que se esté estableciendo es que una funcion F : Ri —
R es continua si para un z tal que la funcién evaluada en dicho punto sea
f(z), debe tenerse que para un punto arbitrariamente cerca de x la funcién
debe también asignarle una imagen muy cerca a f(x). Es decir, una funcion es

continua si no presenta saltos (Mas-Colell, et.al, 1995:944).
Prueba

Consideremos una secuencia, {:c"}io:ltal que limy, _seox™ = .
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Notemos primero que la secuencia {t(z™)22;} debe tener una subsecuencia
convergente ya que toda secuencia tiene una subsecuencia convergente.

Por monotocidad, tenemos que Ve > 0, t(z’) se debe encontrar en un sub-
conjunto compacto de R, denotado como [tg,#1], tal que la distancia métrica
entre ' yzes |z —z|<e.

Ya que {z"} 7, converge a z, existe un N tal que la funcién evaluada en
la secuencia t(z™) se encuentra en el subconjunto compacto, para un n > N.
Ademas, ya que cualquier secuencia infinita fijada sobre un conjunto compacto
debe tener una subsecuencia convergente, debe cumplirse entonces que todas las
subsecuencias convergentes de {¢(z™)32;} convergen a t(x).

Supongamos que no y que existe alguna otra funcién estrictamente creciente
m(-) tal que a cada entero positivo n le asigna otro entero positivo m(n) y para
alguna subsecuencia {¢(z™(™)% }, se cumple que esta converge a t' # t(z).
Nuestra prueba va a consistir asi en demostrar que si ¢’ > t(x) se llega a una
contradiccion |, igual en el caso de que ¢’ < t(x).

Para empezar notese que por monotocidad si ¢’ > ¢(x) esto implicaria que
t'.e = t(z).e . Denotemos ahora un t* = %[’ 4 (). Es decir, ¢* es un punto
medio entre ¢'.e y t(x).e. De nuevo por monotocidad se tiene que t*.e > ¢(x).e.

Ahora, ya que t(gcm(")) converge a t' > t*, debe existir un N tal que para
todon > N, t(xm(”)) > t* y por lo tanto, por monotocidad para algin n se tiene
que ™™ ~ t(z™™).e = t*.e . Pero dado que las preferencias son continuas,
esto implicaria que x 77 t*.e pero ya que x ~ t(z).e se llegaria que t(z).e 7 t*.e
lo cual es una contradiccion. De manera similar, es posible probrar que si el
supuesto de partida fuera ¢’ < t(z) también se llegaria a una contradiccion.

Asi, ya que todas las subsecuencias convergentes de {t(z")} ~, deben con-
verger a t(x) se tiene que lim,_,ot(x™) = t(x) y por lo tanto, t(x) es continua
(Mas-Colell, et.al, 1995:49). &

1.8. Propiedades de la funcién de utilidad

Teniendo en cuenta que existe una funcion de utilidad continua U(z) que
representa las preferencias vamos a continuacién a ““imponerle”” ciertas pro-
piedades que en realidad no son més que propiedades que se trasladan de los

axiomas impuestos a la relacién binaria hacia la funcién de utilidad'°.

10Es necesario anotar, ademas, que la teoria de la demanda basada en el concepto de utilidad
s6lo toma sentido cuando el consumidor ha satisfecho ciertas necesidades basicas ya que de
no ser asf la eleccion no se regird, en general, por la racionalidad (Green, 1982).
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Como se recordaré, hemos dicho que la funcién U(z) : R}, — R, que llama-
remos funciéon de utilidad, representa las preferencias si y sélo si:

Vz,2' € X € Rl se cumple que:

Esta funcién de utilidad del consumidor cumpliré las siguientes propiedades.

i) Si la relaciéon de preferencias - es monétona entonces U(x) es mo-

nétona creciente

Prueba

La relacion = es monoétona si Va, 2’ € RQ tal que z >> 2’ se cumple que = > x'.
Ya que U(x) representa las preferencia se cumple que x > z’ si y solo si u(z) >
u(z"). Y si se cumple que u(x) > u(z’) es porque = > z’ lo que implica a su vez

que z > 7’ con lo cual se concluye la prueba.l

ii) U(z) debe admitir transformaciones monétonas

Para cualquier funcién
fR—=R

estrictamente creciente, se debe cumplir:

flu(z)) = f(u(a) <= u(x) 2 u(@) <=z 2 2’

Por lo tanto, si u(z) es monétona creciente y representa las preferencias, se
cumple que cualquier funcién también creciente también debe representar las
mismas preferencias, sin que las magnitudes especificas posean significado ya
que so6lo interesa que canastas méas preferidas que otras se les asignen valores
mayores. Por lo tanto, esta propiedad impone que U(x) debe admitir transfor-

maciones monotonas.
Prueba

Supongamos que - es una relacion binaria sobre Rﬂr y que u(-) es una funcién
de utilidad que la representa. Sea f : R — R una funcién creciente sobre el
rango de u(-). De acuerdo a la definicion de la funcion de utilidad, =z = 2 si
y solo si u(z) > u(2’). Como f(-) es una funcién creciente sobre el rango u(-)

entonces f(u(x)) > f(u(z")) siy sélo si u(z) > u(a’) y si sucede ello entonces
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es porque f(-) también representa las mismas preferencias que wu(-). Es decir,
cualquier funcion creciente v(z) definida sobre el rango de wu(-) representa la

relacion binaria de preferencias - (Lozano, 2009:75).H

~ es una relacién convexa, entonces la

~

iii) Bajo el supuesto de que

funcién de utilidad U(x) es una funcién cuasicéncava

Una funciéon F : R! — R se dice que es cuasicoéncava si:

vzl 22 € Rl y VA € [0,1] se cumple que:

F(Oz! + (1 = Na?) > min[F(z'), F(z?))]
Prueba

La relacion binaria - es convexa si
(Vz € R{F) (le,x2 € Ri) at-x oy 2P
se cumple que:

YA€ [0,1]: Azt + (1= N)a? =2

Con esta propiedad se supone la preferencia de canastas balanceadas a ca-
nastas con gran cantidad de un solo bien.
Sea
23 = Azt 4+ (1 = \)z?

Por definicién 2% = 2 y por lo tanto u(x®) > u(z). Si a esto le sumamos
que x' = 22 por hip6tesis, tenemos que u(x®) > min[u(x!), u(2?)] 6 lo que es
lo mismo:

u(Azt + (1= N)2?) > minfu(z?), u(2?)]

Esto es precisamente la definicién de cuasiconcavidad. B

Se deja al lector la prueba de que si 77 es una relacion estrictamente convexa,
entonces la funcion de utilidad U(z) es una funcién estrictamente cuasiconcava.
Como se puede ver la nocién de cuasiconcavidad es un concepto ordinal ya que
afirma que canastas balanceadas son mejores a no balanceadas y por lo tanto,
la funcién cuasiconcava asigna unos valores mayores (no importa en cuanto) a

canastas balanceadas y valores menores a canastas no balanceadas.
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Corolario 1

Si U(z) : R, — R es cuasicéncava el conjunto contorno superior es convexo.

Grafico 3
rg‘

/,_.-""

,.z-"""'
H_,_,x""

Conjunto contorno superior
e Ji i

1.9. El problema del consumidor

El objetivo de lo que hemos llamado agente consumidor, definido como una
triada [X, 7, B], va a ser maximizar las preferencias sobre su conjunto de consu-
mo dadas unas restricciones. Vamos a suponer que los gustos estan representados
por una funcién de utilidad y en cierta forma el consumidor va a ““ser”” una
funcién de utilidad

U(z):RL =R

Enfoque desde el analisis real

Teniendo en cuenta lo anterior, uno de los objetivos principales sobre el
estudio de la conducta del consumidor va a ser la funcién de demanda ya que
es en ella que se reflejan los objetivos del consumidor y es, ademas, la solucién
a lo que hemos denominado el problema del consumidor.

Empecemos, entonces, por definir una correspondencia de demanda. Esta se

define como:

X :Ryx:Ryp = RY
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Esta correspondencia'' también la podemos expresar con una notacién mas

exhaustiva, Veamos:

X(p,m) = Argpeppmymazu(xz) = {x € B(p,m)/¥z" € B(p,m) : u(z') < u(x)}

Es decir'2, la correspondencia de demanda del consumidor van a ser todos
los argumentos o elementos que maximizan la utilidad y que estan sobre el
conjunto presupuestario. La correspondencia va a estar formada asi por todos
los maximizadores que son financiables.

En lo que resta, vamos a definir todas las propiedades que subyacen a la

correspondencia de demanda X (p, m)

Teorema 1

Si U(x) es continua entonces X (p, m) es de valores no vacios.

Ante todo, debe quedar claro que este es un teorema de existencia para la
correspondencia de demanda. Si se prueba que X (p,m) # & se estaria garan-
tizando que el consumidor toma decisiones y por lo tanto el consumidor, al
tener una renta m dados unos precios p, escoge entre las alternativas que se le

presentan.

Prueba

Fijamos cualquier (p,m) € ]Rl++ x Ry. Para este (p, m) tenemos:

i) B(p,m) es cerrado ya que por definicion B(p,m) = {z € R} /p.x <m} es
un conjunto que incluye sus fronteras al ser definido por desigualdades

débiles. Es decir, se preservan en los limites.

ii) B(p,m) es acotado. Es decir, existe la posibilidad de hacer una bola con
centro en z y un radio € grande B.(x) tal que el conjunto B(p,m) quede
encerrado en dicha bola lo que es precisamente la definicién de un conjunto

acotado.

"Sean S y T dos conjuntos no vacios. Una correspondencia es una regla que asigna a
cada elemento x € S un subconjunto no vacio de T' (T.ozano, 2009). Para nuestro caso una
correspondencia de demanda, es una regla que asigna a cada (p, m) un subconjunto no vacio
en Rﬂr

12La notacién Arg especifica un conjunto que soluciona un problema
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Teniendo en cuenta que si B(p,m) es cerrado y acotado entonces es compacto,
por el teorema de Weierstrass'® es posible afirmar que dicho conjunto alcanza
un valor maximo. Es decir:

3z € B(p,m)/Vaz' € B(p,m) : u(x) > u(z’)

y si € B(p,m) entonces x € X (p,m) A

Teorema 2

X (p, m) es homogénea de grado cero en (p,m)
Es decir,

Y(p,m),YA > 0: X(Ap,Am) = X(p,m)

Para el agente consumidor no es importante entonces si los precios y la renta
estan, por ejemplo, en centavos o en pesos y no sufre asi de ilusion monetaria.
Es decir, las unidades de los precios y la renta estédn expresados de tal forma
que no incidan en la percepcién de oportunidades del consumidor (Deaton y
Muellbauer, 1993:15). Por lo tanto, lo que importan son las restricciones y no

la forma en que se presenten (Kreps, 1995:18).

Prueba

Fijamos cualquier (p,m) € RZ_H_ x Ry. Para este (p, m) tenemos:
Y(p,m) y YA > 0, B(Ap, Am) = B(p,m) ya que por definicion:

B(p,m)={z € R, /p.x < m}

B(Ap,Am) = {z € R, /\p.x < Am}
cancelando a ambos lados )\ se tiene:

B(p,m) = B(Ap, Am)

Es decir, el conjunto de restricciéon presupuestaria no cambia si se alteran en

la misma proporcion sus argumentos y si no cambia el conjunto de elecciéon sobre

13De manera formal el teorema es: Si una funcién f : X — R es continua, con X C R2
compacto (es decir cerrado y acotado), entonces alcanza un valor maximo y un minimo,
ambos globales (Monsalve, 2009:64).
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la que esta definida la correspondencia de demanda, entonces esta tampoco lo
hace. B

Teorema 3

Si la funcion de utilidad es cuasiconcava entonces X (p,m) es de valores

convexos. Recordar que U(z) : RQL — R es cuasicéncava si:
(Vo.a’ € RY) (VA €RY) tu(hx + (1 — N)a') > minfu(z), u(z')]

Prueba

Fijamos cualquier (p,m) € ]RI_H_ xRy, un A € R} y un z,2’ € X(p,m).

De la dltima parte tenemos, por definicién de correspondencia, que u(z) =
u(z"). Ademéas ya que B(p,m) es un conjunto convexo (por definicién) se tiene
que:

Az + (1= N)a’ € B(p,m)

Por cuasiconcavidad de U(z) se tiene que u(Az+(1—\)z') > minfu(z), u(z")].
Dado que u(z) = u(z’) podemos decir que u(Az+(1—X)z’) > u(z) y por altimo
afirmar que u(Az+ (1 —X)z’) = u(z). Con base en esto, podemos establecer que
Az + (1= XNz’ € X(p,m) y por lo tanto, X (p,m) es de valores convexos. l

Es decir, si por las preferencias tenemos que es mejor tener canastas ba-
lanceadas y esto debe estar expresado en una funcion de utilidad cuasiconcava,
entonces las acciones deben reflejarlo y por lo tanto, X (p, m) debe ser de valores

convexos.

Teorema 4

Si la funcién de utilidad es estrictamente cuasiconcava entonces X (p,m)
tiene a lo sumo un elemento.

Recordar que U(x) es estrictamente cuasiconcava si:

Va, 2’ € R, VA € (0, 1);u(Az + (1 — N)z) > minfu(r), u(z')]

La prueba de este teorema se realizard por contradiccién. Ya que algunas
pruebas en adelante se haran por contradiccién especificaremos un poco qué se
entiende por este tipo de pruebas.

Una prueba por contradiccién es aquella que partiendo de un teorema tipo

A — B, léase A implica B, se busca probar qué consecuencias trae si sucede A
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y no B. Es decir: A - B. Si partiendo de lo anterior se llega que en el caso en
que se tenga A - B se contradice lo que A mismo implica diremos, entonces,
que llegamos a una contradiccién y por lo tanto, necesariamente se cumple el

teorema, es decir: A — B. Pasemos ahora a la prueba del teorema.

Prueba

Supongamos que I(p,m) : xz,2’ € X(p,m) y x # '
Por definicion de correspondencia se tiene que u(x) = u(z’). Ademas ya que

B(p,m) es un conjunto convexo (por definicién) se tiene que:
Az + (1= Nz’ € X(p,m).
Ahora por definiciéon de estricta cuasiconcavidad de U(x):
u(Az + (1 — X)) > minfu(z), u(z")]

Dado que u(z) = u(z’) podemos decir que u(Az + (1 — X\)xz) > u(x) pero esto
serfa una contradiccion ya que por definicién el z € X (p,m) es un éptimo y no
puede existir, por ejemplo, otro 22 = Az + (1 — \)a’ tal que u(z?) > u(x) ya
que en ese caso x no seria 6ptimo y por lo tanto, = ¢ X (p,m) —+« N

Por lo tanto, si U(x) es estrictamente cuasiconcava, la correspondencia de

demanda X (p,m) sélo puede tener a lo sumo un elemento.

Corolario 2

Si U(x) es continua y estrictamente cuasiconcava entonces
1
V(p,m) e Ry, | xRy

X (p, m) tiene un solo elemento.
Con lo anterior pasamos a que X : Rl x : R,y = RY pasa a estar definida

como una funcion, es decir:

X(p,m) = {z(p,m)}

De igual manera que antes, podemos definir formalmente la funcién de de-

manda o correspondencia de un solo elemento como:
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z(p,m) = argyeppmymazu(z) = {x € B(p,m)/z’ € B(p,m), x # z' : u(z’) <u(x)}

Con esto estamos especificando que hay uno y sélo un elemento que maximiza
sobre el conjunto presupuestario la funcién de utilidad. Es decir, z(p.m) es
el tinico maximizador. Es necesario diferenciar asi entre X (p,m) que es una
correspondencia de demanda y x(p, m) el cual es una funcién de demanda. Con

este teorema estamos regresando asi a la microeconomia elemental.

Grafico 4

i,

A

x(p,m)

Teorema 5

Si U(x) es localmente no saciada entonces V(p,m) y z € X (p, m) se cumple
que p.xr =m

Otra notacién posible es:

L
E pix; = m
i=1

Es decir, si se cumple la no saciedad local, el consumidor debe gastarse toda
la renta'® . Este teorema recibe el nombre de ““la ley de Walras ** o agotamiento

del gasto.

14Recordemos que estamos en un modelo estatico o de un solo periodo. En varios periodos
hay incentivos para ahorrar en un periodo y gastar lo ahorrado al siguiente periodo por lo que
en los modelos dindmicos la Ley de Walras se convierte en lo que se conoce como condicion
de transversabilidad.
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Prueba

Recordemos primero la forma en que se define la no saciedad local. U(z) es

localmente no saciada si:

(Vz € RY) (Ve € Ryy) (32 € Be(z) NRY :u(2!) > u())

Es decir, el consumidor es no saciado si ante cualquier cesta x es posible
encontrar canastas muy cerca a ella, o en una bola con centro en x y radio
€ muy pequeno, tal que esa canasta que se encuentra es mejor a x. En otras
palabras, es posible encontrar un 2’ tal que u(2’) > u(z) <=z’ = z

Teniendo en cuenta la definicién de no saciedad local, vamos a realizar la
prueba por contradiccion. Supongamos que I(p,m) y Iz € X(p,m) : p.x < m

Empecemos entonces por definir'® un ¢ para la bola B.(z) tal que:

1 . {mp.x m—p.x mp.x}
€= —min , s e >0
2 21 P2 D

Por definicion vamos a postular un 2’ € Be(z) NRY y € > 0 para tener:

p.x’ < p.x+emaz(pr,p2, .-\l

Es decir, se postula un 2z’ con el cual el consumidor no se gasta toda la renta
v aquella parte que le queda de su renta, se la va a gastar en el bien mas caro
que se encuentre cerca, es decir a una distancia . Equivalentemente estamos
afirmando que se va a gastar la parte que le quede de la renta en el bien més
caro, e.max(p1, P2, -, D1)-

Ahora, teniendo en cuenta que el épsilon e lo hemos definido como un radio

1

muy pequeno igual a € = §min{m_p'z mpr mEpr

1’ p2 7 pi

} podemos afirmar
m—p.r m—p.xT m—p.x
pr ' p2 77T

lo tanto, tenemos lo siguiente:

que el min{ } es equivalente al maz(p1,p2,...,p1). Por

p.x' <px+ a.max(phm, ~-~,pl)

Reemplazando e:

15No es un por simpleza que se elige p.x < m ya que si se opta por p.x > m estariamos
tratando con consumidores que prestan o estan quebrados y esta situacion la hemos descartado
desde antes. Ahora, no se elige p.x = m porque de esa manera no llegariamos a ninguna
contradiccion.
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m—p.x

1
px <px+ =

-max\pi, P2, ---, P
2maa:(p1,p2,...,pl) ( bz )

Cancelando términos iguales:

, 1
p.x’ < px+ i(m —p.x)
Ahora si p.z’ es menor que p.x + %(m — p.x) es porque también es menor a

p.z + (m — p.x). Se tiene asi lo siguiente:

p.x’ < pax+ (m—px)

p.x’ <m

Ahora, por no saciedad de U(z) se tiene:

(Vz € RY) (Ve € Ryy) (32 € Be(z) NRY :u(2!) > u(x))

Si fijamos justo a z’ se tiene que ' € B(p,m) entonces u(x’) > u(x) pero
en este caso x ¢ X(p,m) —<« .0

Con la prueba se tiene, entonces, que para un x que es 6ptimo no puede
ocurrir que p.x < m ya que en ese caso por no saciedad local existe un z’ mejor
en una vecindad cercana o bola con centro en z y radio € tal que ese 2’ es mejor.

Por lo tanto, si x es éptimo se debe cumplir la Ley de Walras.
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Grafico 5

xzi

Xy

Tal como se observa en el grafico anterior, desde que la cesta x no cumpla
con agotar el gasto siempre serd posible encontrar una canasta en su vecindad
cercana tal que tampoco agote el gasto y dé mayor utilidad. Noétese que la cesta

que se encuentra, x’, estd justo en la mitad del radio € de la bola ya que en

la construcciéon del teorema se buscoé un € = %min{m;"w, m;f'z,..., m—plpw}
para que la bola quede siempre en el interior del conjunto presupuestario y el
teorema adquiera relevancia. En el limite, la cesta elegida debe estar entonces

en la frontera y agotar el gasto.

Corolario 3

Si U(x) es monotona entonces V(p,m) x € X(p,m) cumple con agotar el

gasto. Es decir, p.x =m

Teorema 6

Si U(z) es continua entonces X (p, m) es hemicontinua superior e inferior. La
prueba es demasiado técnica por lo que se omitira. El lector interesado puede
consultar Monsalve (2009).

Corolario 4

Si U(z) es continua y estrictamente cuasiconcava, entonces x(p,m) es con-
tinua. Se debe recordar que la estrictamente cuasiconcavidad garantiza que
X(p,m) = {x(p,m)} es decir, que la correspondencia se vuelva funcién. Con
este corolario se garantiza ademéas que la funciéon de demanda z(p, m) esta bien

definida y es una funcién continua.
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Teorema 7

La correspondencia de demanda X (p,m) satisface el axioma débil general
de la preferencia revelada (ADGPR). Es decir:

V(p,m), (p',m’) € R, . x Ry lo siguiente es cierto:
i)z € X(p,m)

i)' € X(p',m')
i) px’ <m

w)x ¢ X(p',m')

=uv)p.x>m

El teorema especifica asi que si se tienen dos 6ptimos de dos correspondencias
distintas, i) x € X (p,m) y i) ' € X (p’,m’), siendo 2’ financiable a (p,m) ya
que ii1) p.x’ < m pero no 6ptimo ya que a (p,m) el éptimo es x, debe suceder
entonces que cuando se elige ' a (p’,m’) es porque ya x no es financiable a
(p’,m) ya que v) p’.z > m lo que implica a su vez que ) x ¢ X(p’,m’) y por
lo tanto, el 6ptimo a (p’,m’) pasa a ser z’.

En otras palabras, el teorema especifica que cuando se elige = siendo asequi-

ble ' no puede pasar que cuando se elija z’ siga siendo asequible z.

Prueba

Cambiemos el resultado principal de la prueba, p’.z > m, y veamos si llega-

mos a una contradiccién. Por lo tanto:

i)z € X(p,m)
i)' € X(p',m')

i) p.x’ <m
w)x ¢ X(p',m')
De acuerdo a lo anterior, se tiene que v) p’.x < m implica a su vez que
x € B(p',m’'). Es decir, x es financiable a (p’,m’). A pesar de ser financiable,
no obstante, z no es un maximizador ya que iv) z ¢ X (p’,m’) y por lo tanto:
u(z') > u(z). Se tiene ademés que a pesar de que 2’ es financiable a (p,m) y
por tanto, i) ' € B(p, m) no obstante, 2’ no es maximizador a (p, m) ya que el
optimo a (p,m) es i) x € X (p,m) y por tanto u(z) > u(x’), lo cual contradice

el resultado encontrado antes.ll

Para concluir, es importante anotar que la importancia del teorema radica
en que sobre X (p,m) no hemos impuesto, para demostrar el teorema, ningtin

supuesto sobre las preferencias ni sobre la funcién de utilidad y sin embargo,
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vemos que se cumple un supuesto clave de racionalidad como lo es ADGPR.
Este teorema es entonces un test sobre las variables observables de las variables

no observables como son las preferencias.

Corolario 5

Si U(x) es continua y estrictamente cuasiconcava se tiene que:

X(p,m) = {z(p,m)}

Es decir, la correspondencia queda con un solo elemento. Ahora podemos afirmar
ademas que z(p, m) satisface el axioma débil de la preferencia revelada (ADPR).
Por lo tanto:

Y(p,m), (p’,m’) se cumple lo siguiente:

/

1) p.x(p,m') <m
N ) pa(p’,m’) < = iii) p'.x(p,m) > m
i) x(p',m') # x(p,m)
La prueba es una aplicacién del teorema del méaximo.
Hasta acéa el tratamiento a la demanda, pasemos ahora a la funcién de utili-
dad indirecta, la cual no es méas que la funcién de utilidad evaluada en la funcién

de demanda 6ptima.

1.10. La funcion de utilidad indirecta

Sobre el supuesto de que U(x) es continua, una funcién de utilidad indirecta

se define como:

ViR, xRy >R

V(p7 m) = mawaB(p,m)u(x)

Es necesario aclarar primero que la funcion de utilidad indirecta es una
funcioén y no una correspondencia como se observa del hecho de que los elementos
del dominio p € RZ_H_ y m € Ry mapean (—) en un solo punto de R. Lo segundo
es que es ““indirecta”” debido a que en el problema del consumidor lo que se
tiene es la funcion de utilidad directa U(z), la cual no esta expresada ni en

funcién de precios ni en renta. Pero es posible llegar a una funcién de utilidad
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indirecta que directamente depende de rentas y precios cuando se realiza el

proceso de maximizacion de U(x) sujeto a la restriccion presupuestaria p.x = m

Teorema 8

V(p,m) es homogénea de grado cero en (p,m)

Prueba

Debido a que z(p, m) no cambia si (p, m) lo hacen -el consumidor no sufre
de ilusion monetaria- se puede afirmar por el teorema del méximo que si los
argumentos de la funciéon V' son homogéneos de grado cero en (p,m) la funcion

V también lo seria.l

Teorema 9

Si U(z) es localmente no saciada, entonces V' es estrictamente creciente en
m. Es decir, el agente consumidor le reporta mas utilidad tener mas renta.

En cualquier caso, V es no decreciente en m y no creciente en p; para todo
1=1,2,3,...,L

Prueba

Sean p,p’ dos vectores de precios tales que p’ > p definamos los siguientes

presupuestos:

B(p,m) = {z e R /p.x <m}

B(p',m)={z e R /p'x <m}

Se evidencia primero que B(p’,m) C B(p,m) y por lo tanto, el méximo que
puede alcanzar u(z) sobre B(p,m) es al menos tan grande como el que puede
alcanzar en B(p’,m). Yaque V esté en funcion del 6ptimo que u(z) alcanza sobre
el conjunto presupuestario, se tiene que el valor que tomard V a los precios p
sera al menos tan grande como el que tomara a los precios p’. Se tiene asi que
V no puede ser creciente en precios (Varian, 1992:122). B

De igual manera podemos definir dos presupuestos m,m’ tal que m’ > m y

construir dos conjuntos B(p,m)y B(p,m’). Igual que sucede en el caso anterior
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V' alcanzara valores no decrecientes con rentar mayores que con respecto a rentas

menores.

Teorema 10

La funcion de utilidad indirecta V es cuasiconvexa. Es decir, ¥(p, m), (p’,m’), VA €

[0,1] se cumple que:
VOp+ (1 =Np, Am+ (1= N)m) <max{V(p,m),V(p',m')}

Prueba

Fijamos (p,m), (p/,m’) € RL, x Ry y un A € [0, 1]
Sea
x € BOp+ (1 =Np, dm+ (1—X)m')

tal que
Mp+ (1 =Np)x < Am+ (1 —\)m/

Con base en lo anterior se cumplen dos situaciones:

Si no fuera cierto su negacién no sera cierta, veamos:
px>myp.x>m
Multiplicando el primero por A y el segundo por (1 — \) se tiene:
Ap.x > dm y (1= N)p'.x>Am/

Sumando las dos desigualdades:

Ap.z+ (1 =XN)p.x > m+ (1 - )m’

Lo cual no es cierto. Se tiene asi que sélo hay dos posibilidades:p.x < m 6

p'.x < m’. Esto es equivalente a afirmar que:

x € B(p,m) 6 x € B(p',m’).
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Con ello podemos decir:

x € B(p,m)UB(p,m')
Dada la anterior definicion, es posible postular un z* € B(Ap+(1—\)p’, Am—+
(1 =X )m’) tal que;
Vp+ 1 =A)p, dm+ (1 = \)m') = u(z*)
por tanto:
x* € B(p,m) 6 z*B(p',m’)
u(*) < Vip,m) 6 u(z®) < V(p',m)

Se llega entonces a lo siguiente:
u(z®) < maz {V(p,m),V(p',m)}
Pero por construccion se ha dicho que:
w@®) =VAp+ (1= Np, dm + (1 — \)m')
y asi:
V(p+ (1= Xp' dm + (1= Nm') < maz{V(p,m),V(p',m’)}
|

Teorema 11

V(p,m) es continua.

Prueba

Por definicion V(p,m) = u(z(p, m)) y ya que u(-) es una funcion de utilidad
continua y dado que z(p,m) son funciones de demanda continuas, podemos

afirmar entonces que V(p,m) también lo es. W
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1.11. Enfoque desde el anilisis diferencial

El analisis anterior se ha hecho sin recurrir al mundo diferencial y se ha
hecho para demostrar que, ante todo, la teoria del consumidor es una teoria
analitica. Ahora vamos a pasar al mundo diferencial porque en cierta forma se
tiene una matematica mas amena y porque en él también podemos extraer tests
de racionalidad.

Es necesario aclarar que se necesitan tres condiciones, que se imponen mas

abajo, para trabajar en el mundo diferenciable:
= La funcién objetivo, f, deber ser diferenciable.
= Son necesarios conjuntos abiertos.

= Los supuestos del mundo analitico se deben llevar al mundo diferenciable.

Estas condiciones quedaran en términos de nuestra funcion de utilidad como

presentamos a continuacion.

Supuestos:

Teniendo de nuevo la funcién de utilidad U(z) : R, — R se define lo siguien-

te:

w U(z) € R{Hr. La importancia de ello es que el espacio R{F es cerrado porque
incluye los ejes mientras el espacio ]Rl++ es abierto porque no toca los ejes

y, como se recordard, son necesarios conjuntos abiertos.

» U(z) € C2% Es decir, la funcién de utilidad es doblemente diferenciable.
Por lo tanto, la funciéon U(z) debe cumplir que la matriz de primeras
derivadas Du(z) existe y que la matriz de segundas derivadas D?u(x)

también exista y sea continua en cada uno de sus componentes 6.

= U(x) es mondtona y en ]RI_H_ es diferenciable y estrictamente mondtona.
Por lo tanto, Du(x) > 0. Es decir, la utilidad de una unidad de consumo

adicional es positiva.

» U(z) es cuasicéncava y en R, , es diferenciable y estrictamente cuasicon-
cava. Es decir, Vg € R'\ {0} se tiene que: ¢” Du(z) =0y ¢7 D?u(x)q < 0.
Por lo tanto, la utilidad de una unidad de consumo adicional es positiva

pero decreciente.

16 A la matriz de primeras derivadas Du(z) se le conoce con el nombre de Jacobiano y a la
matriz de segundas derivadas D2u(z) se le conoce con el nombre de Hessiano.
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Grafico 6
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Por las propiedades anteriores, se tiene que el hessiano debe ser semidefinido
negativo por la estricta cuasiconcavidad y por lo tanto, es ortogonal a la tan-
gente, g7 Du(x) = 0. Asi el vector ortogonal especifica los mejores y la tangente
hacia los laterales muestra los peores ya que q7 D?u(z)q < 0 indica que la utili-
dad disminuye al movernos por la linea tangencial. Ademés la tangente esta por
fuera del conjunto de opciones mejores. Esto es lo que se observa en el gréfico
6.

= Interioridad de las soluciones.Vz € Rl | se tiene que {z € R}, /u(z’) > u(x)} C
Rﬁr - Es decir, las canastas mejores también van a estar en el interior y por
tanto, no deben haber soluciones de esquina. Técnicamente este supues-
to se puede también expresar asi: Para toda secuencia {X,},., C R, ,
tal que converja a un X, es decir X,, — X , este punto donde converge

cumplird que X € OR!, , =R, \ R/ |

Por lo tanto, si definimos una funcién de demanda como = : ]RIH_ XxRyy — RlH_
esta funcién siempre va a estar en el interior y no va a tocar el borde'”.
Una, vez definido los supuestos sobre la funcién de utilidad, continuamos con

los teoremas que en el mundo diferencial se cumplen sobre X (p,m).

Teorema 12

La correspondencia de demanda X (p,m) es diferenciable.
Es decir, V(p,m) € REFJF x R4+ X (p,m) es diferenciable. Por lo tanto, para

cualquier renta m y precios p se tiene un momento tnico.

17Por lo tanto, no se va a tener en cuenta el problema de los bienes sustitutos perfectos.
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Prueba

Por condiciones de Kuhn-Tucker'® 3\ > 0 tal que:

Du(x) = Ap

p.r=m
Preguntemonos ahora ;Cuanto cambiard = ante un pequeno cambio en p y

m ? Diferenciemos y veamos:

D?u(z)dx = d\p + Mdp

p.dx + x.dp = dm

Reordenando las ecuaciones anteriores se tiene:

D?u(z)dx — d\p = \dp

—p.dx = xdp — dm

Construyendo un sistema matricial con las ecuaciones anteriores se llega a:

[ D?u(x) —p ] [ dz 1 B l Adp ]
i —
-Pp 0 L+1lzL+1 dA L+1zl z.dp — dm L+1z1

Este es un sistema del tipo A.X = b y tiene solucién para X si y solo si A
tiene inversa. Es decir, si A~! existe. Decir que A tenga inversa es sinénimo de
que sea no singular o que su determinante sea distinto a cero.

Supongamos entonces, para efectos de llegar a una contradicciéon, de que A
dx
es singular ya que si esto sucede se tiene que [ 1 no existe y por lo
L+1z1

tanto, X (p, m) no serfa diferenciable.

Mal | o gL+ \ {0} tal que:

blzl

Postulemos que existe un vector l

1830bre dichas condiciones ver Monsalve (2009). No se debe olvidar que se esta trabajando
con soluciones interiores.
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i =
—p 0 L4+1zL+1 b1z Lt1lzl 0 L+1z1

De este sistema se tiene:

D?*u(z).a —p.b=0

pla=0

Es necesario aclarar que pl, ;.ar.1 = af,; .pr.1 y el resultado es un nimero
(1z1).

Reordenando las ecuaciones anteriores:

D?u(x).a = p.b

alp=0

De la primera ecuaciéon podemos afirmar que p.b # 0 ya que b# 0y p > 0.
En caso contrario, si se tuviera p.b = 0 seria necesario que b =0y a = 0 pues
D?u(z) # 0. No obstante, esto no se puede cumplir ya que desde antes se ha

a
postulado que blxl e REHL {0}

1zl
Ademas por ser p # 0 se garantiza que a # 0. Esta condicién la llamaremos

condicion (a)
Por condiciones de primer orden (C.P.O) del problema de optimizacién del
consumidor, se tiene también lo siguiente:
1
= —Du(x
p = yDu(z)
Donde A > 0 es la utilidad marginal de la renta. Reemplazando esta expresion

en a’.p =0 se llega a:

a® (Du(z)) =0

La cual llamaremos condicién (b)
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T

Multiplicando D?u(z).a = p.b a ambos lados por a” se tiene:

al[D?u(z).a] = aT [p.b]

Ya que a”p.b =b.a”.p y tomando a”.p = 0 llegamos a:

aT[D*u(z).a] =0

La cual llamaremos la condicion (c)

Por lo tanto, para que X(p,m) no sea diferenciable se deben cumplir al
mismo tiempo las condiciones (a), (b) y (¢) pero esto no es posible debido a
que por el supuesto de cuasiconcavidad de la funcién de utilidad, es necesario
que Vg € R! se tenga que ¢ D?u(x)q < 0 pero esta condicién es violada en la
condicién (c). Por lo tanto, es posible afirmar que X (p,m) es diferenciable. B

Antes de continuar, vamos a solucionar el sistema'® anterior y establecer

algunas notaciones:

[ D?*u(x) —p ] [ dx 1 B l Adp 1
i -
P 0 L4+lzL+1 dA L+1z1 z.dp — dm L+1z1

-1
[ dz 1 B l D%*u(x) —p ] l Adp ]
- T
dA Lt —p 0 x.dp — dm Lital

Se tienen las siguientes ecuaciones:

ox or
dx a—@p + Tam
o\ 7))

En forma matricial:

dx = Dpx(p,m)dp + Dz (p, m).dm

d\ = DyA()dp 4+ Dy A(-)dm

- . D? - . .
97,0 siguiente es teniendo en cuenta que _Zng) Op debe ser invertible.
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Lo que es equivalente a tener:

D,x(p,m) Dpz(p,m) dp | D?u(z) —p - A 0 dp
DyA() D A(Y) dm | —pT 0 z(p,m) -1 dm

De ahora en adelante se adoptara la siguiente notacion:
2 -1 1
D?u(x) —p xS v
—pT 0 —T K

Se cumple la condicién de agregacion de Cournot. Es decir;

Teorema 13

V(p,m) e RL | x Ry

y Vi e{1,2,...,L} se cumple:

L
Az (p,

> 7%3@ m)pk = —x1(p,m)

k=1 Pl

En forma matricial la notacion seria:

Y(p,m) : p" Dpx(p,m) = —x(p,m)"

La agregacion de Cournot quiere decir que si varia el precio de un bien
p; en una unidad, inmediatamente perdemos (—z;(p,m)) un valor igual a las
cantidades, por tanto tenemos que reordenar nuestro gasto en los otros bienes

25:1 %}f’l’m)pk en una medida igual al valor de lo que hemos perdido por el

aumento del precio.

Prueba

Por la ley de Walras se cumple p.x = m, V(p, m). En un sistema de ecuaciones
el equivalente seria:

L
Z ak(p,m)pr =m
k=1

Derivando con respecto a p;:
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L

Oz (p,
> wm +ai(p,m) =0
—  Op
L
Oz (p,
> ka =—zi(p,m) W
1 P

Teorema 14

Se cumpla la condicién de agregacion de Engel. Es decir,
V(p, m) S Ri+ X R++

y Vi e {1,2,..., L} se cumple:
L
Oz (p, m
Z k(p )Pk -1

om
k=1

En la forma matricial la notacion seria:

Y(p,m) :pTDmx(p, m) =1

Es decir, si al agente consumidor le dan un peso mas se lo gasta todo o lo
que es equivalente: la variacién que experimente la demanda de los [ bienes al

variar la renta debe dar como resultado la variacién total o el 100 %.

Prueba

Por la ley de Walras se cumple:
L
Z Tk (p, m)pe = m
k=1

Derivando parcialmente respecto a m:

L

om
k=1
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Teorema 15

Se cumple la condiciéon de Euler. Es decir;
Y(p,m) € RL L x Ry

y VIl e {1,2,...,L} se cumple:

L
Jzi(p, Oz (p,
Z k. (p m)pk + xk(p m)

Apr om0

k=1

En la forma matricial la notacién seria:

Es decir, ya que x(p, m) es homogénea de grado cero, al variar la renta y los
precios en la misma proporcién no cambia z(p, m)
Prueba

Por homogeneidad de grado cero de z(p, m) se cumple:

mk(/\p7 )‘m) = xk(pa m)
Derivando respecto a A:

zL: Oz (Ap, )\m)pk n Oz (Ap, Am)

pn om Y

k=1
Esto se cumple VA > 0. Particularmente cuando A = 1 llegamos a

L
Oz (p, Oz (p,
Z xr(p m)pk + l‘k(p m)

O om m=0 N

k=1
1.12. El efecto sustitucién y el aporte de Slutsky

Volviendo de nuevo al sistema anterior:

-1
[ dx ] B l D?u(z) —p ] l Adp ]
- T
dA Litel —p 0 x.dp —dm Lital

Teniendo en cuenta la notacién establecida, se tiene:
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—pT

[ D%u(z) —p 1_1 B [ 1S

—v
k
L+1xL+1 L+1xL+1

El sistema seria entonces:

[dw] _l;s —UH Adp ]
- T
dA Lol —v k z.dp — dm

El sistema de ecuaciones, para el caso de dx, es asi igual a:

1
dx = XS()\dp) —wv(zT.dp — dm)

Simplificando:

dx = S(dp) — v(zT)dp + v.dm

Teniendo en cuenta esta ultima ecuacién, vamos a suponer los siguientes

eventos:

= Primero: Supongamos un choque igual a dp # 0 y compensemos la renta
en dm = 2" dp de tal manera que ante los cambios en los precios, el agente

consumidor tenga capacidad de adquirir la cesta inicial.

Reemplazando dp # 0y dm = z7dp en dx = S(dp) — v(xT)dp + v.dm se tiene:

dx = Sdp — v(zT)dp + v(z" dp)

Simplificando:
dx = Sdp
Es decir:
dx
S ==
dp

Siendo S = D,z(p,m) la matriz de sustitucion.
= Segundo: Supongamos ahora un choque dm # 0y dp = 0.

Reemplazando en dx = S(dp) — v(2zT)dp + v.dm se tiene:

dx = vdm
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Es decir:

o
dm

Siendo v = D, z(p, m) compuesta por el efecto ingreso.

= Tercero: Supongamos, por dltimo, un choque dp # 0 pero esta vez no

compensemos renta de modo que dm = 0.

Reemplazando en dx = S(dp) — v(2zT)dp + v.dm se tiene:

dx = Sdp — v(zT)dp
Tomando el limite en dp:

dz T

— =s—v(z

=)

En forma matricial es equivalente a tener:
D,z(p,m) =S —v.z(p, m)T

Reemplazando v = j—f’::
m

Dpx(pv m) =5- sz(p7 m)x(p, m)T

Esta es finalmente la conocida Ecuacion de Slutsky (1953). Esta ecuacion
reviste gran importancia ya que es una manera de llegar a algo no observable, co-
mo es la matriz de efecto sustitucién S, mediante la observacién de D,z (p, m)
y Dpz(p,m).z(p,m)T. Es decir, es posible mediante la ecuacién anterior en-
contrar la matriz S, definida como la matriz de efecto sustitucion. Este efecto
sustitucion viene de suponer un cambio en los precios dp # 0 y compensar una
renta dm = xTdp de tal manera que el agente consumidor sustituya los bienes
que se hacen mas caros en relacién con otros, sin importar las variaciones en la
renta real y tomando en cuenta sélo las variaciones en los precios relativos.

La matriz de efecto sustitucion S esta definida entonces como:

S = Dya(p,m) + Dpz(p,m).x(p,m)”

Se observa asi que al ser observables D,z(p,m) y Dpx(p,m).z(p,m)T , la

importancia de Slutsky(1953) radica en encontrar aquello que no observamos,

es decir, podemos estimar la matriz de efecto sustitucién S.
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En relacion a un x;(p, m) la ecuacion Slutsky puede ser escrita como:

aﬂfl(p, m) =S _ 61‘l(p7 m)
Opr LR om

Noétese entonces que .S; ;, seré la parte de la variacién de la demanda atribui-

.Tl(p,m)

ble al efecto sustitucion. Este se debe estrictamente a variaciones en los precios
relativos de los bienes, ya que los componentes de la matriz de efecto sustituciéon
tienen implicito un componente de renta compensada para que se mantenga la

capacidad de adquisicién de la renta necesaria para alcanzar la cesta inicial.

9z (p,m)

Por otra parte, =5

x1(p, m) serd la parte de la variacion de la demanda
atribuible a lo que se conoce como el efecto renta. Este tiene que ver con las
variaciones que experimenta la renta en términos de poder adquisitivo provoca-
da por el cambio en los precios de los bienes. Por lo tanto, el aporte de Slutsky
también se puede expresar como la divisién de las variaciones de la demanda
ante cambios en los precios en dos componentes: el efecto sustitucién y el efecto

renta.

Teorema 16

V(p, m) se cumple que la matriz S(p, m) es una matriz singular.
Antes de hacer la prueba es necesario recordar que una matriz es singular si
tiene columnas linealmente dependientes y por lo tanto, es de rango no completo

de tal manera que su determinante es cero.

Prueba

Recordemos nuevamente la notacién:

—1
B %S —v
T | Tk

[ D?*u(x) —p
-D

L+1xzL+1 ‘| L4+1xL+1

Teniendo en cuenta que AA~! = I se puede afirmar:

D2u(z) —p S —v | |I 0
T 0 T k| |0 1

Siendo I 1a matriz identidad. Con base al sistema matricial, es posible extraer

la siguiente ecuacién:
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Simplificando:

Ya que pT > 0 sélo existe la posibilidad de que S = 0. Es decir, las filas de
S son linealmente dependientes. Ademés ya que las dimensiones de S son LxL
su rango debe ser inferior a L. B

Teorema 17

V(p, m) se cumple que la matriz S(p, m) es semidefinida negativa. Es decir;

(Vg € R, ¢7.S.g <0)

Por lo tanto, la forma cuadratica de S es concava con un méximo igual a
cero.
Prueba

Sea un ¢ € R\ {0} — Sq = uq siendo p el valor propio caracteristico de S
tal que p < 0. Por lo tanto, se tiene que (Vq eR,¢T.S.q < O) |
Teorema 18

V(p,m) se cumple que la matriz S(p,m) es de rango L — 1. Es decir, en

S(p,m) hay L — 1 ecuaciones linealmente independientes.

Prueba

xS P
T

Por definicién el rango de es igual a L + 1 ya que las dimen-

siones de esta matriz son L 4+ 1zL + 1 y es invertible.
Ahora:

1
A

rango S

1
1 < rango(XS) +2
Por lo tanto:

rango(%S) +2>L+1
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Simplificando:

1
rango(XS) >L-1

Ya que A es un escalar, entonces es posible afirmar:

rango(S) > L —1

Se tienen asi dos posibilidades. Si el rango de S es > L — 1 es porque:

rango(S) =L — 106 rango(S) =L

Teniendo en cuenta que S es una matriz singular su rango no puede ser L
y por lo tanto, rango(S) < L. Asi, el rango(S) debe ser menor a L y mayor o
igual a L — 1. Es decir:

L > rango(S) > L—1

Solo existe asi la posibilidad de que rango(S)=L—1 1

En resumen, la matriz de efecto sustitucién es singular, semidefinida negativa
y de rango no completo.

Por dltimo, presentamos a continuacién dos teoremas importantes antes de

pasar al problema auxiliar de la minimizacién del gasto y la dualidad.

Teorema 19

V(p,m) la funcion de utilidad indirecta V' (p,m) es diferenciable.

Prueba

Ya que V(p,m) = u(z(p,m)) y teniendo en cuenta que se ha probado que
x(p, m) es diferenciable y por hipétesis u(-) es continua, entonces por el teorema

del méximo es posible asegurar que V(p,m) es diferenciable. B
Teorema 20

Se cumple la identidad de Roy. Es decir, V(p, m) y VI se cumple:

oV (p,m)

0!
aPm) = = Gy

om
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En forma matricial, la notacion seria:

Y(p,m): x(p,m)= —WDPV(]), m)

m

Prueba

Recordemos que la funciéon de utilidad indirecta esté definida como

V(p,m) = u(z(p,m)

Diferenciando parcialmente respecto a p;:

oV (p,m) _ Z du(z(p,m)) Owy(p,m)
8])1 &vk ' 8pl

k=1

Por las C.P.O del problema de maximizacién se cumple que:

ou(x(p,m))

Reemplazando en la expresiéon anterior llegamos entonces a:

oV (p,m amk Oxk(p,m)
APk
o Z op

OV (p.m) _ A{:pk'amp, m)

py opi

L . L
Tomando en cuenta la condicion de agregacion de Cournot, >/, %ﬁlm)p

—x;(p,m), la expresion anterior queda:

oV (p,m)

s = A=au(pm) [1]

Realizando ahora la derivada parcial respecto a m:

oV ( p, iau (p.m)) Owi(p,m)
om

k=1

De nuevo utilizando la C.P.O llegamos a:

av, L 9rw(p,
P 7>\kakp
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Recordando la condicién de agregacion de Engel, Zle %pl =1, se

puede reemplazar en la expresién anterior y llegar a:

VvV (p,m)

o =12

llevando [2] a [1]:

oV(p,m) 9V (p,m)
oy - Im

(=z1(p,m))
Despejando para x(p, m) llegamos finalmente a la identidad de Roy:

oV (p,m)
15]
) =~

om

1.13. El problema auxiliar del consumidor: la mi-

nimizaciéon del gasto

Para empezar, es necesario aclarar que la felicidad no puede tener precio y
por lo tanto, un individuo que este por el mundo minimizando el costo de ser feliz
no es racional ya que lo racional es maximizar la utilidad sin importar el costo.
Sin embargo, el problema de minimizacién del gasto sirve analiticamente por
algunas dualidades presentes con el problema de la maximizacién de la utilidad.

Para empezar, vamos a suponer de nuevo que el consumidor estd represen-
tado por una funcién de utilidad U(z) : Rﬂr — R continua. Se va a establecer,
ademas, el siguiente supuesto crucial para cuando definamos el teorema de no

exceso de utilidad.
» Monotocidad débil: (Vz € RY) : u(z) > u(0).

Con este supuesto se establece, explicitamente, que para el agente consumidor

no tener nada no puede ser estrictamente mejor que tener algo.

Enfoque desde el anilisis real

Se va analizar el problema de la minimizacién del gasto sujeto a alcanzar un
determinado nivel de utilidad, de igual manera como se hizo con el problema
de la maximizacion de la utilidad, es decir, mediante la demanda ya que en ella
estan expresadas las decisiones racionales del problema.

Primero es necesario definir el siguiente conjunto:
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65— URY]

OZ{QER/H‘rERL: u(z) > u}

Este conjunto estd formado asi por un nivel de utilidad constante posible
u € R, para el cual existen elementos que dan por lo menos ese nivel de utilidad
Jr e R, ¢ u(z) > u.

Teniendo en cuenta el anterior conjunto, vamos a definir la correspondencia

de demanda compensada para el problema de la minimizacién del gasto:

H: R, xU=R,

H(p,u) : ArgIeRimin px sau(r)>u

Mas formalmente:

H(p,u) ={z e R Ju(z) >u A (Vo' € R :u(2)) > u) : pa’ > pa}

Esta correspondencia de demanda compensada esta definida, entonces, como
aquel conjunto de elementos que minimizan la renta para alcanzar por lo menos
un nivel de utilidad u. En otras palabras, es un conjunto de elementos x con
los cuales es posible alcanzar nivel de utilidad u tal que cualquier otro x’ con
el que también sea posible alcanzar u cuesta maés, p.x’ > p.x. Es decir, esta
correspondencia de demanda compensada va a estar formada por todos los x
factibles, en el sentido de que con ellos es posible alcanzar un nivel de utilidad

u (u(r) > wu), y que cuestan menos que cualquier otro z’ factible (u(z’) > w).
Es decir: p.2’ > p.z.

Teorema 21

La correspondencia de demanda compensada es de valores no vacios. Es
decir:

V(p,u) ERY, xU: H(p,u) # @
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Prueba

Fijamos un (p,u) € R{H x U y dado que u € U es posible afirmar que
Jz’ € RY : u(2’) = u. Es decir, se va a postular un z’ cualquiera que también
esta en O.

Definimos ahora el siguiente conjunto:

D(p,u,z) = {z € R} Ju(z) >u A p.z > pa}

En primer lugar, este conjunto es distinto a U ya que se ha incorporado
la parte de p.z > p.xz. También es posible definir el conjunto D(p,u,z) de la

siguiente manera:

D(p,u,z) = {z € R Ju(z) > u} N B(p, p.z)

Es decir, el conjunto D(p,u,Z) es la interseccién del conjunto U con un
conjunto presupuestario B(p, p.Z). Por definicion, el conjunto D(p,u,T) # & ya
que cualquier presupuesto cumple la propiedad de hacer que B(p, p.T) # & y es
posible afirmar que la interseccion de un conjunto cualquiera con un conjunto
no vacio serd un conjunto no vacio.

Es necesario, ahora, que el conjunto D(p, u, ) cumpla ademas lo siguiente:
= Los conjuntos que lo forman deben ser cerrados.

= Si los conjuntos son cerrados, es posible afirmar que la interseccién de dos

conjuntos cerrados serd un conjunto cerrado.

= Uno de los conjuntos que lo forman debe ser acotado ya que con la exis-
tencia de un conjunto acotado, se garantiza que la interseccién también

sea acotada (el conjunto acotado acota al otro).

El lector se habra percatado entonces que es necesario que D(p,u, Z) sea cerrado
y acotado con lo cual se cumple que D(p,u,T) serd compacto. La importancia
de esta propiedad es que por el teorema de Weierstrass podemos garantizar que
el conjunto compacto tendra al menos un elemento, lo cual es precisamente la
prueba.

Pasemos entonces a realizar la prueba por partes. Primero probemos que los

conjuntos que forman D(p,u,Z) son cerrados.

D(p,u,z) = {x € R, /u(x) > u} N B(p, p.T) es cerrado.
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Para que un conjunto sea cerrado es necesario que cualquier secuencia definida
sobre el conjunto converja a algin punto y ese punto pertenezca al conjunto.
, . o0 . l
Definamos asf la secuencia (z,,),-; sobre el conjunto {x € R /u(x) > u}.
l . . .
Supongamos que z, — = € R . La primera prueba consiste en probar lo si-

guiente:

l
r e R,

VYneN:{z,>0=2>0}

Es decir, ya que en el limite se satisfacen las desigualdades débiles, si la
secuencia converge a un x entonces ese x > 0 y por lo tanto: x € Ri.

La segunda parte de la prueba consiste en probar que efectivamente Vn €
N : u(z,) > u. La prueba consiste asi en demostrar que lim, u(z,) > u. Es
decir, es necesario probar que el limite de la secuencia existe y que ese limite
cumple con la propiedad de ser > u. Ya que se supone que la funcion de utilidad
es continiia y que la secuencia converge a x se tiene que la funcién de utilidad

conserva los limites de la secuencia y por lo tanto:

limp—ootu(xy) = u(z) > u

Se ha probado entonces que una secuencia que hemos definido sobre el
conjunto{x € R! /u(x) > u} tiene la propiedad de que para cualquier z se cum-
ple que x € Ri y el limite de dicha secuencia, x, cumple la propiedad de que
u(x) > u. Por lo tanto, queda demostrado que el conjunto {z € RY /u(z) > u}
es cerrado.
La otra parte de la prueba consiste en probar si el conjunto B(p, p.Z) es cerra-
do. Definamos de nuevo una secuencia (z,,), -, sobre el conjunto {x € Ri/p.i > p.x}.
Supongamos que la secuencia converge. Es decir z,, = x € Rﬁ_. Ya antes se
ha probado que es posible afirmar que el punto al que converge, x, cumple con

la propiedad de ser tal que x € Rﬂr. Es necesario ahora probar si:

>0=x2>0
VneN: =0T
Py < DT = UMy oo Ty < P.T

Es decir, al estar definida la secuencia sobre el conjunto B(p, p.Z) esta debe
cumplir las propiedades de cualquier elemento que pertenezca a dicho conjunto.

Es posible asegurar por continuidad que lim,_op.z, — p.x < p.Z. Por lo tanto,
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se comprueba asi que el conjunto B(p, p.Z) es un conjunto cerrado.

Ya que la interseccion de dos conjuntos cerrados da como resultado un con-
junto cerrado, se cumple que D(p,u,Z) serd un conjunto cerrado. Es necesario
ahora probar si D(p,u,Z) es un conjunto acotado para lo cual basta probar si
alguno de los conjuntos que lo forman es un conjunto acotado. Elijamos el con-
junto B(p, p.z). Va € B(p, p.T), ¥l se cumple que 0 < x; < p?f. Si no fuera asi
y pasara por ejemplo que p;x; > p.Z se tendria la situacién en que en un solo
bien se estarfa destinando méas de la renta disponible2? y esta propiedad, viola
lo que hemos llamado la ley de Walras. Por otra parte, el supuesto 0 < p;x; no
genera mayor problema.

Se cumple entonces que el conjunto B(p, p.T) esta acotado y por lo tanto,
se tiene como resultado que el conjunto D(p,u,Z) también es acotado. Con la
propiedad que se habia probado antes (el conjunto D(p,u,Z) es un conjunto
cerrado) se tiene como resultado que D(p,u,T) es un conjunto compacto y por
el teorema de Weierstrass se puede asegurar que en D(p, u, Z) existe un elemento
tal que:

(3z* € D(p,u,T)) : Vo € D(p,u,T) : p.x* <px

Es decir, por Weierstrass existe un elemento z* que es minimo.

Es necesario recordar que era necesario un minimo para el conjunto U el
cual después de interceptarlo con B(p, p.Z) dieron como resultado el conjunto
D(p,u,T). Conjunto el cual fue, finalmente, al que se le encontré un elemento

minimo. Se necesita entonces que elemento encontrado cumpla lo siguiente:

Yz € ]Rl_k/u(x) >u: pxt <pzw

Por lo tanto, se debe cumplir que para cualquier otro elemento = € Ri que
sea factible, u(x) > u, se cumpla que el elemento encontrado x* sea realmente
un minimo en el conjunto U es decir: p.z* < p.x

Se necesita probar entonces que para un = € D(p,u,Z) 0 que no este en el
conjunto, x ¢ D(p,u,T), se cumpla que p.x* < p.z. Por definicion, si se toma
un elemento x que pertenezca al conjunto D(p,u,Z) es posible asegurar por
Weierstrass que el minimo es z* y por lo tanto p.x* < p.x.

Por otra parte, si se toma un elemento x que no pertenezca a D(p,u, 3?) es

porque se cumple que p.x > p.Z y por lo tanto p.x > p.z > p.x*. Es decir, ese

20En este caso p.Z hace el papel de renta m.
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x ¢ D(p,u,T) no seria financiable y no podria por ello ser un minimo. Se llega
asi que la cota impuesta sobre U, p.z < p.Z con la cual se formo el conjunto
D(p,u,T) lo inico que ha hecho es excluir los x no financiables del conjunto U
y en realidad no ha tenido mayor influencia.

Podemos asegurar entonces que el elemento minimo hallado pertenece al
conjunto U y por lo tanto, la correspondencia de demanda compensada es no
vacia, es decir: H(p,u) # @ B

Teorema 22

La correspondencia de demanda compensada es homogénea de grado cero

en precios p. Es decir:

(WpeR,, ,VueU,VAER,,)

Se cumple:

H(Ap,u) = H(p, u)

En cierta forma este teorema nos ilustra que para el consumidor no importan
los precios absolutos si no los precios relativos. Es decir, si varian los precios en
la misma proporcién la demanda no varia ya que el nivel de utilidad a alcanzar
no cambia (Mas-Colell, Whinston y Green, 1995:61).

Prueba

La homogeneidad de grado cero en p se debe a que el vector 6ptimo que
minimiza p.x s.a u(x) > u es el mismo que minimiza Ap.x sujeto a la misma
restricciéon, para cualquier escalar A > 0. Es decir, si lo que se pretende es
minimizar el gasto p.z, cuando se alteran todos los precios por un escalar A
no cambia el objeto a minimizar ya que todos los precios cambiaron en una

proporcién igual. H
Teorema 23

(V(p,u) e RL | x U, Vz € H(p,u)) : u(z) = u

Este teorema, llamado teorema de no exceso de utilidad, establece que todo

x en el 6ptimo la utilidad que se le exige debe ser exactamente w, ni més ni
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menos. Es decir, cualquier canasta que sea 6ptima debe dar el nivel de utilidad
requerido. Este teorema, en cierta forma, cumple el papel de la ley de Walras

en la correspondencia de demanda ordinaria o no compensada.

Prueba

Se fija cualquier p € RLJr. Se trae de nuevo el supuesto crucial de monoto-

cidad débil que establece que u(z) > u(0). Se tienen asi dos casos:

i) u(x) = u(0) = H(p,u) = {0}. Es decir, si el agente consume algo que tiene
valor y por lo tanto p > 0, lo méas barato en el caso de que lo que adquirio
reporte un nivel de utilidad w(z) = u(0) seria no adquirir nada y asi
H(p,u) = {0}. Se observa ademas que el caso en que u(z) < u(0) no se
tiene en cuenta ya que en esta ocasién lo que adquirié el agente seria un
““mal” " que le reporta desutilidad y lo mejor en este caso seria no adquirir

nada.
Es posible afirmar entonces que = € H(p,u) : u(xz) = u

i1) u(z) > u(0). Supongamos que el z € H(p,u) es tal que z > 0 = p.z > 0.
Primero se debe aclarar que el hecho de que = > 0 es necesario ya que se

supone u(x) > 0y p > 0 lo que garantiza que p.x > 0.

Tomemos ahora un « € (0,1) y sea z, = a.z. Yaque a < 1y p.x > 0 es posible
afirmar que z, € ]Rl+ y por tanto p.z, < p.r debido a que o < 1 hace que
To < x 'y asi z, es financiable.

Supongamos que sucede que u(x) > u. En este caso, por continuidad de la
funcién de utilidad, existe un o € (0,1) y un z, € RY tal que u(z,) > u 'y
p.zo < p.x. Pero esto va en contradiccion de que x fuera un 6ptimo y por tanto,
va en contradiccion de que ©z € H(p,u) —<— N

Es posible afirmar entonces que = € H(p,u) : u(z) = u. La representacion

grafica de la prueba se muestra a continuacién.
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Grafico 7
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En el caso en que la funcién de utilidad no fuera continua el teorema no se

podria verificar. Veamos el caso graficamente.

Grafico 8
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Cuando la funcién de utilidad no es continua, el z, que se encuentra a la
izquiera de x podria dar menos utilidad que u y esto hace que esta cesta de
entrada no sea factible.

Se ha establecido entonces que Va € H(p,u) : u(x) = u > u(0)

Tal como se verifica, es realmente importante el supuesto de que (Vz € Rl_s_) :
u(z) > u(0) ya que de tomarse el caso de que u(z) < u(0) el teorema no se
cumpliria, veamos.

Inicialmente es necesario aclarar de entrada que u(z) < w(0) implica que x
serfa un ““mal”’. Por lo tanto se esta intentando comprobar lo siguiente:

Ju™ € U tal que u™* < u(0).
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mal)

En este caso, necesariamente H (p, u = {0}, seria cero siempre y cuando

cero sirva en el minimo ya que no se puede gastar menos que no gastar nada.
Por lo tanto si H(p,u™) = {0} no es cierto que u(0) > u™* ya que hay puntos
optimos en que se obtienen estrictamente méas utilidad de lo que la cesta exige,
ya que en cero se tiene mas utilidad. Luego el supuesto de que u(z) > u(0) no
es una necesidad técnica para que la prueba funcione, es que sin este supuesto
el teorema no es cierto.

Teorema 24

Si u(z) es cuasiconcava entonces H (p,u) es de valores convexos y si u(x) es

estrictamente cuasiconcava entonces H (p,u) es de valores unitarios. Es decir:

V(p,u) € Ry x U : H(p,u) = {h(p,u)}

Se tiene entonces, en el ultimo caso, que la correspondencia de demanda
compensada pasa a ser una funcién. La funcién de demanda compensada puede

expresare también como:

heRL, xU—RY

h(p,u) = argegl, MANP.T 5.0 u(z) > u

La prueba es bastante parecida a la que se hizo con la correspondencia de

demanda ordinaria y la omitiremos.

Teorema 25

Se cumple la ley compensada de la demanda. Es decir:

Vp,p' € R, ,Vu € U,Vz € H(p,u) y V' € H(p',u)

se cumple:

(p—p)z—2")<0

ApQhx <0

Con este teorema se establece una de las principales proposiciones de la
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teoria del consumidor, dados los axiomas establecidos, y es que las cantidades
demandadas varian en forma opuesta a los precios o lo que es equivalente: el
efecto sustitucién es inverso a la variacion de los precios.

Este teorema también recibe el nombre de Teorema fundamental de la teoria
del consumidor (Green, 1982).

Prueba

Se fija un p,p’ € RY, | . Por definici6n:
p.x < p.x’ ya que a los precios p la demanda 6ptima es = € H(p,u).
p'.a’ < p'.x ya que a los precios p’ la demanda 6ptima es ' € H(p',u).

La primera desigualdad es equivalente a tener: p(x — ') < 0 y de la segunda se
puede llegar a: p'(2/ —z) <0

Sumando las dos desigualdades:

plx —z')+p' (2’ —x) <0

(p—p)(z—2")<0

Definiendo Ap = (p — p') y Az = (z — 2’) se llega finalmente a la ley
compensada de la demanda, ApAz < 0. R

Es necesario tener en cuenta que la ley compensada de la demanda o la
variacion inversa entre precios y cantidades sélo se cumple en las demandas
compensadas y no en las demandas ordinarias (no compensadas) ya que alli
existe el problema de los bienes Giffen (bienes muy inferiores). Sin embargo, en
la correspondencia de demanda ordinaria hemos establecido, y probado, otro de

los pilares de la racionalidad: El Axioma Débil de la Preferencia Revelada.

Corolario 6

Si la correspondencia de demanda compensada H(p,u) es homogénea de
grado cero en precios, entonces h(p,u) también lo es.
1.14. La funcién de gasto

Teniendo definidas las propiedades sobre la correspondencia de demanda

compensada H(p,u), y establecido bajo qué condiciones ella se convierte en
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una funcién, es posible definir lo que se conoce como la funcién de gasto y los
teoremas que de ella se desprenden.

La funcién de gasto esta definida como:

e:RL xU - RY
e(p,u) = MM, cpt P 5.0 u(z) > u

e(p,u) = p.z, para cualquierx € H(p,u) # @

La funcion de gasto es entonces la cantidad minima de renta necesaria para

lograr el nivel de utilidad u a los precios p.

Teorema 26

La funcion de gasto e(p,u) es homogénea de grado uno en precios. Es decir:
(Vp € RL,VM €U,V > 0) :e(Ap,u) = Ae(p,u)

Prueba

Si  minimiza el gasto a los precios p, = también minimiza el gasto a los
precios Ap. Supongamos que no fuera asi y que fuera z’ la combinacién minimi-
zadora de gasto a los precios Ap tal que: Ap.z’ < Ap.x

Simplificando y cancelando A esto implicaria que p.z’ < p.x por tanto se
contradice el hecho de que a los precios p la solucién minimizadora es z. Asi,
la solucién minimizadora del gasto no varia cuando se multiplican los precios
por un escalar A > 0 y el gasto debe multiplicarse exactamente por el mismo
escalar: e(Ap,u) = Ae(p,u) (Varian, 1992:86).

Recordemos también que antes se habia probado que la funcién de demanda
compensada h(p,u) es homogénea de grado cero en precios. Ya que la funcion
de gasto también esta definida como e(p,u) = p.h(p,u) se tiene entonces que al
variar los precios por un escalar A > 0, h(p, ) no cambia y lo tinico que cambia

es el nivel de gasto e(p,u). Es decir:

e(Ap,u) = Ap.h(p,u) = Ae(p,u) W
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Teorema 27

La funcién de gasto e(p,u) es estrictamente creciente en u y no decreciente

en p. Es decir:

i) VpeRL Vuu':u>u = e(p,u) > elp,u)

ii) YueU,Vp,p :p>p = elp,u) >e@,u)

Con este teorema se establece, entonces, que para alcanzar niveles de utilidad
més alto es necesario gastar més renta. Por otra parte, se establece también que
cuando suben los precios y se desea mantener el mismo nivel de utilidad, es
necesario gastar por lo menos la misma renta que antes de la variacion de los
precios. Es decir, cuando suben los precios el nivel de gasto no puede ser menor
y minimo debe ser igual que el existente antes de la variacién en caso de que se

presente alguna sustitucién de bienes cuando suben los precios.

Prueba

i) Fijamos un p,u,u’ € Rﬂ_+ x U. Supongamos que u > u' pero sucede que

e(p,u) <e(p,u)

Sea un x € H(p,u). Por definicién para todo  6ptimo de la correspondencia se
cumple que u(z) > u. Ya que se ha impuesto que u > v’ se tiene: u(z) > u > u'.
Ademas: p.x = e(p,u) < e(p,u’)

Por lo tanto, también es posible afirmar que =z € H(p,u') y u(z) > ' pero
si esto ocurre se llega a que x esta dando mas utilidad que el nivel requerido
contradiciendo el axioma de no exceso de utilidad. Por lo tanto si u > u debe
suceder que e(p,u) > e(p,v’) B

i1) Supongamos que p < p’ siendo z y z’ las combinaciones minimizadoras del
gasto a los precios p y p’ respectivamente. En este caso, p.x < p.7’ ya
que a los precios p la combinacién minimizadora es z y no z’. Ademas
p.x’ < p'.x’ ya que p < p'. Uniendo las dos desigualdades se llega a que
p.x < p'.x’ y por lo tanto: e(p,u) < e(p’,u) (Varian, 1992:86). B

Teorema 28

La funcion de gasto e(p, u) es concava en precios. Es decir:
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(Vp,p' € RlJrJr,Vy € U,VA € [0,1]) : e(Ap+(1=N)p', 1) > Xe(p, u)+(1-N)e(p', w)

Con este teorema se establece entonces que a precios mayores el gasto crece
pero cada vez menos. Por lo tanto, se esta contemplando indirectamente la
posibilidad de que a precios mayores exista la posibilidad de sustituir los bienes
que hacen més caros en relacién con otros y asi, el gasto al aumentar los precios
crece pero no en la misma proporcién?!. Después se va a demostrar que el
gradiente, la razén de cambio de la funcién de gasto, es precisamente la demanda

compensada.

Grafico 9
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Prueba

Fijamos p,p’ € R, ,u € U, A € [0,1]

(Vz € RY : u(z) > u):pax>elpu)yp .z >e@, u

(Ve e R+ w(@) > u) : Ap.x > Ae(p,u)y (1 — A)p'.x > (1— Ne(p', u)
Sumando las dos desigualdades:

Ap.x+ (1= N)p'.z > Ne(p,u) + (1 — Ne(p', u)

2INotese que la concavidad es entonces un concepto cardinal y no ordinal, lo que es per-
tinente para la funcién de gasto e(p,u) que es ante todo renta (pesos) es decir, un concepto
cardinal.
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(Ap+ (1= N)p").z > Xe(p,u) + (1 — Ne(p', u)

Por definicion si x € H(Ap + (1 — \)p/, u) se cumple:

Ap+ (1 =Np)a>eAp+ (1—Np,u)

Por lo tanto:
6()\}) + (1 - )‘)plvg) 2 )‘e(pa H) + (1 - )‘)e(p/aﬁ) u

Teorema 29

Dualidad:
Bajo los supuestos de no saciedad local, p € Rﬂr+ y una funcién de utilidad

continua se cumple:
i) VYm>0,z* € X(p,m) = z* € H(p,u(z*))
i) YueU,z* € Hp,u) = z* € X(p,px*)

Con este teorema se afirma entonces, en la primera parte, que el z* que maximiza
la utilidad a los precios p y renta m también minimiza el gasto a los precios p
con un nivel de utilidad w(z*).

La segunda parte del teorema establece que el * que minimiza el gasto a los
precios p para alcanzar un nivel de utilidad u también maximiza la utilidad a los
precios p dada una renta p.z*. Con este teorema de la dualidad es que adquiere
sentido el problema de la minimizacién de gasto, ya que se esta afirmando que
dicho problema tiene su equivalente en el problema de la maximizacién de la
utilidad.

Prueba

1. Fijamos un m > 0y supongamos que z* € X (p, m) pero que z* ¢ H (p, u(z*)).

Se esta afirmando entonces lo siguiente:

i) Ya que z* € X(p,m) se esta suponiendo que x* es factible y por lo tanto,
dado el problema de la maximizacion de la utilidad, un z* factible cumple

con que p.x* <m

i1) Ya que x* € X(p,m) estamos suponiendo que z* es un 6ptimo y por tanto:
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Vo € Rl /p.x <m: u(z) < u(z*)

Es decir, al ser * un éptimo debe dar por lo menos la misma utilidad que
cualquier otro z factible (p.z < m).

ii1) Ya que z* ¢ H(p,u(z*)) es porque existe otro Z que es factible. Recor-
demos que factible en este caso de la correspondencia de demanda compensada
es aquel que da por lo menos un nivel de utilidad u(z*) pero que cuesta menos

que z* Es decir:

37 € RY /u(%) > u(2*) A p.d < pa”

Se nota entonces que un z* que satisfaga i) y i) hace que p.& < p.z* =m

y por tanto: p.Z < m. A su vez de ii) y iii) se tiene:

Ve e Rl /p.x <m: u(z) < u()

Se tiene asi que por definicion & € X (p,m) con p.& < m pero esto va en
contra de que z* sea un 6ptimo y daria como resultado de que z* ¢ X(p,m)
ya que existe un & con el cual se alcanza el mismo nivel de utilidad que con z*
pero con el que es necesario un menor gasto. A su vez, esto va en contravia de la
ley de Walras dado que el supuesto de no saciedad, establecido al inicio, impone
como condicién de que no puede existir un Z con el que se no agote la renta es

decir: no puede darse el caso de que 3% :p.x2 <m W

2. Fijamos un u € U y supongamos que z* € H(p,u) pero que z* ¢ X (p, p.x*).
Se esta afirmando entonces lo siguiente:

i) Ya que z* € H(p,u) estamos suponiendo que z* es factible y cumple lo
siguiente: u(z*) > u
1) Ya que z* € H(p,u) estamos suponiendo que x* es un 6ptimo y por tanto:

T € Rl_s_/u(x) >u: pr>px’

Es decir, al ser 2* un 6ptimo, para cualquier otro x factible (u(z) > wu) el

gasto debe ser mayor p.x > p.x*

ii1) Ya que z* ¢ X (p, p.x™) es porque existe otro Z con el que se alcanza un gasto
por lo menos igual; p.z* > p.% pero que brinda més utilidad: u(z) > u(x*).

Es decir:

3z e R, /p.& <pa* A u(@) > u(z*)
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Se nota entonces que un x*que satisfaga ¢) y #iz) hace que se pueda establecer

que u(Z) > u. A su vez de i) y 4ii) se tiene:

Vo € Rl ju(z) > u: pa >pa* > pi

Con base en esto podemos establecer que, por definicién, el resultado es
Z € H(p,u) con u(Z) > u pero esta ve en contradiccion de que z* sea un 6ptimo
y por lo tanto se llegaria a que =* ¢ H(p,u) ya que existe un & que cuesta por
lo menos lo mismo que z* pero que brinda mas utilidad. A su vez esto va en
contradiccién del teorema de no exceso de utilidad que se desprende del supuesto

e . l
inicial de que p€ R’ | W

1.15. Importancia de los precios mayores a cero

y la no saciedad local

Es necesario establecer la importancia que tienen los supuestos sobre los
que hemos hecho las pruebas anteriores, a saber: no saciedad local y precios

estrictamente mayores a cero.

No saciedad local

Una funcién de utilidad que viole el principio de no saciedad local implica
curvas de indiferencia gruesas ya que de no cumplirse la no saciedad local, es
porque para un x € Rﬂr existe un z’ cualquiera, tal que ' € B.(x). No obstante,

esta cesta brinda el mismo nivel de utilidad. Graficamente equivale a tener:
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Grafico 10
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El problema que se presenta es que en el caso de dar solucién al problema de
maximizacion de utilidad (sujeto a restricciones de presupuesto) se presentaria
holgura en el gasto para alcanzar un nivel de utilidad u. Es decir, si bien se
resuelve el problema de maximizacién de la utilidad y por tanto se encuentra
un z* € X (p, m) no obstante, queda sin resolver el problema de la minimizacion
gasto ya que no es posible encontrar un solo minimizador para alcanzar un nivel

de utilidad u como se observa en el siguiente grafico.
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Precios mayores a cero

Supongamos que no todos los precios cumplen el principio de p € RZ_H_ y
que existe un bien para el cual el precio es cero, es decir p = 0. En este caso
estariamos postulando un bien que es gratis y por tanto, bajo el supuesto de no

saciedad local, el consumo de dicho bien seria infinito.
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Por otra parte, si vamos al caso de R? la recta presupuestal es pizq + paza =
m pero bajo el supuesto de que, por ejemplo, po = 0 se tendria una recta
p1x1 = m cuya pendiente ya no seria —% ya que bajo el supuesto de ps = 0 se
vuelve igual a co. Por lo tanto, en este caso, siempre el agente agente consumidor
va a tratar de maximizar su utilidad con base en el bien gratis y no consumirg
del bien x;. Asi, en la presencia de bienes gratis, nunca maximizara su utilidad
y el resultado seria: X (p,p.z*) = @.

Por otra parte, si bien existe un x* que minimiza el gasto, ya que el gasto
minimo va a ser igual a cero, siempre seré posible obtener mayor nivel de utilidad
a u y por lo tanto, hay holgura en el nivel de utilidad.

Con base en lo anterior se desprende un resultado clave. Si un consumidor
estd maximizando su utilidad y no existe consumo de saciedad en su conjunto
de consumo, entonces el resultado es que no todas las mercanias pueden ser

gratuitas o tener precio cero (Lozano, Monsalve y Villa (1999:48).
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Corolario 7

1. Si se cumple el supuesto de no saciedad local entonces Vp € RQ__F,VQ €

U,Vm € RZ_H_ se cumple:
i) e(p,v(p,m)) =m
i) v(p,e(p,u) =u

La primera parte especifica que el gasto minimo necesario para alcanzar el nivel
de utilidad v(p,m) es precisamente m. Con la segunda parte se especifica que

la utilidad méaxima generada por la renta e(p,u) es u.
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2. Si u(z) es estrictamente cuasiconcava se cumple lo siguiente:
i) h(p,v(p,m)) = x(p,m)

i1) z(p, e(p,u)) = h(p,u)

La primera parte establece que la demanda compensada (hicksiana) correspon-
diente al nivel de utilidad v(p,m) es equivalente a la demanda no compensada
(marshalliana) correspondiente a la renta m. La segunda parte establece que
la demanda no compensada (marshalliana) correspondiente al nivel de renta
e(p,u) es equivalente a la demanda compensada (hicksiana) correspondiente al

nivel de utilidad u.

1.16. Enfoque desde el analisis diferencial

En necesario recordar que nuestra funcién de utilidad esté definida como
U(z) : RQ — R. Esta funcién de utilidad continua, cuasicéncava, mondtona
y definida sobre Rﬂ_ o para soluciones interiores, le vamos a agregar ahora el

supuesto:

u(z) > u(0)

Mas formalmente:

0° = int G = (u(0), supweReru(gc))

Con base a los teoremas establecidos antes, es posible afirmar entonces que

las siguientes funciones de demanda:

. ! l
.’E.R++XR++—)R++

.l 0 l
hiRL, x U0 SR

son funciones tnicas y estan definidas en el interior. Con lo anterior, se puede
afirmar por dualidad que h(p,u) es diferenciable ya que x(p,m) es diferenciable.

Mas exactamente:

V(p,u) € R, x B° = z = h(p,u)

Si y solo si:
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3 > 0 tal que satisface: p = pDu(z) y u(x) = u. Donde estas propiedades

vienen de la solucién al problema de la minimizacién de gasto:
minp.x s.au(z) =u

Este problema de maximizacién con restricciones, se resuelve mediante la

condiciones para un 6ptimo del siguiente lagrangiano:
L =p.x+ p(u(z) —u)

Condiciones de primer orden (C.P.O) para un 6ptimo:

oL
9 P~ pDu(x)

or
ou

Teniendo en cuenta que h(p,u) es diferenciable y que = = h(p,u) vamos

u(z) =u

entonces a definir los teoremas que en el mundo diferencial se tienen para el
problema de la minimizacién del gasto.
Teorema 30

V(p,u) € RY, x U° la funcién de gasto e : R, | x U% — R, | es diferenciable.

Prueba

Recordemos que e(p,u) = p.h(p,u)) y ya que h(p,u) es diferenciable, e(p,u)
también es diferenciable por el teorema del maximo. W
Teorema 31

Vp € Rﬂr+7Vg €U vl € {1,2,...,L} se cumple:

Oe
?pl(l%u) - hl(p7ﬂ)

La notaciéon matricial seria:

(Vp,Vu : Dpe(p,u) = h(p,u))

Este teorema recibe el nombre de Lema de Shepard (1953).
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Prueba

Se fija un (p,u) € R!, | . Por definici6n:

e(p, H) = p.h(p, ﬂ)

Derivando respecto a p;:

3 ahk pa )
) - h = +
o ——(pyu) = hu(p,u ; o0

Teniendo en cuenta que x = h(p, u) y que ademés u(z) = u se tiene entonces:

u(h(p,u) = u

Derivando parcialmente con respecto a p; se tiene:

EL: du(h(p,u)) Ohi(p,w)

=0
op

k=1

Recordemos ademas las C.P.O del problema de minimizacion:

p = pDu(x)
_p
Du(z) = 1(p, w)

Llevando las C.P.O a la expresion anterior se llega a:

1 - ahk (pa @)
> =0
u) = Ipi

Existen entonces dos posibilidades para la igualdad:

w(p, w)

L

Z th p7 —0

Por el método de Lagrange es necesario que pu(p,u) # 0 y por lo tanto
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ﬁ # 0. Ademas ya que pi # 0 se tiene entonces como tnica opcion:

L

o om

Teniendo en cuenta ello, la expresién inicial:

Oe L Ohy(p, u)
— Ju) = h U 4 y &
o (p,u) = hi(p,w) ; “om
Se convierte en:
Oe
Tm(p’g) = hi(p,u)

Este es precisamente el Lema de Shepard??. B

Corolario 8

Si la funcion de gasto e(p,u) es concava en precios, entonces la funciéon de
demanda compensada h(p,u) es de pendiente negativa. Es decir: se cumple el
teorema fundamental de la teoria del consumidor:

——= <0
Op; <

Prueba

Debido a que e(p,u) es concava se tiene que la matriz de segundas derivadas

o matriz hessiana es semidefinida negativa y asi sus menores principales son

negati E incipal ; Ohi(p,u) 11
gativos. Esos menores principales van a ser precisamente =52 por el lema
k3

de Shepard.l

Teorema 32

Vp,u se cumple:

D;Dh’(p7g) = D?Jpe(pa H)

Es una matriz simétrica, semidefinida negativa, singular y de rango L — 1.

22F] lector puede notar que el teorema es una aplicacion directa del teorema de la envolvente.
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Prueba

Por el lema de Shepard se tiene que Dpe(p,u) = h(p,u). Ahora, ya que
e(p,u) cumple la propiedad de ser una funcién concava, la matriz de segundas
derivadas de e(p,u) es semidefinida negativa y ademaés, por ser una matriz de
segundas derivadas o matriz Hessiana, es una matriz simétrica por el teorema
de Young. l

Es necesario recordar que la funcién de gasto también esta definida como
e(p,u) = p.h(p,u) y por lo tanto, la matriz de segundas derivadas de la funcion
de gasto va a estar formada por los cambios que experimentan las demandas
compensadas al variar los precios. Esta matriz es entonces la matriz de efecto
sustitucién ya que, por definicién, en las demandas compensadas se compensa la
renta cuando se altera el precio para mantener un nivel de utilidad constante y
por tanto, las propiedades de la matriz Dph(p, u) = Dgpe(p, u) son equivalentes

a las de la matriz de efecto sustitucion S de Slutsky definida antes.
Teorema 33
Vp,u, VI, k € {1,2,...,L} se cumple:

dxy(p,m)
om

ahk(p,@) _ 5&01(]9, m)

+ xp(p,m
Opk Opk #(pm)

con m = e(p, u)
La notacién en forma matricial serfa:
Vp,u: (Dyph(p,u) = Dya(p,m) + Dyz(p,m)a’ (p,m))
Este teorema se conoce nuevamente como la Ecuacién de Slutsky y no es
trivial que se hubiera llegado nuevamente a él por la via del problema de la
demanda compensada o hicksiana. Mas abajo explicamos a qué nos referimos.

Prueba

Por el corolario 7 se tiene:

hi(p,u) = z1(p, e(p, w))

Derivando parcialmente respecto a pg:

Ohi(p,u) _ Onu(p. e(p,w)) | Onu(p: e(p,w)) Delp, u)
Opy: Opy; om © Opk
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Por el lema de Shepard se tiene:

de(p,u)
apk - hk(paﬂ)
Por tanto:
ah’l(p7ﬂ) — 8xl(pa€(pvﬂ)) + hk(p,ﬂ) 85Ul(p76(p,g))

Opy Opk om

Nuevamente por el corolario 7 se tiene:

hi(p,u) = zx(p, e(p, u))

Se llega entonces:

ahl(paﬂ) _ 8xl(p76(p7ﬂ))
Opr, Opk

+ 2k (p, 6(%@))%

Bajo el supuesto de que m = e(p, u) se llega finalmente:

ahk(}%@) axl(% m)
= + xi(p, m
Opx, Opk k(p.m)

890;(}9, m)
om .

1.17. La equivalencia de los enfoques de Hicks y
Slutsky

Corolario 9

Teniendo el cuenta el teorema anterior:
Z) Dph(p’ Q) = Dpx(pa m) + Dmx(pa m)xT(p, m)

Tomando de nuevo lo que se ha definido como el aporte de Slutsky, en el pro-

blema de la maximizaciéon de la utilidad, se tiene:
it) Dpz(p,m) = S(p,m) — Dma(p,m)z" (p,m)
Notese entonces lo siguiente:

iti) S(p,m) = Dpx(p,m) + D (p, m)a" (p,m)

Por lo tanto de i) y 4ii) se cumple:

S(p,m) = Dyh(p, u)
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Es decir, con los teoremas establecidos hasta el momento podemos afirmar
que los aportes de Slutsky y Hicks son equivalentes como aproximaciones para
especificar lo que se denomina el efecto sustitucion.

Se puede observar entonces que Hicks al igual que Slutsky divide las varia-

ciones de la demanda ante cambios en los precios en dos componentes:

6$l(p7 m) _ ahk;(p,@) axl(p7 m)
- — Tk (pa m)
Opk Opk om
La diferencia con respecto a Slutsky es que aproxima el efecto sustitucion
mediante las demandas compensadas (o hicksianas), M, ya que en estas
Opk

demandas hay una renta implicita que compensa la renta para mantener un
nivel de utilidad constante?®. La otra parte en que divide la variacién de la
demanda, es lo que se denomina efecto renta, xzy(p, m)w. No obstante,
hemos comprobado anteriormente que las dos aproximaciones son equivalentes.

Una prueba mas formal la presentamos a continuacion.

Prueba

Supongamos que se tiene una funcién de utilidad u(-) y se esta en una posi-
cion inicial a unos precios y renta (p,m) con una cantidad demanda z = z(p, m).
Ahora, supéngase que cambian los precios a p’ y se quiere cambiar el nivel de ren-
ta con el fin de compensar el cambio provocado por la variacién en los precios. En
principio la compensacién puede ser de dos formas. Cambiando la renta por una
cantidad igual a Amgiysky = p'.@(p, M) — M que permitiria al consumidor ad-
quirir la cesta inicial Z. Alternativamente también se podria cambiar la renta por
una cantidad Ampgiers = e(p’, 1) — M que permitiria al consumidor alcanzar su
nivel de utilidad constante inicial. Se tiene entonces que Ampicks < AMSiutsky
ya que e(p’,u) < p'.x(p,m).

Por los teoremas anteriores tenemos que Dye(p,u) = h(p,u) = z(p,m) por
lo tanto, las dos compensaciones son idénticas para un cambio diferencial en
los precios a partir de p ya que, intuitivamente, para un cambio diferencial en
los precios el efecto total de la compensacién requerido para mantener un nivel
de utilidad u (la compensacién hicksiana) es el efecto directo del cambio en los
precios, asumiendo que la cesta de consumo T no cambia. Esto es precisamente

el calculo que se hace en la compensaciéon de Slutsky y por lo tanto, los dos

23,a compensacion de Slutsky, por otra parte y como hemos definido més arriba, es una
compensacion de renta de tal forma que el consumidor pueda alcanzar la cesta inicial.
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mecanismos de compensacion son equivalentes (Mas-Colell, Whinston y Green,
1995:72). B

Grafico 13 (Fuente: Mas-Colell, Whinston y Green,
1995:73)

-
A Compensacitn de Hicks
Compensacion de Slutsky

x(p.m)
ulx) = u
Pl -
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1.18. De lo observable a lo no observable

En la teoria del consumidor desarrollada hasta aca a partir de un primitivo,
es decir de la relaciéon de preferencias 7—, hemos procedido de manera progresiva
a partir de una serie de teoremas alrededor de la correspondencia de demanda
ordinaria y compensada. Es decir, hemos ido de lo no observable = hacia lo
observable X (p,m), H(p,u) y desde alli hemos establecido teoremas como la
ley de Walras y el teorema de no exceso de utilidad entre otros. Ademés, con
las correspondencias hemos construido funciones de valor como la funcién de
utilidad indirecta v(p, m) y la funcion de gasto e(p, u). También se ha establecido
la dualidad y algunos teoremas que han evidenciado que es posible regresarse
hacia las funciones de demanda.

Teniendo en cuenta los teoremas y corolarios establecidos hasta el momento
con base a los problemas de maximizacion de la utilidad (por sus siglas en ingles:
UMP) y el problema de la minimizacién del gasto (EMP), podemos resumir los

resultados a los que se ha llegado en el siguiente gréfico.
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Grafico 14 (Fuente: Mas-Colell, Whinston y Green,
1995:75)
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zip.m) = h(p.vip.m)} hp.u)= x[p, E[p,g}:]

Teniendo en cuenta, entonces, que hemos establecido teoremas desde lo no
observable 7~ hacia lo observable X (p,m) y H(p,u), nos preguntamos ahora si
podemos hacer algo méas fuerte aiin y es ver si, a partir de lo observable, es
posible llegar a lo no observable.

Es decir, hasta el momento todos los teoremas han sido del tipo A — B, 1éase
Aimplica B. En otras palabras, a partir de algo no observable A hemos llegado a
algo observable B. Con ello se han realizado ciertas pruebas de hipétesis logicas
y ha sido posible establecer que si a partir de algo observable se cumplen ciertas
propiedades se cumplira A.

Por lo tanto, la mejor prueba para los teoremas del tipo A — B es ver si
B — A. La prueba mas fuerte que le podemos poner a los postulados es entonces
precisamente lo observable, es decir: B. Es deseable por lo tanto, ver si es posible
pasar asi una segunda etapa y tratar de probar, dada la informacién disponible,
si se cumplen o no ciertos postulados. Si ello es posible, esto daria criterio para
afirmar que el trabajo hecho hasta el momento es susceptible de someterse a la
prueba de falsacionismo (o refutacionismo) de Popper que afirma que sélo las
teorias que son refutables son conocimiento cientifico.

En la teoria econémica actual existen varios desarrollos que, en efecto, permi-

ten ir de lo observable hacia nuestro primitivo. Dentro de los desarrollos tedricos
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cos se destacan tres. El primero que llamaremos el problema de la integrabilidad,
y que desarrollaremos acd, permite mediante construccién teérica, teniendo fun-
ciones de demanda x(p,m), ir hacia la funcién de gasto parar después encontrar
la funcion de utilidad que representa las preferencias = y racionaliza la demanda

observada.

Grafico 15

em ) dpw) b—] =z
x(p.m)

La segunda aproximacién, que llamaremos la aproximaciéon mediante el ax-
ioma fuerte de las preferencias reveladas (AFPR), permite ir hacia el primitivo
> partiendo de un conjunto de datos observados y apoyéndose en clausulas tran-
sitivas de axiomas débiles. Es decir, esta aproximacion permite probar si a partir
de un conjunto de datos observados, que cumplen el axioma de las preferencias
reveladas, existe una conducta que racionalice dichos datos.

La tercera aproximacién, que llamaremos el enfoque de la funcién Lips-
chitzian fue desarrollado por Mas-Colell (1977) y su explicacion cae fuera de

los contenido de este texto.
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Grafico 16
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Problema de la integrabilidad

Pasamos entonces a ilustrar la forma de proceder de la integrabilidad.

El problema de la integrabilidad

Para poder ir de la funciéon de demanda x(p,m) hacia las preferencias que

la generan, es necesario que se cumplan las siguientes propiedades:
= z(p,m) debe ser diferenciable.
= 2(p, m) debe ser homogénea de grado cero.
= z(p,m) debe satisfacer la ley de Walras.

Ademaés, es necesario que la matriz de efecto sustitucion S sea semidefinida
negativa y simétrica. Con base a lo anterior, el problema de la integrabilidad lo

podemos expresar a modo de teorema.

Teorema 34

Para z : R}, x Ryy — RY  continuamente diferenciable, existe una funcién
de utilidad U : Rﬁr — R que racionaliza a x tal que U es continua, estrictamente

mondétona y estrictamente cuasicéncava si y sélo si x es homogénea de grado
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cero, satisface la ley de Walras y S es semidefinida negativa y simétrica. Es
decir:
U: RL — R racionaliza a x : Rﬁr xRyp — RZFJF si:

V(p,m) : x(p,m) = argye p,m)maz u(x)

Es necesario aclarar que se dice ”“racionaliza *” en el sentido de que existen
unas preferencias tales que de ellas se desprende una conducta para un agente.
La prueba del teorema se hara mediante etapas y con un ejemplo para mayor

claridad.

Paso 1

Construir la funciéon de gasto e(p,u) a partir de lema de Shepard y por
dualidad.

Dye(p,u) = h(p,u) = z(p, e(p,w))

Para poder hallar la funcion de gasto a partir de x(p, e(p, u)) es necesario que
la matriz Jacobiana de primeras derivadas de z(p, e(p, u)) o la matriz Hessiana de
e(p,u) sea simétrica y semidefinida negativa. Esta propiedad siempre se cumple

ya que:

i) Df,pe(p, u) = S(p,e(p,u)) esunamatriz simétrica ya que todo Hessiano cumple

con esta condicion.

ii) e(p,u) es creciente en p, homogénea de grado uno en p y concava en p. Por

lo tanto se puede asegurar:
a. Dye(p,u) = z(p,e(p,u)) > 0 ya que e(p,u) es creciente en p

b. Df,pe(p,g) = S(p,e(p,u)) es semidefinida negativa ya que e(p,u) es coéncava

en p

Es posible asegurar asi que mediante la integracion de la funcién de demanda
x(p, e(p,u)) se puede encontrar una funciéon de gasto coherente con la conducta
observada.

Paso 2

Vp € Rﬂr+ se fija un nivel de utilidad u y se contruye el conjunto:
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{z eR /px > e(p,u)}

Grafico 17
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Se hace lo mismo para tres relaciones de precios diferentes. Es decir, p,p’,p” €

RY .,
Grafico 18

xzi

Se toma el 4rea comtn para los tres precios p,p’,p” € R!, |
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Grafico 19
o )

Para un caso en que se tomara la mayor cantidad de combinaciones de precios
posibles, es decir: Vp € Rﬁr+ el conjunto comiin a todos seria més suave y similar

a una curva de indiferencia:

Grafico 20
xp A

Iy

Se define a continuacion las curvas contorno superior de la funcién de gasto.

Estas son iguales a:

B, = {a: € Rl_s__i_/Vp € RfH_ ip.x > e(p,@)}

Este conjunto esta formado aso por todos los niveles de gasto mayor a e(p, u)
que dan por lo menos un nivel de utilidad u. Por lo tanto, este conjunto se

comporta para diferentes niveles de utilidad de la siguiente manera:
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Grafico 21
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Es necesario recordar que la funcion de gasto e(p,u) hallada sea la que
efectivamente cumple la condicion de ser el minimo gasto para alcanzar el nivel

de utilidad u de la curva contorno. Es decir:

mingep,p-x = e(p,u)

También debe cumplirse que la utilidad reportada por z(p, e(p,u)) sea max-

ima. Es decir:
u(z) =maz {u € R/z € By}

Con z(p, e(p, u)) se debe tener asi la curva contorno B,, més alejada posible.

Teniendo en cuentas los pasos anteriores, se ilustra la forma de proceder de
la integrabilidad mediante un ejemplo.
Ejemplo

Sea el siguiente sistema de demandas:

a1m
wpm) =1
p2

Con a1 + ag = 1. Encontrar la funcién de utilidad que racionaliza a x(p, m)

Paso 1

Encontrar la funcién de gasto asociada. Por el lema de Shepard y la dualidad

se conoce lo siguiente:
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de(p,u)  aie(p,u)

Op1 P1

de(p,u)  aze(p,u)

Opa P2

Organizando el sistema se tiene:

Oe(p,u)

Op1 — %
e(p,u) P
Oe(p,u)

Op2 — %
e(p,u)  p2

Por la regla de derivacion de In(x) el sistema es equivalente a:

dne(p,u) o

Op1 P1

dlne(p,u) _ as

Op2 b2

Integrando respecto a p; y p2 se llega a:

/ Olne(p,u) [

Op1 D1

/ dlne(p,u) / g
Op2 P2
Utilizando en la parte izquierda el teorema fundamental del calculo se llega

finalmente a la funcién de gasto. La parte derecha se integra de manera normal:
Ine(p, u) = ailnpy + ki(p2, u)
Ine(p,u) = azlnps + ka(p1,u)
Igualando las dos ecuaciones:

Ine(p,u) = aqlnpy + aslnps + lnu

Notese que la constante k la hemos hecho Inu ya que por definicién cualquier

transformacion mono6tona de u representa las mismas preferencias. Es decir,
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2

también se puede utilizar uw,u® u otra forma pero ya que en la ecuacion las

variables estan en logaritmos lo mas idéneo es utilizar Inu

Por propiedades de logaritmos el sistema es equivalente a tener:

(5] Otz)

Ine(p,u) = ln(p1 Y2

Es necesario que u > 0 ya que (n0 no existe. Utilizando antilogaritmos se

llega finalmente a la funcién de gasto:

e(p,u) = pi'py°u

Paso 2

Una vez encontrada la funcién de gasto, se debe construir el conjunto con-

torno superior de dicha funcion:

B, = {.73 € Rl_s__i_/Vp € RfH_ ip.x > e(p,@)}

Para la funciéon anterior el conjunto seria:

B, = {z € R}, /Vp e R, : pr.ay + pa.wa > pipsu}
Organizando:

P1.X1 + P2.22
Bum{reRb R, BOER o)

La funcion de utilidad buscada debe cumplir la siguiente condicion :

u(z) = maz {u € R/z € By}

Para el conjunto contorno esta condicién es equivalente a tener:
2 DP1-T1 + P2.T2
u(x) =mar qu e R/(Vpe Ry ) :u < i

1 P2

p.

Si se busca entonces que u < % debe cumplirse:
2

1

Dp1-21 + p2.T2 }

u(z) = mazx {u eER/(VpeRL):u< minyer? T o
1 P2
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Por lo tanto, la funcién de utilidad buscada debe cumplir la siguiente condi-
cioén:

P1-T1 + P2.22 }

u(z) = {mmPERL T

Para encontrar la funcién de utilidad anterior se normalizan los precios y se

supone:

p1+p2=1

p2=1-—p1

Se va a suponer entonces que p; = p. Ademas ya que o1 +as = 1y por tanto:
ag = 1 — 1. Se va a suponer también que a; = «. El problema se convierte

entonces en encontrar una funcién de utilidad que cumpla lo siguiente:

p.x1+ (1 —p)..zo
et i

Ya que minimizar f(z) es equivalente a minimizar Inf(x) se tiene:

u(z) = {mmpe(o,l)

u(x) = {minpe(oﬁl)ln(p.ml + (1 =p)a) —alnp — (1 — a)ln(1 —p)}
Derivando respecto a p para un minimo:

1 a 11—«

Ty —x3) — —+——=0
p.w1+(1—p).x2( ! 2) p 1l—p

T — X9 a 1—«

pri+(1—plas p 1—p

xr1 — To _Oé—ap‘FOép—P

pr1+ (1 —p)as p—p?

(21— 22)(p — p°) = (a — p)(p(x1 — 2) + 32

p(x1 — 22) — p* (21 — 32) = ap(z1 — 32) — p*(z1 — T2) + aw2 — P12



CAPITULO 1. CONSUMIDORES 89

p(x1 — z2) = ap(x; — x2) + axg — pxa

PT1 — Qpr1 + apro = QT2

p(r1 — axy — axs) = axg

ax9g

p= (1 — azy — axg)

- QAT
p= 21(1 — a) + axs

Llevando [2] a [1]

w(z) = p.x1+ (1 —p).as
p*.(1—p)t-«

Reemplazando a p
( ) = 11(1f§)2+04062x1 + (1 o 11(1ft§)2+a12)”r2

e
z1(1—a)+axs z1(1—a)+axs

u(x) = (azezy + 1 (1 — @)x2).(aze) “(z1(1 — @)™

1

u(@) = (z221)-(0wy ). (21(1 — )~

u(zx) = (azgxl)afo‘x;ax(f—l(l - a)o‘fl

u(@) = 2§y (o~ (1 — )"

Haciendo A = (a=%(1 — a)® 1) se llega finalmente a la funcién de utilidad:

u(z) = Azfaey™™ W



Capitulo 2

El problema de la agregacion

Hasta el momento se han establecido las principales caracteristicas de la
toma de decisiones para un agente consumidor individual y la teoria del consu-
midor presentada antes, es la mejor que se tiene a nivel individual por el simple
hecho de que ha demostrado que funciona mejor que otras teorias! (Deaton y
Muellbauer, 1993). Examinemos ahora el caso de un conjunto de consumidores,
cada uno de los cuales tiene una funcién de demanda de determinado ntimero
de mercancias, y veamos si la demanda agregada hereda algunas de las propie-
dades de las funciones de demanda individual. Este el llamado problema de la

agregacion.

2.1. La funcién de demanda agregada

Supongamos que existe un nimero I € N de consumidores tal que cada

consumidor esta indexado por un i € (1,2,...,]) y ademaés:
Vi, Ju' R — R

Es decir, para cada consumidor existe una funcién de utilidad que racionaliza
sus decisiones. Se supone que cada funcién de utilidad del i-ésimo consumidor
es continua, no saciada localmente y estrictamente cuasiconcava. Esto implica

entonces que:

I Cualquier teoria que pretenda explicar el consumo individual y agregado, por lo menos lo
deseable es que funcione a nivel individual.
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Vi, 3z' : R | xRy — RY

Esta funcién de demanda es continua y satisface la ley de Walras.
A partir de la demanda de cada agente, pasemos entonces a agregarlas para
encontrar la funcién de demanda agregada. Esta funcién de demanda agregada

se define como:

xR, x (Ry) = R

Donde z es la funcién de demanda agregada y (R+)I es el vector de las dife-
rentes rentas para cada agente i € (1,2, ...,T). La funcién de demanda agregada

es entonces:

I
I(p, mlva’msa "'aml) = sz(pa mz)
i=1

2 3

Esta demanda agregada satisface la ley de Walras. Es decir, ¥(p, m'm?, m3, ....m

se cumple:

1.2 .3 Iy _ i
p.x(p,m,m,m,...,m)—g m

Es necesario aclarar que la funcién de demanda agregada no es igual a una
funcién de demanda individual ya que tiene para cada agente i diferentes niveles
de renta. Ademaés, a parte de la ley de Walras y la continuidad, hereda pocas
propiedades (Varian, 1992:180)2.

Teorema 35

Si la funcién de demanda individual satisface la ley compensada de la deman-
da, la funcién de demanda agregada también. Para la prueba ver Mas-Colell,
et.al. (1995:111).

Establecida la funcién de demanda agregada, es necesario diferenciarla de la
demanda agregada de agente representativo, para lo cual haremos un paralelo

con la demanda agregada trabajada cominmente en macroeconomia.

2No existe, por ejemplo, una version agregada de la ecuacién de Slutsky.

)
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2.2. La demanda agregada del agente represen-

tativo

En la macroeconomia keynesiana y clasica, se supone que la demanda agre-
gada depende de los precios p y de la sumatoria de todas las rentas 22:1 m?
y por tanto, esta funcién de demanda agregada de agente representativo difiere
de la definida anteriormente. La demanda agregada de agente representativo es

igual a:

l

E(p, Y m')

i=1

Con base a esta funciéon de demanda agregada, se trabajan otros concep-
tos. Por ejemplo, en la macroeconomia keynesiana se supone que el consumo
agregado depende del nivel agregada de renta y no de cada nivel de renta co-

rrespondiente a cada agente. Es decir:

l

C=bf(p,»_ m')

i=1
Donde C' es el consumo agregado y b es la propensiéon marginal a consumir.
Notese entonces que se tiene asi una agregaciéon completamente distinta a la
que hemos definido acé ya que la funciéon de demanda agregada establecida antes
depende de la distribucion de la renta mientras la otra, la macroeconémica, no.
Es decir:

!
z(p,m',m?, m3,....m") # i(p, Zml)

i=1

El problema es que casi siempre la demanda agregada si¢ depende de la
distribucién de la renta y por tanto, suponer demandas agregadas con un nivel de
ingreso agregado que no depende de la distribucién es una construccién teérica
inadecuada.

Ademas hay varios supuestos de fondo que estan en la demanda agregada de
agente representativo. Veamos.

Supongamos que la demanda agregada es diferenciable y produzcamos un

choque de renta (dmi)I:1 tal que:

i
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Es decir, supongamos que se dan choques de renta que sumen cero o lo que
es equivalente: el choque de renta es tal que no se esta dando ni quitando renta.
En otras palabras, ya que en la demanda agregada de agente representativo &
no importa la distribucion de la renta, estamos suponiendo una situacion tal,
que en la demanda agregada x, se hace una distribucion de la renta de tal forma
que no la afecte. Lo que se quiere ver entonces es qué sucede si en la demanda

agregada la distribucion de la renta no es importante. Formalmente:

Z(p,m' +dm*, m? +dm? m? +dm?,...m’ +dm?)

:L.(p7 m17m27m37 "'7mI)

El choque de renta es tal que debe cumplirse:

1 i
Vi Z O] (p,mdm' =0

m
i=1 9

Es decir, ya que el choque de renta esta dado por 25:1 dm® = 0, se cumple
que este no altera la demanda agregada. De ser asi, se cumple el siguiente
resultado:

VI, Vi, %, (i # 0%), Yp, Ymi, ¥mt : =—L(p,m') = =L (p, m’
(i #i%),Vp o P = 5 (P )

Por la definicion de lo que es el efecto renta, esta forma de agregacion (la de

agente representativo) supone entonces que los efectos renta deben ser iguales
para todos los agentes. Es decir, si se trabaja con una demanda agregada donde
no importa la distribucién de la renta®, tal como la demanda agregada de agente
representativo, el resultado es que se esta suponiendo agentes consumidores con
efectos rentas iguales. Ademaés, se requiere que las sendas de expansién sean
paralelas para cualquier vector de precios (Mas-Colell, et.al, 1995:107). En otras
palabras, es necesario curvas de Engel paralelas. El problema es que el ciudadano
de a pie no puede tener el mismo efecto renta de un peso adicional que el que
tiene Julio Mario Santo Domingo (magnate colombiano).

Es decir, no solamente la demanda de agente representativo supone que la

3Es decir, donde no importan quién es rico o quién es pobre. Lo que importa es cuantos
ricos y cuantos pobres hay (Mas-Colell, et.al, 1995:108).
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distribucién del ingreso no importa sino que, ademéas, supone que los agentes
son iguales al presentar el mismo efecto renta ante cambios en los precios y por
tanto, la misma estructura de preferencias. Se tiene asi, que no solamente un
peso adicional es lo mismo para el ciudadano de a pie que para Julio Mario
Santo Domingo sino que casi que tiene que gastarlo en lo mismo y les gusta casi
que los mismos bienes?. La construccién teérica de demanda agregada de gente
representativo presenta asi enormes vacios a la hora de replicar las caracteristicas
individuales. De esos vacios, uno de los principales es que por lo general, en el

agregado, no se cumple el axioma de la preferencia revelada.

2.3. La agregacidon y la preferencia revelada

Supongamos que tenemos un ntmero finito 7' € N de observaciones de de-
mandas, dados unos precios y una renta para I consumidores. Por lo general, es
distinto lo que observamos que lo realmente ocurrido por varias razones. Entre
ellas, esta la forma misma en que se agrega con el supuesto de agente repre-
sentativo, ademas del modo en que se recolecta la informacién a nivel macro.

Formalmente se tiene:
. . T .,
(pt, (xi){zl, (m;))t:1 = Lo que ocurrié

I I T
Dt Z xi, Z mi = Lo observado
i=1 =1 =1

Es decir, en lo observado hay menos informacién que en lo ocurrido. Es,
entonces, dificil diferenciar en el agregado lo que ocurre con cada uno de los
agentes cuando la agregacion se hace de manera inadecuada.

La necesaria pregunta que surge es ; sera que en el agregado®, algo de lo que
se impuso a la conducta a nivel individual, se conserva? La respuesta es no, por
lo menos con los hechos més relevantes de la conducta individual. Veamos.

Supongamos dos agentes y dos observaciones, es decir: 1 =2y T = 2. jsera
que se cumple el axioma fuerte de la preferencia revelada (AFPR)? Es decir,

serd que se cumple:

4Técnicamente, esto equivale a que todos los consumidores tengan preferencias cuasilineales
respecto al mismo bien y que las funciones de utilidad indirecta sean del tipo Gorman (Mas-
Colell, et.al, 1995:107), (Varian, 1992:180).

5Un agregado hecho a la manera macroeconémica. Fs decir, tal como se dijo antes, el
problema no es la agregacién sino la forma en que se haga.
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I i I i I I
Ped i Ty Dy i i
T i T i = Dy Ty > My,
Doim1 Ty F D Ty i=1 i=1
La respuesta es negativa.

Prueba

Supongamos que para I = 2 y T = 2 se hace la siguiente agregacion:

mq
2

Es decir, supongamos que se agrega la renta, siendo m; es el nivel de renta

1,2
my=my =

en el periodo uno. Cada agente tiene entonces la mitad de esta renta.
Por otra parte, también se va a agregar la renta en el periodo dos, siendo

msy la renta en este periodo. Es decir:

m2
2

Vamos a suponer que los datos que ocurrieron estan representados en el

1_ .2 _
My =My =

siguiente grafico.

Grafico 22

Estos datos que ocurrieron, necesariamente van a diferir de los datos obser-
vados por la forma en que se agrego la renta. Se observa también que los datos
del grafico anterior satisfacen el axioma fuerte de la preferencia revelada.

Por otra parte, dado la forma en que se agrego la renta los datos observados

son los del siguiente grafico.
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Grafico 23

IE*

Bajo el supuesto de agregacion mi = mi = %Ly mj = m3 = %22 las

observaciones pasan entonces a ser 2zi, 222, 223, 223. Es decir, el doble de lo
que realmente ocurrieron sin el supuesto de agregacion. Asi, bajo Zle r! para
el periodo uno® se va observar es x1 +? y para el periodo dos se observa x3 + 13
con lo cual se viola el axioma de la preferencia revelada.

Se observa asi que, bajo el supuesto de agregacién, los datos observados ya
no cumplen el axioma fuerte de la preferencia revelada, es decir, no sobrevive

uno de los pilares del analisis de la conducta racional individual.

6Se supone a continuacién y en el grafico, para efectos practicos, que: 290% = m% 290% = z%

1_.10.2_ .2
2z5 = x5 235 = T4



Capitulo 3

Demanda, bienes y

elasticidades

Una vez establecidas las principales proposiciones sobre la manera en que
el agente consumidor toma las decisiones, veamos ahora la forma que pueden
adoptar estas. Es decir, veamos las distintas formas que adopta la demanda del
consumidor ante diferentes tipos de bienes.

Definiendo nuevamente la ecuacion de Slustky:

83:5 (pa m) — ahl (p7 Q)
om om

833[(]), m)
om

_xl(pv m)

Se tiene que los cambios de la demanda marshalliana x;(p, m) al precio propio
seran negativos o positivos, segin se trate de bienes normales o inferiores tipo
Giffen respectivamente.

Se definen bienes normales a los bienes que presentan la siguiente caracte-

ristica:

dxy(p,m)
om

Por otra parte, los bienes inferiores son:

>0

axl(pv m)
om

Es decir, los bienes inferiores son aquellos que al aumentar el poder adquisi-

<0

tivo, el consumidor deja de comprar. En la mayoria de casos, se tiende a pensar
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que los bienes inferiores son bienes de mala calidad, no obstante, es necesario
tener en cuenta que los bienes seran inferiores o no dependiendo del nivel de
renta del consumidor y lo que para algtn consumidor puede ser un bien inferior
para otro puede ser un bien normal.

Se tiene asi que ante cambios en los precios y de presentarse que los bienes
sean inferiores, el efecto renta puede ser positivo. Si ademés sucede que este
efecto renta es mayor al efecto sustitucion, el cual por definicién no tiene nada
que ver con los cambios en renta y siempre serd negativo, es posible que se
presente la paradoja de los bienes Giffen.

Es decir, si:

axl(p7 m)
om

ahl (p7 @)
zi(p,m) > —————=

1(p,m) o
El resultado sera:

6371 (p7 m)
—F——=>0
Ipi
Por lo tanto, en el caso de bienes inferiores cuyo efecto renta contraresta
el efecto sustitucion, el resultado es que la funcién de demanda ordinaria tiene
pendiente positiva. Cuando se presenta lo anterior diremos que se presenta la

paradoja de los bienes Giffen, es decir bienes que son muy inferiores®.
Grafico 24

Pl A A

s

En caso de que no se presente la situacion de bienes inferiores donde el efecto

renta domine el efecto sustitucién, se presentaria el caso de bienes inferiores

1Es dificil en la préactica encontrar un bien inferior y mas atn, un bien inferior tipo Giffen
pero en caso de que hallarse, con base en lo anteriormente expuesto, es posible dar explicacién
a este fenémeno (Mufioz, 2010).
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cuya curva de demanda es ordinaria, es decir: presenta pendiente negativa. Para
el caso de bienes normales, no hay ambigiiedad en la pendiente de la demanda
va que tanto en el efecto sustituciéon como el efecto renta tendrén el mismo signo
y asi, la curva de demanda tendra siempre pendiente negativa. Por tanto, para

bienes normales e inferiores (no Giffen) se tiene:

ox;(p,m

1(p,m) <0
o

Samuelson (1947b) explica mejor esto en palabras: ““Todo bien del que se

sabe su demanda nunca disminuye al aumentar sélo su renta, tiene que necesa-

riamente aumentar cuando sélo su precio disminuye.

Grafico 25

Por ultimo, para el caso de la funcién de demanda compensada o hicksiana
hi(p,u), se tiene que el signo de su pendiente es sin ambigiiedad negativo. No
obstante, su relaciéon con la demanda marshalliana varia de acuerdo se presente

el caso de bienes inferiores no Giffen, veamos:

5'hl(P,H) _ axl(pa m)
opy opy

Se observa entonces que cuando no se presenta el caso de los bienes inferiores,

8:51(]9, ’ITL)
om

+ xl(pa m)

la demanda hicksiana es mas vertical que la demanda ordinaria. No obstante,
cuando se presenta el caso de bienes inferiores no Giffen la demanda hicksiana

es mas horizontal o eléstica.
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Grafico 26
o A \ v A \
P -—— N
h(p.v(F. 7)) ) x (p.m) h(p.v(7, m))
- »-

! [

Corolario 10

Debido a que si U(zx) es localmente no saciada se cumple Zlepixi =m
Y(p,m)y x € X(p,m). Entonces, no todos los bienes pueden ser inferiores.

Es decir, si aumenta el ingreso no puede suceder que disminuya la demanda
de todos los bienes ya que por no saciedad local no puede existir (en un marco
estatico) el ahorro.

Otra forma de expresar lo anterior es haciendo uso del la condicién de Engel:

L

3> Oi(p,m) m)pi —100%

m
i=1 9

Si todos los bienes fueran inferiores, es decir: W < 0, no se cumpliria
que la variacion total de todas las demandas, dieran como resultado la variacién
total o el 100 %. Por lo tanto, solo es posible que algunos bienes, no todos, sean

inferiores. B

3.1. Bienes complementarios y bienes sustitutos

Volviendo a la ecuacion de Slutsky:

8'1:1' (pa m)
am

axi (pa m) _ 6hl(p7 Q)
Op; Op;

Se definen a continuacion varios tipos de bienes.

- J"j(pa m)
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Bienes complemento

Se dice que un bien ¢ es complemento neto de un bien j si:

Oh;(p,u) <0
Opj
Recordemos que un bien es complemento de otro, si al aumentar el precio
del bien j disminuye la demanda del bien 7. En este caso, se dice que es comple-
mento neto debido a que en la demanda compensada se aislan las variaciones
del ingreso.
Por otra parte, se dice que un bien i complemento bruto de otro bien j

cuando:

ox;(p,m

i(p,m) <0
5‘pj

El caracter de complemento bruto se debe entonces a que en la demanda

compensada, por la ecuacion de Slutsky, estan presentes tanto el efecto sustitu-

cién como el efecto renta.

Bienes sustitutos

Se dice que un bien 7 es sustituto neto de un bien j si:

Ohi(p,w) _
Op;
Es decir, un bien es sustituto neto de otro, si al aumentar el precio del bien
j aumenta la demanda del bien i. El caracter de neto se debe de nuevo a las
caracteristicas de la demanda compensada.

Por dltimo, un bien ¢ es sustituto bruto de un bien j si:

>0
Op;

Teorema 36

Debido a que la demanda compensada es homogénea de grado cero en precios

p. Es decir:
(Vp € RfH_,Vg e U,Vi e R1++) se cumple: h(Ap,u) = h(p,u)

Entonces, todo bien debe de tener al menos un sustituto neto.
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Prueba

Por homogeneidad de grado cero se debe cumplir:

L

hi ) B
yo e
= b

. ) . Oh,
Es decir, cuando varia un p; se debe cumplir que %
- J

< 0. Entonces, para
poder mantenerse la igualdad a cero que implica la homogeneidad, es necesario
que alguna demanda h; varie en forma positiva, %zi’g) > (0 . Es precisamente
esta situacién, la que hace que el bien ¢ deba tener al menos un bien sustituto

neto. A

Bienes complementos brutos y sustitutos netos

Por la ecuacién de Slustky, es posible que un bien i sea complemento bruto
de un bien j y a la vez sea sustituto neto del bien j siempre y cuando, el efecto
renta sea mayor al efecto sustitucion:

Esto sucede si:

ox;(p,m)

<0
8pj

Oh;

1(p7 @) > O
8pj

Y si se trata de un bien normal:

ox;(p,m
s p.m) 2T

Por lo tanto, en la ecuacion de Slustky se tendria:

Se observa, entonces, que s6lo en el caso de que el efecto renta contrareste el
efecto sustitucion, la ultima parte negativa de la ecuacién seria la responsable
del signo.

También puede darse el caso en que un bien ¢ sea sustituto bruto de otro
bien j y, a la vez, sea complemento neto del mismo bien j si se trata de un bien

inferior donde el efecto renta domine el efecto sustitucion. Es decir:
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>0
Gpj

Oh;(p,

Py _
8])]‘

Si es un bien inferior:

0 i\
s, m) 22

Por lo tanto, en la ecuacion de Slustky se tendria:

Se tiene asi que el responsable del signo sera el efecto renta que contraresta
el efecto sustitucion.
Se puede entonces presentar, sin contradiccién, el caso en que un bien i sea

complemento bruto de un bien j pero el bien j sea sustituto bruto del bien 1.

Veamos:
Ozi(p,m) _ Ohi(p,u) = dxi(p,m)
op o, zj(p,m) B — <0
3$j(p,m) _ ah](p7g) axj(pa m)

s i —z;(p, W)T >0

En el caso de los bienes sustitutos o complementos netos no hay ambigiiedad
en el signo y cuando un bien es sustituto ¢ es sustituto (complemento) neto
de un bien j también se debe presentar el caso de que el bien j es sustituto

(complemento) del bien 4 ya que por la simetria de la matriz de efecto sustituciéon

se garantiza:
Ohi(p,u) _ Oh;(p,u)
Op; Op;

No obstante, en el caso de los bienes sustitutos o complementos brutos, no
oz;(p,m) _
Opi -
inferiores. Por ejemplo, supongamos que %5@) < 0 (bien i complemento bruto
J
Ahi(

del bien j) y que el bien i es complemento neto del bien j por lo que %ﬁg) < 0.
J

es posible garantizar que

3%(57’ ™) debido al problema de los bienes

Supongamos ademaés que el bien i es un bien normal.

No es posible asegurar que lo anterior implique que %ﬁfm) < 0 (bien j
complemento bruto del bien ¢) y por tanto: 81:]5(5@) = axg(g?m) ya que aunque
i j
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el bien j sigue siendo complemento neto del bien i por lo que %ppi’ﬂ) < 0, si

se presenta el caso en que el bien j es un bien inferior, donde el efecto renta
Oz (p,m)

5 < 0y asi el resultado

domine el efecto sustitucion, se tiene que x;(p, m)

<. Oz;(p,m)
serd: —5.— > 0.

3.2. Elasticidad precio e ingreso de la demanda

En general, las personas que toman decisiones necesitan saber como las cam-
biantes circunstancias econémicas influyen en las compras de los consumidores.
Tanto la direcciéon como la magnitud de estos efectos son importantes. Si una
tienda de deportes baja el precio de sus raquetas o pelotas de tenis ;vendera
mas raquetas? y ;maés pelotas de tenis?, ;Los pacientes de un hospital se sen-
tirdn desanimados por el incremento en los precios de los cuartos de hospital?,
;,como se afectaron los ingresos del hospital?. Si una recesion reduce los ingresos
de los consumidores, jse incrementara o disminuird su demanda sobre un pro-
ducto determinado?, jen cuanto?. Las respuestas a estas preguntas requieren
mayor informacion acerca de las relaciones de demanda y esta informacion la
suministra el concepto de elasticidad de la demanda (Henao, 2010).

La Elasticidad mide el grado de respuesta de una variable dependiente a
cambios en una variable independiente. Elasticidad es un término sustituto de las
palabras grado de respuesta, y es un niimero que mide los cambios porcentuales

en una variable causados por cambios porcentuales en otra?. Se define como:

Variacion % Variable dependiente

€= todo lo demas constante
Variacion % Variable independiente |

Matematicamente:
A %Variable dep
= todo lo demd tant
g A %Va,’riable anep ‘ 0oao Lo demas constante

Haciendo uso del calculo diferencial, la elasticidad es igual a:

_ OLnVariable dep
£ O0LnVariable indep

| todo lo demdas constante

Esta serd finalmente la ecuacién a utilizar para las diferentes elasticidades

de la demanda.

2Parece ser que el concepto de elasticidad se debe a Marshall quien lo defini6 y lo aplicé
en sus analisis de economia agricola (Brown y Deaton, 1972).



CAPITULO 3. DEMANDA, BIENES Y ELASTICIDADES 107

La elasticidad se enfoca entonces a los cambios porcentuales de la variable
dependiente que surge por un cambio porcentual en una variable independiente,

ceteris paribus, esto es, manteniendo constante todas las demés influencias.

Elasticidad de la demanda con respecto a su propio precio

Esta elasticidad mide la sensibilidad que presentan las cantidades demanda-
das ante variaciones en los precios del bien, dependiendo de la sustituibilidad
del bien. Se define como el cociente entre la variacion proporcional de z; y la
variacién porcentual de su precio p;, permaneciendo constante p;, m y los demas

factores que afecten la demanda. Es igual a:

_ Olnz; Oz, p;

Eip = = —
Olnp;  Op; x;

Desde que se este en el caso de bienes normales o inferiores no Giffen, se

Bgci,

Op;

tiene que siempre < 0 y debido a que p;, xz; > 0 el resultado sera siempre:

€ <0

Si e;; < —1 o en valor absoluto | €;; |> 1 se tiene que la cantidad demanda
reacciona mas que proporcionalmente ante cambios en el precio y el bien 7 se
dice que es de lujo y elastico.

Si g;; > —1 o en valor absoluto | €;; |< 1 se tiene que la cantidad demanda
reacciona menos que proporcionalmente ante cambios en el precio y el bien i se
dice que es necesario e inelastico.

Por ultimo, si €;; = —1 o en valor absoluto | €;; |= 1 se dice que el bien
presenta elasticidad unitaria.

Para saber como se comporta el gasto ante variaciones del precio, se deriva

el gasto, igual a p.x, que se hace en el bien. Es decir:

8pixi alL’i
= T L
Op; prp Ip;

Multiplicando arriba y abajo por z;:

2
Opiv; _ ;

= TDi

Opi X Op; ;z

O (102 2)
Op; i
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Op;x;
Op;

Asi, ante incrementos en el precio, el gasto del consumidor aumentara si

€4 > —1 (bien inelastico), disminuira si €;; < —1 (bien eldstico) y permanecera

inalterado si €;; = —1 (bien con elasticidad unitaria).

O

|5ii|<1_> Pits >0
opi
i1

|5ii |:1—> Piti =0
Opi
Op;ix;

|€ii|>1—> Di%s <0
Ipi

Elasticidad Cruzada de la Demanda

Esta elasticidad es la razon entre el cambio proporcional en la cantidad
demandada de un bien ¢ y la variacién proporcional en el precio de otro bien j.

Se define como:

_ Olnz; _ Oxy pj

I r— =
Y dlnp;  Opj a

Es de notarse que el signo de &;; lo determina gi"

ya que p; y T; Son mayores

a Cero.

Por lo tanto, si:

€5 > 0 Los bienes z; y x; son bienes sustitutos brutos. Esto sucede debido a

a(lii
que g+ > 0

€i; < 0 Los bienes x; y =; son bienes complementos brutos. Esto sucede debido
ox;
opy < 0

a que
€5 = 0 Los bienes z; y x; son bienes independientes.

Si la elasticidad cruzada de la demanda se define con base en la demanda com-
pensada h;, en este caso se tendrian bienes sustitutos netos y complementos

netos respectivamente.
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Elasticidad Ingreso de la Demanda

Esta elasticidad se define como el cociente entre la variacion de la cantidad
de un bien y la variacién proporcional del ingreso, permaneciendo todos los

precios constantes. Es igual a:

-~ Olnx; B ox;m

cr = — o
Y 9lmm Omox
ox;

Debido a que m,z; > 0 el signo de ¢; dependerd de 5

. Es decir, el signo
depende si el bien en cuestién es normal o inferior.

Por lo tanto, si:
g; > 0 el bien 7 es normal.

Si ademés e; > 1 el bien 7 es de lujo y si 0 < ¢; < 1 el bien i es necesario. Por

otra parte si:

g; > 0 el bien i es inferior.

3.3. Elasticidades y condiciones de agregacién

Agregacion de Cournot en términos de elasticidades
Definiendo de nuevo la condicién de agregacion de Cournot como:

L

ox;(p,m
> %pi = —z;(p,m)
i=1 Pj
Vji=1,2,..,L
Multiplicando a ambos lados por ;—%
L
Oxi(p,m) pizipj Dj
> o o= M)
i=1 Pj ¢

Haciendo uso de la definicién de la elasticidad precio de la demanda se llega

L 2 xi(p,m)p;
Zgijpz it b, m)p; -0
p m m

Definiendo w; = P£% como la participacion del gasto en cada bien sobre

el gasto total. Es decir, la fraccién del gasto total que se dedica a cada bien
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(Deaton y Muellbauer, 1993), se tiene:

L
E €1jjw1; —w; = 0
i=1

Vi=1,2,...,L
Esta ecuacién seria entonces la condicion de Agregacion de Cournot en tér-

minos de elasticidades y participaciones.

Agregacion de Engel en términos de elasticidades
Definiendo de nuevo la agregacion de Engel igual a:

L

Z om pi=1

i=1

Ty m.

Multiplicando al lado izquierdo por 7% 7:

L

3 dzi(p, m) pixi m

=1
om T, m

i=1

Haciendo uso de la definicién de la elasticidad ingreso de la demanda se llega

L DT

j :5i g -1
m

i=1

Utilizando de nuevo w; = P£% se tiene:

L
E E;W; = 1
i=1

Esta ecuacion es entonces la condiciéon de agregacion de Engel en términos

de elasticidades.

Agregacion de Euler en términos de elasticidades
Definiendo de nuevo la condicion de agregacion de Euler igual a:

L
3 9z (p, m)p_ L 92 (p,m)

Op; ! om m=0

i=1
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Vi=1,2,..,L
1

Multiplicando la parte izquierda por a% y la parte derecha por --:
J J

§ 2y p.m) pi | Ory(pm) m

Op; om  x;

=0

i=1
Utilizando la definiciéon de la elasticidad precio de la demanda y la elasticidad

ingreso de la demanda se tiene:

L
Z&?ji +e =0
=1

Vi=1,2,..,L
Esta seria la consecuencia, en términos de elasticidades, que impone la ho-

mogeneidad de grado cero en precios y renta de la demanda.

Ecuaciéon de Slutksy en términos de elasticidades

Definiendo de nuevo la ecuacién de Slutsky igual a:

om

Ozi(p,m) _ Ohi(p,u)
8pi = 8])1 Xy (pa m)

Multiplicando —zf a las dos primeras expresiones y en la tltima expresién por
i
Pim.

x;m”

Ozi(p,m) pi _ Ohi(p,u) p; i m)axi(nm)&@

op;  x; op;  x; om x;m

Haciendo uso del concepto de elasticidad precio de la demanda ordinaria y
compensada, elasticidad ingreso de la demanda y la participacion del gasto se

llega a:

*
€t = €4 — Wik

Antes de pasar a la parte practica, es necesario definir algunos conceptos
adicionales que son tutiles a la hora de hacer inferencias sobre la situacion de los
hogares en distintos escenarios tales como aumentos del ingreso, aumento del

nimero de bienes, variacién de miembros del hogar, etc.
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3.4. Curvas de ingreso - consumo y curva de En-

gel

Los cambios en el ingreso, cuando los precios permanecen constantes, usual-
mente producen cambios correspondientes en las cantidades que se adquieren de
los bienes. Un aumento del ingreso, por ejemplo, desplaza la linea de presupues-
to hacia arriba y a la derecha y el desplazamiento es paralelo cuando suponemos
que los precios nominales permanecen constantes, dando como resultado un con-
junto de consumo costeable mas amplio y por lo tanto, unas demandas mayores

(Henao, 2010). Vamos entonces a definir algunos conceptos.

La curva de ingreso - consumo

Esta curva muestra las diferentes combinaciones de equilibrio en el consumo
de x1 y x2 que se producen cuando varia el nivel de (ingreso) y los precios
permanecen constantes. Si los precios cambiaran tendriamos una nueva curva

de ingreso consumo (CIC).

Grafico 27
LW |

ma
P2

my

Pd

mo
P2 .
C, curva ingreso consumao

2ottt o M | =
Pa Ps P1
Cuando la CIC tiene pendiente positiva, estd senalando que a mayores ingre-
sos aumentan las unidades compradas de x; y x5 y estos bienes son entonces
normales.
Tal como se habia anteriormente, un bien es normal cuando un aumento en
el nivel de ingreso produce un aumento en el consumo y una disminucién del

ingreso produce una caida en el consumo del bien.
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Si la CIC tiene pendiente negativa, como en el grafico 27, uno de los dos bie-
nes es inferior. Un incremento en el ingreso reduce la cantidad de x; y aumenta
la de z2. Los bienes para los cuales se reduce la cantidad consumida, cuando
aumenta el ingreso, se les llama bienes inferiores.

Es necesario aclarar que para mostrar cuando un bien es inferior, el otro bien
debe ser normal. Es decir, la inferioridad del bien se aplica s6lo a una parte del

rango®.

Grafico 28
W

=W

ﬂ 0
Sl

ol
=3

=2

Curva de Engel

La CIC se relaciona con la curva de Engel y utilizando la primera se obtiene
la segunda. Utilizando el grafico 26 se tiene que para la relacién de precios

constantes 5—; el consumidor adquiere 29 cuando el ingreso es mg. Adquiere

x1 cuando la renta es m; y adquiere x? cuando el ingreso es my. La curva de
Engel, precisamente representa las unidades de x; que el consumidor adquiere
a diferentes niveles de ingreso por unidad de tiempo cuando los precios de los

bienes permanecen constantes. Es decir:

z; = fi(m) |p

3Recordemos que no todos los bienes pueden ser inferiores.
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Grafico 29

m A

Curvade Engel

La curva de Engel se desplazara cuando se presente un cambio en las relaciones
de precios o cuando el mapa de indiferencia se desplace debido a un cambio
en las preferencias del consumidor. Para un bien inferior, las curvas de ingreso-
consumo y de Engel tendran pendientes negativas.

Las curvas de Engel son céncavas desde abajo, lineas rectas o concavas desde
arriba, segin que la elasticidad ingreso de la demanda sea mayor, igual o menor
que uno, pero positiva (Henao, 2010). Veamos:

Si la elasticidad es ¢; = gfg % = b entonces:

i

I — b.aim

€T, m

Integrando esta expresiéon se obtiene:
Z; ‘m

Inx = blnm + lnc

Donde ¢ es una constante arbitraria. La curva de Engel seria entonces:

T =cm
cuya pendiente es:
axi _ bmb—l
am

y la curvatura serfa igual a:
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2
aaxig = cb(b— 1)mb~2
m

Se tiene entonces lo siguiente:

b =1 (elasticidad unitaria) la curva de Engel es una linea recta.
b > 1 (bien eléstico) la curva de Engel es concava desde abajo.
b < 1 (bien ineléstico) la curva de Engel es concava desde arriba

La representacion grafica es la siguiente:

Curva de Engel para un bien de lujo o de alta elasticidad:

Grafico 30

"k

Curvade Engel

Xy

Curva de Engel para un bien necesario o de baja elasticidad:

Grafico 31
L

Curvade Engel
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Por ultimo, como se habia anotado antes, la curva de Engel para un bien inferior

es con pendiente negativa.

Curva de Engel para un bien inferior

Grafico 32

ma

Curvade Engel

-
Xy

Teniendo definido los principales aspectos de la teoria del consumidor, pasemos
ahora a las aplicaciones de la teoria con base en los diferentes sistemas de de-
manda que se han venido estimando desde la mitad del siglo XX, reviviendo en

parte los aportes pioneros de Engel (1895).



Capitulo 4

Sistemas de demanda:

aplicaciones de la teoria

La teoria del consumidor ha funcionado bastante bien cuando se le ha con-
trastado con los datos. Si no resulta plausible los supuestos bésicos acerca del
comportamiento de los individuos en que estd basada, esto no es razén ni para
alarma ni para conformismo. En muchos casos la teoria del consumidor es la me-
jor que tenemos y no se le rechazara, tal como se habia anotado antes, a menos
que se tenga alguna mejor que, por lo menos, explique de manera convincente
la toma de decisiones a nivel individual. Ha sido el trabajo empirico el que en
los ultimos anos ha enriquecido la teoria y esta tltima parte del texto se ocupa

parcialmente de algunas aplicaciones de la teoria del consumidor.

4.1. Elasticidades y estimaciones

La importancia y consecuencias del concepto de elasticidad y el hecho de que
sea un numero puro, ha incidido en que muchos economistas vean la estimacién
de las elasticidades en el trabajo empirico como uno de los principales propoésitos
del analisis de la demanda.

En el analisis de la demanda, importa no solo el analisis de los datos de se-
ries de tiempo si no también las explicaciones de las diferentes conductas entre
hogares en estudios de secciéon cruzada. En la mayoria de veces, se asume que
los hogares enfrentan unos mismos precios y las explicaciones de las diferencias

entre conductas se explican por las diferencias en el gasto total y en las carac-

117
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teristicas y composicién del hogar. La mayoria de los casos al asumirse precios
constantes, la homogeneidad de la demanda no puede jugar un papel importan-
te mientras que la condicién de agotamiento del gasto!, que restringe algunas
veces las elasticidades gasto de la demanda?, es casi siempre relevante (Deaton
y Muellbauer, 1993).

Cuando se aisla el efecto de los precios, las funciones de demanda adoptan

la siguiente forma:

x; = fi(m)

Este tipo de relacién, es precisamente lo que se habia definido antes como
curvas de Engel. Hay una amplia seleccion de formas funcionales para las cur-
vas de Engel pero ninguna de esas formas son totalmente consistentes con la
condicién de agotamiento del gasto y otras condiciones, lo que crea problemas,
por ejemplo, en el anélisis de series de tiempo.

Una forma extremadamente 1til que es consistente con la condicion de ago-
tamiento del gasto, fue estimada primero por Working (1943) y usada con éxito
por Leser (1963). Es precisamente esta primera forma funcional la que analiza-

remos a continuacion.

4.2. El sistema Working y Lesser.

El sistema ad-hoc que exponemos a continuacién recibe el nombre de sistema
Working y Leser. El sistema plantea que existe una relacién lineal entre las

participaciones del gasto de cada bien y el logaritmo del gasto. Veamos.

1Se recuerda que la condicién de agotamiento del gasto o adding-up es >ipizi(m,p) =m

2Si todos los bienes tienen elasticidades ingreso constantes e iguales entre si, estas deben
ser iguales a la unidad. Veamos.

I.a condicion de agotamiento del gasto, en términos de elasticidades ingreso de la demanda,
es igual a:

L
E Wig; = 1
i=1

Ya que todas las €; = A, siendo A una constante, se tiene:

L
AZwi =1
i=1

Por lo tanto, debido a > w; = 1 se debe cumplir que:

A=1
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Sea:

_ Pi%y
m

w;

la participacion en el gasto del bien 7. Working y Leser plantean el siguiente

sistema.:
w; = a; + BiLn(m)

Las implicaciones son:
Bi > 0 el bien i es necesario.
Bi <0 el bien ¢ es inferior.
B; > 1 el bien i es de lujo.

Recordemos ademas que:

Ty = f(p17p2-~-pLam)

Es decir, hay L bienes. Pero en el sistema Working y Leser la demanda de
esos L se supone que no depende de los precios porque se asumen constantes.
La idea que se tiene, entonces, con el sistema Working y Leser es verificar si se

cumple?:

1. La condicién de agotamiento del gasto: > -, p;z; =m

n
Z bixi m
; m m
i=1

n
>w=t
i=1
En Working y Leser, la condicién de agotamiento del gasto es satisfecha si:

Esto sucede si y sélo si:

Zai:]. 261:0

3Debido al supuesto de precios constantes, la homogeneidad de grado cero no se puede
verificar.
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En el trabajo empirico, si el sistema Working y Leser es estimado ecuacién
por ecuacién por minimos cuadrados ordinarios, los parametros a; y Bl satisfa-
cen automaticamente la condicién anterior y esto ha traido como consecuencia
variadas aplicaciones del sistema.

Debido a que las condiciones teéricas de antes son satisfechas, el propésito
que se tiene cominmente con la especificacién del sistema Working y Leser,
es estimar las elasticidades ingreso de la demanda para cada bien y realizar
analisis de calidad de vida mediante la ley Engel por ejemplo. En el sistema, las

elasticidades son iguales a:
w; = a; + BiLn(m)

DiZy

= «; + B;Ln(m)

Despejando a z;:

T = Z[ai + BiLn(m))]

K3

Realizando gﬁ se tiene:
ox; 1 m f3;
= —loi + 5L ——
om = i T A
83:1 1
am - E(wz + /Bz)

Multiplicando a ambos lados por 2:

dr;m m 1
omz, ~wp

dz;m 1
6mx7 - wi(wr'—ﬂz)

Se tiene entonces que la elasticidad ingreso de la demanda del bien i, definida

__ Ox;m : .
= G, s igual a:

anteriormente como &;

Eizl-i—&

Wy
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Estimacion del sistema Working y Leser para la economia colombiana

Definido el sistema Working y Leser, veamos ahora su aplicaciéon para pa-
trones de gasto de las familias colombianas. Se utilizara los datos de la encuesta
de calidad de vida (ECV) del ano 2008 realizada por el Dane, la cual contiene
un rubro donde estd la encuesta de ingresos y gastos para familias de todo el
pais. De esta encuesta se hara uso de los datos pertenecientes 13000 familias.

La encuesta de ingresos y gastos de la ECV 2008 contiene informacién sobre
el gasto de las familias para un mes en categorias que podemos agrupar en doce.

Estos grupos son:

1. Alimentos: Comprende todos los alimentos comprados por el hogar incluyen-

do las comidas fuera de casa.
2. Bebidas y tabaco: Cigarrillos, tabaco y bebidas alcoholicas
3. Vestuario y calzado

4. Servicios de la vivienda: Incluye arriendos, imputacion del arriendo para
los propietarios, ocupantes de hecho y usufructuarios, pago de servicios
publicos, articulos para el aseo del hogar, combustibles y gastos de admi-

nistracién o celaduria.

5. Enseres y utensilios para el hogar: colchones, cobijas, manteles, ropa de cama,

ollas, vajillas, cubiertos y otros utensilios domésticos.

6. Salud: Medicamentos, consultas médicas, servicios hospitalarios, aparatos
ortopédicos, lentes y similares, exdmenes de diagnéstico, seguros médicos,

medicina prepagada y planes complementarios de salud.

7. Transporte y comunicaciones: Pasajes, bicicletas, gasto en celulares, radio

teléfonos, gasolina para vehiculo, reparacién y mantenimiento del vehiculo.

8. Recreacion y servicios culturales: Incluye diversiones (cines, discotecas, fe-
rias), periodicos y revistas, libros y discos, juguetes y pagos por vacaciones,

compra de mascotas, hoteles y cuadros u obras de arte.

9. Educacién: Incluye pago de pensiones y matriculas, transporte escolar, ali-
mentacion, compra de textos y utiles escolares, uniformes, transporte es-

colar.
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10. Bienes y servicios personales: Loterias, funerales, regalos, anillos, relojes y
otras joyas, articulos para aseo personal, fésforos y encendedores, lustrado

de zapatos, lavado de ropa, peluqueria y manicura.

11. Otros pagos: Pago de tarjetas de crédito, pago de otros préstamos diferentes
de vivienda, seguros de vida, vehiculo, incendio, robo, etc. y transferencia

de dinero a otros hogares.
12. Impuestos.

El sistema a estimar es:

w; = a; + fiLn(m)

Es necesario anotar que las estimaciones se hacen usando el método de los
minimos cuadrados ordinarios y utilizando el programa estadistico SAS. La es-

timacion del sistema Working y Leser arroja los siguientes resultados®.

4Fs necesario recordar que en los supuestos de los minimos cuadrados ordinarios esta
implicito el supuesto de errores gaussianos distribuidos de manera normal. El problema es que
como no hay gastos menores a cero. lo que realmente vamos a suponer es una distribucion
normal truncada a la hora de estimar no solo el sistema Working y Leser, sino también todos
los sistemas que se van a exponer.
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Segun la tabla 1, para todos los grupos de bienes, el sistema Working y
Leser explica menos del 10 % de la varianza total de los datos, lo que se refleja
en el hecho de que el coeficiente de ajuste R? no alcance el 10 %. No obstante,
el sistema es significativo en sus parametros para la mayoria de los diferentes
grupos de bienes, excepto Bebidas. Se cumplen, ademas, las condiciones que

aseguran el agotamiento del gasto. Es decir:

dai=1 > Bi=0

Las elasticidades estimadas son algunas consecuentes con lo se esperaba. La
elasticidad gasto de los Alimentos es e; = 0,891 < 1 y por tanto, los alimentos
son un bien necesario y asi, para las familias colombianas, a medida que aumenta
el ingreso se compra menos alimentos y més de otros bienes. Grupos de bienes
como Vestidos, Enseres, Salud, Transporte, Recreacién, Educacién, Otros pagos
e Impuestos presentan elasticidades gasto de la demanda mayor a uno y en este
caso son bienes de lujo. Por lo tanto, al aumentar el ingreso de las familias
se espera que aumente la demanda de este grupo de bienes. Por iltimo, no se
encuentran, segtn los resultados, bienes inferiores ya que ninguna elasticidad es
negativa.

El sistema anteriormente expuesto, y estimado, es un sistema adhoc en el
sentido de que fue especificado sin hacer uso a ninguna funcion de utilidad,
funcién de gasto o funcién de utilidad indirecta. Esto trae como consecuencia la
pobre significancia del modelo y algunas elasticidades poco consecuentes. Como
resultado, ha sido necesario idear formas funcionales que sean robustas en la
estimacién y compatibles, por lo menos, con la mayoria de las propiedades que
la teoria del consumidor impone a las funciones de demanda (Ramirez, 1989).

Fue Richard Stone (1954) quien postul6 y estim6 el primer sistema de ecua-
ciones de demanda derivado explicitamente de la teoria del consumidor y su
influencia se ha manifestado en la btisqueda continua de especificaciones alter-
nativas y formas funcionales de sistemas de ecuaciones cada vez mas ideales
(Deaton y Muellbauer, 1980).

El sistema propuesto por Stone es el llamado Sistema Lineal de Gastos (SLG)

que presentamos a continuacion.

4.3. El sistema lineal de gastos (SLG)

El SLG se define como:
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PiTi = piYi + Pi(m — mek)

Donde p;vy; lo definio Samuelson (1947) como el gasto de supervivencia o
subsistencia en el bien i y (m — > pryk) es el ingreso disponible después de
satisfacer las necesidades basicas. Los parametros (3; son, entonces, propensiones
marginales a consumir después de satisfacer necesidades minimas.

Se supone que las funciones de demanda son lineales y, por motivos de rea-
lismo, que la cantidad demandada de cada bien depende de los precios. Una
funcién de utilidad que genera este tipo de funciones de demanda es la llamada

funcién de utilidad del tipo Stone-Geary:

L

U(z) = [[ (= — )"

j=1
Para ilustrar la forma en que se llega al SLG vamos a suponer que sélo hay

dos bienes.

u(r1a) = (21— 71)7 (22 — 72)™

Maximizar esta expresiéon, por monotocidad, es equivalente a maximizar la

funcion en logaritmos:

u(z122) = Srln(zy —71) + Baln(ra — 72)

La restriccién presupuestal es:

p.r=m

Pasemos ahora a la maximizacién con restricciones. Condiciones de primer

orden para un méximo:

A ™
I1—n
e = Ap2
L2 — 72
Igualando las condiciones:
A Pa

pi(r1 —71)  par2 —72)
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Suponiendo ; + B2 = 1 se tiene®:

T =+ %(m — Yap2 — Y1DP1)
1

P11 = p171 + Bi(m — y2p2 — 11p1)

Donde py7y1 es el gasto de subsistencia y m — yap2 — y1p1 es el residuo del
gasto.

Para el caso de L bienes se tiene, entonces, que el SLG es:

piri = pvi+ Bi(m = > i)

El SLG muestra, no obstante su versatilidad, dos limitaciones importantes.
Una es que no permite trabajar con bienes inferiores y que las demandas son
rigidas en el sentido de que es necesario que ~y; > 0 por la especificaciéon misma
de la funcién de utilidad®. Esto hace también que la elasticidad precio propio
este en un cierto rango. Veamos.

gx,.; al SLG se tiene:
pi

Realizando

axi _ﬁim + 61 ﬁ
= PrVe — *%
opi p?  p?

Multiplicando a ambos lados por Z-:

0x; p;
P PrVk — *W’
6p1' Ty Pi%q pz'T? Z ’

Se tiene entonces:

€ig = ——

Sumando y restando 2:%:
piT

1L

£y = — 2% Jr mek + 7% + bivi  Pivi
PiTi  Pi%;

Se tiene finalmente:

Vi
ii=—(1—05;)—
o= 21— )

53; representa la participacién de la demanda del bien i en el gasto de sobre subsistencia
de forma que so6lo se han normalizado dichas participaciones (Segura, 1996:113)
6También se debe a que no existe un gasto de subsistencia negativo (Segura, 1996).
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Teniendo en cuenta que 0 < 3; < 1 el resultado es:

—1l<egy <1

La segunda limitacion del SLG, es que impone que todos los bienes sean
sustitutos netos y complementos brutos. Veamos:
Por un procedimiento igual al de antes se llega a:
Oz; _ Bi

Oz pj __@(

i) <0
op; x; DbiZi %)

Por lo tanto:

Eij = —

Es decir, los bienes i y j son siempre complementos brutos. Ademas, todos
los bienes son sustitutos netos ya que:

- _Bz + x]& = @
Op; pj bj Py

(zj —;) >0

A pesar de las restricciones anteriores, en el SLG se verifica la negatividad
del efecto sustitucion. Es decir:

oh; 1

= —Bi—1)(x; —v) <0

o = o (B = D =)

Por ultimo, en el SLG la elasticidad ingreso de la demanda estara dada por:

63:1» _ @
om  p;
Multiplicando % a ambos lados:
_ Bim
E; =
LiPi
_ B
E; = —
W;
siendo w; = #;)1

El sistema lineal de gastos es uno de los mas usados en las estimaciones
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empiricas con informacion tanto de seccién cruzada como de series de tiempos.

No obstante, el SLG tiene problema ya que hay L bienes y por tanto L elas-

L(L—1)
2

ticidades ingreso y precio propias. Existen ademés elasticidades precio

L(L+3)
2

cruzadas para un total de parametros sin tener en cuenta constantes. El

problemas es que el SLG permite estimar solamente 2L pardmetros de modo que
el sistema tiene un problema de identificacion (Ramirez, 1989). A continuacion

presentamos una forma de solucionar el problema.

Solucién al problema de la identificaciéon

El sistema lineal de gastos suponiendo precios constantes esta definido como:

2 =i+ Bi(m =Y )

Como se mencion6 anteriormente, el sistema tiene problemas de identifica-
cion. Es decir, no se sabe si se estan estimados variables endogenas o exdgenas ya
que no todas las variables son linealmente independientes. Ademés, el parametro
v; es a la vez una variable y un pardmetro a estimar.

Sea la siguiente forma reducida del sistema lineal de gastos:

x; = oy + Bym

donde «; = ~y; — 5; Z"/j- La idea es pasar de los «; a los ~;.

Para tres ecuaciones, por ejemplo, se tiene el sistema:

a1 =71 —Film+r2+) [1]
ag =y — Bo(n1 +72+73) [2]

az =3 — B3(n +12+v3) [3]

Donde 71 2,3 son desconocidosy >~ 8; = 1, >~ a; = 0. Es decir:f1+82+83 = 1
y a1 +as +asz =0.
Por lo tanto:

a1 +as =71+ — (B + B2) (v +92 +73)
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—az =71 +72 — (1—=83)(n +72+73)

—ag = —vy3+ F3(71 + 72 +3)

Es decir, se tienen tres ecuaciones pero una es linealmente dependiente de

las otras. Por lo tanto, hay problemas para encontrar i, y2,v3. De [3] se tiene:

-«
Y1+ Y2+ = 7353 3
Por lo tanto de [1]:
-«
ar=m —51[7363 ]
B

7 =ar+ (13— as)
B3

Y2 =g+ %(73 —az)

La idea entonces, es tener un -; de otros estudios que permitan la identifi-
cacion. Para resolver el problema se puede hacer lo siguiente.

Deyy = a1+ %(’Yg —au3) se supone que 3 es el pardmetro asociado al ahorro
(gasto en bienes durables por ejemplo) y que 3 = 0. Con este supuesto seria

posible estimar los demés ~;. Para el ejemplo anterior, si y3 =7, =0y 83 = s

se tiene:
7= %(as)
Y2 = Q2 — %(as)
Para el caso de L bienes:
%= - o)

Donde fs, a5 corresponde a los pardmetros estimados para el ahorro o el bien
durable y, la estimacion de estos parametros, permite que se encuentre los gamas

de los otros bienes. Por construcciéon, necesariamente v, = 0.
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Estimacion del sistema lineal de gasto para la economia colombiana

Se van a utilizar nuevamente datos sobre ingresos y gastos de 13000 familias
colombianas extraidos de la Encuesta de calidad de vida 2008 realizada por el
DANE. Ya que no hay informacion sobre precios, se supone nuevamente precios

constantes y por lo tanto, el sistema a estimar es:

2 =i+ Bi(m =Y )

Se agrupan los bienes nuevamente en doce categorias las cuales son: 1) Ali-
mentos, 2) Bebidas y tabaco, 3) Vestuario y calzado, 4) Vivienda, 5) Enseres y
utensilios, 6) Salud, 7) Transporte y comunicaciones, 8) Recreacion y servicios
culturales, 9) Educacion 10) Bienes y servicios personales, 11) Otros pagos. En
esta ocasion el grupo 12 serd el de bienes durables para estimar el sistema de
tal modo que sea posible, mediante el método que se expuso antes, identificar
los gamas del gasto en los primeros 11 grupo de bienes.

Teniendo en cuenta la informacién a utilizar pasamos ahora a la estimaciéon
del SLG. Es necesario anotar que las estimaciones se hacen usando el método
de los minimos cuadrados ordinarios y se hacen utilizando el programa SAS. El

sistema a estimar en forma reducida es:

z; = o + Bim

donde o; = 7v; — 8; Y, vj- A continuacién se presentan los resultados en la
tabla 2.
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Para poder identificar el sistema lineal de gastos, se estim¢ el sistema inclu-
yendo el gasto en bienes durables. Con la estimacién del as y B asociado al
gasto en bienes durables (Modelo 12) se identifican los restantes ~; (gastos de
subsistencias en el bien i) mediante:

vi = o — — (o)

Bs

Se encuentra, segin los resultados, que el gasto de subsistencia en alimentos
es y1 = . asto de subsistencia total, que es una aproximacion a
~v1 = $288149, 28. El gasto de subsistencia total, q proximacié

una linea de pobreza para los hogares de la economia colombiana, es igual a:

> i = $560288, 99

Por ultimo, debido a que no se dispone de informacion de precios, la tnica

elasticidad posible de calcular es la elasticidad gasto. Esta es igual a:

_ b

W;

=

Donde w; es la participacién en el gasto total del bien :. En la tabla 2
estan las distintas participaciones las cuales, necesariamente, cumplen con que
> w; = 1. Segtn los resultados, la elasticidad gasto de los Alimentos es igual a
e1 = 0,65 por lo que serian un bien necesario. Igual sucede con grupo de bienes
como Bebidas y Vivienda.

Por ultimo, segin los resultados grupos de bienes como Vestidos, Salud,
Transporte, Cultura, Educacién, Otros pagos y Bienes durables serian bienes de
lujo ya que ¢; > 1.

A pesar de la versatilidad y estimacion del SLG para diversas economias,
este sistema no permite captar la no linealidad de la funcién ingreso-consumo ya
que el sistema no se captan las variaciones en la participaciéon del gasto de cada
bien a medida que el nivel de ingreso cambia. Este problema es el que intenta

resolver el llamado sistema cuadratico de gastos que exponemos a continuacion.

4.4. Sistema cuadratico de gastos.

El sistema cuadratico de gastos (SCG) parte de una funcién indirecta de
utilidad. Cumple con las propiedades de agotamiento del gasto, homogeneidad

de grado cero en precios e ingresos y simetria de la matriz Slutsky. Este sistema
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también puede ser modificado para tener en cuenta el efecto de la composicion
socio demografica del hogar (Rivas, 2000). El sistema fue postulado inicialmente
por Nicholson (1949) quien estim6 funciones cuadraticas de las curvas de Engel
pero sin que las ecuaciones estimadas fueran derivadas de un enfoque de maxi-
mizacion de la utilidad. Mas tarde, seria Howe (1974) quien demostrara que las
funciones de ingreso-consumo cuadraticas podian ser derivadas de un proceso
de maximizacién de la utilidad y que estas funciones en su forma reducida eran
idénticas a un sistema de gastos. Pocos anos después, serian Howe, Pollak y

Wales (1979) quienes generalizarian el SCG.

El modelo.

Se parte de la siguiente funcién de utilidad indirecta:

=g 9(p)
o) = ) T i)

donde g(p),b(p), f(p) son funciones homogéneas de grado uno en precios.
Ademas, la funcién de utilidad indirecta satisface las condiciones de la teoria
como homogeneidad de grado cero en precios y renta, continua en precios y no
decreciente en renta.

Aplicando la identidad de Roy a la funcién anterior es posible encontrar la

cantidad demandada:

dv(p,m)
— Op;
P m) = = G
T om
Realizando primero 242
P Opi

oulp.m) _ —g'(p)(m — b(p)) — g@)V'(p) | g'(P)f(p) — 9(p)f"(p)
Opi (m —b(p))? (f(p)?
Ahora, avg;;:n) es igual a:
dvlp,m) __ 9(p)
m (m —b(p))?

Por lo tanto, se tiene:
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—9'(p)(m=b(p))—g(p)¥' (p) + 9’(p)f(p)—g(p)f/(p)}
(m—b(p))? (f()?
xi(p, m) = v (p,m)

om

7 9P~ 5

9(p)
(m—b(p))?

g(p)f’(p)}

} o g, (9 P)glp ]}/ff)) B 2

Se comprueba que z;(p,m) es homogénea de grado cero en (p,m). Esta
ecuacion es finalmente la demanda en el sistema cuadratico de gastos. Ademas:
b(p) = > pivi, siendo V' (p) = v; el cual se puede definir con base a Samuelson
(1947) como el gasto minimo de subsistencia en el bien 4. La interpretacion
como se puede ver es igual a la que se tiene en el llamado sistema lineal de gasto
(Mufioz, 2004).

En este sentido, tanto el SCG como el Sistema lineal de gastos (SLG) se
pueden utilizar para construir umbrales de pobreza a partir de la estimacién
de los consumos de subsistencia para un determinado grupo de hogares, bien
sea en rubros agregados (o desagregados) de bienes y servicios. Ademas, la
valoracién de estos consumos ofrece una estimacion de la canasta basica de
bienes y servicios minima con la que un hogar puede satisfacer sus necesidades
esenciales la cual puede utilizarse con fines de valorar una linea de pobreza
(Munoz A., 2009).

Se puede verificar también bajo qué condiciones se cumple la simetria en el
efecto sustitucion cruzado (matriz Slutsky), veamos.

Por Slutsky tenemos:
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Ohi(p,u)  Ox;

TS ) gt
Op; Opj 7 om
Realizando primero gg? se tiene:
J

dv(p,m)
Bpi vi
ri(pm) = 5l =

p,m)
om Um

Ox; _ <¢m¢ij - Z/Jilffnlj)
6pj (¢m)2

Encontrando ahora a 2%i:

om*
Ox; _ (VimUm — VmmVi
om (vm)?

Juntando las dos expresiones se llega a:

Ohi(p,u) _ ('Umvij - Ui“mj) LU (Uimvm - Umm”i)
3pj (v )? Um (vm)?
Oh;(p,u) 1 Umnm ViVj
Gy T (0 Vo gt = S
De la misma manera se tiene:
Oh;(p,u) 1 UmnmViVj
R Tl K

Por lo tanto, podemos decir que ahé(p_’“) = 2hi(pu)

5 y se cumple asi la simetria
Pj Pi -
de la matriz Slustky. Ademas, el sistema cumple con lo que se conoce como las

condiciones de integrabilidad (Howe, Pollak y Wales,1979).

Por ltimo, se puede comprobar la condicién de agotamiento del gasto. Vol-
viendo al sistema de demanda:
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P {12 PRV €A COLC0) () WA

Simplificando se tiene:
zi(pym) =3 + Bilm =Y _y;) + di(m = > ;)

Multiplicando a ambos lados por p;:

pizi(p,m) = pivi + Bi(m — > _pj;) +6i(m = > _pjv,)°

La condicién de agotamiento del gasto, definida como:
Zpiwi =m

Se cumple en el sistema cuando:

S opiwi =Y pivi+ Y Bilm =Y piy)+ Y si(m =Y piv)’=m
Es decir, si y s6losi >3, =1y >, d; =0 ya que en este caso se tiene:

Y opiwi=Y prvitm—Y pj=m

Sistema reducido

Una vez verificado las condiciones que impone la teoria del consumidor en
el sistema de demanda, se intenta a continuacién reducirlo en una ecuacion que

sea facil de estimar. Sea:

pizi(p,m) = pivi + Bi(m = > _pj;) +6i(m = > p;v,)°
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Asumiendo b;(p) = > pivi y b (p) = 75 se tiene:
¢ = bi+ Bi(m =Y _b) +6i(m — > by)?

Donde g; = p;x; es el gasto en el bien i. Se puede considerar, al igual que en
el SLG, b; como el consumo de subsistencia, y m — Y by, puede ser considerado
como el ingreso supernumerario que se define como el monto del ingreso que esta
por encima del ingreso de subsistencia. Por tltimo, (m — >~ b;)? intenta captar
no linealidades en la curva de ingreso-consumo. Si ; es positivo se considera al
bien ¢ como normal y si es negativo seria inferior.

Si se realiza el producto de la parte derecha del sistema se tiene:

g =bi+ Bim — Bi » b+ 6;m* = 6:2m Y b + 6D bi)”

g =bi = B; ) bk + 6D be)* + (B — 26, )_ bi)m + 6im?

En forma reducida la ecuacién a estimar seria finalmente:

i = Oi1 + Oiam + 5;m”

Siendo:

O =bi— Bi Y bx + 6D br)?

Oio = Bi — 26; Y _ b

El término al cuadrado, que es lo que distingue al SCG del SLG, permite
captar la no linealidad de la funcién ingreso-consumo lo que hace que el sistema

capture las variaciones en la participacion del gasto de cada bien a medida que
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el nivel de ingreso cambia”. Por ejemplo, si en las estimaciones el término al
cuadrado es negativo se tendria que la participacién de este bien sobre el gasto
total desciende a medida que aumenta el ingreso (Howe, 1974). Es decir, el
SCG tiene una ventaja respecto al SLG ya que en este tltimo las funciones de
ingresos consumo necesitan ser lineales, lo que significa que el porcentaje de un
peso adicional del ingreso es distribuido en algin grupo de bienes de manera
igual para todos los hogares de cada grupo, sin importar el nivel de ingreso
de cada hogar. No obstante, a menudo las curvas de ingreso consumo no son

lineales y es precisamente esto lo que intenta captar el SCG (Martin, 1981).

Problemas de especificacion

Especificado el sistema de demandas del sistema cuadrético de gastos en
una ecuacion reducida y verificado bajo qué condiciones cumple la simetria de
la ecuacién de Slutsky y la Ley de Walras o agotamiento del gasto, lo ideal seria
pasar a la estimacién. El problema es que el sistema presenta algunos problemas
de identificacién que se deben resolver antes de estimarlo.

Teniendo el sistema en forma reducida:

¢ = 01 + Oiom + 6;m?

Se tiene que hay Lb; y otros Lj;, es decir 2L incégnitas con 2L ecuaciones
por lo que es necesario definir una ecuacioén adicional para poder especificar bien
el sistema a la hora de la estimacién (Mufioz, 2010).

Ademas 6,1, 0,5 son ecuaciones no linealmente independientes. Veamos:

> 01 =0

D00 =D bi=> Bid bkt 6O be)>= (1= Bi) Y bt 6> be)’

Zazﬂ :Z@*?Z(gizbk

"Mufioz, Ramirez y Zambrano (2005) estiman curvas de Engel con el sistema de Working
y Leser ampliado intentando captar la no linealidad de las curvas y encuentran, tanto en
estimaciones paramétricas como no paramétricas, que las curvas de Engel para diferentes
bienes en la economia colombiana son no lineales.
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D Bi=> 02+2) 6> by
Por lo tanto:

DO =(1=> 0+2> 6> b)Y b+ Y 6() ] be)?

Zoil = Zbi - Zbizeﬂ - 2z5i(zbk)2 +Z5¢(Zbk)2

Zeil = Zbi(l - Zeﬂ) - Z&(Z bi,)?

Es decir, hay una ecuacién que es linealmente dependiente de las otras por

lo que es necesario incluir una ecuacién adicional.

La ecuacidén para el ahorro

Igual que sucede con el sistema lineal de gastos, para solucionar y especificar
adecuadamente el sistema es necesario adicionar una ecuacién, la cual puede ser
una ecuaciéon para el ahorro (Mufioz, 2010).

Sea:

2o =bo+ Ba(m =D bi) +0s(m =Y _by)?

Donde x4 es la demanda de bienes durables. Esta sera nuestra ecuaciéon para
el ahorro.

Realizando el producto:

Ty =bs — Bs Z b, + 59(2 bk)2 + (ﬂs‘ - 253 Z bk)m + 5sTn2

Se supone de nuevo que b, es igual a cero, es decir, la propension marginal

a ahorrar es igual a cero. Con ello se tiene lo siguiente:
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Ts = =By D bk + 0D b)* + (Bs =20, > by)m + 6,m”

En forma reducida el sistema seria:

Ty = 0s1 + O0om + 53m2

Siendo:

O = —Bs > bi + 0> br)?

B2 = Bs — 204 Y b

ﬁs - 932 + 255 Zbk

Llevando a 6, se tiene:

O = —(0s2 +26, > b)Y b+ 0> bi)?

O = —0s2 > b —06.(> bi)?

—6s() bk)® =02 > b 400 =0

5> bk)> +0:2 Y bp— 0 =0

Esta ultima ecuacién es de la forma az? + bz + ¢ y permite identificar asi a

los by, restantes del sistema:
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Solucionando el sistema para Y by, se llega finalmente a lo siguiente:
> b= ( b2 £ 1/0% — 65(—951)) /25,

Esta ecuacion va a ser la que nos permitira identificar los b; del sistema y
serd aproximada mediante la estimacion del sistema con bienes durables.

Una vez encontrado a Y by se estiman los Gama ¢ restantes del sistema
mediante la ecuacion b; = 6;1 + 3; . bx, — 0;( br)? donde B; = ;2 + 26; > by
Propensién marginal a consumir

También es posible encontrar con el SCG las propensiones marginales a
consumir®. Recordemos las siguientes ecuaciones:

Sistema reducido:

i = 0i1 + i + 6;m*

Sistema en forma estructural estructural:

g = bi+ Bi(m =Y _bp) +6i(m = by)?

De ac4 podemos calcular g‘” :
m

9
- = Bi +20i(m — Y _bi) = pmge;

Donde

megci =1

Esta seria la propensién marginal a consumir del bien i. Dada la estructura
del sistema se tiene que la propensién marginal a consumir no es constante® ya
que cambia con el gasto total m. Para efectos de estimacién lo que se calcula es
la propensién marginal a consumir en el punto medio con m = % > m como el

gasto promedio.

8En el SLG también es posible encontrar las propensiones marginales a consumir.
9En el SLG la propensién marginal a consumir en el bien 4 seria entonces igual a ;.
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Elasticidades

Por ultimo, se pueden encontrar las elasticidades de los diferentes bienes. De
nuestro sistema tenemos que ¢; = p;x;, siendo x; la demanda del bien i. Por

tanto:

= (b +Bilm =3 be) + Si(m — > by )

K2

Realizando

ox; .
o

= 3 (3 204m = )

Multiplicando a ambos lados por ;ﬂ se tiene:

A CRELCED ILY)

1
e; = —(Pmgc;)

%

La estimacién de esta elasticidad de nuevo se hace en el punto medio supo-
niendo una media para el gasto dados los datos y una media ponderada para el

gasto en los diferentes bienes (que llamaremos ww;) para encontrar w;. Donde:

ww; = gasto del bien i/gasto corriente

Es decir cada ww; mide la participacion del gasto en el bien i sobre el gasto

corriente.

Estimacion del sistema cuadratico para la economia colombiana

Se van a utilizar nuevamente datos sobre ingresos y gastos de 13000 familias
colombianas extraidos de la Encuesta de calidad de vida 2008 realizada por el
DANE. Se agrupan los bienes de nuevo en doce categorias las cuales son: 1)
Alimentos, 2) Bebidas y tabaco, 3) Vestuario y calzado, 4) Vivienda, 5) Enseres

y utensilios, 6) Salud, 7) Transporte y comunicaciones, 8) Recreacion y servicios
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culturales, 9) Educacion 10) Bienes y servicios personales, 11) Otros pagos y 12)
Bienes durables.

Teniendo en cuenta la informacién a utilizar, pasamos ahora a la estimacién
del SCG. Es necesario anotar que las estimaciones se hacen usando el método

de los minimos cuadrados ordinarios y se hacen utilizando el programa SAS. El

sistema a estimar en forma reducida es:

i = Oi1 + Oiam + 6;m”

Siendo:

O =bi = Bi Yy b+ 06D br)?

iz = Bi — 20; Zbk

Los resultados se muestran a continuacién en la tabla 3.
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Tabla 3
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Teniendo en cuenta los resultados de la estimacion, se tiene que el gasto
minimo de subsistencia en los diferentes grupo de bienes o linea de pobreza
para la economia colombiana es > «; = $647033. Para el caso de alimentos, el
gasto minimo de subsistencia serfa de v; = $304878,8. Una vez estimados los
parametros del sistema, es posible encontrar las diferentes propensiones mar-
ginales a consumir. Para ello, primero es necesario aclarar que se calcula es la
propensiéon marginal a consumir promedio y se utiliza un gasto promedio de
m = $1277772,73.

La propensién marginal a consumir promedio en el bien i es:

pmge; = Bi +20;(m — > _ by)

Segun los resultados, la propension marginal a consumir en Alimentos es
pmgcy = 0,2137 y es la més alta debido a que participa con la mayor parte en el
gasto promedio con un ww; = 0, 29. Le sigue la propensiéon marginal a consumir
en Servicios de Vivienda con pmgcy = 0, 20, Transporte pmgc; = 0,123 y Bienes
Durables con pmgci2 = 0,106. El resto de bienes presentan una propensién
marginal a consumir promedio menor a uno.

Por tltimo, segun los resultados los Alimentos serian un bien necesario ya
que €1 = 0,71 < 1. Igual sucede con grupo de bienes como Vivienda, Enseres y
Servicios personales.

Grupos de bienes como Bebidas, Vestido, Salud, Transporte, Cultura, Edu-
cacion, Otros pagos y Bienes Durables son bienes de lujo ya que presentan una
elasticidad mayor a uno.

Los sistemas trabajados hasta el momento, tienen como supuesto de fondo
el asumir que existe un consumidor representativo. Deaton y Muellbauer (1980,
1993) han intentado construir diversos sistemas de ecuaciones de demanda con
el proposito de obtener condiciones bajos las cuales se cumpla una cierta forma
de agregacién que replique la mayor parte de caracteristicas a nivel individual
para no tener que trabajar asi, con todas las consecuencias que trae el asumir
agentes representativos. Uno de los sistemas mejor equipados para ello, es el

llamado sistema casi ideal de demanda que exponemos a continuacion.

4.5. Sistema casi ideal de demanda (SCID)

Las llamadas formas flexibles de sistemas de ecuaciones de demanda, reci-

ben este nombre porque se aproxima la funciéon de utilidad w(z), la funcién de



CAPITULO 4. SISTEMAS DE DEMANDA: APLICACIONES DE LA TEORIA 146

utilidad indirecta v(p, m) o la funcién de gasto e(p,u) mediante alguna forma
funcional especifica que tenga suficientes parametros para permitir una aproxi-
macion razonable de la verdadera funcion desconocida y de este modo, se evita
el llamado problema de la identificacion que se presenta, por ejemplo, en el
sistema lineal de gastos y el sistema cuadratico de gastos (Munoz, 2004).

El sistema casi ideal se debe a Deaton y Muellbauer (1980) y se llama asi,
porque la participacién de cada uno de los bienes en la demanda agregada
tiene la misma forma que la participacion de cada uno de los bienes en las
demandas individuales. Ademas, el sistema es una aproximacion de primer orden
(de Taylor) a un sistema de ecuaciones de demanda. Se le suma también, que
el sistema en el agregado es perfecta para todos los consumidores sin necesidad
de tener que suponer curvas de Engels paralelas como se debe hacer cuando se
trabaja con agentes representativos. El sistema, ademas, puede ser usado para
comprobar los test de homogeneidad y simetria sin necesidad de imponerlos
apriori teniendo, asi, ventajas notables respecto a los modelos tipo Stone-Geary
(Henao, 1996).

Antes de desarrollar el sistema son necesarias unas consideraciones previas.

1. Una funcién u(z) es homogénea de grado k si:
u(tz) = thu(x)

Las funciones homogéneas de grado k tienen curvas de indiferencia paralelas:

u;(tx) _ tFu;(z) _ u; ()
uj(te)  th(ui(z)  uy(z)

Es decir, las curvas de indiferencia de las funciones homogéneas son copias

o ampliaciones las unas de las otras.

2. Una funcién homotética es una transformacién positiva de una funcién ho-
mogénea de grado uno. Es decir, una funcién homotética puede expresarse

como:

Siendo h(z) homogénea de grado uno.

Supongamos entonces una funcion de gasto homotética:

e(u,p) = ub(p)
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Siendo b(p) homogénea de grado uno en precios y concava.

Se observa que en la funcién de gasto anterior, si u = 0 el gasto es cero. No
obstante, como lo han anotado Green (1983) y otros, el consumidor debe hacer
siempre un minimo de gasto necesario para sobrevivir y de todas formas u = 0
implica realizar un gasto identificable con ese minimo de subsistencia. A esto,
se le suma que para que la teoria de la eleccién cobre sentido, los individuos
deben haber satisfecho un minimo de necesidades bésicas para poder hablar del
concepto de utilidad. Realizando entonces una modificaciéon a nuestra funcion

de gasto del tipo Gorman se tiene:

e(u,p) = a(p) + ub(p)

También podemos realizar una combinacién convexa para tener finalmente:

e(u, p) = (1 — u)a(p) + ub(p)

Se observa entonces que a(p) es el gasto de subsistencia identificable para
u = 0. Esta es precisamente la funcién considerada por Deaton y Muellbauer
(1980).

Sea la siguiente funcion de gasto:

Ine(u,p) = a(p) + ub(p)

Donde:
1 *
a(p) = ao + Y _ okpr + 3 DO vilnpiing,
kol
b(p) =B Hpkk

1
Ine(u,p) = ao + Y _ oxpi + 5 Ek El Yialnprlnp + uBo [ [ pi*
Haciendo uso del lema de Shepard se tiene:

dlne(u, p) _ de(u,p) pi _Xipi TP w

dlnp;  e(u,p) Op;  e(u,p) m

Volviendo al sistema y realizando dlnp; se tiene:
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w; = Q; + I/QZ%jlnpj + 1/2Z’inlnpi + Bzuﬂo Hpkk

Se va a utilizar la funcion de utilidad indirecta de Lau y Jorgenson (1975)

definida como:

u=v(p,m)=ag+ Zakln(%) +1/2) Zﬁkln(%)ln(%)

Reemplazando u en la expresion de antes se tiene:

. m
w; = o + Zvijlnpj + Biln(ﬁ)

Donde:

Este es finalmente el sistema casi ideal de demandas.
Se puede utilizar el indice de Stone, InP* = Y wylnp, donde P =~ £P". En
este caso el sistema seria:
* * m
w; = oy + Z%jmpj + Blln(ﬁ)

donde of = a; — B;Iné.
Esta aproximacion recibe el nombre aproximacion lineal al SCED (AL/SCED).

La otra alternativa es usar:

InP =ap+ Z aglnp, + (1/2) Z Z Inprlnp;
k ko J

Volviendo al SCED w; = a; + Y v/;lnp; + Biln(’p) se tiene que si:
Bi > 0 entonces w; crece con m y por lo tanto el bien es de lujo.
Bi < 0 entonces w; decrece con m y por lo tanto el bien es necesario.

Las condiciones tedricas se cumplen en el sistema si:

Condicién de agotamiento del gasto:

Zwi:1

Se cumple si y solo si:
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Zaz‘:l Z'Yij:() Zﬁiio

Condicién de homogeneidad en precios y renta

Se cumple si y s6lo si:

Z%‘j =0

Simetria en el efecto sustitucion cruzado.

Se cumple si y sélo si:

Yig = Vji

Prueba (Munoz, 2010)

. m
w; = o + Z’yijlnpj + @ln(;)

Utilizando InP = ao + 3_, axlnpe + (1/2) 325 3, Inpilnp; se tiene:

* 1
w; = a; + Z'yijlnpj + Bi[lnm — (a0 + Z aqlnp; + 3 Z Z%jlnpilnpj)}
i i

Para el caso de dos bienes:
1
wy = a1 + Yi1lnpr + yi2lnps + Bi[lnm — (ao + clnpy + aslnps + §’Y11lnp1lnp1

1 1 1
+§71zlnp1lnp2 + 57215711721“?1 + 5’7221np21np2)]

Despejando de wy = p1z1/m a x; se tiene:
m 1 1
Ty = ;(011+’)’1ll7lp1+7121ﬂp2+51[l”m*(a0+OéllnP1+0<2Z”P2+57111”p1l”p1+§712lnp1mp2
1

1 1
+§7211np2lnp1 + 57221711921”1?2)})

La simetria de la matriz Slutsky exige que:
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=—+

.
p;i  pj

En nuestro caso:

ox m 1 1
71 = o (712/192 — Biloa/p2 + 5’71257”&171/]92 + 5’72157”&171/]92 + 722171]92/1?2])
2 1

Dado que ;; = ;; entonces:

or m
- = (12 — Pilag + y12lnpy + vaalnps)])
P2 P1p2

llamando InP = ag + >, arlnp; + (1/2) 32, 3= Inprlnp; se tiene:

% N pZL)Q (M2 = Bifwz = Ba(lnm — InP)])

A su vez, se tiene para el bien 2 lo siguiente:

% — (oo — Balur — (b — tnP)

Es posible demostrar que:

ox T Tom m
[“)71172 = Z2(wy + B1) = Dot (w1 + p1) =
m D1 pip2m p1p2

wa (w1 + B1)

De igual forma:

0z _m
o gy (2 )
Entonces:
Ohy m m
G - - l —InP)]) + +
Ops  pipa (2 — Bi[wz — B2(Inm — InP)]) s wa(wy + B1)
Ohy m
a9 - — l —InP)]) + 4
dps PLD2 [(’712 B1 [’LUQ 52( nm n )]) w2(w1 51)}

De la misma manera se tiene:

%Zj - p:;g (21 = B2lwy = Br(lnm — InP)]) + w1 (w2 + B2)]
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Por lo tanto:

oy _ Oha
Opa Op1
si y solo si
Y12 =721 W
Elasticidades

- Elasticidad precio de la demanda:

Sea w; igual a:

b1
w1 =
m
Derivando respecto a p;:
awl 1 8931
—— = (@1 +p17—
op1 m( op1 )

Owy  mpp, 1 1 0z,
op1 m py 1 0p1

B ow; m 1= Owy mpq

Op1 71 - Op1 m1;m

Realizando ahora g’;’ll en el sistema casi ideal de demanda.:

. m
w; = o + Z%‘jl”pj + ﬁzln(ﬁ)

owr a1 YikInpr
Do M g3y 2kl
P1 D1 D1 P1
8w1 1

o = o (711 — Bi(ay + Z%’klnpk))

Dividiendo por w; a ambos lados:
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owy p1 1 (
= — Pi ‘ E ikl )
(9{)1 w1 w1 T 6 “ ik npk)

Se tiene entonces:

1
= — — D i l ) -1
€11 w (’711 Bi(a1 + E Yiklnpr)

- Elasticidad ingreso de la demanda:

Sea w; igual a:

b1
w1 =
m
Derivando respecto a m se tiene:
dw,  p1%Em—piar  p 0x P12
— =T - - == m—2x) = e1—1
om m?2 m2( m ) m?2 (&1 )
Jwym e 1
omw !
dwy m
g1 = - +1
am w

Realizando ahora % en el sistema se tiene:
N m

0

“’1 = By/m

La elasticidad ingreso de la demanda es finalmente igual a:

€1 *&Jrl

Es posible también encontrar las elasticidades compensadas de la demanda
usando la ecuacion de Slutsky €7, = €11 + wies.
Una vez definido el sistema lo ideal seria pasar a la estimacién. El problema

es que es dificil construir una serie de precios'® para estimar el sistema y si se

10Para poder construir una serie de precios es necesario utilizar equivalencias y pseudo

unidades de valor, lo cual cae fuera del alcance de este texto. Para mas ver Lewbel (1989) y
Perali (2003).
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supone precios constantes, el sistema seria idéntico al sistema Working y Leser
que se expuso antes. Por lo tanto, la estimacién del sistema no se hara en este
texto. El lector interesado en una aplicacién de este sistema para la economia

colombiana se le recomienda ver Pérez y Cortés (2010).

4.6. Sistemas de demanda con demografia

Para exponer los sistemas con demografia se hard uso del sistema lineal de

gastos. Recordemos que el SLG esta definido como:

piri = pvi+ Bi(m = > i)

Se pretende ahora (utilizando el sistema lineal de gastos) incorporar los
efectos en el gasto de la composicién del hogar y sus caracteristicas socio demo-
graficas para ver, por ejemplo, como se afecta el gasto minimo de subsistencia
y ver si este cambia con las proporciones de la participacion de la poblacién en

sus diferentes categorias. Sea:

Pitin = pivin + Bi(mn — > prvkn)

Pitin = PiYin + Bimn — Bi > P kn

Siendo

Yih = Ci1Z1h *+ Ci2Z2n + ... + CimZmh

m

Yin = Z CigZgh
g=1

Donde c¢;4 es la contribucién de la persona tipo ¢'" a la cantidad consumida
(gastada) de subsistencia del bien iy zg, es el nimero de personas del tipo gth
en el hogar h'". Por ejemplo, z;;, es la persona del tipo 1 en el hogar h y ¢;; es
la proporcién del gasto en el bien ¢ de la persona tipo 1. Por lo tanto, c;1 21 €s
la proporcién del gasto en el bien i de la persona tipo 1 del hogar h (Martin,
1981).

Podemos notar, ademas, que ahora el gasto de subsistencias varia entre ho-
gares p;Yin- Se nota también que el efecto de una persona adicional en una clase

dada es estrictamente acumulativo. Es decir, esta formulacién no permite for-



CAPITULO 4. SISTEMAS DE DEMANDA: APLICACIONES DE LA TEORIA 154

mulaciones de economias de escala en consumo''. Se asumira ademas, que los
hogares se enfrentan a idénticos conjuntos de precios.
Sea e;p, = p;z;p el gasto del hogar h en el bien i. Podemos redefinir nuestro

sistema, incluyendo la composicion del hogar tal que:

m n m
€in =Di Y _ CigZgh + Bimn — Bi D > PkChoZgn

g=1 k=1g=1

Definiendo v}, = p;ciy como el valor de la contribucién de la persona tipo gth
a la cantidad consumida (gastada) de subsistencia del bien i se tiene finalmente

(Martin, 1981):
€in =D VigZan + Bimn = Bi > > VigZan
g=1 k=1g=1

Donde 7, es ahora el valor (dados los precios) de la contribucién de la gth
persona al valor de subsistencia del bien 3.

En forma reducida el sistema puede expresarse como:

m
eip = E OigZgh + Bimp
g=1

Siendo

n
% *
Tig = Vig — Bi E kg
k=1

El sistema lineal de gastos con demografia presenta también problemas de
identificacion (Martin, 1981). Por ejemplo, supongamos que hay sélo un tipo de

persona g = 1 y hay tres bienes. Con esto se tiene:
o =11 — B + 21 +31)
021 =731 — B1(1 + 731 +731)
o31 =31 — B1(11 + 31 +731)

De nuevo, como en el sistema lineal de gasto aparece el problema de la

identificacion ya que una ecuacién es linealmente dependiente de las otras. Para

11Ver seccién 4.8 sobre este tema.
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este caso existen tres ecuaciones con tres incégnitas pero la dependencia lineal
crea problemas para identificar exactamente el sistema. Veamos.
7§1_U31

Es facil ver que 77, + 73, + 731 = “*5— v por lo tanto, las otras dos

ecuaciones quedan en términos de la tercera:

1

o1 =1 — g(%}ﬂ — 031)

P2

* *
021 =31 — o (V31 — 031)
Bs
Para un caso genérico tendriamos:

% Bl *
oin =% — 2 (Ve1 — k1)

B

Para solucionar este problema de identificacién, de nuevo como en el caso
del SLG, hay que recurrir a una ecuacién adicional. Una opcién puede ser el
uso de una ecuacion exodgena para el gasto de alimentos que muestre el consumo
de subsistencia y que permita hallar el +;, faltante para identificar las otras
ecuaciones. O puede hacerse uso de nuevo, como se hizo antes, de la ecuacion del
ahorro y suponer que el 7/ asociado tiene una propension marginal a consumir
igual a cero. Haciendo uso de alguna de estas ecuaciones exoégenas se podria
ahora si identificar el sistema. Para efectos practicos, el método a seguir es
estimar el sistema con bienes durables haciendo el papel de la ecuacion del

ahorro y suponer el consumo de subsistencia en bienes durables igual a cero.

Estimacion del sistema lineal de gasto con demografia

Antes de la estimacién son necesarias algunas consideraciones finales:

- Para efectos practicos, cuando con la encuesta de calidad de vida se estima
el sistema lineal de gasto con demografia y se incluye las personas en edad
de 0-7 anos por ejemplo, incorporando ademaés la ecuacién de bienes durables
para identificar el sistema, la sumatoria de los 7 asociados a los gastos de
la poblacién de edad de 0-7 afnos en los diferentes bienes (alimentos, vivienda,
bebidas, educacion, etc.) nos da el gasto de subsistencia de una persona de 0-7
anos.

- Debido a que existe un mayor gasto por nuevos miembros del hogar, hay
entonces una alta variabilidad de la demanda en diferentes bienes y por lo tan-

to, suponer homoscedasticidad en la varianza es inadecuado. En este caso, es
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necesario normalizar la varianza a uno dividiendo todo el sistema sobre el gasto
total para tener finalmente homoscedasticidad. Por lo tanto, el sistema a estimar

queda:

m
€ip = E OigZgh + Bimp

g=1
Dividiendo por my, se tiene:
m
€ih 2921 TigZgh
= i+ 2L
mp mp

Es decir, en este caso no se estima el gasto en el bien 7 si no el gasto en
el bien ¢ normalizado por el gasto total. Como se dijo antes, esto es con el
fin de corregir heteroscedasticidad. A la hora de la estimacion del SLG con
demografia, el interés va a estar centrado en estimar cuanto varia el gasto a
medida que llegan nuevos miembros al hogar y no se va a hacer una estimacién
de la linea de pobreza debido a que el intercepto en este caso no tiene dicha
interpretacion y, en todo caso, la estimacion de la linea de pobreza ya se habia
hecho antes con el SLG y el SCG.

Se van a utilizar nuevamente datos sobre ingresos y gastos de 13000 familias
colombianas extraidos de la Encuesta de calidad de vida 2008 realizada por el
DANE. Se agrupan los bienes de nuevo en doce categorias las cuales son: 1)
Alimentos, 2) Bebidas y tabaco, 3) Vestuario y calzado, 4) Vivienda, 5) Enseres
y utensilios, 6) Salud, 7) Transporte y comunicaciones, 8) Recreacion y servicios
culturales, 9) Educacion 10) Bienes y servicios personales, 11) Otros pagos y 12)
Bienes durables.

Teniendo en cuenta la informacién a utilizar, pasamos ahora a la estimacién
del SLG. Es necesario anotar que las estimaciones se hacen usando el método de
los minimos cuadrados ordinarios y se hacen utilizando el programa SAS. Las
variables demograficas a incluir seran: Poblacion de 0-7 anos (P0-7), Poblacion
de 8-17 afios(P8-17) y Poblacién de 18 afios o mas (P18YMAS). Por lo tanto,

el sistema a estimar es:

e; P07 P8 — 17 P18Y MAS
—h B+ 6y + 0y + 03
mp mp mp mp
Es necesario aclarar antes que P07 _2 serd el coeficiente asociado a Pfl—j,

P817 2 seré el coeficiente asociado a P?ni_h” y PI8YMAS 2 sera el coeficiente

asociado a %ﬁm. Los resultados se muestran en la tabla 4.
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Segun los resultados para la economia colombiana, se tiene que la variacién
del gasto para el hogar representativo cuando llega un miembro al hogar con
edad entre 0 y 7 afios!? es igual a $11874, 1. Este tipo de nuevos miembros del
hogar traen una variaciéon mayor que miembros del hogar entre 8-17 anos ya que
la variacion en el gasto por estos miembros es de $6911, 4. Por ultimo miembros
del hogar entre 18 anos y méas traen una variacion en el gasto de $8092, 8 para el
hogar, que es mayor a los nuevos miembros de edad entre 8-17 anos pero menor
a los miembros de edad entre 0-7 anos (bebes y nifos pequetios).

A pesar de que la mayoria de parametros asociados a las variables demogra-
ficas son significativas, el sistema muestra, no obstante, una pobre significancia
en los diferentes bienes ya que ningiin coeficiente de ajuste R? llega ni al 8 %.

Para ampliar la aplicaciones que en la parte demografica se pueden hacer con
la teoria del consumidor, presentamos por tltimo el sistema Working y Leser con
demografia donde es posible verificar economias a escala en consumo ademés de

cuantificar la llegada de nuevos miembros al hogar.

4.7. Sistema Working - Leser con demografia

Recordemos que el sistema Working - Leser esta definido como:

w; = a; + BiLn(m)

Utilicemos ahora el método de Engel (1895) para la inclusion de variables
demogréaficas y cuantifiquemos el impacto de personas adicionales sobre el gasto
en Alimentos. Sea:

m PO-T7 P8 — 17
wa = os + ﬁALn(;) +daln(n) +m - + 72

n

Donde:

w4 es el gasto en alimentos. n es el nimero de personas y por lo tanto
es el gasto per-capita. Se incluy6 ademas la variable PO — 7 para especificar
la poblacién de 0 a 7 anos y P8 — 17 que es la poblacién de 8 a 17 anos. No
se incluye las personas mayores de 18 anos porque se tendria multicolinealidad
perfecta.

Recordemos que la proposicién de Engel es que a medida que aumenta el

ingreso disminuye el gasto en alimentos y por lo tanto, la proporcién de gasto

12Bs necesario recordar que los gastos negativos en los diferentes bienes no se toman en
cuenta.
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en alimentos puede ser un indice de calidad de vida. Por ejemplo, a mayor
proporcién del gasto en alimentos menor calidad de vida.'?

Vamos a suponer, para efectos practicos, que estamos en la situaciéon en que
el hogar consta de dos (2) personas. La idea es ver cémo cambia la proporcion
del gasto en alimentos por la llegada de una persona de 0-7 anos por ejemplo.
Segun Engel, la proporciéon del gasto en alimentos debe crecer ante la llegada
de un nuevo miembro al hogar ya que baja el gasto per capita.

Supongamos entonces la situacion inicial sin la llegada de una persona de

0-7 anos en un hogar de dos personas:

Wwa =g + ﬁALn(%) + daln(n)

Si n = 2 se tiene:

wa = a4+ Baln(m)+ (64 — Ba)ln(2)

Ahora veamos el sistema con la llegada de una persona de 0-7 afios al hogar

(en este caso el hogar quedaria conformado con tres personas):

* * 1
wh = aa+ Baln(m”) 4+ (§a — Ba)in(3) +71(§)
Igualemos ahora wy = w para ver el gasto necesario requerido ante la

llegada de la persona de 0-7 anos al hogar, método que es sugerido por Deaton
(1997).

WA = Wy

ap~+ BaLn(m)+ (64 — Ba)ln(2) = aa + faLln(m™) + (64 — Ba)ln(3) + 71(%)

B [Ln(m®) = Ln(m)] = (64 = Ba)in(2/3) — 713

- (<5A ~ Bain(2/3) - %<1>)

(Ln(m") = Ln(m)] = ;

13Para un analisis mas detallado sobre la compensacién necesaria que necesita un hogar
ante la llegada de nuevos miembros ver Brown y Deaton(1972) y Deaton (1997).
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in(") = - (664 - Ban(z/s) - (3))

Esta es finalmente la ecuacién que nos permite ver el cambio en el gasto
ante la llegada de una persona de 0-7 afios. Si aplicamos antilogaritmos a ambos

lados se tiene el cambio en el gasto:

m*—m = eXp(BLA ((5,4 — Ba)in(2/3) — 71(;)))

Una, vez definido el sistema pasemos ahora a la estimacién.

Estimaciéon sistema W-L con demografia

Se van a utilizar nuevamente datos sobre ingresos y gastos de 13000 familias
colombianas extraidos de la Encuesta de calidad de vida 2008 realizada por el
DANE. Se agrupan los bienes de nuevo en doce categorias las cuales son: 1)
Alimentos, 2) Bebidas y tabaco, 3) Vestuario y calzado, 4) Vivienda, 5) Enseres
y utensilios, 6) Salud, 7) Transporte y comunicaciones, 8) Recreacion y servicios
culturales, 9) Educacion 10) Bienes y servicios personales, 11) Otros pagos y 12)
Gasto en impuestos.

Es necesario anotar que las estimaciones se hacen usando el método de los
minimos cuadrados ordinarios y se hacen utilizando el programa SAS. El sistema
a estimar en forma reducida es:

m PO—-17 PR —17
wa =g+ 5ALN(;) +daln(n) +m - + 72

n
En esta ocasion las estimaciones s6lo se haran para cuantificar la llegada de

nuevos miembros al hogar y la estimacién de elasticidades se omitira.
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Una vez estimado el sistema Working - Leser, es posible cuantificar la llegada

de un nuevo miembro al hogar mediante la siguiente ecuacién:

m*—m = exp(BLA ((5.4 — Ba)in(2/3) — 71(;)))

Segun los resultados, la llegada de un nuevo miembro al hogar con edad
entre 0-7 anos trae como resultado una variacién del gasto de m* —m = 1, 8147,
para un hogar formado inicialmente por dos personas. Es decir, un nino cuesta
el 80 % de dos adultos 6 lo que es equivalente, el 160 % de un adulto. Por otra
parte, la llegada de un nuevo miembro entre 817 anos cuesta el 64 % de dos
adultos. En este caso, se tiene entonces que la llegada de un bebe, por ejemplo,
cuesta mas que la llegada de una persona con edad entre 8-17 anos lo cual es
un resultado paraddjico. A pesar de que el sistema es significativo en la mayoria
de los parametros, el nivel de significancia de los modelos estimados para los
diferentes bienes es bajo y por tanto, la estimacién del sistema Working - Leser
con demografia sigue siendo una aproximacién pobre a las verdaderas dindmicas
de la demanda de bienes del hogar y su composicion demografica. Para méas ver
Muitioz (2004).

4.8. FEconomias a escala en consumo

Como tltimo tema de las aplicaciones de la teoria del consumidor, se realiza
a continuacién una breve introduccién en lo que respecta a economias a escala
en consumo mediante el sistema Working - Leser.

Supongamos que inicialmente un hogar tenia un gasto en consumo de G°.
,Qué sucede cuando, por ejemplo, se duplica la poblacién del hogar? Esta es
la pregunta tedrica que se intenta responder en economias a escala en consumo
(Deaton y Paxson, 1998). Hay muchos bienes que se vuelven publicos al interior
del hogar cuando este crece y el nuevo gasto con los nuevos miembros puede
disminuir. Es el caso, por ejemplo, del gasto en vivienda: cuando una persona
vive sola gasta una proporcion w; de su ingreso en vivienda, pero cuando decide
formar familia con otra persona, que también gasta antes w; de su ingreso en
vivienda, el nuevo gasto en vivienda w; se puede dividir entre los dos miembros
del nuevo hogar y la proporcion del gasto en vivienda, para las dos personas,
puede asi disminuir y pasar a ser, por ejemplo, w; < w;. En este caso se dice

que hubo economias a escala en consumo de vivienda o que la vivienda se volvid
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un bien piblico en el interior del nuevo hogar.
Mas formalmente, la ecuacion para economias a escala en consumo esta dada

por:

Gl _ 20G0

Siendo G° el gasto inicial dada un hogar con ciertas personas y G el gasto
cuando se duplica las personas del hogar. Si § < 1 se dice que hay economias a
escala en consumo.

Deaton y Paxson proponen, para estudiar economias a escala en consumo,

utilizar el sistema:

w; = a; + ﬁan(m) + dln(n)
n

Siendo n la poblacion del hogar y ™ el gasto per-capita.

La pregunta que se intenta resolver es entonces, suponiendo inicialmente un
hogar formado por cierto nimero de personas, jcomo cambia el gasto en el bien
¢ cuando se duplica la poblacién del hogar?

El 0 de las economias a escala en consumo es igual a: § =1 — % Como se

menciono anteriormente, un 6 < 1 es evidencia de que hay economias a escala

para el bien 1.

Estimacion de economias a escala en consumo para Colombia

Se van a utilizar nuevamente datos sobre ingresos y gastos de 13000 familias
colombianas extraidos de la Encuesta de calidad de vida 2008 realizada por
el DANE. Se agrupan los bienes en las mismas doce categorias con la que se
estim¢ el sistema Working y Leser con demografia. Es necesario anotar que las
estimaciones se hacen usando el método de los minimos cuadrados ordinarios y

utilizando el programa SAS. Los resultados se muestran a continuacion.
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Para verificar economias a escala en consumo en el bien i, una vez estimados
los parametros, se halla § = 1— % Segiin los resultados y como era de esperarse,
hay evidencia de que no hay economias a escala en consumo sélo en grupos de
bienes como Alimentos y Bebidas. Es decir, cuando por ejemplo un hogar se
multiplica por dos personas, el gasto en alimentos se incrementa en 21429 =
2,692 > 2. Los demas grupos de bienes presentan economias a escala en consumo.
Para el caso de Vivienda, cuando un hogar se duplica, el gasto en Vivienda se
incrementa en 27122 = 0,429 < 2 y hay entonces evidencia de que existen
economias a escala en el consumo de vivienda.

Es posible utilizar otros sistemas més refinados para tratar de estimar siste-
mas de ecuaciones de demanda mas ideales. También es posible utilizar sistemas
con variables demogréaficas con mejor ajuste pero la idea era s6lo mostrar, a gran-

des razgos, lo que se puede hacer con la teoria del consumidor en la practica.
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NOTACION

Se presenta a continuacién un resumen de las principales notaciones utiliza-

das.

X; denota el conjunto de consumo.

7~ denota la relacién binaria de preferencias sobre el conjunto de consumo.
B es el conjunto de restricciéon presupuestaria walrasiano.

Y; denota el conjunto de produccién del j-ésimo productor.

m; denota la funcién de beneficios del j-ésimo productor.

w denota dotaciones iniciales.

z denota cesta o canasta de consumo. En el capitulo 2 denota la demanda

agregada.
x(p, m) denota la demanda marshalliana u ordinaria.
h(p,u) denota la demanda hicksiana o compensada.
S denota la matriz de efecto sustitucion.
R denota el espacio de los niimeros reales.
R, denota el espacio de los niimeros reales positivos, incluyendo el cero.
R! denota un espacio euclidiano de ! dimensiones.

]Rl_F denota el espacio euclidiano de [ dimensiones con vectores cuyos componen-

tes son positivos, incluyendo el cero.

Rﬂ_ . denota el espacio euclidiano de [ dimensiones con vectores cuyos compo-

nentes son estrictamente positivos o sin incluir el cero.

171



BIBLIOGRAFIA 172

N denota los ntimeros naturales.

{z/ } donde el espacio en blanco es llenado con algun tipo de declaracién que
implique a x, significando el conjunto de todas las x para los que dicha

afirmacion es cierta.
Sean z,y dos vectores de R! entonces:
x >y significa que x; > y; para todo [ =1,2,..., L
x >y significa que x; > y; para algin [ =1,2,..., L
x>y significa que x; > y; para todo [ =1,2,..., L
V denota para todo.
C denota contenido en.
{z'} denota sucesion de z desde i hasta n
\ denota que no se cumple o distinto a. Formalmente:
X\Y esiguala {zr:z € Xperox ¢ Y}
/ denota tal que.

@ denota vacio.

m

denota pertenece a.

¢ denota no pertenece a.

L

denota existe.

IN

denota menor o igual a.

v

denota mayor o igual a.

< denota menor a.

> denota mayor a.

# denota diferente a.

¢ denota épsilon (nimero pequeno).

> denota estrictamente mayor a.
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— Tiene varios significados segun el caso. Algunas veces denotard converge a.
Otras denotara implica que. También denotard de un conjunto a otro y

mapea en.
= denota que mapea en varias puntos de un conjunto.
—< denota una contradiccion.

= denota ”“entonces se tiene que "’

< denota si y sélo si.

N denota intersecciéon de conjuntos.

U denota unién de conjuntos.

man denota el elemento minimo de.

maz denota el elemento méaximo de.

B.(z) denota bola con centro en z y radio €

B denota prueba finalizada.

A denota “y””’

0 denota derivada parcial. También denota frontera.

C? denota doblemente diferenciable.

gT denota el vector ¢ transpuesto.

D denota matriz de primeras derivadas.

D? denota matriz de segundas derivadas.

D,, especificard matriz de derivadas respecto a p

D,,, especificard matriz de segundas derivadas respecto a p
Ele denota sumatoria desde i = 1 hasta L

L denota lagrangiano.

oo denota infinito.



