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■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❞❡✈✐s❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱♦t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❲❛❧❧❡t

●❛♠❡ ✉s❡❞ ❜② ❇❡❝❝❤❡tt✐ ❡t ❛❧✳✭✷✵✶✺✱ ✷✵✶✼✮ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❙♦❝✐❛❧ ▼❡❞✐❛✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛②❡r

❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r t♦ r❡s♣♦♥s✐❜❧② s❤❛r❡ s♦❝✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦r ♥♦t✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣♦✐♥t

♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❇❡♥♥❡t ❛♥❞ ❇❡♥♥❡t ✭✷✵✶✵✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛♥♦t❤❡r s♦❝✐❛❧ s❡tt✐♥❣s ♠❛②

❡♠❡r❣❡ tr♦✉❣❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✧♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t✧✳ ■♥ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥✲

♠❡♥t ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐♥t❡r❛❝t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✇✐t❤ str♦♥❣ ❡♠♦t✐♦♥❛❧ ❢❡❡❧✐♥❣s t♦

❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛r✐❡s ♦❢ t❤❛t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ♠♦✈❡

t♦✇❛r❞ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❣❛♠❡ t❤❡♦r② ✇❡

s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ str❛t❡❣② ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡♦♣❧❡ ❝✉❧t✉r❛❧✱ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②

❛♥❞ tr❛❝❡❛❜❧✐t②✳
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❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ♥♦✇❛❞❛②s ✇❡ ❝❛♥ s❤❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞

❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ s♣r❡❛❞ ❝✉❧t✉r❡ ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❢❛st❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡

❜♦❞② ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♦r s♦❝✐❛❧ ❝✐r❝❧❡ ✐s ✇❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❙♦❝✐❛❧

❑♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ■♥ ❛ s♦❝✐❛❧ ♦r ❝✉❧t✉r❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ❙♦❝✐❛❧ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

❜❛s❡❞ ♦♥ s♠❛❧❧ ❣r♦✉♣s✱ ❧✐❦❡ ❛ ❢❛♠✐❧②✱ ♦r ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t❧② ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❜♦❞②

♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❧✐❦❡ ❲✐❦✐♣❡❞✐❛✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❙♦❝✐❛❧ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐t ✐s ♥♦t s✐♠♣❧②

t❤❡ t♦t❛❧ s✉♠ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣✬s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❜✉t ✐t ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s

✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡s❡ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s s♦❝✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r

s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ t♦♣✐❝s✱ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❖♥ ❛

♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡✱ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ❤❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ♠❛ss✐✈❡ s♦❝✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♥❡t✇♦r❦s t❤r♦✉❣❤

✇❡❜s✐t❡s ♦r ♦t❤❡r s✐t❡s ✇❤❡r❡ ♣❡♦♣❧❡ r❡❣✉❧❛r❧② ❣❛t❤❡r t♦ s❤❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

t♦♣✐❝✳ ❲❡❜s✐t❡s ❧✐❦❡ t❤❡s❡ ❛r❡ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ✇✐❦✐✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s

❢♦r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡s ✉s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥t❡♥t t♦ r❡♠❛✐♥ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❇❡❝❛✉s❡

♦❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ✇✐❦✐s ❞♦♥✬t r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♦♥ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t♦ ❝❛r❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❛♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡s♦✉r❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦♠♠✉♥✐t②

♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡♠ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡

✇❛② ❛♥❞ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❢❛❦❡ ♥❡✇s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤♦✇ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❢❛❦❡ ♥❡✇s ❛♥❞ tr♦❧❧✐♥❣✴❤❛t❡rs ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❚s❝❤✐❛ts❝❤❡❦ ❙✳✱

✷✵✶✽✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡r❡ ❝✐t❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ r✐s✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ✐♥❝✐✈✐❧✐t②✱ t❤❛t

❤❛s ♠❛❞❡ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦✐♥❣ s✐t❡s ❤♦st✐❧❡ t♦ ♠❛♥② ✉s❡rs✳ ■♥ ❛ r❡❝❡♥t

✇♦r❦ ❆♥t♦❝✐ ❡t ❛❧✳✭✷✵✶✻✮ st✉❞✐❡❞ ❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛ ♦♥ tr✉st ✈❛r✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

t❤❡ ❝✐✈✐❧✐t② ♦r ✐♥❝✐✈✐❧✐t② ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❇② ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❛ ❋❛❝❡❜♦♦❦

t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❝✐✈✐❧ ❋❛❝❡❜♦♦❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

♠♦r❡ tr✉st✐♥❣✭❢♦r ❛ s✉r✈❡② ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ s❡❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡r❡ ❝✐t❡❞✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❡①♣❧♦r❡

❛♥♦t❤❡r ✇❛② ♦❢ st✐♠✉❧❛t❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥

❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ✭❇❡♥♥❡t ❛♥❞ ❇❡♥♥❡t✱ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❤✐❣❤❧② ♣❛rt✐❝✐♣❛t♦r② ♠♦❞❡❧

✇❤❡r❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝r❡❛t♦rs✱ ✇❤♦ ♠❛② ❜❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ t❡❛♠✱ ♦r ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉❞✐❡♥❝❡

✐♥t❡r❛❝t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✇✐t❤ str♦♥❣ ❡♠♦t✐♦♥❛❧ ❢❡❡❧✐♥❣ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
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❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛r✐❡s ♦❢ t❤❛t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ s❛t✐s❢②

❝♦♠♠✉♥✐t② ♥❡❡❞s✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐t ❡♠❡r❣❡s ❜♦t❤ ❛ ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❜②

❧❡❛r♥❡❞ ❡①♣❡rt✐s❡ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❛❝✐t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭❡♠❜♦❞✐❡❞✱ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡✮✲

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ t❤❛t ✈✐s✐❜❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②

✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✧t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❛♠♦♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♥♦t ♦♥❧② ❤❡❧♣s t♦

♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛ ❝✉rr❡♥t ✐ss✉❡✱ ❜✉t s❡❡❞s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐t②

s❡❧❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉st❛✐♥❛❜✐❧✐t②✧ ✭❇❡♥♥❡t ❛♥❞ ❇❡♥♥❡t✱ ✷✵✶✵✮✳ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡

t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❣❛♠❡ ♠♦❞❡❧✱ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣✐♦♥❡r✐st✐❝

✇♦r❦ ♦❢ ❊✐s❡rt ❡t ❛❧✳✭✷✵✵✵✮✳ ◗✉❛♥t✉♠ ❣❛♠❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❛r❣❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❣❛♠❡

t❤❡♦r② ♠❛✐♥❧② t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ ♥❡✇ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ ♣❧❛②❡rs ❛❝t ❛s ❡♥t❛♥❣❧❡❞

♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ t❤❡✐r r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ●✉♦ ❡t ❛❧✳✭✷✵✵✽✮ ❞❡♣✐❝t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s

❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛st❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ♦✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❡①t✐t

▼❡❞✐❛ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢❛✐r ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t ✉s❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛ s✐♥❝❡ ❛❣❡

s❝❤♦♦❧✱ ❛❧s♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❖✉r st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧

♦❢ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❙♦❝✐❛❧ ▼❡❞✐❛ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✉s❡

♥♦✇❛❞❛②s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛♥② ❤❛t❡rs ❛♥❞ ❢❛❦❡ ♥❡✇s ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❙♦❝✐❛❧

▼❡❞✐❛ ❞❛♥❣❡r♦✉s t♦ t❤❡ s❡♥s✐❜❧❡ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞✱ ❡✈❡♥ ✇♦rst✱ ❝❛♥ ❤❛r♠

♣❡♦♣❧❡✳ ❇❡♥✈❡♥✉t♦ ❡t ❛❧✳✭✷✵✶✼✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s

st✉❞② ♦❢ ❤❛t❡ s♣❡❡❝❤ ✐♥ ♦♥❧✐♥❡ s♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛✳ ■♥ t❤❡✐r ✇♦r❦✱ t❤❡② ✉s❡ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡ts ❢r♦♠

t✇♦ s♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛ ♣r♦✈✐❞❡rs✿ ❲❤✐s♣❡r ❛♥❞ ❚✇✐tt❡r✳ ❚❤❡ ✜rst ❞❛t❛ s❡t ❝♦✉♥ts ✉♣ ♠♦r❡ t❤❛♥

✷✼ ♠✐❧❧✐♦♥ ✇❤✐s♣❡rs ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣❛t❤❡rs ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✶✷ ♠✐❧❧✐♦♥ t✇❡❡ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡

❛✉t❤♦rs s❡t ✉♣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❤❛t❡ s♣❡❡❝❤ ❛♥❞ ❞❡❧✐♥❡❛t❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

♦❢ ❤❛t❡ s♣❡❡❝❤✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡♠✱ ❤❛t❡ s♣❡❡❝❤ ✐s ✧ ❛♥ ♦✛❡♥s✐✈❡ ♣♦st✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞✱ ✐♥ ✇❤♦❧❡

♦r ✐♥ ❛ ♣❛rt✱ ❜② t❤❡ ✇r✐t❡r✬s ❜✐❛s ❛❣❛✐♥st ❛♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ❚❤❡ ♦✛❡♥❞❡❞ ❛s♣❡❝ts

❝❛♥ ❡♥❝♦♠♣❛ss ♦✤✐♥❡ ❤❛t❡ ❝r✐♠❡s ✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛❝❡✱ r❡❧✐❣✐♦♥✱ ❞✐s❛❜✐❧✐t②✱ s❡①✉❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱

❡t❤♥✐❝✐t②✱ ♦r ❣❡♥❞❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts✳✧

■♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s♣✐❧❧♦✈❡rs ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡

♦❢ ❙♦❝✐❛❧ ▼❡❞✐❛ ❜r✐♥❣s ♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❤❛t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ ❢❛❦❡ ♥❡✇s✳

❚♦ ♣r♦t❡❝t ♦✉rs❡❧❢✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❧❛✇s✱ ❜✉t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❡①♣❡♥✲

s✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤

✸



r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥♦t❤❡r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✭♥♦t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✮ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡❞✉❝❛t✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡✱

s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❣❡ s❝❤♦♦❧✱ t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✉s❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ▼❡❞✐❛✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡

r✐❣❤t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡♥❡✜ts ❡✈❡r②♦♥❡ ♥♦t ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s s♦❝✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❜✉t ❛❧s♦

❜❡❝❛✉s❡ ♣❡♦♣❧❡ ❢❡❡❧ ❜❡tt❡r ❛s t❤❡② ❞♦ t❤❡✐r ❝✐✈✐❝ ❞✉t②✱ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❣r♦✉♣✱ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦✇♥

❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs✬ ❛✇❛r❡♥❡ss ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛r♦✉♥❞ ♥♦✇ ❛♥♦t❤❡r ♣❡rs♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛♥❞

❝♦rr❡❝t❡❞✱ ❡t❝✳ ❲❡ s❡❡ t❤✐s t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❣❛♠❡ t❤❡♦r②✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❣❛♠❡ ♦❢ ❇❡❝❝❤❡tt✐ ❡t ❛❧✳✭✷✵✶✺✱ ✷✵✶✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡

❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❝✐t✐③❡♥s✱ ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠❡❞ ✉♣

♣r❡ss✉r❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ ❞❡✈✐s❡ t❤✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❜② ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❧❛✇s

❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝♦rr❡❝t ❢❛❦❡ ❛♥❞ ❤❛t❡rs✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✇❡ s❡❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡

❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❣❛♠❡ t❤❡♦r② ✇❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②

❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ str❛t❡❣② ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡♦♣❧❡ ❝✉❧t✉r❛❧✱ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ r❡❛❝❤✐❜✐❧✐t②✴tr❛❝❡❛❜❧✐t②✳ ■♥ t❤❡

❉✐s❝✉ss✐♦♥ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠❡❞✐❛ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

✷ ❚❤❡ ❇❛s✐❝ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛✐♠ t♦ s❡t ✉♣ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✇❡ t❤✐♥❦ ❛r❡ ❛t ✇♦r❦

✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣❛♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts ♠✉st ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ♦r ♥♦t ✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥❞

s❤❛r✐♥❣ ❙♦❝✐❛❧ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❇❡❝❝❤❡tt✐

❡t ❛❧✳✭✷✵✶✺✱ ✷✵✶✼✮ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ❣❛♠❡ ✇❤❡r❡ ♥♦✇ ✇❡ ❞❡♥♦t❡

❜②✿

• c t❤❡ r❡❛❧ ❝♦sts ✭❜✐❧❧s✱ ❡①♣❡♥s❡s t♦ st❛② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♦❢ t❤❡

❢r❡❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ♦♥ ❙♦❝✐❛❧ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦t❤❡r ❧❡✐s✉r❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦r ❢❛❝❡✲t♦✲❢❛❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

• b t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜❡♥❡✜t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ✐♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

• a t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡

♦r ❥✉st ❢r♦♠ r❡❧❡❛s✐♥❣ ❡♠♦t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥t❡♥ts✳

✹



❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛②♦✛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s✿

PCC = b

(

1−
f

2

)

+ a

(

l − e
h

2

)

− c ✭✶✮

✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ ❝♦st t♦ ❞❡t❡❝t ❢❛❦❡ ♥❡✇s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ♠♦r❡ ♥❡✇s ❛♥❞ ✇❡❜s✐t❡s ♣❡♦♣❧❡ s❡❡ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧②

t❤❡② ❝❛♥ ✐♥❝✉r ✐♥ ❢❛❦❡ ♥❡✇s✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r e ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛t❡rs t❤❛t ✇❡

❛ss✉♠❡ ❛r❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❤❛t✐♥❣ ❛s ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧

❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❤✐❝❤ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✬ r❡s♣♦♥s❡s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤

✇♦rs❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢❡❡❧✐♥❣s ♦❢ ❡♠♣❛t❤② ❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t②

♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ e✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r l ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ a ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❛♥❦s

t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✬ r❡♣❧②✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✧❧✐❦❡✧ ❛♥❞ ❡♠♦t✐❝♦♥s ♦r ❝♦♠♠❡♥ts ♦❢

❛♣♣r♦✈❛❧ r❡❝❡✐✈❡❞✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ ♣❛②♦✛ t❤❡ ❛❣❡♥t ❣❡ts ✇❤❡♥ t❤❡ str❛t❡❣② ❝❤♦s❡♥ ✐s t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡

♦t❤❡r ♦♥❡ ❞❡❢❡❝ts ✐s✿

PCD =
b

2
(1− f) +

a

2
(l − eh)− c ✭✷✮

✇❤❡r❡ ♥♦✇ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠✉st s✉♣♣♦rt t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❢❛❦❡ ♥❡✇s f ✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t♦r

✐♥st❡❛❞ ❣❡ts PDC = b
2
+ a

2
✳ ■❢ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ t❤❡② ❜♦t❤ ❣❡t ✵✳

❆❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡✿ a, h, c, f, h, l, e ∈ [0,∞]

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✜♥❛❧ s❡t ♦❢ ♣❛②♦✛s ♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✐t ❢♦❧❧♦✇s✿

Ui(S) =































b
(

1− f
2

)

+ a
(

l − eh
2

)

− c ifS = (C,C)

b
2
(1− f) + a

2
(l − eh)− c ifS = (C,D)

b
2
+ a

2
ifS = (D,C)

0 ifS = (D,D)

✭✸✮

❚❤❡ ◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤✐s ❙♦❝✐❛❧ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❘❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❣❛♠❡ ✭s✐♥❝❡ ♥♦✇ ♦♥ ❙❑❘✮ ✐s

t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ (C,C) ✐❢ b
2
(1− f

2
)+ a

2
(l−eh) > c✱ ✇❤✐❧❡ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ♣r❡✈❛✐❧s ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣❛♠❡ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥✿

✐✮ ❚❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❢❛❦❡ ♥❡✇s f ✳ ❚❤❡ s❡r✐♦✉s♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ r❛✐s✐♥❣ ❢❛❦❡

♥❡✇s ❛♥❞ t❤❡✐r ♠✐s❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❛♠❛❣❡s ♠❛❦❡s ❝r✐t✐❝❛❧ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥❡✇ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡s t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❋❛❝❡❜♦♦❦ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❛ s❡r✐❡s

✺



♦❢ ❡✛♦rts t♦✇❛r❞s ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✭❋❛❝❡❜♦♦❦ ✷✵✶✻✮✳ ❋❛❦❡ ♥❡✇s ❛♥❞ ♠✐s✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s t♦♦❧s ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♦r ❜✉s✐♥❡ss ❣❛✐♥s

✭❊✇❡♥ ✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❝✐❡♥✲

t✐✜❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ❢✉❧❧ ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡

t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❦❡ ♥❡✇s ✈✐❛ ❡①♣❡rt✬s ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r ❢❛❝t✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ✭s❡❡ ❙♦❧❢❡r✐♥♦ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✺✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❤❛s ❣✐✈❡♥ r✐s❡ t♦ s♦♠❡ t❤✐r❞✲♣❛rt② ❢❛❝t✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦r❣❛♥✐③❛✲

t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❙♥♦♣❡s✸ ❛♥❞ ❋❛❝t❝❤❡❝❦✳♦r❣✹ ❛♥❞ ❝♦❞❡ ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✭P♦②♥t❡r✱ ✷✵✶✻✮ t❤❛t

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜✉✐❧❞ ✉♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♥❡✇s

❝♦♥t❡♥t t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ♦♥❧✐♥❡ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ s♦ ✈❛st ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞

♦❢ s♣r❡❛❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♥❡t✇♦r❦s s♦ ❢❛st t❤❛t ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♥❡✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞

❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❡①♣❡rt ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② r❡q✉✐r❡❞ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❈♦♥r♦② ❛♥❞

❈❤❡♥✱✷✵✶✺✱ ❢♦r ❛ s✉r✈❡②✮✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❤②❜r✐❞ ❤✉♠❛♥✲❛❧❣♦r✐t❤♠

♠❡t❤♦❞s ✈✐❛ ❡♥❣❛❣✐♥❣ ✉s❡rs ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❜② ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡♠ t♦ r❡♣♦rt t❤❡

❢❛❦❡ ♥❡✇s✭❚❤s✐❛❝t❝❤❡❦❝❦ ❡t ❛❧✳✱✷✵✶✽✮✳

✐✐✮ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛t❡rs h✳ ❍❛t❡ s♣❡❡❝❤ ✐s ❡①♣r❡ss❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛✇s ♦❢ ♠❛♥②

❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t ❞❡✜♥❡ ✐t ❛s ✧❛ s♣❡❡❝❤ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❞❡❣r❛❞❡✱ ✐♥t✐♠✐❞❛t❡ ♦r ✐♥❝✐t❡ ✈✐♦❧❡♥❝❡

♦r ♣r❡❥✉❞✐❝✐❛❧ ❛❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st s♦♠❡♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤✐s✴❤❡r r❛❝❡✱ ❡t❤♥✐❝✐t②✱ ♥❛t✐♦♥❛❧ ♦r✐❣✐♥✱

r❡❧✐❣✐♦♥✱ s❡①✉❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦r ❞✐s❛❜✐❧✐t②✧✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠✐♥❣ t♦ st❛t✉t♦r② ❞❡❜❛r♠❡♥t ♦❢ t❤❡

❤❛t❡ s♣❡❡❝❤✱ ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❡s ❛r✐s❡✳ ❋✐rst❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ t❤❡ s❤✐❡❧❞❡❞ r✐❣❤t

t♦ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ❝✐t✐③❡♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦✉♥t❡r✲❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t

t❤❡ ✈✐♦❧❡♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ❤❛t❡ s♣❡❡❝❤❡s✱ t❤❡ ✇❛② t❤❡② ❞❡♣✐❝t ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦r

❣r♦✉♣s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❛❝❤ ❛ ❞❡♠❡❛♥✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡r♦❣❛t♦r② ♣✐❝❦ s♦ t❤❛t ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥

✐s q✉✐❝❦❧② ♣✉t ♦✉t ♦❢ ✇❡✐❣❤t✳ ❆s ✐t ✇❛s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛❞❞ t❤❛t ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞

♣❡♦♣❧❡ ❞♦ ♥❡❡❞ s♦❝✐❡t❛❧ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ❛♥② ❢♦r♠ ♦❢ ❛❜✉s❡✳ ■♥ ♦✉r s♦❝✐❡t②✱ ✐♥t❡r❧❛❝✐♥❣

♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ♦♣♣r❡ss✐♦♥s ♠❛❦❡ ❤❛t❡ s♣❡❡❝❤ ❡✈❡♥ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞ ❞❛♥❣❡r♦✉s t♦ t❤❡ ✈❡r②

✧③♦❛✧ ✭✐✳❡✳ ✧♥❛t✉r❛❧ ❧✐❢❡✧✮ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ♥♦t ♦♥❧② t♦ t❤❡✐r ✧❜✐♦s ♣♦❧✐t✐❦♦s✧ ✭✐✳❡✳ ✧t❤❡

❣♦♦❞ ❧✐❢❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧✐s✧✳✮✳ ■t ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❤❛t❡

s♣❡❡❝❤ ♥♦t ♦♥❧② ❝❛♥ ❤✉♠✐❧✐❛t❡✱ ❝❤❛st✐s❡ ❛♥❞ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣❡rs♦♥ ♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ t❤❡② ❤✉r❧

❛❜✉s❡ ❛t ❜✉t ✇✐❧❧ ❤❛r❞❧② ❞❛♠❛❣❡ ♣❡♦♣❧❡ ❜② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❣❡♥❞❡r✱

✻



r❛❝❡✱ s❡①✉❛❧✐t②✱ ❞✐s❛❜✐❧✐t② st❛t✉s✱ r❡❧✐❣✐♦♥ ❡t❝✳ ❚❤✐s r✐s❦ ♦❢ ❤❛r♠✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡ ❛♥❞ ❣♦✐♥❣

❜❛❝❦ t♦ ♦❧❞ ✲ ❜✉t ♥♦t s♦♦t❤❡ ✲ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝✉❧t✉r❡ ✐s ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ♣r✐♠❛r② r❡❛s♦♥ ✇❤②

♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛❞♦♣t✐♥❣ ❧❛✇s ❛❣❛✐♥st ❤❛t❡ s♣❡❡❝❤✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✈❡r②

❡①❡♠♣❧❛r② ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●❡r♠❛♥② ✇❤✐❝❤ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❡♥❢♦r❝❡❞ ❛ ❧❛✇ t❤❛t ❞❡♠❛♥❞s

s♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛ s✐t❡s ♠♦✈❡ q✉✐❝❦❧② t♦ r❡♠♦✈❡ ❤❛t❡ s♣❡❡❝❤✱ ❢❛❦❡ ♥❡✇s ❛♥❞ ✐❧❧❡❣❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

❲❡❜s✐t❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❞❡❧❡t❡ ✧♦❜✈✐♦✉s❧② ✐❧❧❡❣❛❧✧ ♣♦sts ❝♦✉❧❞ ❢❛❝❡ ✜♥❡s ♦❢ ✉♣ t♦ ✺✵♠❧♥

❡✉r♦s✳ ❚❤❡ ❧❛✇ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ✷✹ ❤♦✉rs ❛❢t❡r ♥♦t✐❝❡ t♦ ❛❝t ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❧❛✇✲❜r❡❛❦✐♥❣

♠❛t❡r✐❛❧✳

✸ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ❊♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ✐♥ ❙♦❝✐❛❧ ▼❡❞✐❛

❚❤❡ ◗✉❛♥t✉♠ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ✐s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤❛t ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ♣❛✐rs ♦r ❣r♦✉♣s

♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t ✐♥ ❛ ✇❛② s✉❝❤ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡✱

t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❛t

✐s✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜✉t ❛r❡ ❛♥ ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡ ✇❤♦❧❡✳ ❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞

t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐st❛♥t

❝♦✉♥tr✐❡s ❆ ❛♥❞ ❇✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱

❛❢t❡r ✇❡ ❣❡t ❛ r❡s✉❧t t❤❡♥ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞

t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐❧❧ ♠❛t❝❤ ✭✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②

s❡♥s❡✮ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✐❝❧❡✳

❚❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❛r❣❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥

r❡❝❡♥t ②❡❛rs ✐♥ ●❛♠❡ t❤❡♦r②✱ s❤❛❞✐♥❣ ❧✐❣❤t ✐♥ ♥❡✇ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❤✐s ♣✐♦♥❡r✐st✐❝ ✇♦r❦ ♦♥ q✉❛♥t✉♠ ❣❛♠❡s ❊✐s❡rt ❡t ❛❧✭✷✵✵✵✮

✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥③❡r♦ s✉♠ ❣❛♠❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ Pr✐s♦♥❡rs✬

❉✐❧❡♠♠❛ t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r q✉❛♥t✉♠ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤

❛❧✇❛②s ❣✐✈❡s ❛ r❡✇❛r❞ ✐❢ ♣❧❛②❡❞ ❛❣❛✐♥st ❛♥② ❝❧❛ss✐❝❛❧ str❛t❡❣②✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ str♦♥❣❧② r❡❢❡r t♦ t❤✐s q✉❛♥t✉♠ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr✐s♦♥❡r ❉✐❧❡♠♠❛ ❛s ❞❡✈❡❧✲

♦♣❡❞ ✐♥ ❊✐s❡rt ❡t ❛❧✳✭✷✵✵✵✮ ❛♥❞ ✇❡ ❛♣♣❧② ✐t t♦ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦✉r ❙♦❝✐❛❧ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡

❣❛♠❡ ❞❡✈✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❛✐♠ t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣❧❛②❡rs✬s♦❝✐❛❧

❝✉❧t✉r❛❧ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♣r♦①✐♠✐t② ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ q✉❛♥t✉♠ str❛t❡❣② ♠❛② ❣✐✈❡

✼



❛ ❤✐❣❤❡r r❡✇❛r❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛t❡rs ❛♥❞ t❤❡

❝♦sts ♦❢ ❢❛❦❡ ♥❡✇s ♠❛❦❡ ✐t ♥♦t ♣r♦✜t❛❜❧❡✳

❲❡ r❡✇r✐t❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣❛♠❡ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♠❛tr✐① ❛s✿











C D

C (r, r) (p, t)

D (t, p) (s, s)











= ✭✹✮

❈ ❉

❈ b
(

1− f
2

)

+ a
(

1− eh
2

)

− c, b
(

1− f
2

)

+ a
(

l − eh
2

)

− c b
2
(1− f) + a

2
(1− eh)− c, a

2
+ b

2

❉ a
2
+ b

2
, b
2
(1− f) + a

2
(l − eh)− c (0, 0)

✭✺✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ l t♦ ✶✳

❋♦r ❛ q✉❛♥t✉♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣❛♠❡ ♦❢ ❙❘❑ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥✷✱ ✇❡

♣r♦❝❡❡❞ ❧✐❦❡ ❊✐s❡rt ❡t ❛❧✳✭✷✵✵✵✮ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ str❛t❡❣✐❡s

❉ ❛♥❞ ❈ t✇♦ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs |D〉 ❛♥❞ |C〉 ✐♥ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ t✇♦✲st❛t❡ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ ❛

q✉❜✐t✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t

s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣❛♠❡ ❜❛s✐s |CC〉, |CD〉, |DC〉 ❛♥❞ |DD〉✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❡♥tr② r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛②❡r✱ ❝❛❧❧❡❞ ❆ ❛♥❞ ❇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❜♦❛r❞ ♦❢ ♦✉r q✉❛♥t✉♠✲❣❛♠❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ t♦t❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ♠❛②

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ ❛ t✇♦✲♣❧❛②❡r q✉❛♥t✉♠ ❣❛♠❡✳

❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛s ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛②♦✛ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✭❢♦r

♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❤♦✇ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❣❛♠❡ s❡❡ ❊✐s❡rt ❡t ❛❧✱✷✵✵✵✮✿

✽



Π = rPCC + pPCD + tPDC + sPDD

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❧❛②❡rs ❛r❡

PA(SA, SB) =

[

b

(

1−
f

2

)

+ a

(

1− e
h

2

)

− c

]

PCC + 0 · PDD +

(

a

2
+

b

2

)

PDC+ ✭✻✮

[

b

2
(1− f) +

a

2
(1− eh)− c

]

PCD,

PB(SA, SB) =

[

b

(

1−
f

2

)

+ a

(

1− e
h

2

)

− c

]

PCC + 0 · PDD +

(

a

2
+

b

2

)

PCD+ ✭✼✮

[

b

2
(1− f) +

a

2
(1− eh)− c

]

PDC .

❚❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❣❛♠❡ ✐s

|Ψf 〉 = Ĵ†(ÛA ⊗ ÛB)Ĵ |CC〉

✇❤❡r❡ J ✐s t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❜✐ts✱ J ✐ts ❛❞❥♦✐♥t✱ ✐s t❤❡ ❞✐s❡♥t❛♥✲

❣❧❡♠❡♥t ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ UA, UB ❛r❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❜✐t ♦♣❡r❛t♦rs s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♣❧❛②❡rs✱ t❤❛t

✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡

✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s✐♥❣❧❡✲q✉❜✐t ♦♣❡r❛t♦r ♦r ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✲

♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐s




eiφ cos θ
2

sin θ
2

− sin θ
2

e−iφ cos θ
2





✇❤❡r❡ o ≤ θ ≤ π ❛♥❞ 0 ≤ φ ≤ π
2
.

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ ❛♥❞ t❤❡ s♣✐♥ φ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ♣❧❛②❡rs✬ s♦❝✐❛❧ ❝✉❧t✉r❛❧✲

s♦❝✐❛❧ ♣r♦①✐♠✐t② ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦♣❡♥✐♥❣ ✉♣✱

r❡❝♦❣♥✐③❛❜✐❧✐t②✱ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✱ ❡✳❣✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ s♣✐♥ φ = π ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ♣❧❛②❡rs

❛r❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❞✐st❛♥t ♦r ❝❛♥ ♥❡✈❡r ♠❡❡t ✭❛s ✇❤❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

❢♦r ❆ ❛♥❞ ❇ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

ÛA = U(θA, φA) =





eiφA cos θA
2

sin θA
2

− sin θA
2

e−iφA cos θA
2





✾



ÛB = U(θB , φB) =





eiφB cos θB
2

sin θB
2

− sin θB
2

e−iφB cos θB
2



 .

❆❢t❡r s♦♠❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❙❘❑ q✉❛♥t✉♠ ❣❛♠❡ t❤❡ ✜♥❛❧

♣❛②♦✛ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t ❆ ❜❡❝♦♠❡s ✭❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✮✿ ❊q✉❛t✐♦♥

✭✻✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

PA(SA, SB) =

[

b

(

1−
f

2

)

+ a

(

1− e
h

2

)

− c

](

cos2(φA + φB) cos
2
θA
2

cos2
θB
2

)

+

[

b

2
(1− f) +

a

2
(1− eh)− c

] [

sinφA cos
θA
2

sin
θB
2

− cosφB sin
θA
2

cos
θB
2

]2

+

(

a

2
+

b

2

)[

sinφB sin
θA
2

cos
θB
2

− cosφA cos
θA
2

sin
θB
2

]2

.

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

PB(SA, SB) =

[

b

(

1−
f

2

)

+ a

(

1− e
h

2

)

− c

](

cos2(ΦA +ΦB) cos
2
θA
2

cos2
θB
2

)

+

(

a

2
+

b

2

)[

sinφB sin
θA
2

cos
θB
2

− cosφA cos
θA
2

sin
θB
2

]2

+

[

b

2
(1− f) +

a

2
(1− eh)− c

] [

sinφA cos
θA
2

sin
θB
2

− cosφB sin
θA
2

cos
θB
2

]2

.

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ❧♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ♥♦✇ ✐s r❡q✉❡st❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♠♦r❡

❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✱ ❢♦r ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs✱ t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❉✳ ❚❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ str❛t❡❣②

✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (φ, θ) = (π
2
, 0)✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

(φ, θ) = (π, 0)✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛♥♦t❤❡r ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡♠❡r❣❡s ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❝❤♦♦s❡s

t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ str❛t❡❣② (φ, θ) = (π
2
, 0)✱ ❛s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛②♦✛ ♥♦✇ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

PCC ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛t PDD✳ ❚❤✐s ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ (Q̂, Q̂)✱ ✐s ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞

s❡r✈❡s ❛s t❤❡ ♦♥❧② ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ◆♦ ♣❧❛②❡r ❝♦✉❧❞ ❣❛✐♥ ✇✐t❤♦✉t ❧❡ss❡♥✐♥❣

t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡ ♦♥❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t t❤❡ ❞✐❧❡♠♠❛ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❣❛♠❡ ❤❛s ❢✉❧❧② ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞✳

■❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❣❛♠❡ ✐s ♥♦t ♠❛①✐♠❛❧❧② ❡♥t❛♥❣❧❡❞✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡

♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ♠❛② ❜❡

✶✵



r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❙✉♥✱✷✵✵✾✮✿

Ĵ = ei
γ
2
D̂⊗D̂ ✭✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ ∈ [0, π
2
) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❣❛♠❡✬s ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t

t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡♥tr♦♣②

E = sin2
γ

2
ln sin2

γ

2
− cos2

γ

2
ln cos2

γ

2

♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ |Ψ0〉.

❋♦r ❛ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❡♥t❛♥❣❧❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❣❛♠❡ γ = π
2
❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ◆❊ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢

t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❣❛♠❡ ✐s (Q̂, Q̂). ❖t❤❡r✇✐s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ♥♦t ♠❛①✐♠❛❧❧② ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ✇❡ ❛❞♦♣t

Q̂ ♦♥❧② ❛s ❝♦♦♣❡r❛t♦r✬s str❛t❡❣② ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲♠❛①✐♠❛❧❧② ❡♥t❛♥❣❧❡❞

q✉❛♥t✉♠ ❣❛♠❡ ❜❡❝♦♠❡s✿





b
(

1− f
2

)

+ a
(

1− eh
2

)

− c (a
2
+ b

2
) sin2 γ

(a
2
+ b

2
) cos2 γ b

2
(1− f) + a

2
(1− eh)− c



 ✭✾✮

❚❤❡ Pr✐s♦♥❡r ❉✐❧❡♠♠❛ ✐s r❡s♦❧✈❡❞ ✐❢

sin γ >
b

2
(1− f) +

a

2
(1− eh)− c ✭✶✵✮

✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❡✈❡r s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r γ ∈ [0, π
2
).

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱

s♦ t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡ a = 0, c = 0. ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡

❢♦r b
2
(1 − f

2
) >, t❤❛t ✐s f > 2, t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ str❛t❡❣② ♥❡✈❡r r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ◆❊

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐♥st❡❛❞ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❣❛♠❡ ✐t ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ ✭✶✵✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❢♦r ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✉♥✐q✉❡ ◆❊ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡

❜❡♥❡✜t t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❣✐✈❡s

t❤❡ ♣❧❛②❡r ❛ ❣r❡❛t❡r ❜❡♥❡✜t t❤❛♥ ✇❤❡♥ ❤❡ ❝❤♦♦s❡s t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ❞❡❢❡❝t✐♥❣ ❜✉t

✇✐t❤♦✉t ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ,

φ ❛♥❞ γ. ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② θ ❛♥❞ φ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②

♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❛❣❡♥ts✬✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ✐s ❣r❡❛t❡r ❢♦r ❧❡ss ❞✐st❛♥t ♣❡♦♣❧❡

✭♥♦t ♦♥❧② ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝✉❧t✉r❛❧ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✮ ❛♥❞ ✇❤❡♥
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t❤❡② ❛r❡ ❡❛s✐❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡✴tr❛❝❡❛❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❢❛❦❡ ♥❡✇s

✭❛♥❞ ✜❣❤t✐♥❣ ❤❡❛t❡rs✮ ❛r❡ ❤✉❣❡✱ t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❣✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❡♥❡✜ts

✇❤❡♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♥❣ t❤❛t ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❡t②✱ ✐♥ s♣r❡❛❞✐♥❣

t❤❡ r✐❣❤t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱❛s ✇❡❧❧ ❛s r✐s✐♥❣ ❛✇❛r❡♥❡ss✱ s❡❧❢✲❡st❡❡♠✱ ❛❧tr✉✐s♠✱ ❢❛✐r♥❡ss✱ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣

❝r✐t✐❝❛❧ t❤✐♥❦✐♥❣✱ ❡t❝✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ str❛t❡❣② ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛❧s♦ ✇❤❡♥ t❤❡

♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ♠✐❣❤t ❞❡❢❡❝t ✐❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦t t♦♦ ❤✐❣❤✱✐✳❡✳ γ ∈ [0, π
2
].

❚❤✐s r❡s✉❧t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r ♦❢ ❙❛❜❛t✐♥✐ ❛♥❞ ❙❛rr❛❝✐♥♦ ✭✷✵✶✼✮ ✇❤♦

s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❙♦❝✐❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t

✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❝❡✲t♦✲❢❛❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

◆♦✇❛❞❛②s ❙♦❝✐❛❧ ▼❡❞✐❛ ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ❞❛✐❧② ❝✉❧t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐✈❡ ♣r❛❝t✐❝❡s ✐♥ t❤❡

❢❛♠✐❧②✱ ❛t s❝❤♦♦❧ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❢r✐❡♥❞s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈✐s❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡

◗✉❛♥t✉♠ ❣❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❢♦st❡r ❛ ♠♦r❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❛♥❞ ❢❛✐r ✉s❡ ♦❢ ❙♦❝✐❛❧

▼❡❞✐❛✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡

❞✐s❝✉ss ❤♦✇ ✐t ♠❛t ❜❡ ❜✉✐❧t ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❡t② tr♦✉❣❤ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ s❝❤♦♦❧s ❛♥❞ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞ ✐t

✐s ♥❡❝❡ss❛r② t❤❡♥ t❤❛t s❝❤♦♦❧s✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛r❡ ❣❡❛r❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❜r✐♥❣ ♦✉t

❝♦♥s✉♠❡r ♣r❛❝t✐❝❡s ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s s♦ t♦ ❝r❡❛t❡ ♠♦r❡ ❛✇❛r❡♥❡ss ✐♥ st✉❞❡♥ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞

t❤❡② ♠✉st ♣r♦♠♦t❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♠❡❡t✐♥❣s t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ ❢❛♠✐❧✐❡s s♦ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ♣❛② ♠♦r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥

t♦ t❤❡✐r ❝❤✐❧❞r❡♥ ♠❡❞✐❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ ❡♠♦t✐♦♥s ❛r♦✉s❡✱ ❛♥❞

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▼❡❞✐❛ ❛s ❛♥ ❛r❡❛ t♦ ❞❡❡♣❡♥ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥❞ t♦ ❜❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❡❞✐❛

❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ❡①♣r❡ss✐✈❡❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❛r❧✐❛♠❡♥t✱ tr♦✉❣❤

t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✶✻ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✽✱ t❤❡ P❛r❧✐❛♠❡♥t r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♠❡❞✐❛

❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥t t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝✉❧t✉r❛❧ ❧✐t❡r❛❝②✱ ❛✇❛r❡♥❡ss ❛♥❞ t♦ ♣r♦♠♦t❡

t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝✐✈✐❝ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ P❛r❧✐❛♠❡♥t ❛❧❧❡❣❡❞ t❤❛t ♠❡❞✐❛

❡❞✉❝❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss ❛♥❞ ❜❡ ❛♥

✐♥t❡❣r❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ s❝❤♦♦❧s ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡✳

❆♥ ❡①❡♠♣❧❛r② ❝❛s❡ ✐♥ t❤✐s r❡❣❛r❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ■t❛❧② ❜② t❤❡ s❝❤♦♦❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥

t❤❡ ✐t❛❧✐❛♥ ♣r♦❥❡❝t ♦❢ ❈♦r❡❝♦♠ ✭http : //www.corecomragazziemiliaromagna.it✮✳ ❚❤❡
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♣r♦❥❡❝ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ✜✈❡ ②❡❛rs ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤✱s❡✈❡r❛❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ✇❤♦s❡

♠❛✐♥str❡❛♠ ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ t♦♦❧s✱ ❘❡s❡❛r❝❤✱ s❤❛r✐♥❣ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❡s✱ tr❛✐♥✐♥❣✱

✐♥✈♦❧✈❡♠❡♥t ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ ♠❛✐♥st❛②s ♦❢ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝ts ✐♥✈♦❧✈❡ ✐♥ s✉❜st❛♥❝❡

t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❧♠s✱ ✈✐❞❡♦s✱ ❛rt✐❝❧❡s✱ ❝♦♠♠❡♥ts t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡✐r

❛♥❛❧②s✐s✱ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♠❛♥✐❢❡st ❛♥❞ ❧❛t❡♥t✱

t❤❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs✬ ❡♠♦t✐♦♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡s✱ s❡❧❢✲❛✇❛r❡♥❡ss✱ ❡t❝✳ ❚❤✐s

♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✜✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ♣❡❞❛❣♦❣② ♦❢ ♠❡❞✐❛

❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❉❡ ❙♠❡❞t ❡t ❛❧✳✭✷✵✶✸✮✳

❚❤❡ ✜rst✱ ✉s❡❞ ✈❡r② ❢r❡q✉❡♥t❧② ❜② t❡❛❝❤❡rs✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ▼❡❞✐❛✱

t❤❛t ✐s ✐t r❡q✉✐r❡s st✉❞❡♥ts t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛❞✐♦✱ ❛♥ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t✱ ❛ s❤♦rt ✜❧♠✱

❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦r ❛ t❡①t✳ P✉tt✐♥❣ st✉❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡rs ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜②

❡❞✉❝❛t♦rs ❛ r❡❧❡✈❛♥t ✇❛② ❢♦r st✉❞❡♥ts t♦ ❡✈♦❧✈❡ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❞✐❛✳ ❚❤❡

s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣

✐t ✐♥ ❞❡♣t❤ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❛r❡ ❛t ✇♦r❦✱ ✇❤❛t ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡

❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡② ♣r♦❞✉❝❡ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❡❞❛❣♦❣② ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❡❛❝❤✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧②

s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣ts✱ tr♦✉❣❤ ❢r♦♥t❛❧ ❧❡ss♦♥s✱ t♦ ❧❡❛r♥ s♦♠❡ ❝♦♥t❡♥ts t❛❦❡♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② t❤❡

❍✉♠❛♥✐t✐❡s ✭❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❛♥t❤r♦♣♦❧♦❣②✱ s♦❝✐♦❧♦❣②✱ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡✮✱✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦

❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛✳❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥tr♦s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s✿ ✐t ✐♥✈✐t❡s t❤❡ ♣✉♣✐❧ t♦

t❛❦❡ ❛✇❛r❡♥❡ss ♦❢ ❤✐s ♦✇♥ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s✱ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ♠❡❞✐❛ ♣r♦✈♦❦❡

♦♥ ❤✐s s❡♥s✐❜✐❧✐t②✱ ❤✐s ♥❡❡❞s✱ ❢❡❡❧✐♥❣s✱ ❝♦♥❝❡r♥s✱ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ s❤❛r✐♥❣

❛♥❞ s♦❝✐❛❧✐③✐♥❣ ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ♦♣✐♥✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❡r♠s✳ ❋✐♥❛❧❧②

t❤❡ ✜❢t❤ ♣❡❞❛❣♦❣② ❉❡ ❙♠❡❞t ❡t ❛❧✳✭✷✵✶✸✮ s✉❣❣❡st❡❞ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❣❛♠❡ ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✈✐♥❣✿

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❛♠❡s✱ r♦❧❡s ❛♥❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ♦♥❧② ♠❡❞✐❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❜✉t

t❤❛t ♣r❡s❡♥t t♦ t❤❡ ②♦✉♥❣ st✉❞❡♥ts ❛ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ P✉♣✐❧s ❤❛✈❡ t♦ ✜♥❞

str❛t❡❣✐❡s t♦ ❣❡t ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s❀ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡② ✇✐❧❧ ✜♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♣❡t❡♥❝❡ t❤❛t

t❤❡② ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛❝q✉✐r❡❞✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❙♦❝✐❛❧ ❊❞✉❝❛t✐♦♥ ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♠❡❞✐❛ ❧✐t❡r❛❝② ❛♥❞ ❛❝q✉✐r❡ t❤❡ ❦❡② ❝♦♠♣❡t❡♥❝❡

✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s♦❝✐❡t②✳ ❙♦ t❤❛t ❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉s❡rs ❣❡t t❤❡ ❛❜✐❧✐t②

t♦ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s❧② ✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❞✐❛✱ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢

❝♦♥t❡♥t ♦❢ ♠❡❞✐❛✱ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥t❡①ts ❛♥❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ❞✐ss❡♠✐♥❛t❡
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♠❡❞✐❛ ❝♦♥t❡♥t✱ t♦ ✜❧t❡r ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦✉❣❤t ✐♥ t❤❡ t✐❞❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s

♦✛❡r❡❞ ❜② ♥❡✇ ♠❡❞✐❛✳ ▼❡❞✐❛ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✱ ❛

❝♦♥s❝✐♦✉s ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♣②r✐❣❤t ✐ss✉❡s✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥

♦❢ ❝✐t✐③❡♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❝✉❧t✉r❛❧ ❞✐❛❧♦❣✉❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜♥❛❧❧② r❡t✉r♥ t♦

t❤❡ ♠❡❞✐❛ t❤❡✐r ♣r✐♠❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐✛✉s❡r ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ t♦ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ t❤❡

✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❛s ✐t ❤❛♣♣❡♥s ♥♦✇❛❞❛②s

✐♥ ❛ t♦♦❧ ♦❢ ♦♣♣♦rt✉♥✐st✐❝ ❢❛❧s✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇s ♦r ❛ ❜❛s❦❡t ✇❤❡r❡ t♦ ✈♦♠✐t t❤❡ ♦✇♥ ♥❡❣❛t✐✈❡

❡♠♦t✐♦♥s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆♥t♦❝✐✱ ❆✳✱ ❉❡❧✜♥♦✱ ❆✳✱ P❛❣❧✐❡r✐✱ ❋✳✱ P❛♥❡❜✐❛♥❝♦✱ ❋✳✱ ❙❛❜❛t✐♥✐✱ ❋✳✱✷✵✶✻✱ ✧❈✐✈✐❧✐t② ✈s

■♥❝✐✈✐❧✐t② ✐♥ ❖♥❧✐♥❡ ❙♦❝✐❛❧ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿ ❆♥ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❆♣♣r♦❛❝❤✧✱ P▲♦❙ ❖◆❊ ✶✶✭✶✶✮✿

❡✵✶✻✹✷✽✻✳

❬✷❪ ❇❡❝❝❤❡tt✐ ▲✳✱ P❡❧❧✐❣r❛ ❱✳✱ ❙❛❧✉str✐ ❋✳✱ ✷✵✶✼✱ ✧❚❡st✐♥❣ ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥

r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿ ❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❛②❡r ♣r✐s♦♥❡r✬

❞✐❧❡♠♠❛s✧✱ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❋r❛♥❝✐s ❏♦✉r♥❛❧s✱ ✷✹✭✶✵✮✿✼✷✷✲✼✷✻✳

❬✸❪ ❇❡❝❝❤❡tt✐ ▲✳✱ ❙❛❧✉str✐ ❋✳✱ ✷✵✶✺✱ ✧❚❤❡ ❱♦t❡ ❲✐t❤ t❤❡ ❲❛❧❧❡t ❛s ❛ ▼✉❧t✐♣❧❛②❡r Pr✐s♦♥❡r✬s

❉✐❧❡♠♠❛✧✱ ❈❊■❙ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛♣❡r ✸✺✾✱ ❚♦r ❱❡r❣❛t❛ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈❊■❙✳

❬✹❪ ❇❡♥♥❡t ❉✳✱ ❇❡♥♥❡t ❆✳✱ ✷✵✶✵✱ ✧❙♦❝✐❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ■♥s✐❞❡ ❖✉t✿ ❚❤❡ ❈r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞

❙❤❛r✐♥❣ ♦❢ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ▼✐♥❞✴❇r❛✐♥ P❡rs♣❡❝t✐✈❡✧ ✐♥ ❙♦❝✐❛❧ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡✿ ❯s✐♥❣

❙♦❝✐❛❧ ▼❡❞✐❛ t♦ ❑♥♦✇ ❲❤❛t ❨♦✉ ❑♥♦✇ ❡❞✳ ❜② ❏♦❤♥ P✳ ●✐r❛r❞ ❛♥❞ ❏♦❆♥♥ ▲✳ ●✐r❛r❞✱

❈❤✳✱ ♣♣✳✶✲✷✸✳

❬✺❪ ❇❡♥✈❡♥✉t♦ ❋✳✱ ▼♦♥❞❛❧ ▼✳✱ ❙✐❧✈❛ ▲✳❆✳✱ ✷✵✶✼✱ ✧❆ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙t✉❞② ♦❢ ❍❛t❡ ❙♣❡❡❝❤ ✐♥

❙♦❝✐❛❧ ▼❡❞✐❛✧✱ ❍❚✶✼ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✽t❤ ❆❈▼ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❍②♣❡rt❡①t ❛♥❞ ❙♦❝✐❛❧

▼❡❞✐❛✳
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❬✻❪ ❈♦♥r♦② ◆✳❏✳✳✱ ❈❤❡♥ ❨✳✱ ❘✉❜✐♥ ❱✱✷✵✶✺✱ ✧❆✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡❝❡♣t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥✿ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r

✜♥❞✐♥❣ ❢❛❦❡ ♥❡✇s✳✧✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤✲

♥♦❧♦❣② ✺✷✭✶✮✿✶✲✹✳

❬✼❪ ❉❡ ❙♠❡❞t ❚✳✱ ❏❡rr② ❏✳✱ ❋❛str❡③✱ P✳✱✷✵✶✸✱ ✧❖r❣❛♥✐s✐♥❣ ▼❡❞✐❛ ❛s ❙♦❝✐❛❧ ❖❜❥❡❝ts✿ ❛♥ ❡①✲

♣❧♦r❛t♦r② ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦r❡ ♠❡❞✐❛ ❧✐t❡r❛❝② ❝♦♠♣❡t❡♥❝❡✧✱ ▼❡❞✐❛ ❊❞✉❝❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤

❏♦✉r♥❛❧✱ ✹✵✭✶✮✿✹✷✲✺✼✳

❬✽❪ ❊✐s❡rt ❏✳✱ ❲✐❧❦✐♥s ▼✳✱✷✵✵✵✱ ✧◗✉❛♥t✉♠ ❣❛♠❡s✧✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
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