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▼✐①t✉r❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t✐♠❡ s❡✲
r✐❡s✱ ✐t ✜rst ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ ▼❛rt✐♥ ✭✶✾✾✷✮ ❛s ♠✉❧t✐♣r❡❞✐❝t♦r ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ t✐♠❡
s❡r✐❡s ✭▼❆❚❙✮ ♠♦❞❡❧✳ ▲❛t❡r✱ ▲❡✱ ▼❛rt✐♥ ❛♥❞ ❘❛❢t❡r② ✭✶✾✾✻✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭●▼❚❉✮ ♠♦❞❡❧✳ ▲❛t❡r✱ ▲❡✱ ▼❛rt✐♥
❛♥❞ ❘❛❢t❡r② ✭✶✾✾✻✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✭●▼❚❉✮ ♠♦❞❡❧✳ ❲♦♥❣ ❛♥❞ ▲✐ ✭✷✵✵✵✱ ✷✵✵✶✮ ❢✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡ ●▼❚❉
♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✭▼❆❘✱ ❤❡r❡❛❢t❡r✮ ♠♦❞❡❧✳ ●❧❛s❜❡② ✭✷✵✵✶✮
❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ♠✐①t✉r❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t t♦
s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ▲❛♥♥❡ ❛♥❞ ❙❛✐❦❦♦♥❡♥ ✭✷✵✵✸✮✱ ●♦✉r✐❡r♦✉① ❛♥❞ ❘♦❜❡rt
✭✷✵✵✻✮✱ ❉✉❡❦❡r✱ ❙♦❧❛ ❛♥❞ ❙♣❛❣♥♦❧♦ ✭✷✵✵✼✮ ❞✐s❝✉ss❡❞ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡✐r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❑❛❧❧✐♦✈✐rt❛✱ ▼❡✐t③✱ ❛♥❞ ❙❛✐❦❦♦♥❡♥ ✭✷✵✶✺✮ ❡①t❡♥❞❡❞
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❧❛s❜❡② ✭✷✵✵✶✮ t♦ ❣❡♥❡r❛❧ p✲t❤ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ♠✐①✐♥❣
✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❛✉ss✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡② ❢♦r♠❡❞ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✭●▼❆❘✱ ❤❡r❡❛❢t❡r✮ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❝♦♥❞✉❝t✲
✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐ts ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤r❡❡
❛s♣❡❝ts✿ ✜rst✱ t❤❡ ▼❆❘ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦✲
❝❡ss ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ st❛t✐♦♥❛r② ❆❘ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ♥♦♥st❛t✐♦♥❛r② ❆❘ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❙❡❝♦♥❞✱ ❣✐✈❡♥ ♣❛st ❤✐st♦r②✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t✐♠❡
s❡r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡ ▼❆❘ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ♠❛♥② ♥♦♥❧✐♥❡❛r t✐♠❡ s❡r✐❡s✳
❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ♠❛❦❡ t❤❡ ▼❆❘ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ▼❆❘ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡
●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ♦✛❡r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛
✇❛② t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❛♥❞ ❡r❣♦❞✐❝✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❢♦r ❛ p✲t❤ ♦r❞❡r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ p + 1 ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜② ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t
♠✐①✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts✳

❖✉r ♠❛❥♦r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ●❛✉ss✐❛♥
❆❘ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡s st❛t✐♦♥❛r✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ❢♦r t❤❡
●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ●❆▼❘ ♠♦❞❡❧
❝❛♥ ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ✐♠♣♦s❡❞ ✈✐❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❧✐t❡r✲
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❛t✉r❡✱ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡
▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧②
✉s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ t❤❡♦r②✱ ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ πt(θ) ✱ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❧② ♠✉❧✲
t✐♠♦❞❛❧ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼❈▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② tr❛♣♣❡❞
✐♥ ❧♦❝❛❧ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ♠♦❞❡s ♦r ♦t❤❡r s✉❜s♣❛❝❡ ✭s❡❡ ❈❡❧❡✉① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ❛♥❞
❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭❙▼❈✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s
❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❛❢♦r❡✲
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ❙▼❈ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ ✜rst✱ ❛s ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t ✐s r♦❜✉st t♦ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♣♦st❡r✐♦rs
❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❙▼❈ ✐s ❝❛✲
♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❢❛st ♦♥✲❧✐♥❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♥❡✇ ❞❛t❛
✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❋♦r ❣❡♥❡r❛❧ st❛t❡ s♣❛❝❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♠♦❞❡❧s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♥♦t
♦♥❧② ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❛♥❞ st❛t❡✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✜❧t❡r✐♥❣✮ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r s♠♦♦t❤✐♥❣
❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▼❈▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❙▼❈ s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❙▼❈ ❛❞♠✐ts ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡
❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢✶ O(N) ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
r❡❛❞② ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t✐♠❡ s❡r✐❡s ❡❝♦♥♦✲
♠❡tr✐❝s ✉s✐♥❣ ❙▼❈ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✐s s❝❛r❝❡✳ ❆ ❝❧♦s❡ ✇♦r❦ ✐s
❈❛r✈❛❧❤♦✱ ▲♦♣❡s✱ P♦❧s♦♥ ❛♥❞ ❚❛❞❞② ✭✷✵✶✵✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡❛r♥✲
✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❝❡ss ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡✐r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡r ✭❆P❋✱ s❡❡ P✐tt ❛♥❞ ❙❤❡♣❤❛r❞
✭✶✾✾✾✮✮ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ✇♦r❦ ❜② ▼❛❝❊❛❝❤❡r♥ ❛♥❞ ▼✉❧❧❡r ✭✶✾✾✽✮✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❜r✐❡✢②
r❡✈✐❡✇ t❤❡ ▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❙▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡s✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ✇❡
✉s❡ ❙▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❯❙ ●❉P ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳
❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤r❡❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢
r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ♣❛r❛❧✲
❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈❯❉❆ ♣❧❛t❢♦r♠✱ t❤❡ ❧❛st ❛♣♣❡♥❞✐① ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✢♦✇❝❤❛rt
♦❢ ♦✉r ❙▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✶O(·) ✐s t❤❡ ❇❛❝❤♠❛♥♥✕▲❛♥❞❛✉ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ O(N) ✐♥❞✐❝❛t❡s
❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✸



✷ ▼♦❞❡❧

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ M ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡
s❡r✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st yt✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t②
♦❢ yt ❣✐✈❡♥ ✐ts ♣❛st ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿

f(yt|Ft−1) =
M∑

m=1

αm,t
1

σm
φ

(
yt − µm,t

σm

)
, ✭✶✮

✇❤❡r❡ Ft−1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② {yt−j, j > 0}✱ ❛♥❞ αm,t (m =

1, . . . ,M) ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ♠✐①✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts t❤❛t s❛t✐s❢②
M∑

m=1

αm,t = 1

❢♦r ❛❧❧ t✳ φ (·) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r✲
♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ σ2

m (m = 1, . . . ,M) ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ mt❤
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② µm,t ✐♥ ✭✶✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

µm,t = ϕm,0 +

p∑

i=1

ϕmt,iyt−i , (m = 1, . . . ,M) ✭✷✮

✇❤❡r❡ ϕm,0 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ ❛♥❞ ϕm,1, · · · , ϕm,p ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✭✐✳❡✳✱ αm,t = αm✮✱ t❤❡♥ ✭✶✮ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ♦❢
❲♦♥❣ ❛♥❞ ▲✐ ✭✷✵✵✵✮✳

❋r♦♠ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ yt ✐s
t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ µm,t✿

E(yt|Ft−1) =
M∑

m=1

αm,tµm,t =
M∑

m=1

αm,t

(
ϕm,0 +

p∑

i=1

ϕm,iyt−i

)
. ✭✸✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ yt ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

V ar(yt|Ft−1) =
M∑

m=1

αm,tσ
2
m +

M∑

m=1

αm,t

(
µm,t −

N∑

n=1

αn,tµn,t

)2

. ✭✹✮

❚❤✐s ❡q✉❛❧s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ σ2
m ♣❧✉s ❛♥ ❡①tr❛ t❡r♠✳ ❚❤❡ ❡①tr❛ t❡r♠

❡q✉❛❧s ✵ ✇❤❡♥ µ1,t = · · · = µm,t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ✭✹✮ ✐s
t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ µm,t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱

✹



t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

❚❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❑❛❧❧✐♦✈✐rt❛✱ ▼❡✐t③✱ ❛♥❞ ❙❛✐❦❦♦♥❡♥ ✭✷✵✶✺✮
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ♠✐①✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts αm,t (m =
1, . . . ,M) ✐♥ ✭✶✮✳ ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts✱ ✇❡ ✜rst ❞❡✜♥❡
❛♥ M ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛✉①✐❧✐❛r② ●❛✉ss✐❛♥ ❆❘✭p✮ ♣r♦❝❡ss❡s✿

vm,t = ϕm,0 +

p∑

i=1

ϕm,ivm,t−i + σmǫt, (m = 1, . . . ,M) ✭✺✮

✇❤❡r❡ ǫt ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
{yt−j, j > 0}✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ϕm = (ϕm,1, · · · , ϕm,p) ❛r❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

ϕm(z) = 1−

p∑

i=1

ϕm,iz
i 6= 0 for |z| ≤ 1. (m = 1, . . . ,M) ✭✻✮

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r vm,t = (vm,t, · · · , vm,t−p+1)
′

✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ✭❝❢✳ ✭✺✮✮✿

np (vm,t|ϑm) = (2π)−
q/2det(Γm,p)

−1/2

×exp

{
−
1

2
(νm,t − µm1p)

′ Γ−1
m,p (νm,t − µm1p)

}
, ✭✼✮

✇❤❡r❡ ϑm = (ϕm,0, ϕm, σ
2
m)

′✱ ❛♥❞ µm1p ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ vm,t (m =

1, . . . ,M)✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ µm = ϕm,0

ϕm(1)
✱ ϕm(1) = 1−

p∑
i=1

ϕm,i✱ ❛♥❞ 1p = (1, · · · , 1)′p×1✳

❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Γm,p (m = 1, . . . ,M) ✐♥ ✭✼✮ ✐s ❛ p × p ❚♦❡♣❧✐t③
♠❛tr✐① ✇✐t❤ γm,0 = Cov(vm,t, vm,t) ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ γm,i =
Cov(vm,t, vm,t−i) (i = 1, . . . , p − 1) ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡
♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳

❯s✐♥❣ ✭✼✮✱ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ♠✐①✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts αm,t ✐♥ ✭✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
❛s

αm,t =
αmnp (yt−1|ϑm)
M∑
n=1

αnnp (yt−1|ϑn)

, ✭✽✮

✺



✇❤❡r❡ yt−1 = (yt−1, · · · , yt−p)
T ✱ ❛♥❞ αm ∈ (0, 1) (m = 1, 2, . . . ,M) ❛r❡ ✉♥✲

❦♥♦✇♥ t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠✐①✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts t❤❛t s❛t✐s❢②
M∑

m=1

αm = 1✳

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✮✱ ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✽✮ ❞❡✜♥❡ ❛ ●▼❆❘✭p,M✮ ♠♦❞❡❧✳ ❆s s❤♦✇♥
✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♦❢ ♦❢ ❑❛❧❧✐♦✈✐rt❛✱ ▼❡✐t③ ❛♥❞ ❙❛✐❦❦♦♥❡♥ ✭✷✵✶✺✮✱
yt = (yt, · · · , yt−p+1)

′ ✐s ❛♥ ❡r❣♦❞✐❝ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ♦♥ R
p ✇✐t❤ ❛ st❛t✐♦♥❛r②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♥s✐t②✿

f(yt|θ) =
M∑

m=1

αmnp (yt|ϑm) , ✭✾✮

✇❤❡r❡ θ = (ϑ1, · · · , ϑm, α1, · · · , αM−1)✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ st❛t❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ yt ✐s

❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢M ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠✐①✐♥❣
✇❡✐❣❤ts αm✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ (p+1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r (yt,y

′

t)
′ ✐s ❛❧s♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t②

f(yt,yt−1|θ) =
M∑

m=1

αmnp+1 (yt,yt−1|ϑm) . ✭✶✵✮

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✭✾✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✱ ❜✉t ✭✶✵✮ ✐s (p+1)✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
✈❡❝t♦r (yt,yt−1) ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧②✳

❯♥❞❡r t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ✭✻✮✱ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠✐①✐♥❣ ✇❡✐❣❤t
αm ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝✲
t♦r yt ❜❡✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ mt❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭✾✮✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ αm r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
y ❜❡✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ mt❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ❞❡♥s✐t②
M∑

m=1

αmn1 (y|ϑm)✱ ✇❤❡r❡ n1 (·) ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ ♠❡❛♥ µm ❛♥❞ ✈❛r✐✲

❛♥❝❡ γm,0✳
❚♦ ♣r♦✈✐❞❡r ❢✉rt❤❡r ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡

●▼❆❘ ♠♦❞❡❧✳ ▲❡t Pt−1(·) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t
❣✐✈❡♥ ♣❛st ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Ft−1✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ t✱ ❧❡t st = (st,1, · · · , st,M)′ ❜❡ ❛♥
✉♥♦❜s❡r✈❡❞ M ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r s✉❝❤ t❤❛t st ❛♥❞ ǫt ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ Ft−1✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ Ft−1✮
t❤❛t ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r st t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦♥❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts
❡q✉❛❧ ③❡r♦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

✻



Pt−1(st,1 = 0, · · · , st,m = 1, · · · , st,M = 0) = αm,t. (m = 1, . . . ,M) ✭✶✶✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts αm,t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t
❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ M ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ yt✳ ❆s ❛
r❡s✉❧t✱ t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

yt =
M∑

m=1

st,m (vm,t + σmǫt) =
M∑

m=1

st,m

(
ϕm,0 +

p∑

i=1

ϕm,ivm,t−i + σmǫt

)
. ✭✶✷✮

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✭✽✮✱ ✭✶✶✮ ❛♥❞ ✭✶✷✮ t❤❛t αm ✐♥ ✭✽✮ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ yt ❜❡✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ mt❤ ❆❘ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ✐♥ ✭✶✷✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ♠✐①✐♥❣ ✇❡✐❣❤t αm,t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② αm,t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ αm,t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ ✭✽✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ αm ❛♥❞ np (yt−1|ϑm)✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✱ np (yt−1|ϑm)✱ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡
mt❤ ❆❘ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ✭✶✷✮✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② yt
✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ mt❤ ❆❘ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✭✶✷✮ ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② αm,t ✐s ❛❧s♦ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② αm✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ np (yt−1|ϑm) ✐♥
✭✾✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ αm ❝❛♥ ♦✛s❡t ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ np (yt−1|ϑm) ♠❛❦✐♥❣ αm,t

s♠❛❧❧✳

✸ ❇❛②❡s✐❛♥ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧

✸✳✶ ❋r❛♠❡✇♦r❦

❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π(θ|y) ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐✲
❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

π(θ|y) ∝ π(θ)f(y|θ), ✭✶✸✮

✇❤❡r❡ θ ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭✾✮✮✱ π(θ) ✐s t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ✱ ❛♥❞ f(y|θ)
✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❑❛❧❧✐♦✈✐rt❛✱ ▼❡✐t③✱ ❛♥❞ ❙❛✐❦❦♦♥❡♥ ✭✷✵✶✺✮✱ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●▼❆❘ ♣r♦❝❡ss ✭✾✮ ✐s ❦♥♦✇♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t

✼



t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ϕm = (ϕm,1, · · · , ϕm,p) (m = 1, . . . ,M) ✐♥ ✭✺✮
s❛t✐s✜❡❞ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✮✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡
●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❛❞♠✐t t❤❡ ❡①❛❝t st❛t✐♦♥✲
❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ st❛t✐♦♥❛r✐t②
r❡str✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ✐♠♣♦s❡❞ ✈✐❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✮ ❤♦❧❞s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧
✈❛❧✉❡s t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡①❛❝t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❣✐✈❡♥ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ y1,· · · ,yT ✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ t❛❦❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

f(y|θ) =

(
M∑

m=1

αmnp (y0|ϑm)

)
T∏

t=1

Lt(θ), ✭✶✹✮

✇❤❡r❡

Lt(θ) =
M∑

m=1

αm,t(θ)(2πσ
2
m)

−1/2exp

(
−
(yt − µm,t(ϑm))

2

2σ2
m

)
.

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♠✐①✐♥❣ ✇❡✐❣❤t αm,t(θ) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①✲
♣❡❝t❛t✐♦♥ µm,t(ϑm)✱ (ϑm ⊂ θ) ❛r❡ ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❝❢✳ ✭✺✮
❛♥❞ ✭✽✮✮✳

❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs π(θ|y) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠✲
❜✐♥✐♥❣ ✭✶✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π(θ)✳

✸✳✷ ❙▼❈ ❡st✐♠❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❝♦♥t❡①t✱ s✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s ✭❡✳❣✳ ♠❡❛♥✱ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❡t❝✳✮ ♦❢ t❤❡
♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❡r✈❡s ❛s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s
t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✶✸✮ ✐s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐t ✉s✐♥❣
t❤❡ ❙▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ s✉♠♠❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss ❤♦✇
t❤❡ ❙▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❙▼❈ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡
s②st❡♠✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ N ❞✉♣❧❡ts (θit, w

i
t) (i ∈ N) ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡

♦❢ ✐♥t❡r❡st Θt × R
+ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠ {θit, w

i
t}i∈N ✱ t ∈ L = {1, · · · , L}

(L ≤ T )✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ θit (i ∈ N) r❡❢❡rs t♦ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✽



✇✐t❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ❞❡♥♦t❡❞ ❜② wi
t (i ∈ N)✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠

{θit, w
i
t}i∈N t❛r❣❡ts ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ πt ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t

N∑

i=1

wi
tψ(θ

i
t)→ Eπt

(ψ), ✭✶✺✮

❛❧♠♦st s✉r❡❧② ❛s N →∞✱ ❢♦r ❛♥② πt−✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡

❝♦♠♠♦♥ s♣❛❝❡ Θt = Θ✱ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ πt ✐s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞❡♥s✐t② ♦❢
θ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ ✉♣ t♦ t✐♠❡ t (t ∈ L)✿ πt(θ) = π(θ|yt)✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❧❡t ✐♥t❡❣❡rs
τt (t ∈ L) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞❛t❡s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ t❤❛t τ0 = 0 < τ1 < · · · <
τL = T ✳ ❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ ✭✶✹✮✱ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

π(θ|yτt) ∝ π(θ)
τt∏

n=1

M∑

m=1

αm,n(θ)(2πσ
2
m)

−1/2exp

(
−
(yn − µm,n(ϑm))

2

2σ2
m

)
, ✭✶✻✮

✇❤❡r❡ t ∈ L = {1, · · · , L} (L ≤ T )✳
❲❡ ♥♦✇ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❙▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛r✲

t✐❝❧❡ s②st❡♠ {θit, w
i
t}i∈N t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ N ♣❛rt✐❝❧❡s {θi0}i∈N ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π0(θ)✳
❚❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤♦♣✐♥ ✭✷✵✵✹✮✱ ✇❡ ❞r✐✈❡ ♦✉r ♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠ {θit, w

i
t}i∈N t♦✲

✇❛r❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ πT (θ) ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤r❡❡ st❡♣s ♦❢ ❈♦rr❡❝t✐♦♥✱
❘❡s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ▼✉t❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇✿

✶✳ ❈♦rr❡❝t✐♦♥✿ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ st❡♣ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛❞❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❡✐❣❤ts t❤❛t r❡✢❡❝t t❤❡ ❞❡♥✲
s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r t❤❡
●▼❆❘ ♠♦❞❡❧✱ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ s♣❛❝❡
✭Θt = Θ✮✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② wt(θ) = πt(θ)/πt−1(θ)✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢r♦♠ ✭✶✹✮✱ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①✲
♣r❡ss❡❞ ❛s

w̃i
t(θ) =

τt∏

n=τt−1+1

M∑

m=1

αi
m,n

1

σi
m

φ

(
yn − µ

i
m,n

σi
m

)
, (i ∈ N) ✭✶✼✮

✇❤❡r❡ w̃i
t(θ) ❛r❡ ✉♥♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❡✐❣❤ts ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ αi

m,n✱
σi
m✱ µ

i
m,n (i ∈ N)✳ ❚❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ t❤❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s

wi
t =

w̃i
t∑N

i=1 w̃
i
t

, (i ∈ N). ✭✶✽✮

✾



✷✳ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✿ ❚❤❡ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ st❡♣ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡
✇❡✐❣❤ts ✭✶✽✮ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s

{
θit−1

}
i∈N

✐♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
{
θit−1, w

i
t

}
i∈N

✳ ❚❤❡♥✱

t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
{
θ̂it−1

}
i∈N

✳ ❚❤❡

r❡s✐❞✉❛❧ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ✜rst r❡♠♦✈❡s ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ✇❡✐❣❤ts✱ t❤❡♥ r❡♣❧✐✲
❝❛t❡s ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✇❡✐❣❤ts ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛ss✐❣♥s t❤❡
s❛♠❡ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❛❧❧ r❡s❛♠♣❧❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆❢t❡r r❡s❛♠♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ♥❡✇

♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠
{
θ̂it−1, 1

}
i∈N

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s πt(θ)✳

✸✳ ▼✉t❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s
{
θ̂it−1

}
i∈N

❛r❡ ♠✉t❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ ❛ r❛♥❞♦♠✲✇❛❧❦ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ θ̂it ∼ p(θ̂t|yτt , c
2Cov(θ̂t−1))

✭i ∈ N✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣✳❞✳❢ ❛❞♠✐ts πt(θ) ❛s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡♥s✐t②✳

❋♦r ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❉❡❧ ▼♦r❛❧✱ ❉♦✉❝❡t
❛♥❞ ❏❛sr❛ ✭✷✵✵✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♠✉t❛t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ st❡♣✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ {θit, 1}i∈N ♦❢ πt(θ)✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢♦r❡✲
❝❛st✐♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥
♣❤❛s❡✳

❆ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ✐♥✲
❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱
r❡s❛♠♣❧✐♥❣ T t✐♠❡s ✭✐✳❡✳✱ τ1 = 1, · · · , τL = T ✮ ❝❛♥ ❦❡❡♣ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣♦st❡✲
r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧②
♥♦t ✐❞❡❛❧ ❛s t❤❡ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ r❡✲
❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ♣❛rt✐❝❧❡s ✭s❡❡ ❈❤♦♣✐♥ ✭✷✵✵✹✮ ❛♥❞ ❉❡❧ ▼♦r❛❧✱
❉♦✉❝❡t ❛♥❞ ❏❛sr❛ ✭✷✵✶✷✮✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ r❡s❛♠♣❧❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r
♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡
❛❞❛♣t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❉✉r❤❛♠ ❛♥❞ ●❡✇❡❦❡ ✭✷✵✶✹✮ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ τ1, · · · , τL✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛t ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ t ∈ L = {1, · · · , L} (L ≤ T )✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝②❝❧❡s✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞❡♥s✐t② π(θ|yτt) ✐♥ ✭✶✻✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥tr♦✲
❞✉❝✐♥❣ ♦♥❡ ♥❡✇ ❞❛t❛ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛t ❛ t✐♠❡ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ ✉♥t✐❧ ❛ s♣❡❝✐✜❝
st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s ♠❡t✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✭❊❙❙✱ ❤❡r❡❛❢t❡r✮
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲✐✉ ❛♥❞ ❈❤❡♥✭✶✾✾✽✮ t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

✶✵



ESS
def
=
[∑N

i=1

(
wt(θ

i
t−1)

)2]−1

∈ [1, N ]✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❊❙❙ ✐s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r

✐s t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②✱ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ N/2 ❛s t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭s❡❡ ❉❡❧ ▼♦r❛❧✱
❉♦✉❝❡t ❛♥❞ ❏❛sr❛ ✭✷✵✶✷✮✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❉❡❧ ▼♦r❛❧✱
❉♦✉❝❡t ❛♥❞ ❏❛sr❛ ✭✷✵✵✻✮ s✉❣❣❡st t❤❛t ✭✶✺✮ ❤♦❧❞s ❛❧♠♦st s✉r❡❧② ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
s②st❡♠ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤✐s ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ▼✉t❛t✐♦♥ st❡♣✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s Cov(θr−1,t)✱ ✇❤❡r❡ r = 1, · · · , R✱ ❛♥❞R ✐s t❤❡ ♠❛①✲
✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ❢✉rt❤❡r ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛♥
❛❞❛♣t✐✈❡ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r c✱ (0.1 ≤ c ≤ 1)✱ t❤❛t ✉s❡❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ▼❍ ❛❝❝❡♣✲
t❛♥❝❡ r❛t❡ ❛t ✵✳✷✺ ✭s❡❡ ▲❛♥♥❡ ❛♥❞ ▲✉♦t♦ ✭✷✵✶✺✮✱ ❉✉r❤❛♠ ❛♥❞ ●❡✇❡❦❡ ✭✷✵✶✹✮✱
❛♥❞ ❍❡r❜st ❛♥❞ ❙❝❤♦r❢❤❡✐❞❡ ✭✷✵✶✹✮✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ c ✐s s❡t t♦ ❜❡ c + 0.01 ✐❢
t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✵✳✷✺✱ ❛♥❞ s❡t t♦ ❜❡ c − 0.01 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ θit (i ∈ N) ✉♥t✐❧
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❞✐st✐♥❝t✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉✉r❤❛♠ ❛♥❞ ●❡✇❡❦❡ ✭✷✵✶✹✮✱ ✇❡
✉s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❘◆❊✮ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
✭❛❧s♦ s❡❡ ●❡✇❡❦❡✭✷✵✵✺✱✷✼✻✮✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❛✉t♦❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❘◆❊✱ ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥
t❤❡ ❘◆❊ ✈❛❧✉❡ ❡①❝❡❡❞s ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❲❡ s❡t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢
▼❈▼❈ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t ✷✵✵✳

❇❡❧♦✇✱ ✐s t❤❡ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♦✉r ❙▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

✶✶



❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✭♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡✮✿ ❙▼❈ ❢♦r t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧

✶ ❙❡t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s← N ✱ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ← T
✷ t← 0
✸ {θi0}i∈N ∼ N(θ|µΘ, σ

2
Θ) ✴✴■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

✹ {wi
0}i∈N ← 1/N ✴✴■♥✐t✐❛❧✐③❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❡✐❣❤ts

✺ ✇❤✐❧❡ ❘◆❊ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥♦t tr✉❡
✻ ✇❤✐❧❡ ❊❙❙ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥♦t tr✉❡
✼ t← t+ 1
✽

{
wi

t+1

}
i∈N
∝ {wi

t}i∈N · f(yt|yt−1, θ) ✴✴❯♣❞❛t✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts
✾ ❡♥❞ ✭❊❙❙✮

✶✵
{
θ̂it−1, 1

}
i∈N
←
{
θit−1, w

i
t

}
i∈N

✴✴❘❡s❛♠♣❧✐♥❣

✶✶ {θit}i∈N ∼ f(θ̂t|θ̂t−1) ✴✴Pr♦♣❛❣❛t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
✶✷ {wi

t}i∈N ∝ f(yt|yt−1, θ) ✴✴❲❡✐❣❤t ♣❛rt✐❝❧❡s

✶✸ θ̂it ∼ p(θ̂t|yt, c
2Cov(θ̂t−1)) ✴✴▼✉t❛t✐♦♥

✶✹ ❡♥❞ ✭❘◆❊✮

✹ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❯✳❙✳ ●r♦ss ❉♦♠❡st✐❝
Pr♦❞✉❝t ✭●❉P✮ ❣r♦✇t❤ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✜rst ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡♥ ✇❡ r❡♣♦rt
♦✉r ♣♦st❡r✐♦r r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s
✭M✮ ❛♥❞ ❧❛❣s ✭p✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s✳

✹✳✶ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❖♥❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❯✳❙✳ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ✐s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr②
♦❢ r❡❛❧ ♦✉t♣✉t ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s✳ ◆❡❧s♦♥ ❛♥❞ P❧♦ss❡r ✭✶✾✽✷✮✱
❈♦❝❤r❛♥❡ ✭✶✾✽✽✮ ❤❛✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ t❤❡ st②❧✐③❡❞ ❢❛❝t ♦❢ t❤❡ ❯✳❙✳ ❡❝♦♥♦♠② t❤❛t
t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦✈❡r s❤♦rt ❤♦r✐③♦♥s ❛♥❞ ❤❛s

✶✷



✇❡❛❦ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❧♦♥❣ ❤♦r✐③♦♥s✳
❈♦❣❧❡② ❛♥❞ ◆❛s♦♥ ✭✶✾✾✺✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ r❡❛❧ ❜✉s✐♥❡ss
❝②❝❧❡ ✭❘❇❈✮ ♠♦❞❡❧s t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤✐s r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t
st❛♥❞❛r❞ ❘❇❈ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ✇❡❛❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ♠✉st r❡❧② ♦♥
❡①♦❣❡♥♦✉s s♦✉r❝❡s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✭✶✾✽✾✮ ✐s ❛ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❡①✲
❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❤✐s s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r✱ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✉s❡❞ ❛ t✇♦✲r❡❣✐♠❡ ▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣
❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✭▼❙❆❘✱ ❤❡r❡❛❢t❡r✮ ♠♦❞❡❧ t♦ st✉❞② t❤❡ ❯✳❙✳ r❡❛❧ ●◆P ❣r♦✇t❤✱
❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝❛♣t✉r❡❞ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐✲
♠❛t❡❞ s❤✐❢ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s ❛❝❝♦r❞ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢
❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤ ✭◆❇❊❘✮ ❝❤r♦♥♦❧♦❣② ♦❢ ❯✳❙✳ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡✳ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s
♣❛♣❡r ❛❧s♦ st✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧s ✐♥
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♠❛♥② ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✭❙❡❡ ❍❛♠✐❧t♦♥
✭✷✵✵✽✮✮✳ ❙✐♠✐❧❛r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ❛♥❞ ❈❛♠❛❝❤♦ ❛♥❞
P❡r❡③✲◗✉✐r♦s ✭✷✵✵✼✮✱ ✐♥t❡r ❛❧✐❛✱ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤
❞②♥❛♠✐❝s ♠✐❣❤t ❜❡ ❜❡tt❡r ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② s❤✐❢ts ❜❡t✇❡❡♥ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ st❛t❡s
r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜② t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳

❉❡s♣✐t❡ ✐ts ♣♦♣✉❧❛r✐t②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦s ✐♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s
♠♦❞❡❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐t ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ▼❛r❦♦✈ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣
t❤❡ s✇✐t❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ✐s str✐❝t❧② ❡①♦❣❡♥♦✉s✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
r❡❣r❡ss✐♦♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛t ❛❧❧ ❧❡❛❞s ❛♥❞ ❧❛❣s✳ ❚❤✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s
♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❛❧✐st✐❝ ❛s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ♠❛② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛✛❡❝t t❤❡
❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s ♠♦❞❡❧ ✐s
❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ r❡❣✐♠❡s✱ ❡✈❡♥ ✐t ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ s❤♦rt ❛♥❞ st❡❡♣ ♣❛t✲
t❡r♥ ♦❢ r❡❝❡ss✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✱ ✐t ✐❣♥♦r❡s ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✿
❚②♣✐❝❛❧❧②✱ r❡❝❡ss✐♦♥s ✇❡r❡ ❡♥t❛✐❧❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❣r♦✇t❤ r❡❝♦✈❡r② ♣❤❛s❡s t❤❛t
❜r✐♥❣ ♦✉t♣✉t ❜❛❝❦ t♦ ✐ts ♣❡r✲r❡❝❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❙✐❝❤❡❧ ✭✶✾✾✹✮ ❛♥❞ ❇♦❧❞✐♥ ✭✶✾✾✻✮
❡①t❡♥❞❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ t❤r❡❡✲r❡❣✐♠❡ ▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞
❛♣♣❧✐❡❞ ✐t t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛ ❤✐❣❤ ❣r♦✇t❤ r❡❝♦✈❡r② st❛t❡✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡s❡ st✉❞✲
✐❡s✱ ❑✐♠ ❛♥❞ ▼✉rr❛② ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❑✐♠ ❛♥❞ P✐❣❡r ✭✷✵✵✵✮ s✉❣❣❡st ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡
❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s✿ r❡❝❡ss✐♦♥✱ ❤✐❣❤ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❣r♦✇t❤✳

■♥❛s♠✉❝❤ ❛s t❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼❙❆❘ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ t♦ st✉❞② t❤❡ ❯❙ ●❉P ❞❛t❛✳ ❖♥❡ ♦❜✈✐♦✉s
r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ●▼❆❘ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ t✐♠❡ ✐♥❤♦♠♦✲
❣❡♥❡♦✉s ▼❙❆❘ ♠♦❞❡❧✷✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✷❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ♦❢ ❑❛❧❧✐♦✈✐rt❛✱ ▼❡✐t③✱ ❛♥❞ ❙❛✐❦❦♦♥❡♥ ✭✷✵✶✺✮✳

✶✸



■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ❧❡♥❞
s✉♣♣♦rt ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ ♥♦✈❡❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❯✳❙✳
●❉P ❣r♦✇t❤ ❞②♥❛♠✐❝s✳

✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❲❡ ❡st✐♠❛t❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✭M ∈ {2, 3}✮
❛♥❞ ❧❛❣s ✭p ∈ {2, · · · , 5}✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❞❛t❛✸ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡♠♣✐r✲
✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ q✉❛rt❡r❧② ❯✳❙✳ ●❉P ❣r♦✇t❤ s❡r✐❡s ❢r♦♠
✶✾✹✼✿◗✶ t♦ ✷✵✶✺✿◗✶✳

❚♦ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ st❛rt ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡
♠❛r❣✐♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ✜rst ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ●▼❆❘
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤r❡❡ st❛t❡s ❛♥❞ t✇♦ ❧❛❣s ✭M = 3, p = 2✮✳ ❋✐❣✉r❡s ✸ t♦ ✽ ♣❧♦t
t❤❡ s❝❛tt❡r ♣❧♦t ❛♥❞ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ logσ1✱ logσ2✱ logσ3✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ♠♦❞❡s ✐♥ ❜♦t❤ ✜❣✉r❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✾ t♦ ✶✹ ♣r♦✈✐❞❡
t❤❡ s❝❛tt❡r♣❧♦t ♦❢ (logσ1, logσ2)✱ (logσ1, logσ3)✱ (logσ2, logσ3) ❛♥❞ t❤❡✐r ❥♦✐♥t
❤✐st♦❣r❛♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❥♦✐♥t ❤✐st♦❣r❛♠s✱ t❤❡r❡
❛r❡ ❛t ❧❡❛st ❢♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ♠♦❞❡s✱ t✇♦ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ q✉✐t❡ ♦❜✈✐♦✉s✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ r❡st ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ❝❧❡❛r✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ ❈❡❧❡✉①✱ ❍✉r♥ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt ✭✷✵✵✵✮✱ ❛♥M ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛②
❤❛✈❡ ✉♣ t♦ M ! ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❧♦❝❛❧✮ s✉❜♠♦❞❡s✹✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ s✐♠✐❧❛r ❜✐♠♦❞❛❧✲
✐t② ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲st❛t❡✱ t✇♦✲❧❛❣ ✭M = 2, p = 2✮ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✉r❡s
✶✻ t♦ ✶✾ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ logσ1 ❛♥❞ logσ2✳ ❋✐❣✉r❡s ✷✵✱ ✷✶ ♣r♦✈✐❞❡
t❤❡ s❝❛tt❡r♣❧♦t ♦❢ (logσ1, logσ2) ❛♥❞ t❤❡✐r ❥♦✐♥t ❤✐st♦❣r❛♠✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❡❡ ♦♥❧②
t✇♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ♠♦❞❡s✱ ✇✐t❤ ❛❧♠♦st ♥♦ ♦✉t❧✐❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜✐✲
♠♦❞❛❧✐t② ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r σ ✇❛rr❛♥t ❢✉rt❤❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛s ✇❡ ♥♦t✐❝❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉♥✐♠♦❞❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✺ ❛♥❞
❋✐❣✉r❡ ✷✷✮✳ ❆ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐ss✉❡ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧❛❜❡❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳ ■t ❛r✐s❡s ✇❤❡♥
s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡
♠✐①t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡
s❛♠♣❧❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞ s✉❜s♣❛❝❡✳ ■❣♥♦r❡ t❤✐s
❧❛❜❡❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② r❡s✉❧t t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
t♦ ❜❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳

❚♦ ❡①❛♠✐♥❡ ✐❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ σi ✭i ∈ {1, · · · ,M}✮ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t

✸❉❛t❛ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠✿ ❤tt♣s✿✴✴r❡s❡❛r❝❤✳st❧♦✉✐s❢❡❞✳♦r❣✴❢r❡❞✷✴s❡r✐❡s✴●❉P✴
✹❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ M = 3 t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ 3! = 6 ❧♦❝❛❧ s✉❜♠♦❞❛❧s✳
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t♦ ❧❛❜❡❧ s✇✐t❝❤✐♥❣✱ ❛❧s♦ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❯❙ ●❉P ✇✐t❤✐♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋rü❤✇✐rt❤✲❙❝❤♥❛tt❡ ✭✷✵✵✶✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t♦ ✐♠♣♦s❡
❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t t♦ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
t✇♦ ♠❛❥♦r ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✿ ✜rst✱ ✐t s❤♦✉❧❞
s❡r✈❡ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚♦ t❤✐s ❡①t❡♥❞✱
❝♦♥str❛✐♥ts ❧✐❦❡ σ1 < · · · < σM ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❛s ✐t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤ r❡❝❡ss✐♦♥s ❢r♦♠ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❋rü❤✇✐rt❤✲❙❝❤♥❛tt❡
✭✷✵✵✶✮✱ t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✐t② ♣❛tt❡r♥✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦st❡r✐♦r ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡rs σi✱
✭i ∈ {1, · · · ,M}✮ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❜✐♠♦❞❛❧✐t②✳ ■❢ ✇❡ ✉s❡ σ1 < · · · < σM ❛s ♦✉r ❝♦♥✲
str❛✐♥t✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❜✐♠♦❞❛❧ ❜✐❛s t♦✇❛r❞ t❤♦s❡ ✉♥✐♠♦❞❛❧❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♦♣t t♦ ✐♠♣♦s❡ ❝♦♥str❛✐♥t µ1 < µ2 · · · < µM ♦♥ t❤❡
✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ µm ✐s t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥
♦❢ st❛t❡ m✱ m ∈ (1, · · · ,M)✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣❡r♠✉t❡ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❙▼❈ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✶ r❡♣♦rts t❤❡ ❡st✐✲
♠❛t❡s ♦❢ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s✳ ❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❢♦r t❤r❡❡✲❧❛❣
●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s✺✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡
❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r
t❤❡ t❤✐r❞ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛r❡ ❛❧❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✳
❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ r❡❛❧ ♦✉t♣✉t ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t
❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s ✭s❡❡ ◆❡❧s♦♥ ❛♥❞ P❧♦ss❡r ✭✶✾✽✷✮✱ ❛♥❞ ❈♦❝❤r❛♥❡ ✭✶✾✽✽✮✮✳ ❙✐♥❝❡
s✐♠✐❧❛r ❛s②♠♠❡tr② ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t✇♦✲❧❛❣ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t
❧❛❣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤r❡❡ ✐s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❯❙ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❛❜❧❡ ✶ ❛❧s♦ r❡✈❡❛❧s ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✜♥❞✐♥❣✿ ❢♦r t❤r❡❡✲
st❛t❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s✱ ❛❢t❡r ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤r❡❡
st❛t❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥s✳ ❲❡ ❧❛❜❡❧ t❤❡ st❛t❡ ✇✐t❤
♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❡❛♥ ❛s t❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥ st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❡❛♥
✭❛r♦✉♥❞ ✶✮ ❛♥❞ ❜✐❣❣❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❡❛♥ ✭❛r♦✉♥❞ ✸✮ ❛s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛st
❣r♦✇t❤ st❛t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ❝♦♥❢♦r♠s ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞
✐♥ ❙✐❝❤❡❧ ✭✶✾✾✹✮ ❛♥❞ ❇♦❧❞✐♥ ✭✶✾✾✻✮✱ ❛♥❞ r❡✐♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❜② ❑✐♠ ❛♥❞
P✐❣❡r ✭✷✵✵✵✮ ❛♥❞ ❑✐♠ ❛♥❞ ▼✉rr❛② ✭✷✵✵✷✮ t❤❛t s✉❣❣❡st t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss
❝②❝❧❡ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s✿ r❡❝❡ss✐♦♥✱ ❢❛st ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❣r♦✇t❤✳

❚♦ ❢✉rt❤❡r ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②

✺❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥
t❤r❡❡ ❧❛❣s✳

✶✺



♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ σ✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ●▼❆❘✭✸✱✸✮ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
♣❧♦t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ σ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✸✳ ❚❤❡ ✜rst r♦✇ ❞✐s♣❧❛②s
t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ σ✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥
s❡❡ ❜✐♠♦❞❛❧✐t② ✐♥ ❜♦t❤ r❡❣✐♠❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ σ
❛❢t❡r ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t
❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡♠♦✈❡s t❤❡ ❜✐♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ σ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥ ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮
❛♥❞ ❢❛st ❣r♦✇t❤ ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮ r❡❣✐♠❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✉♥✐q✉❡ ♠♦❞❡ ♦❢ σ
✐♥ t❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥ r❡❣✐♠❡ ✐s ❛❜♦✉t ✵✳✺✱ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡
♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛st ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
✐♥ t❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥ r❡❣✐♠❡ ✐s ❧❡ss ✈♦❧❛t✐❧❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❢❛st ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✳ ■t ❛❧s♦
s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❣✐♠❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❧❡✈❡❧
♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ r❡❣✐♠❡s✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✱
t❤❡ ❜✐✲♠♦❞❡s ♦❢ σ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡s❤❛♣❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t t♦ ❜❡ ♠♦r❡
❛s②♠♠❡tr✐❝✿ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✵✳✺✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♠♦❞❡
✐s ❛r♦✉♥❞ ✶✳✷✳ ❲❡ t❡♥❞ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ✵✳✺✱ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♠♦❞❡✱ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤✐s r❡❣✐♠❡✱ ❛♥❞ ❛s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡
t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❡♥t❛✐❧❡❞ ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❣✐♠❡ s✇✐t❝❤✐♥❣✳

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✶✱ t❤❡ ●▼❆❘✭✸✱✸✮ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ✐s t❤❡ ♠♦st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧✳ ■t ❞♦❡s
♥♦t ♦♥❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ ♦✉t♣✉t ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s✱
❜✉t ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❯❙ ●❉P ❣r♦✇t❤✳ ❚♦ ❢♦r♠❛❧❧②
❡✈❛❧✉❛t❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛❞♦♣t
❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✹✳✸ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ♦❢ ❞❛t❛
❣✐✈❡♥ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ❛♥❞ ❧❛❣s✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r✲
❧❡ss♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❙▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡s❡ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s
❛s ❜②✲♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✷ ❧✐sts ❧♦❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ♦❢
❞❛t❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✱ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐✲
t✐❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✻ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜ts t❤❡ ❞❛t❛✳ ❆s ✇❡
♥♦t❡❞✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♠♦r❡ st❛t❡s ❛♥❞ ❧♦♥❣❡r ❧❛❣s t❡♥❞ t♦
♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r✳

✻❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇❛②❡s✐❛♥ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❞♦❡s ♥♦t
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s✳

✶✻



❚♦ ♦✛❡r ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❚❛❜❧❡ ✸ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❧♦❣ ❇❛②❡s✐❛♥
❋❛❝t♦r ✭2lnK✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t GMAR(p,M) ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤❡r❡ p ∈ (2, · · · , 5)✱
M ∈ (2, 3)✳ ❚❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✼ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐✲
❤♦♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ G(p,M) ✐♥
❚❛❜❧❡ ✸ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ p ❧❛❣s ❛♥❞ M st❛t❡s✳ ❚❤❡ ✜rst
❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸ ❧✐sts ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛❣s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❡❣✐♠❡s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♠♣❛r❡
✇✐t❤ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✇ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧♦❣
❇❛②❡s✐❛♥ ❋❛❝t♦rs ♠❛② t❛❦❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❣♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ✭✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥✮ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❛❧✲
t❡r♥❛t✐✈❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ✭✐♥ t❤❡ r♦✇✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡r❡
✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❑❛ss ❛♥❞ ❘❛❢t❡r② ✭✶✾✾✺✮ s❝❛❧❡ ❛s t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ❚❛❜❧❡ ✹ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s❝❛❧❡✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✱ ✇❡ ✜♥❞✿ ❣✐✈❡♥ ❧❛❣ ❧❡♥❣t❤✱ t❤r❡❡✲
st❛t❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s ❛❧✇❛②s ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t✇♦✲st❛t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛❣✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t ❧❛❣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤r❡❡ ✐s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡
●▼❆❘ ♠♦❞❡❧✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛❣ ✐s ❜❡❧♦✇ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s
✈❡r② ❧♦✇✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②
✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❚❤✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ♠♦❞❡❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ❯❙ ●❉P ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛t❡s ✐s
t♦♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ t♦
st✉❞② t❤❡ ❯❙ ●❉P ❞❛t❛✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ❧❛❣s t♦ ❝❛♣t✉r❡
t❤✐s ♣❛tt❡r♥✳

▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✷ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✸✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❦❡❡♣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❣ ❧❡♥❣t❤✳
❚❤✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①tr❛❝t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠♦r❡ st❛t❡s ❛♥❞ ❧❛❣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞
✭♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ ❧❛❣s✮✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ♠♦❞❡❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐s
❞❡❝r❡❛s✐♥❣✽✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ❛ss✉♠❡ ♠♦r❡ st❛t❡s ❛♥❞
❧♦♥❣❡r ❧❛❣s ❢♦r t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦r❡
st❛t❡s ❛♥❞ ❧❛❣s ❡♥t❛✐❧s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r t❤❡ q✉❛rt❡r❧②

✼❚❤❡ ❧♦❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ❋❛❝t♦r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t✇♦ t✐♠❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❣
♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳

✽❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❑❛ss ❛♥❞ ❘❛❢t❡r② ❙❝❛❧❡✱ ❛❢t❡r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ (M = 3, p = 5)✱ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ✐❣♥♦❜❧❡✳

✶✼



❯❙ ●❉P ❞❛t❛ ♦❢ ❝♦♥❝❡r♥✱ ❣✐✈❡♥ ❧❡ss t❤❛♥ t❤r❡❡ ❤✉♥❞r❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✐♥✲
❝❧✉❞✐♥❣ t♦♦ ♠❛♥② ✭❡❣✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡✮ st❛t❡s ❛♥❞ t♦♦ ❧♦♥❣ ✭❡❣✱ ♠♦r❡ t❤❛♥
✜✈❡✮ ❧❛❣s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♦✈❡r✜tt✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✭✷✵✶✺✮✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❢♦r♠❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ✭t❤❛♥ t❤r❡❡✮ r❡❣✐♠❡s st✐❧❧ ❞❡s❡r✈❡
❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❙▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ●▼❆❘
♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❑❛❧❧✐♦✈✐rt❛✱ ▼❡✐t③✱ ❛♥❞ ❙❛✐❦❦♦♥❡♥ ✭✷✵✶✺✮✳ ❆❢t❡r ♣r❡✲
s❡♥t✐♥❣ ♦✉r ❙▼❈ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❯❙ ●❉P ❣r♦✇t❤ ❞❛t❛✳ ❚♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ❧❛❜❡❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❋rü❤✇✐rt❤✲❙❝❤♥❛tt❡ ✭✷✵✵✶✮✱ ❛❧s♦
t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❯❙ ●❉P ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡✲
r✐♦❞✱ ❛❢t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t t♦ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞
♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ♦❢ ❞❛t❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●▼❆❘
♠♦❞❡❧ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡✐r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡♥❡ss✳

❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❢♦✉r❢♦❧❞✿ ✜rst✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ●▼❆❘
♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❙▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ■t ✐s
r♦❜✉st t♦ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♣♦st❡r✐♦rs❀ ■t ❤❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
O(N) ❛♥❞ r❡❛❞② ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠❀ ■t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢❛st ♦♥✲❧✐♥❡ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♥❡✇ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ♦❢ t❤❡
❯❙ ●❉P ❣r♦✇t❤✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋rü❤✇✐rt❤✲❙❝❤♥❛tt❡ ✭✷✵✵✶✮✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥t t♦ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥✲
str❛✐♥t ❛❧s♦ ❤❡❧♣s ✉s t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ ❜✐♠♦❞❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ σi ✭i ∈ {1, · · · ,M}✮✳ ❚❤✐r❞✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❞❛t❛ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s ❛s ❜②✲♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ♦✉r ❙▼❈ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t
❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ✭❧✐❦❡ ❆■❈✱ ♦r ❇■❈✮✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❛♥❞ ❡❛s②✲t♦✲✉s❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ●▼❆❘
♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣✳ ❋♦✉rt❤✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦✉r ❙▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥
t❤❡ ♥❱✐❞✐❛ ❈❯❉❆ ●P❯ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r ❢❛❝✐❧✐✲
t❛t❡s t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡✲✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡
♣❛r❛❧❧❡❧ str❛t❡❣② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡s❡❛r❝❤❡s✳

✶✽



❆♣♣❡♥❞✐① ❆✿ ❘❡s✐❞✉❛❧ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡✮✿ ❘❡s✐❞✉❛❧ r❡s❛♠♣❧✐♥❣

✶ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣❛rt✿ Int← Σ⌊N.× wt⌋
✷ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ Residual ← N − Int

✸ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✇❡✐❣❤ts✿ w̃t ←
N.× wt − Int

Residual
✹ ❢♦r j ← 1 : N
✺ ❢♦r i← 1 : Int(j)
✻ index(i)← j
✼ i← i+ 1
✽ ❡♥❞
✾ ❡♥❞
✶✵ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❈✉♠s✉♠ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts✿ Σ← cumsum(wt)
✶✶ ✇❤✐❧❡ i ≤ N
✶✷ ❞r❛✇ λ ∼ U(0, 1]
✶✸ j ← 1
✶✹ ✇❤✐❧❡ Σ(j) < λ
✶✺ j ← j + 1
✶✻ ❡♥❞
✶✼ index(i)← j
✶✽ i← i+ 1
✶✻ ❡♥❞

✶✾



❆♣♣❡♥❞✐① ❇✿ P❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s

P❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥✉♠❡r♦✉s ❝❛❧❝✉✲
❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t ❧❛r❣❡
♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s♦❧✈❡❞ ❝♦♥❝✉r✲
r❡♥t❧②✳ ■♥ ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥❞✉str②✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥
❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ②❡❛rs ❛♥❞ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡✲✐♥t❡♥s✐✈❡ ●▼❆❘ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥✱ ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦♥ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts
✭●P●P❯✮ ♣❤✐❧♦s♦♣❤②✱ ✇❡ t❛✐❧♦r ♦✉r ❙▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ ✐t ♦♥ ❛
❝♦♥s✉♠❡ ❧❡✈❡❧ ♥❱✐❞✐❛ ❈❯❉❆ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ●r❛♣❤✐❝❛❧ Pr♦❝❡ss ❯♥✐t ✭●P❯✮ ❝❛r❞✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss ♦✉r ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙▼❈ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡ ♥❱✐❞✐❛ ❈❯❉❆ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧
❛♣♣❡♥❞✐① ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❛t ♣s❡✉❞♦ ❝♦❞❡ ❧❡✈❡❧✳

■♥ t❤❡ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐t ✭●P❯✮ ❤❛s
r❛♣✐❞❧② ❣❛✐♥❡❞ ♠❛t✉r✐t② ❛s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❡♥❣✐♥❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧ P✉r♣♦s❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♦♥ ●r❛♣❤✐❝s Pr♦❝❡ss✐♥❣
❯♥✐ts ✭●P●P❯✾✮ ❜❛s❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛r✳ ❯♥❧✐❦❡ ♦t❤❡r ♣❛r✲
❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡✱ ●P❯s
❛r❡ ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t♦❞❛②✬s ❤❛r❞✇❛r❡✳ ●P●P❯ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ●P❯s ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛❧♠♦st ❡✈❡r② ♥❡✇ ❝♦♠♣✉t❡r ✭❧❛♣t♦♣s✱ P❈s✱ ✇♦r❦st❛t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ❝❧✉s✲
t❡rs✮✳ P♦✇❡r❢✉❧ ②❡t ❡❛s② t♦ ❛❝❝❡ss✱ ●P●P❯ ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ♠♦st ❝♦st
❡✛❡❝t✐✈❡ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠✳

❈❯❉❆✶✵✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❈♦♠♣✉t❡ ❯♥✐✜❡❞ ❉❡✈✐❝❡ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ✐s ❛
♣❛r❛❧❧❡❧ ●P●P❯ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ♥❱✐❞✐❛✳ ■t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞
❥♦✐♥t❧② ❛t s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❧❡✈❡❧s t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ●P❯ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡✳ ❆t ❤❛r❞✇❛r❡ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥② ●P❯ ❝❛r❞ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❱✐❞✐❛
❈❯❉❆ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝❤✐♣s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ▼♦st
♦❢ t❤❡s❡ ❝❛r❞s ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t✶✶ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥s ♣❡r s❡❝♦♥❞✱ s♦♠❡ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝❛r❞s ❡✈❡♥
❤❛✈❡ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r ❧❡✈❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✶✷✳ ❆t s♦❢t✇❛r❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❈❯❉❆ ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❆P■s✮ t❤❛t ❣✐✈❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❞✐r❡❝t

✾●P●P❯ ✐s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐t ✭●P❯✮ t♦ ♣❡r✲
❢♦r♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

✶✵❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♥✈✐❞✐❛✳❝♦♠✴♦❜❥❡❝t✴❝✉❞❛❴❤♦♠❡❴♥❡✇✳❤t♠❧
✶✶❋❧♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ❛

r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r s♦ ❛s t♦ s✉♣♣♦rt ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳
✶✷❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♥❱✐❞✐❛ ●❡❋♦r❝❡ ❚✐t❛♥ ❇❧❛❝❦✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ●P❯ ❝❛r❞s ✇❡ ✉s❡❞ t♦

✷✵



❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ●P❯✬s ✈✐rt✉❛❧ ✐♥str✉❝t✐♦♥ s❡t ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡❧❡✲
♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❛❦❡s t❤❡ ❈❯❉❆ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠♠❡rs
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ s♣❡❡❞✲✉♣ ❢r♦♠ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞❛t❛ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ❝❛r❡
♦❢ t♦♦ ♠✉❝❤ ❞❡t❛✐❧s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❈❯❉❆ ●P❯s ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢r♦♠
✶✵ t♦ ✺✵ t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ st❛♥❞❛r❞ ❈P❯s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❈❯❉❆ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❜♦t❤ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣✱ t❤❡ ●P❯
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❞✐✛❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈P❯ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■t r❡✲
q✉✐r❡s t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ tr❛♥s♣❧❛♥t
❡①✐st✐♥❣ ❝♦❞❡s t♦ ●P❯ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛♥
s✐♠♣❧② ♠♦✈❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❈P❯ ♣❧❛t❢♦r♠ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ♠✉st
❜❡ ♠❛❞❡ t♦ t❤❡ ❝♦❞❡✱ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳ ❚♦
❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❈❯❉❆ ●P❯ ♣❧❛t❢♦r♠✱
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛s♣❡❝ts✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡✱ ♠♦❞❡r♥ ❝♦♠♣✉t❡rs ❤❛✈❡ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❤❡t✲
❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♠✉❧t✐❝♦r❡ ❈P❯s ❛♥❞
●P❯s✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ st❛♥❞❛❧♦♥❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ●P❯s
♠✉st ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❈P❯ ❜❛s❡❞ ❤♦st t❤r♦✉❣❤ ❛ P❈■ ❡①♣r❡ss
❜✉s✶✸✳ ❙✐♥❝❡ ❈P❯s ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ t❛s❦s ❛♥❞ ●P❯s
❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❞❛t❛ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛ttr✐❜✉t✐♦♥s
❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠✳

❝♦♥❞✉❝t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❤❛s ✺✳✶ ❚❋▲❖P❙ ✭❚❡r❛ ✢♦❛t✐♥❣✲♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r s❡❝♦♥❞✮ ❢♦r
s✐♥❣❧❡✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✶✳✸ ❚❋▲❖P❙ ❢♦r ❞♦✉❜❧❡✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ✶ ❚❋▲❖P❙
❂ 1012 ❋▲P❖❙✳

✶✸■♥ t❡r♠s ♦❢ ●P❯ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ ❈P❯ ❛s t❤❡ ❵❤♦st✬ ❛♥❞ t❤❡ ●P❯ ❛s t❤❡
❵❞❡✈✐❝❡✬✳

✷✶



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✭❈P❯✴●P❯✮ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋❧②♥♥✬s ❚❛①♦♥♦♠②✱ ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ●P❯ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❙✐♥❣❧❡ ■♥str✉❝t✐♦♥ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❉❛t❛ ✭❙■▼❉✮
♣❛r❛❧❧❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦r❡s ✭t❤r❡❛❞ ♣r♦❝❡ss♦rs✮✱
❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ str❡❛♠ ❛t ❛♥② t✐♠❡✳
❚❤❡ ❈❯❉❆ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ❙✐♥❣❧❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❤r❡❛❞ ✭❙■▼❚✮ ❛r✲
❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ✇❤❡r❡ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞✐♥❣ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ●P❯ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡s❡
♣r♦❝❡ss♦rs✱ s❛② ❛ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ t❤❡♠✱ ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ♠❛♥② ♠♦r❡ t❤❛♥
n t❛s❦s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛s ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ❤❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ✬t❤r❡❛❞s✬✱ ✇❤✐❝❤
❡①❡❝✉t❡ ✐♥ ❧♦❝❦✲st❡♣✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❙■▼❉ ✬❧❛♥❡s✬✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✱ ●P●P❯ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ❞❛t❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✶✹ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐♥t❡♥s✐✈❡✳
❚❤❡ ❢♦r♠❡r ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❞❛t❛ ❡❧❡♠❡♥ts s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ■t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞❛t❛ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ♣❛r❛❧✲
❧❡❧ t❤r❡❛❞s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❧❛t❡r ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ♠❛ss✐✈❡ ❞❛t❛ ❡❧❡♠❡♥ts✱ s♦ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❧❡♥t② ♦❢
t❤❡♠ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱
●P❯s ❛❝❤✐❡✈❡ ❡①tr❡♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧②
s✐♠♣❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts t♦ ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ♠❛♥② ❞❛t❛ ❡❧❡♠❡♥ts s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳

✶✹■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t②♣❡s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ♠♦❞❡❧✱ t❛s❦✲❜❛s❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
❛♥❞ ❞❛t❛✲❜❛s❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❚❛s❦✲❜❛s❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ ✐♥str✉❝t✐♦♥s
❛❝r♦ss ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦r❡s ❛♥❞ ♠❛✐♥❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈P❯ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✳

✷✷



Initialize particles
{
θi0
}
i∈N
∼ N(θ|µθ, σ

2
θ
)

Import particles

Updating particles w
(i)
t+1 ∝ w

(i)
t · w̃t(θ)

ESS < N

2
or t = T

Resampling particles

t=t+1

Mutating particles θ̂it ∼ f(Θ̂t|Θ̂t−1)

RNE or
Max M-H

r=r+1

Export particles

End

no

yes

no

yes

❆♣♣❡♥❞✐① ❈✿ ❋❧♦✇ ❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ ❙▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠



❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙▼❈ ❊st✐♠❛t❡s ✭❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✿ µ1 < · · · < µM ✮
GMAR(2, 2) GMAR(3, 2) GMAR(2, 3) GMAR(3, 3)

σ1 ✵✳✼✸✷✹ ✵✳✺✺✶✺ ✵✳✾✻✶✹ ✶✳✸✽✶✼
σ2 ✶✳✶✶✶✵ ✶✳✶✻✾✶ ✵✳✾✵✷✻ ✵✳✼✺✽✵
σ3 ✵✳✾✾✻✷ ✶✳✶✾✽✼

α1 ✵✳✹✽✽✵ ✵✳✹✾✵✹ ✵✳✷✹✻✽ ✵✳✷✶✵✾
α2 ✵✳✺✶✷✵ ✵✳✺✵✾✻ ✵✳✸✾✼✶ ✵✳✹✵✻✵
α3 ✵✳✸✺✻✷ ✵✳✸✽✸✶

µ1 ✶✳✸✽✵✺ ✶✳✸✹✽✾ ✲✶✳✶✶✼✺ ✲✶✳✻✺✽✵
µ2 ✶✳✼✹✶✻ ✶✳✼✷✾✽ ✶✳✹✾✹✼ ✶✳✹✸✸✼
µ3 ✸✳✹✺✸✸ ✸✳✹✼✸✶

ϕ1,0 ✵✳✻✼✾✺ ✵✳✼✶✶✺ ✵✳✹✶✾✸ ✵✳✷✵✵✻
ϕ2,0 ✵✳✼✸✼✸ ✵✳✽✷✺✹ ✵✳✼✹✵✽ ✵✳✼✵✸✶
ϕ3,0 ✶✳✵✷✶✺ ✵✳✽✸✾✷
ϕ1,1 ✵✳✷✽✹✷ ✵✳✷✼✵✸ ✵✳✸✷✺✻ ✵✳✸✼✶✾
ϕ1,2 ✵✳✷✷✷✷ ✵✳✸✷✺✽ ✵✳✵✺✹✾ ✵✳✵✽✵✻
ϕ1,3 ✲✵✳✶✷✷✼ ✲✵✳✵✹✵✼
ϕ2,1 ✵✳✹✷✷✸ ✵✳✹✹✾✼ ✵✳✸✷✼✾ ✵✳✸✹✹✸
ϕ2,2 ✵✳✶✺✷✾ ✵✳✶✻✾✷ ✵✳✶✻✽✽ ✵✳✷✼✷✻
ϕ2,3 ✲✵✳✵✾✼✸ ✲✵✳✶✶✵✶
ϕ3,1 ✵✳✸✾✺✹ ✵✳✹✺✺✺
ϕ3,2 ✵✳✶✵✸✻ ✵✳✶✻✵✶
ϕ3,3 ✲✵✳✵✼✶✶

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙▼❈ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❧❡t

GMAR(p,M) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ p ❧❛❣s ❛♥❞ M r❡❣✐♠❡s✳ ❚❤❡s❡

❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐✛❡r❡♥t

st❛t❡s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋rü❤✇✐rt❤✲❙❝❤♥❛tt❡ ✭✷✵✵✶✮✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥

µm✱ m ∈ (1, · · · ,M)✱ s✉❝❤ t❤❛t µ1 < µ2 · · · < µM ✳ ❆❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❡♥ ♣❡r♠✉t❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t✳

✷✹



❚❛❜❧❡ ✷✿ ❧♦❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ♦❢ ❞❛t❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧

M = 2 M = 3 M = 4 M = 5
p = 2 ✲✸✻✷✳✼✾✻✹ ✲✸✻✷✳✺✺✵✵ ✲✸✻✶✳✼✹✶✼ ✲✸✻✶✳✻✶✷✹
p = 3 ✲✸✺✸✳✻✷✼✺ ✲✸✺✸✳✸✷✵✹ ✲✸✺✶✳✼✾✼✺ ✲✸✺✶✳✾✽✻✸
p = 4 ✲✸✹✾✳✾✾✶✼ ✲✸✹✾✳✼✹✵✼ ✲✸✹✽✳✷✶✶✶ ✲✸✹✽✳✺✷✾✹
p = 5 ✲✸✹✼✳✽✹✻✽ ✲✸✹✼✳✸✶✾✷ ✲✸✹✻✳✾✸✸✹ ✲✸✹✼✳✵✼✺✶

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❧♦❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ♦❢ ❞❛t❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡ ❧♦❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s✳

✷✺



❚❛❜❧❡ ✸✿ ❧♦❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ❋❛❝t♦r (2lnK)
G(2, 2) G(3, 2) G(4, 2) G(5, 2) G(2, 3) G(3, 3) G(4, 3) G(5, 3)

G(2, 2) ✵ ✲✶✽✳✸✸✼✽ ✲✷✺✳✻✵✾✹ ✲✷✾✳✽✾✾✷ ✲✵✳✹✾✷✽ ✲✶✽✳✾✺✷✵ ✲✷✻✳✶✶✶✹ ✲✸✵✳✾✺✹✹
G(3, 2) ✶✽✳✸✸✼✽ ✵ ✲✼✳✷✼✶✻ ✲✶✶✳✺✻✶✹ ✶✼✳✽✹✺✵ ✲✵✳✻✶✹✷ ✲✼✳✼✼✸✻ ✲✶✷✳✻✶✻✻
G(4, 2) ✷✺✳✻✵✾✹ ✼✳✷✼✶✻ ✵ ✲✹✳✷✽✾✽ ✷✺✳✶✶✻✻ ✻✳✻✺✼✹ ✲✵✳✺✵✷✵ ✲✺✳✸✹✺✵
G(5, 2) ✷✾✳✽✾✾✷ ✶✶✳✺✻✶✹ ✹✳✷✽✾✽ ✵ ✷✾✳✹✵✻✹ ✶✵✳✾✹✼✷ ✸✳✼✽✼✽ ✲✶✳✵✺✺✷
G(2, 3) ✵✳✹✾✷✽ ✲✶✼✳✽✹✺✵ ✲✷✺✳✶✶✻✻ ✲✷✾✳✹✵✻✹ ✵ ✲✶✽✳✹✺✾✷ ✲✷✺✳✻✶✽✻ ✲✸✵✳✹✻✶✻
G(3, 3) ✶✽✳✾✺✷✵ ✵✳✻✶✹✷ ✲✻✳✻✺✼✹ ✲✶✵✳✾✹✼✷ ✶✽✳✹✺✾✷ ✵ ✲✼✳✶✺✾✹ ✲✶✷✳✵✵✷✹
G(4, 3) ✷✻✳✶✶✶✹ ✼✳✼✼✸✻ ✵✳✺✵✷✵ ✲✸✳✼✽✼✽ ✷✺✳✻✶✽✻ ✼✳✶✺✾✹ ✵ ✲✹✳✽✹✸✵
G(5, 3) ✸✵✳✾✺✹✹ ✶✷✳✻✶✻✻ ✺✳✸✹✺✵ ✶✳✵✺✺✷ ✸✵✳✹✻✶✻ ✶✷✳✵✵✷✹ ✹✳✽✹✸✵ ✵

✷✻



❚❛❜❧❡ ✸✿ ❧♦❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ❋❛❝t♦rs ✭2lnK✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥
G(p,M) r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ p ❧❛❣s ❛♥❞ M r❡❣✐♠❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ♦❢
t❤✐s t❛❜❧❡ ❧✐sts ❞✐✛❡r❡♥t ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧s ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✇✳ ❚❤❡s❡ ❧♦❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ❋❛❝t♦rs ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛s t✇♦ t✐♠❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❣
♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♠❛② t❛❦❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❣♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ✭✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥✮ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞
❛❣❛✐♥st t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ●▼❆❘ ♠♦❞❡❧ ✭✐♥ t❤❡ r♦✇✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡r❡ ✐s
❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❑❛ss ❛♥❞ ❘❛❢t❡r② ✭✶✾✾✺✮ ❙❝❛❧❡ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ❋❛❝t♦r
❇❛②❡s✐❛♥ ❋❛❝t♦r ✭2lnK✮ ❙tr❡♥❣t❤ ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡

✵ t♦ ✷ ♥♦t ✇♦rt❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❜❛r❡ ♠❡♥t✐♦♥
✷ t♦ ✻ ♣♦s✐t✐✈❡
✻ t♦ ✶✵ str♦♥❣
❃✶✵ ✈❡r② str♦♥❣

✷✼



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❇♦❧❞✐♥✱ ▼✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❯s✐♥❣ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ▼♦❞❡❧s t♦ ❙t✉❞② ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡
❆s②♠♠❡tr✐❡s✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡✲
s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ◆❡✇ ❨♦r❦ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛♣❡r✱ ✶✾✾✷✲✶✶✳

❬✷❪ ❇♦❧❞✐♥✱ ▼✐❝❤❛❡❧✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❆ ❈❤❡❝❦ ♦♥ t❤❡ ❘♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s
▼❛r❦♦✈ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡✱ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❉②♥❛♠✐❝s ✫ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✳ ✶✭✶✮✱
✶✲✶✹✳

❬✸❪ ❈❛♠❛❝❤♦✱ ▼✳✱ ✫ P❡r❡③✱ ◗✳ ●✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❏✉♠♣✲❛♥❞✲❘❡st ❊✛❡❝t ♦❢ ❯✳❙✳
❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s✳ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❉②♥❛♠✐❝s ✫ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✳ ❉❡
●r✉②t❡r✳ ✶✶✭✹✮✱ ✶✲✸✾✳

❬✹❪ ❈❛r✈❛❧❤♦✱ ❈✳ ▼✳ ❏♦❤❛♥♥❡s✱ ▼✳ ▲♦♣❡s✱ ❍✳ ❋✳✱ ✫ P♦❧s♦♥✱ ◆✳ ✭✷✵✶✵✮✳ P❛rt✐❝❧❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ s♠♦♦t❤✐♥❣✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✺✱ ✽✽✲✶✵✻✳ ✼✶✵✲✼✸✵✳

❬✺❪ ❈❡❧❡✉①✱ ●✳ ❍✉r♥✱ ▼✳✱ ✫ ❘♦❜❡rt✱ ❈✳P✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ■♥❢❡r✲
❡♥t✐❛❧ ❉✐✣❝✉❧t✐❡s ✇✐t❤ ▼✐①t✉r❡ P♦st❡r✐♦r ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡
❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✾✺✭✹✺✶✮✱ ✾✺✼✲✾✼✵✳

❬✻❪ ❈❤♦♣✐♥✱ ◆✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❈❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ ❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛♥❞
✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✸✷✭✻✮✱
✷✸✽✺✕✷✹✶✶✳

❬✼❪ ❈❤♦♣✐♥✱ ◆✳ ▲❡❧✐❡✈r❡✱❚✳✱ ✫ ❙t♦❧t③✱ ●✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❋r❡❡ ❡♥❡r❣② ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
❇❛②❡s✐❛♥ st❛t✐st✐❝s✿ ❊✣❝✐❡♥t ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡
♣♦st❡r✐♦rs✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✷✷✭✹✮✱ ✽✾✼✲✾✶✻✳

❬✽❪ ❈♦❣❧❡②✱ ❚✳✱ ✫ ◆❛s♦♥✱ ❏✳ ▼✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❖✉t♣✉t ❉②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❘❡❛❧✲❇✉s✐♥❡ss✲
❈②❝❧❡ ▼♦❞❡❧s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ✳ ✽✺✭✸✮✱
✹✾✷✲✺✶✶✳

❬✾❪ ❉❡❧ ▼♦r❛❧✱ P✳✱ ❆✳ ❉♦✉❝❡t✱ ✫ ❆✳ ❏❛sr❛ ✭✷✵✵✽✮✳ ❖♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ r❡s❛♠✲
♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ❯♥♣✉❜❧✐s❤❡❞
♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ■♥s✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❡♥ ❆✉✲
t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❇♦r❞❡❛✉①✱ ❋r❛♥❝❡✳

❬✶✵❪ ❉♦✉❝❡t✱ ❆✳✱ ◆✳ ❞❡ ❋r❡✐t❛s✳✱ ✫ ◆✳ ●♦r❞♦♥ ✭✷✵✵✶✮✳ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
▼❡t❤♦❞s ✐♥ Pr❛❝t✐❝❡✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✿ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳
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❬✶✶❪ ❉✉❡❦❡r✱ ▼✳ ❏✳ ❙♦❧❛✱ ▼✳✱ ✫ ❙♣❛❣♥♦❧♦✱ ❋✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❈♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s t❤r❡s❤✲
♦❧❞ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✿ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✹✶✱ ✺✶✼✲✺✹✼✳

❬✶✷❪ ❉✉r❤❛♠✱●✳ ✫ ●❡✇❡❦❡✱ ❏✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣♦st❡r✐♦r s✐♠✉✲
❧❛t♦rs ❢♦r ♠❛ss✐✈❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✶✲✹✹✳

❬✶✸❪ ❋r✉❤✇✐rt❤✲❙❝❤♥❛tt❡r✱ ❙✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡
❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✾✻✱ ✶✾✹✲✷✵✾✳

❬✶✹❪ ●❡✇❡❦❡✱ ❏✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✺✼✱ ✶✸✶✼✲✶✸✸✾✳

❬✶✺❪ ●❡✇❡❦❡✱ ❏✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✿ ❙✐♠✲
♣❧❡ ▼❈▼❈ ✇♦r❦s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✺✶✭✼✮✱
✸✺✷✾ ✲ ✸✺✺✵✳

❬✶✻❪ ●♦r❞♦♥✱ ◆✳ ❏✳ ❙❛❧♠♦♥❞✱ ❉✳ ❏✳✱ ✫ ❙♠✐t❤✱ ❆✳ ❋✳ ▼✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ◆♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
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