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Abstract

Betrachtet man die Wertformanalyse von Karl Marx im ersten Ab-
schnitt von ”Das Kapital” aus mathematischer Sicht, so findet man Struk-
turelemente der mathematischen Kategorientheorie. Dies ist der Limes
von Kegeln, wodurch der Begriff des Geldes die Darstellung des katego-
rialen Produktes der Waren enthélt. Ebenso die kategoriale Auffassung
eines Unterobjektes als Morphismus, welche in dem Begriff des Wertes
einer Ware enthalten ist.

1 Einleitung

In der zweiten Hélfte des 19ten Jahrhunderts wurde "Das Kapital” [1] von Karl
Marx veroffentlicht. Der erste Abschnitt beschéftigt sich mit der Analyse der
Ware. In der Mathematik wurde im Jahr 1945 von Eilenberg und MacLane [2]
die mathematische Kategorientheorie [3],[4] begriindet. In beiden Féllen finden
sich analoge Strukturen. Die Eigenschaften von Objekten sind allein mit Hilfe
ihrer gegenseitigen Beziige zu bestimmen und darzustellen. Dies gibt Anlass
mathematische Strukturen der Wertformen zu betrachten.

In der mathematischen Kategorientheorie werden Begriffe mit Hilfe der Kat-
egorie selbst dargestellt. Die Marxsche Analyse dagegen erhélt ihre direkte
Darstellung im 6konomischen Prozess und beschreibt damit diesen. In dieser
Hinsicht sind die beiden Vorgehensweisen verschieden.

In [5, Seite 641ff (Anhang zur Erstausgabe des ”Kapitals”)] betrachtet Marx
Reihungen von Tauschakten (siehe die dortigen Formelbilder) und gewinnt da-
raus die Aquivalentware. Aus Sicht der Kategorientheorie kénnen diese Reih-
ungen als Kegel aufgefasst werden und damit als Limes dieser Kegel die Aquiva-
lentware als kategoriales Produkt. Ein kategoriales Produkt ist eine universelle
Konstruktion. Hiervon ausgehend lassen sich, dem Marxschen Verstandnis
entsprechend vgl. [5, Seite 648 Zeile 30ff], den Wertformen mathematische
Strukturen zuordnen.

Im Folgenden wird der Begriff ”"Kategorie” immer im Sinne der mathema-
tischen Kategorientheorie verwendet. Bei dem Begriff ” Produkt” bestimmt dies
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der Zusammenhang. Ein Marxscher Begriff wird definitorisch kursiv angegeben.
Die Marxsche Wertanalyse wird als bekannt vorausgesetzt, die mathematischen
Strukturen werden dargestellt.

Der Aufbau der Untersuchung ist: Ausgangspunkt ist die Darstellung der Tausch-
sphére als Kategorie. Der Begriff des kategoriellen Produktes wird eingefiihrt
und der Zusammenhang mit der Aquivalentware und ihrer Darstellung durch
Geld hergestellt. Der Marxschen Methode der Ableitung der Aquivalentware
wird eine allgemeinen Methode der Kategorientheorie zugeordnet.

In Analogie zur kategorialen Fassung der Mengenlehre wird, ausgehend von dem
universellen Objekt Aquivalentware, das Unterobjekt Wert einer Ware definiert.
Die so gewonnenen Strukturen werden auf den Fall eines Tausches zweier Waren
herunterprojeziert. Damit zeigt sich wie diese Strukturen sich in die einfachen
Wertformen einordnen.

Sodann wird die quantitative Struktur der Waren beriicksichtigt. Damit konnen
den zuvor gewonnen Strukturen, quantitative Strukturen zugeordnet werden.
Es wird sodann betrachtet, dass zur Herstellung einer Ware konkrete Arbeit
aufgewendet wird. Dies filhrt zum Tauschwert.

Abschliessend wird eine Tauschsphére, die nur aus zwei Waren besteht, da-
rauthin betrachtet, wie das zuvor Erkannte sich dort wiederfindet. Dies ist
bekanntlich der Ausgangspunkt von Marx.

2 Mathematische Strukturen

2.1 Tauschsphare als Kategorie

Die Tauschsphére kann als Kategorie [3],[4] gefasst werden. Diese Kategorie,
die Tauschkategorie, wird hier mit ¥ bezeichnet. Die Klasse der Objekte, der
Waren, dieser Kategorie wird durch Ob(%) bezeichnet. Die Klasse der Morphis-
men durch Mor(%) bezeichnet. Die Klasse der Morphismen von dem Objekt
A zu dem Objekt B wird durch Morg (A, B) oder abkiirzend durch Mor(A, B)
bezeichnet.

Ein Morphismus von dem Objekt A, der Ware A, zu dem Objekt B, der Ware
B, wird bezeichnet durch t 45 und ist hier definiert durch den Warentausch

tap := "Die Ware A tauscht gegen die Ware B” . (1)
Die Pfeildarstellung dieses Morphismus ist
tap: A— B .
A heisst Quelle und B Ziel des Pfeiles. Es gilt

MOT‘I(A, B) = {tAB}
Morg(B,A) ={tpa}.

Diese Klassen der Morphismen haben jeweils genau ein Element. Der Iden-
titdtsmorphismus des Objektes A wird durch id4 bezeichnet. Es gilt

Morg(A,A) = {ida}.



Auch diese Klassen der Morphismen haben jeweils genau ein Element.
Fiir die Morphismen der Tauschsphére gilt: Wenn 'A tauscht mit B’ und 'B
tauscht mit C’ gilt, so gilt ” A tauscht mit C’. Die Pfeildarstellung ist:

A4z, g tEe, o)
tac
Dies definiert eine Verkniipfung, bezeichnet durch ’o’.
tpcotap =tac.

Fiir diese Verkniipfung gilt

tgcotap =tac Existenz der Verkniipfung
(tecpotpec)otap =tepo(tpocotap) Assoziativitat .
idaoidg =ida (2)
idgpotap =tapoida =tap . (3)

Die Assoziativitdt ist inhaltlich gegeben. Die anderen Formeln folgen formal.
Damit sind die Voraussetzungen fiir eine Kategorie erfiillt. Die Tauschsphére
kann als Kategorie betrachtet werden.

Anmerkungen

1. Da die Morphismenklassen einelementig sind, gilt

tgaotap =1tda (4)

tAB OtBA = idB.

Damit ist t4p ein Isomorphismus [3],[4] und somit sind alle Waren in
der Tauschsphére isomorph. Da die Klasse der Morphismen Mor(A, B)
einelementig ist, gibt es jeweils genau einen Isomorphismus. Dies wird bei
Marx ausgedriickt durch: Als Gebrauchswerte sind die Waren verschieden,
aber als Waren sind sie alle gleich, dh. gleichgestaltig.

2. Der Morphismus id4 beschreibt keinen Tausch, sondern das Objekt A.
Man kann in einer Kategorie die Objekte ersetzen durch die Morphismen,
die (2), (3) erfiillen. So wird in dem Lehrbuch [6] vorgegangen.

Im Folgenden wird, soweit moglich, die spezielle Struktur der Kategorie der
Tauschsphére nicht genutzt und moglichst allgemein vorgegangen.
2.2 Kategoriales Produkt

Ein Produkt von zwei Objekten A, B ist in der Kategorientheorie [3],[4] wie
folgt definiert (vgl. Figur 1):



Figure 1

Ein Objekt, hier bezeichnet durch A x B, und zwei Morphismen p4 : AXB —
A, pg: A X B — B heissen Produkt von A und B wenn gilt:

Fiir alle Objekte X und alle Morphismen f4 : X — A, fp : X — B gibt
es jeweils genau einen Morphismus von X nach A x B, hier bezeichnet durch
< fa,fp > X — A x B, fiir den gilt

fa=pao < fa,f> (5)
fB=ppo< fa,f>.

Das Produkt wird benannt durch (A x B, pa,pgp) oder kiirzer, unter Ver-
nachlédssigung der Nennung der Morphismen p4, pg , durch A x B. Die Mor-
phismen p4, pp heissen Projektoren.

Anmerkungen:

1. Gibt es mehrere Produkte, so sind sie isomorph. Man kann demnach von
dem Produkt sprechen.

2. Der Morphismus < f4, fp > ersetzt die beiden Morphismen f,4, fp durch
einen einzigen und fasst sie somit zusammen.

3. Die obige Definition lasst sich analog auf mehrere Objekte erweitern :
((Ay x -+ x A,), DAys---,DA,) , dementsprechend die Figur 1. In diesem
Sinne wird Figur 1 angewendet werden.

4. Es gilt Assoziativitit
A x (Ag x o x Ap) = (A1 X+ x Ap) = (A1 x - X A1) X Ay,
sowie Kommutativitdt bis auf Isomorphie.

5. Das Produkt hat universelle Eigenschaften.

2.3 Kategoriales Produkt und Wertformen

Das kategoriale Produkt wird auf die Marxsche Analyse der Aquivalentform
bezogen. Der Einfachheit halber wird abkiirzend die Figur 1 verwendet, stehend
flir ihre Verallgemeinerung auf alle Waren. Man erhélt damit:

1. Die Ware X tauscht mit der Ware A und der Ware B, sie befindet sich
somit in ” Totaler oder entfalteter Wertform” [5, Seite 641].
Dies entspricht der Reihung (X, A), ( X, B), (X, C), .... [5, Seite 641 Zeile
5].



2. Jede Ware X tauscht mit der Ware A x B. Diese heisst ”Aquivalentware”
und befindet sich somit in ” Allgemeiner Wertform” [5, Seite 643].
Dies entspricht der Reihung (X3, L), ( X2, L), ( X3, L).... [5, Seite 643
Zeile 10].

3. Ist eine bestimmte Ware zur Darstellung des Produktes A x B ausgewahlt,
so ist sie ” Geld ” und befindet sich in ” Geldform” [5, Seite 647].

4. Die Formel (A7 x -+ x A,) x B = (A; x -+ x A, x B) beschreibt
die Eingliederung einer neuen Ware in die Warenwelt, ebenso eine Aus-
gliederung.

Als Geld ist das hier Beschriebene in der Welt realisiert und nutzbar gemacht.

2.4 Aquivalentware als Limes

Die Definition eines Produktes A x B von Objekten A, B ist ein Beispiel eines
allgemeinen Vorgehens zur Definition universeller Begriffe. In diesem werden
Diagramme, Kegel und die zugehorige Kategorie betrachtet. Initiale und ter-
minale Objekte der Kategorie fithren zur Definition eines universalen Objektes.
Das terminale Objekt ist hier eine andere Fassung des Limes, welcher sich in
seiner Definition nur auf die Kegel bezieht.

In der Wertanalyse bedient sich Marx eines solchen Methode zur Gewinnung
der Aquivalentware. Die dort betrachtete Reihung

( Atauscht mit By, Atauscht mit Bo, ... )

kann als Kegel mit der Spitze A iiber dem Diagramm (B, B, ...) aufgefasst
werden. Im vorliegenden Fall ist der Limes solcher Kegel gerade das kate-
gorielle Produkt By x By X . ... Solche Kegel bilden aber auch die Objekte einer
Kategorie. Morphismen dieser Objekte sind in der Marxschen Analyse nicht
explizit angegeben, implizit dahingehend, dass sie als gleichwertig angesehen
werden. Aus solchen Kegeln wird die Aquivalentware als zusammenfassendes
Element gewonnen. Diese entspricht dem terminalen Objekt dieser Kategorie.
Im Grunde koénnen die Devisenmérkte als andauernder Prozess zur zeitlichen
Realisierung dieses globalen terminalen Objektes angesehen werden. Hierriiber
kommt ein dynamisches Element in den ansonsten statischen mathematischen

Kalkiil.

In dem vereinfachten Diagramm Figur 1 stellt sich dies wie folgt dar. Die
Reihung

(XA X—>B)

entspricht einem Kegel mit der Spitze X tiber dem Diagramm (A, B). Zu ver-
schiedenem X gehort jeweils ein Kegel. Der Limes dieser Kegel, sofern er ex-
istiert, ist das kategorielle Produkt, dh. der Kegel (A x B — A, A x B — B).
Der Vollzug des Limes, die Setzung der Geldware, ist nach Marx geschichtliche
Tat.

Morphismen der Kegel ergeben sich aus den Morphismen der Spitzen X und
den Identitdtsmorphismen von A und B. Das terminale Objekt dieser Kategorie,
sofern es existiert, ist der Kegel (A x B — A, A x B — B).



2.5 Mengenlehre

Fiir das weitere wird als Beispiel die kategoriale Darstellung der Mengenlehre
genutzt. Die hier kurz dargestellt wird.

In der naiven Mengenlehre ist eine Menge eine Zusammenfassung von Ele-
menten. FEine Abbildung ordnet einem Element der Urbildmenge ein Element
der Bildmenge zu. ”Element” ist ein Grundbegriff der naiven Mengenlehre.
Wird die Mengenlehre als Kategorie gefasst, der Kategorie der Mengen, so ist
”Element” kein Grundbgriff mehr, sondern ein abgeleiteter Begriff. Die Kat-
egorie der Mengen besteht aus Objekten und Morphismen, sowie bestimmten
axiomatischen Eigenschaften derselben. Diese kennzeichnen die Kategorie als
die Kategorie der Mengen (7, Seite 65ff], [8] . Die Kategorie der Mengen besitzt
per Axiom ein terminales Objekt. Ein terminales Objekt ist ein Objekt, zu dem
es von jedem Objekt genau einen Morphismus gibt.

Damit wird der Begriff des Elementes einer Menge definiert. Ein Element a
eines Objektes A der Kategorie der Mengen ist definiert als ein Morphismus a
von dem terminalen Objekt T zu dem Objekt A | d.h. a : T — A. Man definiert
in Folge das ”Enthaltensein” durch

acA:=(a:T—A).

Dies ist ein Beispiel fiir ein allgemeines Vorgehen in der Kategorientheorie um
einem Objekt Unterobjekte zuzuschreiben [9, Seite 125]. Die Unterobjekte sind
Morphismen. Zur Geschichte und Notwendigkeit dieses Vorgehens siehe [10,
Seite 170, letzter Abschnitt].

2.6 Wert
Die allgemeine Aquivalentware G stellt das Produkt aller Waren dar, dh. G =
(Ap x -+ x Ay). Damit gibt es von jeder Ware X genau einen Morphismus

zur Aquivalentware, der die Bedingungen des Produktes erfiillt. Es gibt keine
weiteren Morphismen, da die Klasse der Morphismen M or< (X, G) jeweils einele-
mentig ist. Damit ist die Aquivalentware auch ein terminales Objekt. Damit
definiert der Morphismus pgq : A1 X ...A--- x A, — A, der Eintausch der
Aquivalentware gegen die Ware A, im zuvorgenannten Sinne ein Unterobjekt
der Ware A, ihren ” Wert”.

Allgemeiner: Die Aquivalentware ist die Spitze eines Limeskegels und damit
universeller Natur. Damit ist sie geeignet fiir die Definition eines universellen
Unterobjektes. Insbesondere gilt: Der Morphismus von einer Kegelspitze X zur
Spitze G des Limeskegels ist qua Definition des Limeskegels eindeutig gegeben
und unabhéngig von der Méachtigkeit der Morphismenmege Mors (X, G).

Dies findet sich in der Wertformanalyse wieder, wie das Zitat [11, Seite 53
Anmerkung 12] zeigt: "MEW 23 Seite 87 Erst innerhalb ihres Austausches
erhalten die Arbeitsprodukte eine von ihnen sinnlich verschiedene Gebrauchs-
gegenstandlichkeit getrennte gesellschaftlich Wertgegenstéandlichkeit.” Die Her-
vorhebung ist von dem zitierenden M. Heinrich.

Weiter begriindet und besprochen wird dies in [12], insbesondere durch die
Marxzitate in dem Anhang 4, sowie in [13, Seite 92ff].



Um diesen Bezug kenntlicher zu machen wird hier auch die Bezeichnung w4
fir pa, dh. wa := pa, verwendet. Dieser Morphismus wird hier Wertmorphis-
mus der Ware A genannt.

2.7 Die einfachen Wertformen

Projeziert man den oben dargestellten allgemeinen Fall auf den ”Tausch der
Ware A mit der Ware B”, so gilt die Ware B als Aquivalentware und der
notwendigerweise gleichzeitig stattfindente ” Tausch der Ware B mit der Ware
A” definiert den Wert im zuvor genannten Sinne.

Auf der Gegenstandsebene werden real die Waren A, B getauscht

Dieser reale Tausch stellt in der Projektion den Tausch der Ware A gegen
die Ware B wie folgt aufgeklappt dar:

tap<<tap> tpa<pa=wa
A tapzstan> (g oo A.

Hier bezeichnet = < y, dass y durch x dargestellt wird, und G die Geldware
oder Aquivalentware . < tap > bezieht sich auf eine reduzierte Figur 1, dh. der
rechte Teil der Figur ist weggeschnitten.

Eingeklappt stellt es sich wie folgt dar:

tap=<<tap>
A" (B=<G). (6)

tpaA<pa=<wa

Fiir den Tausch der Ware B gegen die Ware A gilt das Analoge.

Dieser Sachverhalt ist bei Marx enthalten in den ”einfachen Wertformen” .
Hier ist die ”einfache relative Wertform” modelliert durch < t4p > und die
” einfache Aquivalentform” modelliert durch das reduzierte Produkt (G,pa).
Das Analoge gilt fiir den Eintausch der Ware B gegen die Ware A.

Der materielle Akt des Tausches stellt demnach gleichzeitig zwei unter-
schiedliche Funktionen dar

tap <<tap >, tap <pp<wp
tpa <<tpa >, tpa <pa—<w4

Die einfachen Wertformen sind Ausgangspunkt der Analyse von Marx.

2.8 Tauschverhaltnis, Tauschwert

Dem Objekt A kann zur Beschreibung der Produktmenge ein 1-dimensionaler
Vektorraum V4 zugeordnet werden. Damit kann dem Morphismus t4p ein



Operator tap: V4> Vg zugeordnet werden. Er beschreibt die Produktmenge
B, die mit der Produktmenge A eingetauscht wird.

tABSA*)B

I?AB:VA*)VB

Im einfachsten Fall ist der Operator linear. Nach der Wahl einer Basis in den
Vektorraumen V 4, Vg kann der lineare Operator durch sein Matrixelement ¢ 45
beziiglich diesen Basen beschrieben werden. Fiir solche Matrixelemente gilt

EAB-EBA:1 (7)

tap tpc =tac.
Das Matrixelement ist bei Marx durch das Tauschverhéaltnis erfasst.

Die Ware A, der auf den Markt gebrachte Gebrauchsgegenstand, wird durch

die "konkrete Arbeit” Z 4 hergestellt. Dies ldsst sich durch einen Morphismus
kaa:Zas— A mit der Quelle Z4 und dem Ziel A darstellen. Entsprechend [9,
Seite 125] kann man dies auch ansehen als : Der Morphismus k4 definiert ein
Unterobjekt von A der Form Z,4 .
Man konnte versuchen dieses Unterobjekt mit soetwas wie , was Marx als
”Gallerte von Arbeit” bezeichnet, zu identifizieren. Beachtet man [9, Seite 127]
” Wir kénnen uns mit Hilfe des verallgemeinerten Elementbegriffes also ab-
strakte Morphismen als konkrete Abbildungen vorstellen !”, so wire mit dieser
Sichtweise eine Art Substanzvorstellung von Arbeit gegeben. Dies wird hier
nicht vertreten.

Zur Erfassung der Mengen lassen sich Quelle und Ziel 1-dimensionale Vek-
torraume T4 und V4 zuordnen. Der Vektorraum T4 dient der Beschreibung
der Arbeitsmenge gemessen in newtonscher Zeit, die Arbeitszeitachse des Pro-
duzenten A der Ware A. Der Vektorraum V4 dient wie zuvor der Beschrei-
bung der Produktmenge. Damit kann dem Morphismus k44 ein Operator
l%AA : T4 — V4 zugeordnet werden. Im einfachsten Fall ist er linear. Er
beschreibt die konkrete Arbeitskraft oder allgemeiner die konkrete Produk-
tivitat, die in diesem speziellen Herstellungsprozess angewendet wird.

k‘AA:ZAHA

];‘AAITA —)VA

Nach der Wahl einer Basis in den Vektorraumen T 4,V 4 kann der lineare Oper-
ator durch sein Matrixelement k4 4 beziiglich diesen Basen beschrieben werden.
Das Matrixelement beschreibt numerisch die konkrete Arbeitskraft oder allge-
meiner die konkrete Produktivkraft zur Herstellung des Gebrauchswertes A des
Produzenten A.

Analoges gilt fiir den Produzenten der Ware B.

Tauscht A seine Ware mit der Ware von B, so ist es so, als ob er diese
hergestellt habe. (vgl. Figur 2).



Figure 2

Der zugehorige Morphismus kap und die zugehorige Produktivitat sind
gegeben durch

kap =taB o kaa
kap =tap - kaa. (8)

A geht davon aus, dass er die Ware B mit derselben Produktivitdt wie B
produzieren kann. Dies bedeutet: Er bezieht sich auf dieselbe Arbeitszeit. Er
wird demnach den Tausch nur vollziehen, wenn gilt:

kap > kpp . 9)

Die beiden Grossen sind vergleichbar, da sie von gleicher Dimension sind, ndmlich:
(Produkteinheit von B) durch Zeiteinheit.

Analoges gilt fiir den Produzenten der Ware B.

Nur wenn der Warenbesitzer der Ware B die Ware A eintauschen will,
bekommt die Ware A einen Wert, ansonsten ist sie wertlos, denn sie tritt nicht
in den gesellschaftlichen Verwertungsprozess ein. Vor dem Tausch hat die Ware
A prospektiv Wert. In dem Vollzug des Tausches besitzt sie Wert. Nach dem
Tausch verlasst sie die Tauschsphare und hatte Wert.

Aus (7),(8),(9) und den analogen Gleichungen fiir den Warenbesitzer B er-
rechnet sich

tpa = =
ks

Nach (6) stellt der Morphismus tp4 das Unterobjekt w4 dar. Damit ist das
Matrixelement des Unterobjektes w4 gegeben durch

I;AA

Wwpa = = .
kpp

Dieses Verhéltnis heisst Tauschwert der Ware A und misst die Produktivitiat des

Warenherstellers A durch die Produktivitdt des Warenherstellers B, die letztere

gilt hier als Einheit.

Wird der Tauschwert erweitert durch die angewendete Arbeitszeit T,

_kaa  kaa T (kaa-T) —ina

WA

ks ks T (kpp-T)



so ergibt sich aus dem Produktivitatsverhéaltnis ein Mengenverhaltnis und dieses

ist das Tauschverhéltnis der getauschten Waren. Das Tauschverhaltnis stellt

damit den Tauschwert real dar oder wie Marx es ausdriickt: Das Tauschverhaltnis
ist die Erscheinungsform des Tauschwertes.

Bei dem Tausch mit der Aquivalentware G wird die konkrete Produktivkraft
des Produzenten A durch die allgemeine Produktivkraft zur Ware G gemessen
a4 = kaa
kca

(10)

Dies bestimmt den Zahlenwert des Tauschwertes eindeutig. Damit ist das Ma-
trixelement w4 des Wertmorphismus w4 bestimmt.

Wird der Tauschwert erweitert durch die angewendete Arbeitszeit T,

7]:7AA7];AA.Z:(I~9AA'T) 1

kee kee T (I::GG -T) ~ ”Preis von A7’

WA

so ergibt sich aus dem Produktivitatsverhaltnis ein Mengenverhaltnis und dieses
ist der Preis zu dem die Ware A gekauft wird. Das Preisrealisierung stellt damit
den Tauschwert real dar oder wie Marx es ausdriickt: Der Preis ist die Erschei-
nungsform des Tauschwertes.

Es ist anzumerken: Es gibt den Verkaufspreis (Sicht des Verkdufers) und den
Einkaufspreis (Sicht des Kéufers). Symmetriegeméss und sinngeméss miisste der
Einkaufspreis definiert sein durch (Produktmenge/Geldmenge). Dies ist nicht
iiblich und man spricht von dem Preis und bezieht sich auf den Verkaufspreis.
Dieser kennzeichnet wieviel Geld der Verkéufer fiir seine Produktmenge bekom-
men mochte.

Es ist anzumerken: Bei der Ableitung der Aquivalentware wurde die Ableitung
der allgemeinen Produktivkraft nicht berticksichtigt. Dies bleibe hier offen.

2.9 Der einfache Tausch

Im ”Kapital” beginnt Marx seine Analyse mit dem einfachen Warentausch
A=B.

In der Gestalt
A M<:>B B
tpa

stellt dies eine Kategorie dar mit den Objekten Ob(¥) = {A, B} und den Mor-
phismen Mor(%) = {ida,idp,taB,tpA}. A, B sind Endobjekte.

Wenn man die Figur 3 aufgeklappt darstellt

A tas B tpa A

\/

ida

10



und, rechtsrum in vertikale Lage verdreht, mit der Figur 2 vergleicht, so
stellt man fest: B stellt A mit der Projektion p4 := tp4 als kategoriales Pro-
dukt dar. B befindet sich in Aquivalentform. Dies ist die einzige Mdglichkeit,
da hier nur Morphismen, die einen Tausch beschreiben zuldssig sind.

Dies kann man auch als erstes Glied in einer Kette
A Ax B, AxBxC, ... (11)

von kategoriealen Produkten sehen.

B als Endobjekt und als kategoriales Produkt von A macht als Quelle des
Morphismus t4p diesen zur Darstellung des Wertmorphismus w4 := t4p und
versieht die Ware A mit einem Unterobjekt, dem Wert. Das Matrixelementes
dieses Morphismuses wurde oben bestimmt.

Weiter oben wurde die Struktur des einfachen Tausches durch Projektion
der allgemeinen Struktur auf den einfachen Tausch gewonnen. Hier wurde diese
Struktur direkt aus dem einfachen Tausch selbst gewonnen.

Der Austausch ist ein rein gesellschaftlicher Akt und damit ist auch dieses
Unterobjekt rein gesellschaftlich bedingt. Dieses Unterobjektes ist eine Basis
des Fetischcharakters des Kapitales.

3 Zusammenfassung

Indem die Tauschsphéare als Kategorie im Sinne der mathematischen Kate-
gorientheorie gefasst wird, konnen Methoden dieser Theorie zur Analyse der
Marxschen Wertformanalyse genutzt werden. Man stellt fest, dass die Aquivalent—
ware bei Marx die Struktur eines kategoriellen Produktes enthélt. Der, gemaéss
der Kategorientheorie notwendigen, Darstellung des Produktes in der Kate-
gorie entspricht die reale Darstellung der Aquivalentware durch Geld. Die
Methode mit der Marx die Aquivalentware gewinnt, entspricht der allgemeinen
Methode in der einer Kategorie von Kegeln ein Limeskegel zugeordnet ist. In
dem vorliegenden Fall fiithrt dies auf das kategorielle Produkt, bzw. auf die
Aquivalentware und in deren Darstellung auf Geld und seine Wertformen. Die
Existenz des Limeskegels ist nach Marx in der Gestalt von Geld als geschichtliche
Tat in die Realitét gesetzt. Dazu wird in der Realitéat die Tauschsphére entsprech-
end den Wertformen des Geldes umgestaltet. Aus dem direkten Tausch wird
ein durch das Geld vermittelter Tausch.

In der Kategorientheorie ist ein Unterobjekt eines Objektes gegeben durch
einen Morphismus von einem ausgezeichneten Objekt in das Objekt. Dement-
sprechend ist in der kategorialen Fassung der Mengenlehre der Begriff des El-
ementes einer Menge kein elementarer, sondern ein abgeleiteter Begriff. Ein
Element einer Menge ist hier gegeben durch einen Morphismus von dem termi-
nalen Objekt in die Menge. Dabei ist die Existenz des terminalen Objektes in
diesem Falle durch axiomatische Setzung gegeben. In Analogie wird das Unter-
objekt Wert einer Ware hier gegeben durch einen Morphismus von dem Objekt
Aquivalentware in die Ware. Dies ist real dargestellt durch den Tausch von Geld
gegen Ware.
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Indem das bis jetzt gewonnene auf eine Tauschsphére, die aus zwei Waren
besteht, herunterprojeziert wird, wird der Zusammenhang mit den einfachen
Wertformen hergestellt.

Entsprechend der Quantitdt der Waren kénnen den zuvorgenannten Struk-
turen quantitative Strukturen zugeordnet werden. Fiir einen Morphismen ist
dies hier ein linearer Operator. Sein einziges Matrixelement beschreibt das
Tauschverhaltnis. Fir den, zu einem Unterobjekt Wert gehorenden Morphis-
mus, beschreibt das Matrixelement den Tauschwert.

Eine Ware wird durch konkrete Arbeit hergestellt. Die Analyse des Tausches
bestimmt den Tauschwert. Dieser ist damit gegeben durch Invarianten des Ar-
beitsprozesses, dem Quotienten von der konkreten Arbeitsproduktivitat beziiglich
der Ware und der Arbeitsproduktivat beziiglich der Aquivalentware. Wird
dieser Quotient mit der Arbeitszeit erweitert, so erhalt man das Tauschverhaltnis.
Als Tauschverhéltnis erscheint der Tauschwert.

Es sei noch angemerkt: Bereits frither wurde die Kategorientheorie auf eine
Analyse von K. Marx angewendet. Die Untersuchung von K. Marx zur Differ-
entialrechnung wurde so in ihrer Methodik in [14] betrachtet.
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