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♦♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✢♦✇s ❦❡❡♣ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr② ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ②♦✉♥❣❡r ♥❛t✐✈❡s ♠❛② r❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ❜② ✉♣❣r❛❞✐♥❣ t❤❡✐r

s❦✐❧❧s ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧✐③✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❛s❦s✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s♣❡❝t ✇❤✐❝❤

✐s ♦❢t❡♥ ❞❡❜❛t❡❞✱ ❜✉t r❛r❡❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ s✉r♣❧✉s✱ ✐s

t❤❛t ♠♦st ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛❣✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✢♦✇s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

②♦✉♥❣ ✇♦r❦❡rs ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ♥❡✇ ❥♦❜ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ✐♥t❡r❣❡♥❡r❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢❡rs ✐♥ ❤✐❣❤✲

✐♥❝♦♠❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡✱ ✐♠♠✐❣r❛♥t ✇♦r❦❡rs ❝♦✉❧❞ ♣❧❛② ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ r♦❧❡ ✐♥ ❛❧❧❡✈✐❛t✐♥❣ t❤❡

✜s❝❛❧ ❜✉r❞❡♥ t❤❛t ❛❣✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❞❡❝❛❞❡s✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛✐♠s t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜✉t ❣r♦✇✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t

♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t✇♦ ♠❛❥♦r ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ②♦✉♥❣ ♥❛t✐✈❡s t❤❛t ❡♥t❡r t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t

t♦ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❛❞❥✉st t❤❡✐r s❦✐❧❧ ✐♥ ❢❛❝❡ ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡ s❦✐❧❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠✐❣r❛t✐♦♥ ✢♦✇s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛t✐✈❡s ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤

❜❡t✇❡❡♥ ②♦✉♥❣ ❛♥❞ r❡t✐r❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ ✇❤♦ r❡❝❡✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s❢❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❛❣❡✱

s❦✐❧❧ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❜❡tt❡r ❛ss❡ss t❤❡ ✜s❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❛s ♥❛t✐✈❡s ❛♥❞

✐♠♠✐❣r❛♥ts ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✉s❛❣❡✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st

♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛♣❡r ❤❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❧♦♥❣✲r✉♥

❡✛❡❝ts ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ ♥❛t✐✈❡s ✇❡❧❢❛r❡ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐ss✉❡s✱ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s

s❦✐❧❧ ❛❝q✉✐r❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✜s❝❛❧ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳✷

❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✶✾ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✇❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ s❡❛r❝❤

♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✿ (a) ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ♣❡r❝❡♥t

♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡❀ (b) ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥❀ (c) ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛♥ts✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡✐r s❦✐❧❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡

t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❛t✐✈❡s s❦✐❧❧ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s ❛♥❞✴♦r t❤❡ r❡t✐r❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❖✉r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳ ❋✐rst✱

✇❤❡♥ s❦✐❧❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s✱ ②♦✉♥❣ ♥❛t✐✈❡s ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛❜❧❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ♣♦t❡♥t✐❛❧

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡✛❡❝t ✉♥❞❡r s❝❡♥❛r✐♦s (b) ❛♥❞ (c)✱ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡

✶❙♦✉r❝❡✿ ❖❊❈❉ ✭✷✵✶✽✮✳
✷❈❤❛ss❛♠❜♦✉❧❧✐ ❛♥❞ P❛❧✐✈♦s ✭✷✵✶✹✮✱ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥❛t✐✈❡s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧②

❛❞❥✉st t❤❡✐r s❦✐❧❧✱ ❜✉t t❤❡② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✳

✶



✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ s❤♦❝❦ ❝♦♥s✐sts ♦♥❧② ♦❢ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs ✭s❝❡♥❛r✐♦ (a)✮✱ ♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t

s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ♠♦st ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❜✉t ♥❛t✐✈❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛❣❡s ♥♦t✐❝❡❛❜❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡

✶✾ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛❣❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✜s❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡

✜s❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s❦✐❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ♠♦st ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❤❡♥

✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡t✐r❡❞ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥ ❛❜str❛❝t✐♥❣

❢r♦♠ r❡t✐r❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ t❤❡ ✜s❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♠♦st❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧

♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤✐r❞✱ ✐♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣

❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♥❛t✐✈❡s s❦✐❧❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ♠♦r❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✇❡❧❢❛r❡ r❡s✉❧ts

t❤❛♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ s❡❛r❝❤ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♥❡❣❧❡❝ts ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✉♥❞❡r ♦✉r

♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t s❦✐❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ s❤♦❝❦s ✐♥❝r❡s❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥❛t✐✈❡

✇❡❧❢❛r❡ ♦♥ ❛❧♠♦st ♠♦st ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦

♥❛t✐✈❡s ✇❡❧❢❛r❡ ♦♥ ✾ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✶✾ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

❚❤✐s st✉❞② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ str❛♥❞s ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ str❡❛♠

♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✐✈❡s s❦✐❧❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡✲

❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ♠♦st ♦❢ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ ✜♥❞s ♠✐①❡❞ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥

♥❛t✐✈❡s ❤✐❣❤✲s❝❤♦♦❧ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ r❛t❡ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❇❡tts✱ ✶✾✾✽❀ ❍✉♥t✱ ✷✵✶✷✮✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛♣❡rs ❤❛✈❡

r❡❝❡♥t❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ♦♥ ♥❛t✐✈❡s t❛s❦ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❧❛tt❡r st✉❞✐❡s

✐♥❝❧✉❞❡ P❡r✐ ❛♥❞ ❙♣❛r❜❡r ✭✷✵✵✾✱ ✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ❉✬❆♠✉r✐ ❛♥❞ P❡r✐ ✭✷✵✶✹✮ ✇❤♦✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r

♥❛t✐✈❡s ♠♦✈❡ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❥♦❜s ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ✜♥❞ t❤❛t ♥❛t✐✈❡s ♠❛②

r❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡✐r s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❈❛tt❛♥❡♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ✜♥❞ t❤❛t ♥❛t✐✈❡

❊✉r♦♣❡❛♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✉♣❣r❛❞❡ t♦ ♠♦r❡ s❦✐❧❧❡❞ ❛♥❞ ❜❡tt❡r ♣❛✐❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❛ ❧❛r❣❡r

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛♥ts ❡♥t❡r t❤❡✐r ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t✳ ▼❝❍❡♥r② ✭✷✵✶✺✮ ✜♥❞s t❤❛t ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐✲

❣r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ♥❛t✐✈❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ s❝❤♦♦❧✱ ❛tt❛✐♥ ♠♦r❡ ②❡❛rs ♦❢ s❝❤♦♦❧✐♥❣✱

❛♥❞ t❛❦❡ ❥♦❜s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✲✐♥t❡♥s✐✈❡ t❛s❦s✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t✳

❙❡❝♦♥❞✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝❡♥t str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❛♥❛❧②③❡s t❤❡

✐♠♣❛❝ts ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t s❡❛r❝❤ ❢r✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s

❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❖rt❡❣❛ ✭✷✵✵✵✮✱ ▲✐✉ ✭✷✵✶✵✮✱ ❈❤❛ss❛♠❜♦✉❧❧✐ ❛♥❞ P❛❧✐✈♦s ✭✷✵✶✹✮✱ ❈❤❛ss❛♠❜♦✉❧✐

❛♥❞ P❡r✐ ✭✷✵✶✺✮✱ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ❛♥❞ ❇❛tt✐st✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦✉r ♣❛♣❡r ✐s ❝❧♦s❡❧②

r❡❧❛t❡❞ t♦ ❇❛tt✐st✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ ✇❤♦ ❡♠♣❧♦② ❛ s❡t✉♣ ✇✐t❤ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ ✷✵ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡✐r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s

s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛tt❡♥✉❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s❡❛r❝❤ ❢r✐❝t✐♦♥s ❜② ❜♦♦st✐♥❣ ✜r♠s✬ ♣r♦✜ts

❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❥♦❜ ❝r❡❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥✱ ♦✛s❡ts t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝♦sts ♦❢ ✜s❝❛❧ r❡❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs✱ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s ❛❜str❛❝ts ❢r♦♠ ✐♥t❡r❣❡♥❡r❛t✐♦♥❛❧

tr❛♥s❢❡rs ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❣✐♥❣✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✜s❝❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✐♠♣❛❝t ♦♥

❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ✇♦r❦❡rs✬ s❦✐❧❧ ❧❡✈❡❧ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s✱

s♦ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ♥❛t✐✈❡s t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r s❦✐❧❧ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ s❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥

s❤♦❝❦s✳

▲❛st✱ ♦✉r ♣❛♣❡r ❛❧s♦ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❛t str❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡

✜s❝❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❙t♦r❡s❧❡tt❡♥ ✭✷✵✵✵✱ ✷✵✵✸✮ ✜♥❞s t❤❛t ♥❡✇ ✐♠♠✐❣r❛♥ts r❡♣r❡s❡♥t✱ ♦♥

✷



❛✈❡r❛❣❡✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ✜s❝❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡s ♦❢ ❯✳❙✳ ❛♥❞ ❙✇❡❞❡♥✳ ❉✉st♠❛♥♥ ❛♥❞ ❋r❛tt✐♥✐ ✭✷✵✶✹✮

✜♥❞ ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✜s❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ r❡❝❡♥t ✐♠♠✐❣r❛♥ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤♦s❡ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣

❢r♦♠ ❊❊❆ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s✐❞❡ ❢r♦♠ ❇❛tt✐st✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥

❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❣r❛♥t ❛♥❞ ♥❛t✐✈❡

✇♦r❦❡rs✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r♦✈✐❞❡s st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts ♦♥ ❧❛❜♦r

♠❛r❦❡t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✾ ❛♥❛❧②③❡❞ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥

✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ s❡❛r❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡

r❡s✉❧ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ♦✛❡rs s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s✳

✷ ❙t②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts

■♥ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✶✷✼ ♠✐❧❧✐♦♥ ♣❡♦♣❧❡ ✇❡r❡ ❢♦r❡✐❣♥✲❜♦r♥ ✐♥ ✷✵✶✼✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡

♦❢ ✶✸✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✾✳✺✪ ✐♥ ✷✵✵✵✳✸ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❉❛t❛❜❛s❡ ♦♥ ■♠♠✐✲

❣r❛♥ts ✐♥ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭❉■❖❈✮ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❆rs❧❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

✐♥ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✶✾ s❡❧❡❝t❡❞ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❡♥s✉s r♦✉♥❞ ✷✵✶✵✱ ❡①tr❛❝t✐♥❣

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦✉♥tr② ♦❢ ♦r✐❣✐♥✱ ❛❣❡✱ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❛tt❛✐♥♠❡♥t ❛♥❞ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t st❛t✉s

♦❢ ✐♠♠✐❣r❛♥ts r❡s✐❞✐♥❣ ✐♥ ✶✾ s❡❧❡❝t❡❞ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭t❤❡ ✶✺ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥✱

❆✉str❛❧✐❛✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ❛♥❞ ❯❙✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ❜❡❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❡s ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t st❛t✉s✱ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❛❣❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♠✐✲

❣r❛♥t ❛♥❞ ♥❛t✐✈❡ r❡s✐❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶❛ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛♥t ✇♦r❦❡rs ♦❢ ❛❣❡ ✷✺✕✻✹ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛❜♦r

❢♦r❝❡✱ ❛s ❛ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✇♦r❦ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥ ✶✼

♦✉t ♦❢ t❤❡ ✶✾ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭❛❧❧ ❜✉t ❉❡♥♠❛r❦ ❛♥❞ ❋✐♥❧❛♥❞✮✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛♥t ✇♦r❦❡rs ✐s ❤✐❣❤❡r

t❤❛♥ 11%✱ ✇✐t❤ ▲✉①❡♠❜♦✉r❣ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr② t❤❛t r❡❧✐❡s t❤❡ ♠♦st ♦♥ ♠✐❣r❛♥t ✇♦r❦❡rs

✭❛❜♦✉t ✺✵✪ ♦❢ ✐ts ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡ ✐s ❢♦r❡✐❣♥✲❜♦r♥✮✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s ✶✽✪ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

✐s ✶✵✪✳

❋✐❣✉r❡ ✶❜ s❤♦✇s t❤❛t✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✐♠♠✐❣r❛♥ts s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤❡r ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡ ✭✶✷✳✾✪

❢♦r ✐♠♠✐❣r❛♥ts ✈❡rs✉s ✾✳✼✪ ❢♦r ♥❛t✐✈❡s✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✶✻ ♦✉t ♦❢ ✶✾ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭❛❧❧ ❜✉t ■r❡❧❛♥❞✱ ❯❙

❛♥❞ ❈❛♥❛❞❛✮ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤❡r ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡ ❢♦r ✐♠♠✐❣r❛♥t ✇♦r❦❡rs✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠♠✐❣r❛♥t ❛♥❞ ♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ✭✾✶✳✸✪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✐t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡s ✐s q✉✐t❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧✳

■♥ ❙♣❛✐♥✱ ✐♠♠✐❣r❛♥t ✇♦r❦❡rs s✉✛❡r ❛♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡ ❛❧♠♦st ✶✵ ♣❡r❝❡♥t ♣♦✐♥ts ❤✐❣❤❡r t❤❛♥

♥❛t✐✈❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❆✉str✐❛✱ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s ❛♥❞ ❙✇❡❞❡♥ t❤❡ ♠✐❣r❛♥t ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥

t✇✐❝❡ ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ♦♥❡✳

❆s ❢❛r ❛s s❦✐❧❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ❋✐❣✉r❡ ✶❝ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛♥t ❛♥❞

♥❛t✐✈❡ ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ②❡❛r ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ♦r ❛ ❜❛❝❤❡❧♦r ❞❡❣r❡❡ ✭■❙❈❊❉ ✺✮✳ ❉❡s♣✐t❡

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❛t✐✈❡✲ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥✲❜♦r♥ ✐s ❤✐❣❤ ✭✻✺✳✼✪✮ ❛♥❞✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✐♠♠✐❣r❛♥ts ❛♥❞

✸❙♦✉r❝❡✿ ❖❊❈❉ ✭✷✵✶✽✮

✸



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▲❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

✭❛✮ ❙❤❛r❡ ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥✲❜♦r♥ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡ ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Immigrants

✭❜✮ ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡s

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

Immigrants Natives

✭❝✮ ❙❤❛r❡s ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡✲❡❞✉❝❛t❡❞ ♣❡♦♣❧❡

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Immigrants Natives

✭❞✮ ❲❛❣❡ r❛t✐♦s

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

Skill wage premium Native wage premium

◆♦t❡✿ ❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢♦r ✶✾ s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✿ t❤❡ ✶✺ ♠❡♠❜❡rs st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ✭❊❯✶✺✮✱ ❆✉str❛❧✐❛✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ❛♥❞ ❯❙✳

✹



♥❛t✐✈❡s ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r s❤❛r❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ❡❞✉❝❛t❡❞ ✇♦r❦❡rs ✭✸✸✪ ❢♦r ✐♠♠✐❣r❛♥ts✱ ✸✺✳✹✪ ❢♦r ♥❛t✐✈❡s✮✱

s♦♠❡ ❝♦✉♥tr✐❡s st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛ s❤❛r♣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s❦✐❧❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠♠✐❣r❛♥t ❛♥❞

♥❛t✐✈❡ ✇♦r❦❡rs ✕ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ ❇❡❧❣✐✉♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ❡❞✉❝❛t❡❞ ♥❛t✐✈❡s ✐s ❛❧♠♦st

t✇✐❝❡ ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤❛t ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ❡❞✉❝❛t❡❞ ✐♠♠✐❣r❛♥ts✳

❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❛❣❡ ♣r❡♠✐✉♠s ❛r❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶❞✳ ❉❛t❛ ♦♥ ✇❛❣❡ r❛t✐♦s

❜❡t✇❡❡♥ ♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♠♠✐❣r❛♥t ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❇✉❝❤❡❧ ❛♥❞ ❋r✐❝❦ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❉♦❝q✉✐❡r

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ ✇❤✐❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡t✉r♥s t♦ s❦✐❧❧ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❖❊❈❉ ✭✷✵✶✷✮ ❞❛t❛✳ ■♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧

❝♦✉♥tr✐❡s✱ ♥❛t✐✈❡s ❡❛r♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✐♠♠✐❣r❛♥t ✇♦r❦❡rs✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❖tt❛✈✐❛♥♦ ❛♥❞

P❡r✐ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s st②❧✐③❡❞ ❢❛❝t ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ✐♠♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ✐♠♠✐❣r❛♥t ❛♥❞ ♥❛t✐✈❡ ✇♦r❦❡rs✳✹ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✇❛❣❡ ♣r❡♠✐✉♠ ✐s ♣r❡s❡♥t

✐♥ ♠♦st ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✇✐t❤ ❝♦❧❧❡❣❡✲❡❞✉❝❛t❡❞ ✇♦r❦❡rs ❡❛r♥✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇✐❝❡ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ❧❡ss❡r✲

❡❞✉❝❛t❡❞ ♦♥❡s ✐♥ ✼ ♦✉t ♦❢ ✶✾ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

✸ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❈♦♥s✐❞❡r ❛ s♠❛❧❧ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠② ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❛❣❡♥ts✱ ✇❤♦ ❞✐s❝♦✉♥t

t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t r❛t❡ r > 0 ❛♥❞ ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✉♥❞❡r t❤r❡❡ r❡s♣❡❝ts✳ ❋✐rst✱ ❛❣❡♥ts

❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥ ❝♦✉♥tr②✱ s♦ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ♥❛t✐✈❡ ♦r ❢♦r❡✐❣♥✲❜♦r♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦

✐♠♠✐❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❡❞✉❝❛t✐♦♥

❛tt❛✐♥♠❡♥ts✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ✐❞❡♥t✐✜❡s ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞✲s❦✐❧❧s ✭❡✳❣✳ ❈❛r❞✱

✷✵✵✾❀ ❉♦❝q✉✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❀ ❇❛tt✐st✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮✱ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ❝♦❧❧❡❣❡

❣r❛❞✉❛t❡s ❛s ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ❛♥❞ t♦ ❧❡ss ❡❞✉❝❛t❡❞ ❛s ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚❤✐r❞✱

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ ❛❧❧ ♦r✐❣✐♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡✐r ✇♦r❦✐♥❣ ❛❣❡ ♦r r❡t✐r❡❞✳ ❨♦✉♥❣ ❛❝t✐✈❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s✉♣♣❧② ❧❛❜♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ ❡❛r♥ ❛ ✇❛❣❡✱ ✇❤✐❧❡ r❡t✐r❡❡s ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ ✭♦r

✉♥✇✐❧❧✐♥❣✮ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t✱ s♦ t❤❛t t❤❡✐r ♦♥❧② ✐♥❝♦♠❡ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t tr❛♥s❢❡rs

❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜♦r♥ ❛♥❞ r❡t✐r❡ ❛t

t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ν✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❛t❤s ❡q✉❛❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❜✐rt❤s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡s ♦❢ ②♦✉♥❣ ❛♥❞ r❡t✐r❡❞ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✳

❆s ❢❛r ❛s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✜r♠s ♦♣❡♥ ✈❛❝❛♥❝✐❡s ✐♥ ❛ ❢r✐❝t✐♦♥❛❧ ❧❛❜♦r

♠❛r❦❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤✐r❡ ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ r❡t❛✐❧ ✜r♠s

❜✉② t❤❡s❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥❞ s❡❧❧ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ✐♥ ❛ ♣❡r✲

❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛r❦❡t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❛①❡s ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t♦ ✜♥❛♥❝❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡

tr❛♥s❢❡rs✱ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❜❡♥❡✜ts✳ ❋♦r ❡❛s② ♦❢ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ t✐♠❡

✈❛r✐❛❜❧❡ t ✐s ♦♠✐tt❡❞ ✇❤❡r❡❛s ♥♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛r✐s❡s✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥❛❧ ❧❛❜♦r

♠❛r❦❡t t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❲❡ t❤❡♥ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ s❦✐❧❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡

❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✜s❝❛❧ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳

✹▼✉❧t✐♣❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♠❛② ❛❧s♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ✇❛❣❡ ♣r❡♠✐✉♠✱ s✉❝❤ ❛s ✐♠♣❡r❢❡❝t tr❛♥s❢❡r❛❜✐❧✐t② ♦❢
❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✭P♦✉t✈❛❛r❛✱ ✷✵✵✽✮✱ ♦r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✭❇❛rt♦❧✉❝❝✐✱ ✷✵✶✹✮✳ ❲❡ ❧❛t❡r ♣❡r❢♦r♠ ❛ s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♠♠✐❣r❛♥t ❛♥❞ ♥❛t✐✈❡ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

✺



✸✳✶ Pr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠②✱ r❡t❛✐❧ ✜r♠s ❡♠♣❧♦② ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ K ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✐♥♣✉t ❣♦♦❞ Z

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t Y ✱ ✇❤♦s❡ ♣r✐❝❡ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✉♥✐t②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

Y = AKαZ1−α, ✭✶✮

✇❤❡r❡ A > 0 ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❚❋P✱ ❛♥❞ α ∈ (0, 1) ✐s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢

❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t♦t❛❧ ♦✉t♣✉t✳

❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✐♥♣✉t Z ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✜r♠s ✇❤♦ ❡♠♣❧♦②

②♦✉♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s❦✐❧❧ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥ ❝♦✉♥tr②✳ ▲❡t Eos ❞❡♥♦t❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs

✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t o = (n,m) r❡❢❡rs t♦ ♥❛t✐✈❡s ❛♥❞ ✐♠♠✐❣r❛♥ts✱ ❛♥❞

t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t s = (h, l) r❡❢❡rs t♦ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❆s st❛♥❞❛r❞ ✐♥ t❤✐s str❛♥❞

♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ✷✵✵✷✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✜r♠ ❡♠♣❧♦②s ❛t

♠♦st ♦♥❡ ✇♦r❦❡r✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s✱ Yos✱ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ Eos✱

❝♦✐♥❝✐❞❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ t✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝❡♥t st✉❞✐❡s ✭s✉❝❤ ❛s ▼❛♥❛❝♦r❞❛ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✷❀ ❖tt❛✈✐❛♥♦ ❛♥❞ P❡r✐✱ ✷✵✶✷✮ t❤❛t ✜♥❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♠✐❣r❛♥t

✇♦r❦❡rs✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡♠❜❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✐♥♣✉t Z ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡st❡❞ ❈❊❙ ❢✉♥❝t✐♦♥

Z =
[

xY
(σ1−1)/σ1

h + (1− x)Y
(σ1−1)/σ1

l

]σ1/(σ1−1)
✭✷✮

Ys =
[

λY (σ2−1)/σ2
ns + (1− λ)Y (σ2−1)/σ2

ms

]σ2/(σ2−1)
, s = (h, l),

✇❤❡r❡ σ1 ❛♥❞ σ2 ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❦✐❧❧ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥

♦r✐❣✐♥ ❣r♦✉♣s✱ x ∈ (0, 1) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞✱

❛♥❞ λ ∈ (0, 1) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ♥❛t✐✈❡ ✇♦r❦❡rs ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐♠♠✐❣r❛♥ts✳

❇❡❝❛✉s❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✉♥❞❡r ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ t❤❡✐r ♣r✐❝❡✱ pos✱ ❡q✉❛❧s

t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

pmh = A(1− α)x(1− λ)KαZ
1−ασ1

σ1 Y
−

1
σ1

h

(

Yh
Ymh

)
1
σ2

✭✸❛✮

pml = A(1− α)(1− x)(1− λ)KαZ
1−ασ1

σ1 Y
−

1
σ1

l

(

Yl
Yml

)
1
σ2

✭✸❜✮

pnh = A(1− α)xλKαZ
1−ασ1

σ1 Y
−

1
σ1

h

(

Yh
Ynh

)
1
σ2

✭✸❝✮

pnl = A(1− α)(1− x)λKαZ
1−ασ1

σ1 Y
−

1
σ1

l

(

Yl
Ynl

)
1
σ2

. ✭✸❞✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❢r❡❡ t♦ ❜❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❡❝♦♥♦♠②

✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ✇♦r❧❞✱ t❤❡ r❡t✉r♥ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ r ✐s ✜①❡❞ ❜②

✻



✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♠❛r❦❡ts✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐❧❧ ❛❞❥✉st

s♦ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ✉s✉❛❧ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥

r = AαKα−1Z1−α. ✭✹✮

✸✳✷ ▲❛❜♦r ♠❛r❦❡t

❊❛❝❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✜r♠ ♦♣❡♥s ❛ ✈❛❝❛♥❝② ❢♦r ❡✐t❤❡r ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ♦r ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣

❈❤❛ss❛♠❜♦✉❧❧✐ ❛♥❞ P❛❧✐✈♦s ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❇❛tt✐st✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✜r♠s ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡

t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠♠✐❣r❛♥t ❛♥❞ ♥❛t✐✈❡ ✇♦r❦❡rs ❛t t❤❡ ✈❛❝❛♥❝② ♣♦st✐♥❣ st❛❣❡✱ s♦ t❤❛t ❥♦❜

✈❛❝❛♥❝✐❡s Vs ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s Us ≡
∑

o
Uos ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

M(Us, Vs) = ξU ǫ
sV

1−ǫ
s , s = (h, l), ✭✺✮

✇❤❡r❡ M ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜ ♠❛t❝❤❡s✱ ξ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞

ǫ ∈ (0, 1) ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

▲❡t θS ≡ Vs/Us ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t t✐❣❤t♥❡ss ✐♥ t❤❡ s❦✐❧❧ s❡❝t♦r s✳ ❚❤❡ ❥♦❜ ✜♥❞✐♥❣ r❛t❡ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜② Ms/Us = ξθ1−ǫ ≡ m(θs)✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❝❛♥❝② ✜❧❧✐♥❣ r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Ms/Vs = ξθ−ǫ ≡ q(θs)✳

❆s ✐t ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢②✱ m(θs) ❛♥❞ q(θs) ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ θs✱ ✐♠♣❧②✐♥❣

t❤❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ♠❛r❦❡t t✐❣❤t♥❡ss ♠❛❦❡s ✐t ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ✜r♠s t♦ ✜❧❧ ❛ ✈❛❝❛♥❝②✱ ❜✉t ❡❛s✐❡r ❢♦r

✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs t♦ ✜♥❞ ❛ ❥♦❜✳

❆ss❡t ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

▲❡t J o,F
s ❛♥❞ J V

s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜❧❧❡❞ ❛♥❞ ✉♥✜❧❧❡❞ ✈❛❝❛♥❝②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳✺

❚❤❡♥✱ t❤❡✐r ✢♦✇ ✈❛❧✉❡ ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

rJ o,F
s = pos − wos − (δos + ν)

[

J o,F
s − J V

s

]

✭✻✮

rJ V
s = −cs + q(θs)

[

(1− φs)J
n,F
s + φsJ

m,F
s − J V

s

]

, ✭✼✮

✇❤❡r❡ cs ✐s t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st ♦❢ ❛♥ ♦♣❡♥ ✈❛❝❛♥❝② ❢♦r ❛ ✇♦r❦❡r ♦❢ s❦✐❧❧ ❧❡✈❡❧ s✱ φs ≡ Ums/Us ✐s

t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♠♠✐❣r❛♥ts ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ s❡❛r❝❤✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ s❦✐❧❧ t②♣❡ s✱ ❛♥❞ δos ✐s

t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞✐✛❡r ❢♦r ✇♦r❦❡rs✬ s❦✐❧❧s ❛♥❞ ❝♦✉♥tr② ♦r✐❣✐♥✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❛ss❡t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✜❧❧❡❞ ✈❛❝❛♥❝② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉t ✐s s♦❧❞✱ ♠✐♥✉s t❤❡ ✇❛❣❡ r❛t❡ ♣❛✐❞ t♦ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜r❡❛❦✐♥❣ ✉♣ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡r✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ❡✈❡♥t

♦❝❝✉rs✱ δos + ν✳✻ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮ ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛s ✐t st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❛ss❡t ✈❛❧✉❡ ♦❢

❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✉♥✜❧❧❡❞ ✈❛❝❛♥❝② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❛❝❛♥❝② ❝♦st✱−cs✱ ♣❧✉s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✜❧❧✐♥❣ ❛

✺◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡♥ ✈❛❝❛♥❝②✱ J V
s ✱ ❤❛s ♥♦ ♦r✐❣✐♥ ✐♥❞❡① o ❜❡❝❛✉s❡ ✜r♠s ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t t❤❡✐r

s❡❛r❝❤ t♦✇❛r❞s ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦ ❤♦❧❞ t❤❡ s❛♠❡ s❦✐❧❧ ❧❡✈❡❧✳
✻❘❡♠✐♥❞ t❤❛t ❛ ✇♦r❦❡r ✇✐❧❧ s❡♣❛r❛t❡ ❢r♦♠ ❛ ✜r♠ ❛t ❛ r❛t❡ δos + ν✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ δos✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡ ✇✐❧❧ ♥♦t s✉♣♣❧②

✇♦r❦ ❛❢t❡r r❡t✐r❡♠❡♥t✳

✼



✈❛❝❛♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ❛t ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② q(θs)✳

❋♦r ✇♦r❦✐♥❣✲❛❣❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ s✉♣♣❧② ❧❛❜♦r✱ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢

❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱ J o,E
s ✱ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱ J o,U

s ✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

rJ o,E
s = (1− τ)wos + δos

[

J o,U
s − J o,E

s

]

+ ν
[

J R
os − J E

os

]

+ T y
os + rk ✭✽✮

rJ o,U
s = bos +m (θs)

[

J o,E
s − J o,U

s

]

+ ν
[

J R
os − J U

os

]

+ T y
os + rk, ✭✾✮

✇❤❡r❡ τ ✐s t❤❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛① r❛t❡✱ T y
os ❛r❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ tr❛♥s❢❡rs t♦ ②♦✉♥❣ ✇♦r❦❡rs ♦❢ ♦r✐❣✐♥

o ❛♥❞ s❦✐❧❧ s✱ rk ✐s t❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ ❛♥❞ J R
os ✐s t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r❡t✐r❡♠❡♥t

✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❧❛t❡r ♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮✱ t❤❡ ✢♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡♠♣❧♦②❡❞

❡q✉❛❧s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❢t❡r✲t❛① ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦ss ❢r♦♠ ❜r❡❛❦✐♥❣✲✉♣

❢r♦♠ t❤❡ ✜r♠✱ ♣❧✉s tr❛♥s❢❡rs✱ T y
os✱ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ rk✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛

r❡t✐r❡❡✱ ν
[

J R
os − J E

os

]

✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❡q✉❛❧s

✐ts r❡t✉r♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❜❡♥❡✜t bos✱ ♣❧✉s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❥♦❜✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞

❜② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❡✈❡♥t✱ tr❛♥s❢❡rs✱ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ❢r♦♠

r❡t✐r❡♠❡♥t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡tt✐♥❣ Ros ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡t✐r❡❞ ✇♦r❦❡rs ♦❢ t②♣❡ (o, s)✱ t❤❡ ✢♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢

❜❡✐♥❣ ❛ r❡t✐r❡❞ ✇♦r❦❡r ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡✱ J R
os ✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

rJ R
os = TR

os + rk − gJ R
os , ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ TR
os ❛r❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ tr❛♥s❢❡rs ♣❛✐❞ t♦ r❡t✐r❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ g ≡ νQos/Ros ✐s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢

r❡t✐r❡❡s t❤❛t ❞✐❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ t✳✼

❏♦❜ ❝r❡❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❆s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✜r♠s ❛r❡ ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛r❡ ♥♦ ❝♦sts ♦❢ ❡♥tr②✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ✜♥❞ ✐t

♣r♦✜t❛❜❧❡ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣♦st✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ✈❛❝❛♥❝② ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ③❡r♦✳

■♥ st❡❛❞②✲st❛t❡✱ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥tr② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤✉s ❣✐✈❡♥ ❜②

J V
s = 0. ✭✶✶✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✮✱ ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✶✶✮✱ ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡ t❤❡ ❥♦❜ ❝r❡❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡❛❞s

cs
q (θs)

= (1− φs)

[

pns − wns

r + ν + δns

]

+ φs

[

pms − wms

r + ν + δms

]

. ✭✶✷✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ✈❛❝❛♥❝②✱ cs/q (θs)✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡

❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ✜❧❧✐♥❣ ❛ ✈❛❝❛♥❝② ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❛ ♥❛t✐✈❡ ♦r ✐♠♠✐❣r❛♥t ✇♦r❦❡r✱ pos−wos✱ ❛❞❥✉st❡❞

❜② t❤❡ ✇♦r❦❡r✲t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡✱ r + ν + δos✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ♠❛r❦❡t t✐❣❤t♥❡ss θs

✼◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ t✱ ❛ ♠❛ss ♦❢ ✇♦r❦❡rs ν
∑

o

∑

s

Qos r❡t✐r❡ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ r❡t✐r❡❡s ❞✐❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡t✐r❡❡s ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦ νQos/Ros ✐s
❛❧✇❛②s ✇✐t❤✐♥ (0, 1)✳

✽



tr❛♥s❧❛t❡s t♦ ❤✐❣❤❡r ✈❛❝❛♥❝② ♦♣❡♥✐♥❣ ❝♦sts✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r ✜❧❧✐♥❣ ❛ ✈❛❝❛♥❝② ✐s ✐s

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ θs✳

❲❛❣❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛✐♥str❡❛♠ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♦♥❝❡ ❛ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✇♦r❦❡r ❛♥❞ ❛

✈❛❝❛♥❝② ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠❡❞✱ ✜r♠s ❛♥❞ ✇♦r❦❡rs ❜❛r❣❛✐♥ ♦✈❡r ✇❛❣❡s✳ ▲❡t β ∈ (0, 1) ❞❡♥♦t❡ t❤❡

✇♦r❦❡r ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✇❛❣❡ r❛t❡

wos t❤❛t s❛t✐s✜❡s

(1− β)
(

J o,E
s − J o,U

s

)

= β
(

J o,F
s − J V

s

)

.

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛ss❡t ✈❛❧✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✮✲✭✾✮ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥tr② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✶✮✱ t❤❡

❜❛r❣❛✐♥❡❞ ✇❛❣❡ r❛t❡ ♣❛✐❞ t♦ ✇♦r❦❡rs ♦❢ t②♣❡ (o, s) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

wos =
β [r + ν + δos +m (θs)] pos

(r + ν + δos) [1− (1− β) (τ + µ)] + βm (θs)
, ✭✶✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❜❡♥❡✜t bos ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡❞ ❛♥❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② s❡t t♦ t❤❡ ✇❛❣❡

r❛t❡✱ ✐✳❡✳ bos ≡ µwos✱ ✇✐t❤ µ ∈ (0, 1) ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t r❛t❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮✱

❤✐❣❤❡r ✇♦r❦❡r ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r β tr❛♥s❧❛t❡s t♦ ❤✐❣❤❡r ✇❛❣❡ r❛t❡s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t

t❤❡ ❜❛r❣❛✐♥❡❞ ✇❛❣❡ r❛t❡ wos ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t r❛t❡ µ✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡

✐♥t✉✐t✐♦♥ t❤❛t ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t r❛t❡ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✇♦r❦❡r✬s ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ❛♥❞✱

t❤✉s✱ t❤❡ ✇♦r❦❡r✬s s✉r♣❧✉s ❢r♦♠ ❤✐r✐♥❣✳

❊♠♣❧♦②♠❡♥t

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❧❛✇ ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs ♦❢ s❦✐❧❧ s ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥ o ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❛t❝❤❡s ❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜r❡❛❦✲✉♣s t❤❛t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥t ♦❢ t✐♠❡ t❀

t❤❛t ✐s

Ėos = m (θs)Uos − (δos + ν)Eos. ✭✶✹✮

❉❡♥♦t✐♥❣ ✇✐t❤ Qos ≡ Eos + Uos t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ t②♣❡ (o, s)✱ t❤❡ t♦t❛❧

❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Eos =
m (θs)Qos

δos + ν +m (θs)
✭✶✺✮

Uos =
(δos + ν)Qos

δos + ν +m (θs)
. ✭✶✻✮

❇❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✺✮ ❛♥❞ ✭✶✻✮✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ Qos✱ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t

✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❥♦❜ ✜♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ m(θs)✱ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❛t❡✱ δos✳

✾



✸✳✸ ❙❦✐❧❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

❇❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t✱ ❡❛❝❤ ②♦✉♥❣ ♥❛t✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r t♦ ✐♥✈❡st ✐♥

❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ♦r r❡♠❛✐♥ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛ss❛♠❜♦✉❧❧✐ ❛♥❞ P❛❧✐✈♦s

✭✷✵✶✹✮✱ ❛❣❡♥ts ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ❝♦st ♦❢ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦❧❞❡r ❛❣❡♥ts ❛r❡

❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢❛❝❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❝♦sts t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡♠ ♣r❡✈❡♥t ❢r♦♠ ✐♥✈❡st✐♥❣ ✐♥ tr❛✐♥✐♥❣✳ ▲❡t z

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛❝q✉✐r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♦✈❡r t❤❡ ❝❧♦s❡❞

✐♥t❡r✈❛❧ [0, z̄]✳ ❆ ♥❛t✐✈❡ ②♦✉♥❣ ❛❣❡♥t ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st ✐♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ❥♦❜

❛s ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛s ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞✱ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛❝q✉✐r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✱ t❤❛t ✐s

J U
nh − J U

nl ≥ z. ✭✶✼✮

❙❡tt✐♥❣ ✭✶✼✮ ❛s ❛♥ ❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦st

z∗ = J U
nh − J U

nl , ✭✶✽✮

s✉❝❤ t❤❛t ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ✜♥❞ ✐t ♣r♦✜t❛❜❧❡ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞✳ ❋r♦♠

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❛t✐✈❡ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ γ ≡ Qnh/(Qnh +Qnl)✱

✐s t❤✉s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡q✉❛❧s

γ =
z∗

z̄
. ✭✶✾✮

P❧✉❣❣✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ✐♥t♦ ✭✶✼✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮✱ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♥❛t✐✈❡

❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs γ r❡❛❞s

γ =
µ (wnh − wnl) + T y

nh − T y
nl +m (θh)

[

wnh(1−τ−µ)
r+ν+δnh+m(θh)

]

−m (θl)
[

wnl(1−τ−µ)
r+ν+δnl+m(θl)

]

z̄ (r + ν)
. ✭✷✵✮

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ②♦✉♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❛❣❡ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ r❡t✐r❡❞✱ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥

②♦✉♥❣ ♥❛t✐✈❡s s❦✐❧❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❡t✐r❡❞ s❦✐❧❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✱ s♦ t❤❛t✱ ✐♥

st❡❛❞②✲st❛t❡✱ t❤❡ r❛t✐♦ Rnh/Rnl ❛❧✇❛②s ♠❛t❝❤❡s t❤❡ r❛t✐♦ Qnh/Qnl✳

✸✳✹ ●♦✈❡r♥♠❡♥t

❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♠♣♦s❡s ❛ ✜①❡❞ t❛① r❛t❡ τ ∈ (0, 1) ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❛♥❝❡ ✉♥✲

❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❜❡♥❡✜ts µwos✱ ❛♥❞ ❣r♦✉♣ s♣❡❝✐✜❝ tr❛♥s❢❡rs T a
os✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t a = (y,R)

❞❡♥♦t❡s ②♦✉♥❣ ❛♥❞ r❡t✐r❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳✽ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦♥❞✉❝ts ❛ ③❡r♦ ♣r♦✜t

♣♦❧✐❝②✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✇r✐t❡s

τ
∑

o

∑

s

wos = µ
∑

o

∑

s

Uoswos +
∑

o

∑

s

QosT
y
os +

∑

o

∑

s

RosT
R
os. ✭✷✶✮

✽❆s ✐♥ ❇✉r③②♥s❦✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ T a
os ✐♥❝❧✉❞❡s r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ tr❛♥s❢❡rs t❤❛t ✈❛r② ❛❝r♦ss ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ s❦✐❧❧ t②♣❡s✱ ❛s

✇❡❧❧ ❛s ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛❝r♦ss ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳

✶✵



❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r✐❣❤t✲

❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠❡ t❛① τ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❡♥❞♦❣❡✲

♥♦✉s❧② ❛❞❥✉sts t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜✉❞❣❡t✱ s♦ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ t❡♠♣♦r❛r② ❞❡✜❝✐t ✭s✉r♣❧✉s✮

t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡s ❜② r❛✐s✐♥❣ ✭❞❡❝r❡❛s✐♥❣✮ τ ✳

✸✳✺ ❙❡❛r❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s {pos,K, θs, wos, Eos , Uos,

γ, τ}✱ ✇❤❡r❡ o = (n,m) ❛♥❞ s = (h, l)✱ s✉❝❤ t❤❛t✿ (i) t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✱ s♦

t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸❛✮✲✭✸❞✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞❀ (ii) ❝❛♣✐t❛❧ ♠❛r❦❡ts ❝❧❡❛r✱ s♦ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞❀

(iii) t❤❡ ❥♦❜ ❝r❡❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✷✮ ❢♦r ❡❛❝❤ s❦✐❧❧ t②♣❡ s ✐s s❛t✐s✜❡❞❀ (iv) ❚❤❡ ◆❛s❤ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣

♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✸✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦r✐❣✐♥ o ❛♥❞ s❦✐❧❧ t②♣❡ s❀ (v) t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❞

❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✺✮ ❛♥❞ ✭✶✻✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦r✐❣✐♥ o ❛♥❞ s❦✐❧❧ t②♣❡

s❀ (vi) t❤❡ s❦✐❧❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✵✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞❀ (vii) t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s✉st❛✐♥s ❛ ♥♦✲❞❡✜❝✐t

♣♦❧✐❝② ❛♥❞ ✐ts ❜✉❞❣❡t ✭✷✶✮ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞✳

✹ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❡❧❢❛r❡✱ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ♦✉t❝♦♠❡s ❛♥❞ ✜s❝❛❧

r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✶✾ s❡❧❡❝t❡❞ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ❛♥❛❧②s✐s✳ ▼♦r❡

s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ s❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ ✲✉♥❜✐❛s❡❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ s❤♦❝❦s t❛❦✐♥❣

♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢

♥❛t✐✈❡s ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥❞❡①✾

Wn ≡

∑

s
EnsJ

E
ns +

∑

s
UnsJ

U
ns −

z∗

2 Qnh +
∑

s
RnsJ

R
ns

∑

s
(Qns +Rns)

, ✭✷✷✮

✇❤❡r❡ z∗

2 ✐s t❤❡ ✭❡♥❞♦❣❡♥♦✉s✮ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦st ♦❢ ❛❝q✉✐r✐♥❣ s❦✐❧❧✳✶✵ ❚❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥❞❡① Wn ✐♥❝❧✉❞❡s

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✢♦✇s ♦❢ ♥❛t✐✈❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❜❡♥❡✜ts✱ tr❛♥s❢❡rs ❛♥❞

❝♦st ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡♠

✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦ ♦♥ t❤❡

r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤♦✐❝❡✳

✾❯s✐♥❣ t❤✐s ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥❞❡① ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥❞❡① ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❛tt✐st✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ ✇❤❡♥ t❤❡
s❦✐❧❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ✐s st❛t✐❝✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r
t♦ t❤❡ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ♦♥ ✇❡❧❢❛r❡ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ♥❛t✐✈❡s ❣r♦✉♣✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ✐♠♠✐❣r❛♥ts
✇❡❧❢❛r❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ✇♦r❦❡rs ❣r♦✉♣s✳

✶✵❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ♥❛t✐✈❡ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ❝♦st ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❛t z ✐♥ ✉♥✐❢♦r♠❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦st ♣❛②❡❞ ❜② ♥❛t✐✈❡s t♦ ❛❝q✉✐r❡ s❦✐❧❧ ✐s z∗

2
✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦st

✐s z∗

2
Qnh✳

✶✶



✹✳✶ P❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥

❲❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐♦✲❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ✶✾ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭❊❯✶✺ ♠❡♠❜❡r st❛t❡s✱ ❆✉str❛❧✐❛✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞

❛♥❞ ❯❙❆✮✳

❚❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✸✷ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛r② ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞

❛r❡ s❡t t♦ ♠❛t❝❤ ♠♦♠❡♥ts t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ s♦♠❡ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦✉♥tr②✲✐♥✈❛r✐❛♥t

❛♥❞ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ st❡❛❞②✲st❛t❡

✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❛❧❧ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ✕ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ❚❋P ❧❡✈❡❧ A ❛♥❞

t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ξ ✕ ❛r❡✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✉♥✐t② ✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

❉❛t❛ s♦✉r❝❡s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❝♦✉♥tr② s♣❡❝✐✜❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥

✷✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❉■❖❈ ❞❛t❛ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦✈❡r t❤❡ ✶✾ ❖❊❈❉

❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ❝♦✈❡r t❤❡ ❝❡♥s✉s r♦✉♥❞ ✷✵✶✵ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❜② ❝♦✉♥tr② ♦❢ ♦r✐❣✐♥✱ ❛❣❡✱ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t st❛t✉s✳ ❆s ✐♥ ❆✉❜r② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✱

✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❣❡❞ ✻✺ ❛♥❞ ♦✈❡r ❛s r❡t✐r❡❞ ❛♥❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡✱ ✇❤✐❧❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❣❡❞ ✷✺ t♦ ✻✹✱ ♦r t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t r❡♣♦rt t❤❡✐r ❛❣❡✱ ❛s t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❛❣❡❞ ❣r♦✉♣✳✶✶ ❋✉rt❤❡r✱

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ②❡❛r ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ♦r ❛ ❜❛❝❤❡❧♦r ❞❡❣r❡❡ ❛r❡ r❡❣❛r❞❡❞

❛s ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s t❤♦s❡ ✇✐t❤ ♥♦ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♣r❡✲♣r✐♠❛r②✱ ♣r✐♠❛r② ♦r s❡❝♦♥❞❛r② ❡❞✉✲

❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✱ ♦r t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t r❡♣♦rt t❤❡✐r ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧❡ss✲❡❞✉❝❛t❡❞✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇✉r③②♥s❦✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ✇❛❣❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❧❧❡❣❡✲❡❞✉❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❧❡ss

❡❞✉❝❛t❡❞ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❞✉❝❛t✐♦♥ ❛t ●❧❛♥❝❡ ✷✵✶✷ r❡♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❖❊❈❉✱ ❛♥❞ ✉s❡❞

❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡t✉r♥ t♦ s❦✐❧❧ wh/wl✳ ❉❛t❛ ♦♥ t❤❡ ✇❛❣❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❛t✐✈❡ ❛♥❞

✐♠♠✐❣r❛♥t ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❇✉❝❤❡❧ ❛♥❞ ❋r✐❝❦ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❉♦❝q✉✐❡r ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✹✮✳

❆s ❢❛r ❛s t❤❡ ✜s❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✶✾ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡

❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❛t❛ ♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ✜♥❛♥❝❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❆♥♥✉❛❧ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❝♦✉♥ts ❤❛r♠♦♥✐③❡❞

❜② t❤❡ ❖❊❈❉✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❇✉r③②♥s❦✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ ✇❡ ✉s❡ ✐t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡

tr❛♥s❢❡rs T a
os ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ t♦ ●❉P✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣✉❜❧✐❝

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ tr❡❛t ✐t ❛s ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s tr❛♥s❢❡r t♦ ❛❧❧ r❡s✐❞❡♥ts ✭❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ T a
os✮✳ ❆s

✐♥ ❆✉❜r② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ ❙♦❝✐❛❧ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡ ❉❛t❛❜❛s❡ ✭❙❖❈❳✮ ♦❢ t❤❡ ❖❊❈❉

t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ s♦❝✐❛❧ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ❙t❛t✐st✐❝s ♦♥ ■♥❝♦♠❡

❛♥❞ ▲✐✈✐♥❣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❊❯✲❙■▲❈✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❊✉r♦st❛t✮ t♦ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧

♣r♦t❡❝t✐♦♥ tr❛♥s❢❡rs r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛t✐✈❡s❀ tr❛♥s❢❡rs t♦ ♥❛t✐✈❡s ❛r❡ t❤❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❡❞✉❝❛t✐♦♥

❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❜② ❛❣❡ ❣r♦✉♣✳

❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❛❜❧❡ ✶ r❡♣♦rts ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤♦✉t

❝♦✉♥tr② ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❡t t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ s❤❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α = 0.33 t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡

♦❢ ●♦❧❧✐♥ ✭✷✵✵✷✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❖tt❛✈✐❛♥♦ ❛♥❞ P❡r✐ ✭✷✵✶✷✮✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ s❦✐❧❧ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥ ❣r♦✉♣s ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ σ1 = 2 ❛♥❞ σ2 = 20✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤

✶✶◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❉■❖❈ ❞❛t❛ ❞♦ ♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ r❡t✐r❡❡s ❜② ♦r✐❣✐♥ ❝♦✉♥tr②✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇✉r③②♥s❦✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t r❡t✐r❡❡s ♦r✐❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ②♦✉♥❣❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✐✳❡✳ Rn/Rm ≡∑

s

Qns/
∑

s

Qms✳

✶✷



❈❤❛ss❛♠❜♦✉❧❧✐ ❛♥❞ P❛❧✐✈♦s ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❇❛tt✐st✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ t❤❡ ♠♦♥t❤❧② ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r ✐s s❡t t♦

0.4%✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡❧❛st✐❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ǫ = 0.5✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢

❡st✐♠❛t❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ P❡tr♦♥❣♦❧♦ ❛♥❞ P✐ss❛r✐❞❡s ✭✷✵✵✶✮ ❛♥❞ ▼♦rt❡♥s❡♥ ❛♥❞ ◆❛❣②♣❛❧ ✭✷✵✵✼✮✱ ❛♥❞

t❤❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r β = 0.5✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❍♦s✐♦s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♠❡t ✭s❡❡ ❍♦s✐♦s✱ ✶✾✾✵✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡

♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✈❛♥❝❛♥❝② ❝♦st κl t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ❇❛tt✐st✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✳✶✷

❚❛❜❧❡ ✶✿ P❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤♦✉t ❝♦✉♥tr② ✈❛r✐❛t✐♦♥

P❛r❛♠❡t❡rs ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❱❛❧✉❡ ❙♦✉r❝❡
α ❈❛♣✐t❛❧ s❤❛r❡ 0.33 ●♦❧❧✐♥ ✭✷✵✵✷✮
σ1 ❊❧❛st✳ s✉❜st✳ ❜❡t✇❡❡♥ s❦✐❧❧s 2 ❖tt❛✈✐❛♥♦ ❛♥❞ P❡r✐ ✭✷✵✶✷✮
σ2 ❊❧❛st✳ s✉❜st✳ ✐♠♠✐❣✴♥❛t✐✈❡s 20 ❖tt❛✈✐❛♥♦ ❛♥❞ P❡r✐ ✭✷✵✶✷✮
κl ▲♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✈❛❝❛♥❝② ❝♦st 0.5 ❇❛tt✐st✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮
r ■♥t❡r❡st r❛t❡ ✭♠♦♥t❤❧②✮ 0.004 ❈❤❛ss❛♠❜♦✉❧❧✐ ❛♥❞ P❛❧✐✈♦s ✭✷✵✶✹✮
ǫ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❡❧❛st✐❝✐t② 0.5 P❡tr♦♥❣♦❧♦ ❛♥❞ P✐ss❛r✐❞❡s ✭✷✵✵✶✮
β ❲♦r❦❡r ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r 0.5 ❍♦s✐♦s ✭✶✾✾✵✮

❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥tr②✲s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❊①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛r②✐♥❣ ❛❝r♦ss

❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs x ❛♥❞ λ ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ♠❛t❝❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡t✉r♥ t♦ s❦✐❧❧ wh/wl ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥❛t✐✈❡ ✇❛❣❡ ♣r❡♠✐✉♠ wn/wm✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥

r❛t❡s δos ❛r❡ s❡t t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉■❖❈ ❞❛t❛✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❛t❡s ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ❜❡✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❧❛r❣❡r ❢♦r ♠✐❣r❛♥ts t❤❛♥ ❢♦r ♥❛t✐✈❡s✱ s✐♥❝❡

♠✐❣r❛♥t ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤❡r ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡✳ ❚❤❡ ✈❛❝❛♥❝② r❛t✐♦

κh/κl ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ✇❛❣❡ r❛t✐♦ wh/wl✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦st❧② t♦ ❤❛✈❡

❛ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✉♥✜❧❧❡❞ ✈❛❝❛♥❝②✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ♦♥❡✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛t❡❧② t♦ t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥

✇❛❣❡ ♣r❡♠✐✉♠✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ z̄✱ ✐s s❡t

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ♥❛t✐✈❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❉■❖❈ ❞❛t❛✳

❆s ❢❛r ❛s ✜s❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t r❛t❡ µ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❤❛r❡

♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❜❡♥❡✜ts ✐♥ ●❉P✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✇❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s❢❡rs s♦ t♦ ♠❛t❝❤

t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ t♦ ●❉P ❛s ✇❡❧❧ ❛s tr❛♥s❢❡rs ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❤♦rts t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡

❖❊❈❉ ❆♥♥✉❛❧ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❝♦✉♥ts ❞❛t❛❜❛s❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ②♦✉♥❣ ✇♦r❦❡rs ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ t❤❡ s❤❛r❡s

♦❢ t♦t❛❧ r❡t✐r❡❡s ❜② ♦r✐❣✐♥ ✭Rm ≡
∑

s
Rms ❛♥❞ Rn ≡

∑

s
Rns✮ ❛♥❞ ②♦✉♥❣ ✐♠♠✐❣r❛♥ts ❜② s❦✐❧❧ ✭Qmh

❛♥❞ Qml✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉■❖❈ ❞❛t❛✳✶✸

❯s✐♥❣ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡s

✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✢♦✇s t❛❦✐♥❣✱ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠♦♠❡♥ts ❛s t❤❡ st❛t✉s

q✉♦✳✶✹

✶✷❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❇❛tt✐st✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ t❤✐s ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✳
✶✸◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡t✐r❡❡s ❜② ♦r✐❣✐♥ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s✱ ❜✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡t✐r❡❡s ❜② ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ s❦✐❧❧

✐s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✭❡✳❣✳ Rnh ≡ Rnγ✮✳
✶✹❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞

♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ❢♦r t❤❡
❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✳

✶✸



❚❛❜❧❡ ✷✿ P❛r❛♠❡t❡rs ✈❛r②✐♥❣ ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s

P❛r❛♠❡t❡rs ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▼❡❛♥ ❙✳❞✳ ▼♦♠❡♥t ♠❛t❝❤❡❞
▲❛❜♦r ♠❛r❦❡t ♣❛r❛♠❡t❡rs

x ❋✐r♠s✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❍❙ 0.521 0.038 ❆✈❣✳ r❡t✉r♥ t♦ s❦✐❧❧ wh/wl

λ ❋✐r♠s✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ♥❛t✐✈❡s 0.592 0.054 ❆✈❣✳ ✇❛❣❡ r❛t✐♦ wn/wm

δnh ❇r❡❛❦✲✉♣ r❛t❡ ♦❢ ❍❙ ♥❛t✐✈❡s 0.064 0.044 ❯♥❡♠♣❧✳ r❛t❡ Unh/Qnh

δnl ❇r❡❛❦✲✉♣ r❛t❡ ♦❢ ▲❙ ♥❛t✐✈❡s 0.072 0.052 ❯♥❡♠♣❧✳ r❛t❡ Unl/Qnl

δmh ❇r❡❛❦✲✉♣ r❛t❡ ♦❢ ❍❙ ✐♠♠✐❣r❛♥ts 0.07 0.046 ❯♥❡♠♣❧✳ r❛t❡ Umh/Qmh

δml ❇r❡❛❦✲✉♣ r❛t❡ ♦❢ ▲❙ ✐♠♠✐❣r❛♥ts 0.113 0.075 ❯♥❡♠♣❧✳ r❛t❡ Uml/Qml

κh/κl ❱❛❝❛♥❝② ❝♦sts r❛t✐♦ 1.98 0.36 ❆✈❣✳ r❡t✉r♥ t♦ s❦✐❧❧ wh/wl

z̄ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❝♦st ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❯❙✮ 0.835 0.442 ❙❤❛r❡ ♦❢ ❍❙ ♥❛t✐✈❡ ✇♦r❦❡rs γ
❋✐s❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

µ ❘❡♣❧❛❝❡♠❡♥t r❛t❡ 0.4 0.11 ❖❊❈❉ ❞❛t❛
T y
nh ❚r❛♥s❢❡rs t♦ ♥❛t✐✈❡s ❍❙ 0.194 0.047 ●♦✈✳ ❡①♣✳✴●❉P

T y
nl/T

y
nh ❚r❛♥s❢❡rs r❛t✐♦ ◆▲✴◆❍ 0.938 0.163 ❖❊❈❉ ❞❛t❛

T y
mh/T

y
nh ❚r❛♥s❢❡rs r❛t✐♦ ▼❍✴◆❍ 1, 365 0.453 ❖❊❈❉ ❞❛t❛

T y
ml/T

y
nh ❚r❛♥s❢❡rs r❛t✐♦ ▼▲✴◆❍ 1.276 0.438 ❖❊❈❉ ❞❛t❛

T r
nh/T

y
nh ❚r❛♥s❢❡rs r❛t✐♦ r❡t✳ ◆❍✴◆❍ 2.486 0.984 ❖❊❈❉ ❞❛t❛

T r
nl/T

y
nh ❚r❛♥s❢❡rs r❛t✐♦ r❡t✳ ◆▲✴◆❍ 1.748 0.489 ❖❊❈❉ ❞❛t❛

T r
mh/T

y
nh ❚r❛♥s❢❡rs r❛t✐♦ r❡t✳ ▼❍✴◆❍ 2.367 0.889 ❖❊❈❉ ❞❛t❛

T r
ml/T

y
nh ❚r❛♥s❢❡rs r❛t✐♦ r❡t✳ ▼▲✴◆❍ 1.908 0.788 ❖❊❈❉ ❞❛t❛

❉❡♠♦❣r❛✜❝ s✐③❡s ✭♥❛t✐✈❡ ✇♦r❦❡rs ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✉♥✐t②✮

Qy
mh ❨♦✉♥❣ ♠✐❣r❛♥ts ❍❙ 0.09 0.088 ❖❊❈❉ ❞❛t❛

Qy
ml ❨♦✉♥❣ ♠✐❣r❛♥ts ▲❙ 0.162 0.138 ❖❊❈❉ ❞❛t❛

Rm ❘❡t✐r❡❞ ♠✐❣r❛♥ts ❍❙ 0.077 0.049 ❖❊❈❉ ❞❛t❛
Rn ❘❡t✐r❡❞ ♠✐❣r❛♥ts ▲❙ 0.353 0.085 ❖❊❈❉ ❞❛t❛

✹✳✷ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ✶ ♣❡r❝❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r

❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s t♦

❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ ♥❛t✐✈❡s ✇❡❧❢❛r❡✱ ❛♥❞ t♦ ❛ss❡ss t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t ♥❛t✐✈❡s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s s❦✐❧❧ ❛♥❞ ❛❣❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛tt❡rs ✐♥ s✉❝❤ ❛♥❛❧②s✐s✳✶✺ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱

✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥

♠♦❞❡❧s t❤❛t ❞✐✛❡r ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✿ (a) t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♦♥❧② ✇♦r❦✐♥❣✲❛❣❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✐✳❡ Ros ≡ 0 ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t t②♣❡ (o, s) ✭❤❡♥❝❡❢♦rt❤ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ▼♦❞❡❧ ✷✮❀ (b) ②♦✉♥❣

♥❛t✐✈❡s ♥❡✈❡r ❛❞❥✉st t❤❡✐r s❦✐❧❧ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ γ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s ✭❤❡♥❝❡❢♦rt❤ r❡❢❡rr❡❞

❛s ▼♦❞❡❧ ✸✮❀ (c) t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ r❡t✐r❡❡s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ②♦✉♥❣ ♥❛t✐✈❡s ♥❡✈❡r ❛❞❥✉st t❤❡✐r s❦✐❧❧✱

✐✳❡✳ Ros ≡ 0 ❛♥❞ γ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s ✭❤❡♥❝❡❢♦rt❤ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ▼♦❞❡❧ ✹✮✳

❙✐♥❝❡ ♠❛♥② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ♠♦✈✐♥❣ t♦✇❛r❞s ♠♦r❡ s❡❧❡❝t✐✈❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ❛ttr❛❝t ❤✐❣❤❧② ❡❞✉❝❛t❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ s❦✐❧❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✢♦✇s ♣❧❛②s ❛ ❦❡②

r♦❧❡ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ✭❇♦r❥❛s✱ ✷✵✵✸❀ ❖tt❛✈✐❛♥♦ ❛♥❞ P❡r✐✱ ✷✵✶✷✮✱ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡

❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♦♥❡✲♦✛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ s❤♦❝❦s✿ (i) ❛ s❤♦❝❦ ♦❢ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛♥t

✇♦r❦❡rs ✭Qml✮❀ (ii) ❛ s❤♦❝❦ ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛♥t ✇♦r❦❡rs ✭Qmh✮❀ (iii) ❛ s❤♦❝❦ ♦❢ ❧♦✇✲ ❛♥❞

❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛♥t ✇♦r❦❡rs s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♠♠✐❣r❛♥t s❦✐❧❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥

t❤❡ ♣♦st✲s❤♦❝❦ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❧❛tt❡r s❝❡♥❛r✐♦ ❛s t❤❡ ✧s❦✐❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞✧

♠✐❣r❛t✐♦♥ s❤♦❝❦✳

✶✺❇❛tt✐st✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ s❤♦❝❦ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

✶✹



▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ♥❡✇

✐♥✢✉① ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥✲❜♦r♥ ✇♦r❦❡rs ❛✛❡❝t t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❛♥❞ t❤❡ ✜s❝❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝

❡❝♦♥♦♠②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧s t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♠♣❛❝ts ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡✿

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ♥❛t✐✈❡ ✇♦r❦❡rs ✭wn ≡
∑

s
Enswns/

∑

s
Ens✮✱ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t

r❛t❡ ✭un ≡
∑

s
Uns/

∑

s
Qns✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜s❝❛❧ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ t❛① r❛t❡ ✭τ✮✳✶✻

✹✳✷✳✶ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t✱ ✜s❝❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞

♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✶✾ s❡❧❡❝t❡❞ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

❯♥❞❡r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✽ ♦✉t ♦❢ ✶✾ ❝♦✉♥tr✐❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥

♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷❛✮✳ ❆ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ▼♦❞❡❧ ✸✱ ✇❤❡r❡❛s

▼♦❞❡❧ ✷ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✹ ✜♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡ ♦♥❧② ❢♦r ❇❡❧❣✐✉♠✳ ▼♦r❡✲

♦✈❡r✱ ♥❛t✐✈❡ ✇❛❣❡s ♣♦s✐t✐✈❡❧② r❡s♣♦♥❞ t♦ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❛❧❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❜✉t

t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✷ ❛r❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧② ♠♦r❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡

❋✐❣✉r❡ ✷❜✮✳ ❚❤✐s ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♥❛t✐✈❡s s❦✐❧❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✿ ✐♥

t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✱ ②♦✉♥❣ ♥❛t✐✈❡s ❞❡❝✐❞❡ t♦ ✉♣❣r❛❞❡ t❤❡✐r s❦✐❧❧ ❛♥❞ ✐♥✈❡st ♠♦r❡ ✐♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✜❡r❝❡r ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥✢✉① ♦❢ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ♠✐❣r❛♥ts✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐♥

♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♥❛t✐✈❡ s❦✐❧❧ ❛ ❤✐❣❤❡r s❤❛r❡ ♦❢ ♥❛t✐✈❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦st✲

s❤♦❝❦ s❝❡♥❛r✐♦✱ ♠❛❦✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛❣❡s r❛✐s❡ ❛♥❞✱ ♦♥ s♦♠❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡s

❞❡❝r❡❛s❡✳✶✼

❆s ❢❛r ❛s t❤❡ ✜s❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ❋✐❣✉r❡ ✷❝ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦r❡

♦♣t✐♠✐st✐❝ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs ♦♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ❜✉t ❇❡❧❣✐✉♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥

❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ✐♥ ✾ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦✉t ♦❢ ✶✾ ✉♥❞❡r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

♠♦❞❡❧✳ ▼♦❞❡❧ ✹ ✐s t❤❡ ♠♦r❡ ♣❡ss✐♠✐st✐❝✱ ❛s ✐t ✜♥❞s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✜s❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦♥❧② ❢♦r ❇❡❧❣✐✉♠✱

✇❤❡r❡❛s ▼♦❞❡❧ ✷ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✸ ✜♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❢♦r ✹ ❛♥❞ ✼ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s

✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s s❦✐❧❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛tt❡rs ❢♦r

❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ✜s❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❧② ❢♦r ❛ s✉❜✲❣r♦✉♣

♦❢ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷❞✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡

✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r ✾ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✶✾ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✸ s❤♦✇s ❛✈❡r❛❣❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡

❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ✶✾ s❡❧❡❝t❡❞ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ♥❛t✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ✭✇❤✐❝❤

✐♥❝❧✉❞❡s r❡t✐r❡❡s ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✸✱ ❜✉t ♦♥❧② ✇♦r❦✐♥❣✲❛❣❡ ❛❝t✐✈❡ ♥❛t✐✈❡s

❢♦r ▼♦❞❡❧ ✷ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✹✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❝♦✉♥tr② s✐③❡✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱

▼♦❞❡❧ ✷ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦r❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡

❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✐s st✐❧❧ ❧❡ss ♣❡ss✐♠✐st✐❝ t❤❛♥

▼♦❞❡❧ ✸ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✹✳

✶✻❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ t❤❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ τ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❛❧✇❛②s ❛❞❥✉st t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜✉❞❣❡t ✭✷✶✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❛❢t❡r ❛ s❤♦❝❦✱ ✐❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❡❝♦♥♦♠② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥
✐♥❝♦♠❡ ✭❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✮✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ s❡t ❛ ❧♦✇❡r ✭❤✐❣❤❡r✮ t❛① r❛t❡ ✉♥t✐❧ ✐ts ❜✉❞❣❡t ❜❛❧❛♥❝❡s ❛❣❛✐♥✳

✶✼◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❇❛tt✐st✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛❢t❡r
✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❛s ✜r♠s ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ♣r♦✜t ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦ ❛♥❞ ♦♣❡♥ ♠♦r❡ ✈❛❝❛♥❝✐❡s ❢♦r ❜♦t❤ ♥❛t✐✈❡ ❛♥❞
✐♠♠✐❣r❛♥t ✇♦r❦❡rs✳

✶✺



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭✶✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡✮ ♦♥ ✶✾ s❡❧❡❝t❡❞ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s

✭❛✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡
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-0.02

-0.015

-0.01

-0.005
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0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

Benchmark Model 2 Model 3 Model 4

✭❜✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✇❛❣❡

0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.0025

0.003

Benchmark Model 2 Model 3 Model 4

✭❝✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛①

-0.015

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

Benchmark Model 2 Model 3 Model 4

✭❞✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡

-0.004

-0.003

-0.002

-0.001

0

0.001

0.002

0.003

0.004

Benchmark Model 2 Model 3 Model 4

◆♦t❡✿ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s sq✉❛r❡✲❞♦tt❡❞✱ s❤♦rt✲❞❛s❤❡❞ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ▼♦❞❡❧ ✷✱ ▼♦❞❡❧ ✸ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✻



❚❛❜❧❡ ✸✿ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥

❱❛r✐❛❜❧❡ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ▼♦❞❡❧ ✷ ▼♦❞❡❧ ✸ ▼♦❞❡❧ ✹
un ✵✳✶✾✸ ✵✳✶✼✸ ✵✳✸✷✼ ✵✳✷✹✽
wn ✵✳✶✼✸ ✵✳✶✼✺ ✵✳✵✺✷ ✵✳✵✹✽
τ ✵✳✷ ✵✳✻✵✸ ✵✳✸✼✸ ✵✳✼✵✷
Wn ✲✵✳✵✻✹ ✲✵✳✵✹✹ ✲✵✳✶✷✼ ✲✵✳✶✵✽

◆♦t❡✿ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts✳ ❊❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts
♥❛t✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ♣r♦✈✐❞❡s r❡s✉❧ts ❢♦r ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡s✳

✹✳✷✳✷ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥

❚❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛♥t ❜② ✶ ♣❡r❝❡♥t ♦❢

t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✶✾ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ♦✉t❝♦♠❡s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥

②✐❡❧❞ ❝♦♥tr❛st❛♥t r❡s✉❧ts t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ ♥❛t✐✈❡s s❦✐❧❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ■♥ ♠♦❞❡❧s

✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥❛t✐✈❡s s❦✐❧❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s ✭▼♦❞❡❧ ✸ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✹✮✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧ s❡❝t♦r ♠❛❦❡s✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡ t♦ s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡✱ t❤♦✉❣❤

♥❛t✐✈❡ ✇❛❣❡ r❛t❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s ✇❡❧❧ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✹✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ②♦✉♥❣

♥❛t✐✈❡s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❛❞❥✉st t❤❡✐r s❦✐❧❧ ✭❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✷✮✱ ②♦✉♥❣ ♥❛t✐✈❡s

❛✈♦✐❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧ s❡❝t♦r ❜② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❧♦✇✲s❦✐❧❧ ❧❛❜♦r✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱

♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡s✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❞❡❝r❡❛s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸❛ s❤♦✇s t❤❛t ♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t

r❛t❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ❜✉t ❇❡❧❣✐✉♠✱ ❉❡♥♠❛r❦ ❛♥❞ ❙✇❡❞❡♥ ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✮✱

❜✉t ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦✇❡r ✇❛❣❡ r❛t❡s ❛s✱ ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦✱ ♠♦r❡ ♥❛t✐✈❡ ♣❡♦♣❧❡ ❛r❡ ♥♦✇

✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ s❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ♣❛②s ❢♦r ❛ ❧♦✇❡r ✇❛❣❡ r❛t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸❝ s❤♦✇s t❤❛t ✇❤❡♥ ❛❣❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛①

r❛t❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✱ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞

✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ✜s❝❛❧ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ❜✉t ❇❡❧❣✐✉♠ ❛♥❞ ❉❡♥♠❛r❦✳ ❙✐♠✉❧❛✲

t✐♦♥s ♦♥ ▼♦❞❡❧ ✷ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✹ ♣r♦❞✉❝❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ✜♥❞ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t

♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❝♦✉♥tr② ✜s❝❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t

❡♥❞♦❣❡♥✐③✐♥❣ s❦✐❧❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♥♦t✐❝❡❛❜❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ✜s❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ❛❣❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛ ❜✐❣❣❡r r♦❧❡ ♦♥ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ✜s❝❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢

❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥✳

◆❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸❞✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡

✐♠♣❛❝ts ♦♥ ♠♦st ❝♦✉♥tr✐❡s ✉♥❞❡r ❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ■♥t❡r❡st❡♥❣❧②✱ ▼♦❞❡❧ ✸ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ t❤❡

♠♦r❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ✉♥❞❡r❧✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❛❣❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❤✐❣❤✲

s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛♥ts ❣r❡❛t❧② ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ✜s❝❛❧ ❜✉r❞❡♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ▼♦❞❡❧ ✷

❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✹✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛❣❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛r❡ t❤❡ ❧❡❛st ♦♣t✐♠✐st✐❝✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❚❤❡

❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✜♥❞s ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ❜✉t ❇❡❧❣✐✉♠ ❛♥❞ ❉❡♥♠❛r❦✱

✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥

t❤❡ ♣♦st✲s❤♦❝❦ s❝❡♥❛r✐♦✳

✶✼



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭✶✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡✮ ♦♥ ✶✾ s❡❧❡❝t❡❞ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s

✭❛✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡
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-0.08

-0.06

-0.04
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0

0.02

0.04

0.06

0.08

Benchmark Model 2 Model 3 Model 4

✭❜✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✇❛❣❡

-0.0025

-0.002

-0.0015

-0.001

-0.0005

0

0.0005

0.001

0.0015

Series1 Series2 Series3 Series4

✭❝✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛①

-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

Benchmark Model 2 Model 3 Model 4

✭❞✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡

-0.004

-0.002

0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

Benchmark Model 2 Model 3 Model 4

◆♦t❡✿ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s sq✉❛r❡✲❞♦tt❡❞✱ s❤♦rt✲❞❛s❤❡❞ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ▼♦❞❡❧ ✷✱ ▼♦❞❡❧ ✸ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✽



❚❛❜❧❡ ✹✿ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥

❱❛r✐❛❜❧❡ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ▼♦❞❡❧ ✷ ▼♦❞❡❧ ✸ ▼♦❞❡❧ ✹
un ✲✵✳✹✺✶ ✵✳✵✷✾ ✲✵✳✻✵✶ ✵✳✶✵✹
wn ✲✵✳✶✷✷ ✲✵✳✶✸✽ ✵✳✵✷✾ ✵✳✵✺✹
τ ✲✵✳✼✾✹ ✵✳✶✾✶ ✲✶✳✵✵✻ ✵✳✵✸✶
Wn ✵✳✸✸✾ ✵✳✶✸✵ ✵✳✹✵✶ ✵✳✷✶✼

◆♦t❡✿ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts✳ ❊❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts
♥❛t✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ♣r♦✈✐❞❡s r❡s✉❧ts ❢♦r ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡s✳

✹✳✷✳✸ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s❦✐❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹ ♣r♦✈✐❞❡s ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ②♦✉♥❣ ✐♠♠✐❣r❛♥ts ❜② ✶

♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡✱ ❤♦❧❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t t❤❡✐r ❛❝t✉❛❧ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♠♦st ♦♣t✐♠✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✈❡rs✐♦♥ ❢♦r ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❦✐❧❧✲

❜❛❧❛♥❝❡❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❚❤❡ ♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ✶✷

♦✉t ♦❢ ✶✾ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛❢t❡r t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ s❤♦❝❦ ✉♥❞❡r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧

✈❛r✐❛t✐♦♥s ✜♥❞ ❧❡ss ♦♣t✐♠✐st✐❝ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹❛✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ▼♦❞❡❧ ✹ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ❞❡❝r❡❛s❡

✐♥ ♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡ ♦♥❧② ❢♦r ✻ ♦✉t ♦❢ ✶✾ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❆s ❢❛r ❛s ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱

♥❛t✐✈❡ ✇❛❣❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ✉♥❞❡r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡❧ ✈❡rs✐♦♥s✱ ❜✉t

s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♥❛t✐✈❡s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s s❦✐❧❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹❜✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹❝ s❤♦✇s r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✜s❝❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✶✾ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡

❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✸ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ✈❡rs✐♦♥s ❢♦r

❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ❜✉t ❇❡❧❣✐✉♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✶✹ ♦✉t ♦❢ ✶✾ ❝♦✉♥tr✐❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✜s❝❛❧ ❡✛❡❝t

❢♦r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✸✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ✻ ♦✉t ♦❢ ✶✾ ❝♦✉♥tr✐❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✜s❝❛❧

❡✛❡❝ts ✉♥❞❡r ▼♦❞❡❧ ✷ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✹ ❛❢t❡r t❤❡ s❦✐❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ s❤♦❝❦✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦❤❡r❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❣❡ s❦✐❧❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡

✜s❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❡❝♦♥♦♠②✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧❛❜♦r ♦✉t❝♦♠❡ ❛♥❞ ✜s❝❛❧ ✐♠♣❛❝t✱ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ t✉r♥s ♦✉t

t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈❡rs✐♦♥ t❤❛t ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✇❤❡♥ ❛ s❦✐❧❧✲

❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ s❤♦❝❦ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✮✳ ❆s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹❞✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ❜✉t ❇❡❧❣✐✉♠✱ ❉❡♥♠❛r❦✱

❋r❛♥❝❡ ❛♥❞ ❙✇❡❞❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❧❡❛st ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ▼♦❞❡❧ ✹✱ ✐♥

✇❤✐❝❤ ♥❛t✐✈❡s s❦✐❧❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s ❛♥❞ r❡t✐r❡❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✱ t❤❛t ♣r❡❞✐❝ts ❛♥

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢♦r ✶✸ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✶✾ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

✶✾



❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❊✛❡❝ts ♦❢ s❦✐❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭✶✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡✮ ♦♥ ✶✾ s❡❧❡❝t❡❞ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s

✭❛✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡
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✭❜✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✇❛❣❡
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✭❝✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛①
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✭❞✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡
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◆♦t❡✿ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s sq✉❛r❡✲❞♦tt❡❞✱ s❤♦rt✲❞❛s❤❡❞ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ▼♦❞❡❧ ✷✱ ▼♦❞❡❧ ✸ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✵



❚❛❜❧❡ ✺✿ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s❦✐❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥

❱❛r✐❛❜❧❡ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ▼♦❞❡❧ ✷ ▼♦❞❡❧ ✸ ▼♦❞❡❧ ✹
un ✲✵✳✵✷✷ ✵✳✶✶✼ ✵✳✵✶✾ ✵✳✶✷✻
wn ✵✳✵✼✷ ✵✳✵✻✼ ✵✳✵✹✺ ✵✳✵✺
τ ✲✵✳✶✸✸ ✵✳✹✺✹ ✲✵✳✵✽✽ ✵✳✹✻✶
Wn ✵✳✵✼ ✵✳✵✶✽ ✵✳✵✹✽ ✵✳✵✵✻

◆♦t❡✿ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts✳ ❊❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts
♥❛t✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ♣r♦✈✐❞❡s r❡s✉❧ts ❢♦r ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡s✳

✹✳✸ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❆s t❤❡r❡ ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✇♦r❦❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t

s❦✐❧❧ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥ ✭s❡❡ ❇♦r❥❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ❛♥❞ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣❧❛② ❛ ❦❡② r♦❧❡ ❢♦r ❝♦rr❡❝t❧②

❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr② ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t✱ ❤❡r❡ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝❡t❡r✐s

♣❛r✐❜✉s s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ ❧♦✇✲ s❦✐❧❧❡❞

✇♦r❦❡rs✱ σ1✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♠♠✐❣r❛♥t ✇♦r❦❡rs✱ σ2✳ ■♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❖tt❛✈✐❛♥♦ ❛♥❞ P❡r✐ ✭✷✵✶✷✮✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ σ1 = 2 ❛♥❞ σ2 = 20✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ s❡t

σ1 = 1.5 ❛♥❞ σ2 = 10000 t♦ ❝❤❡❝❦ ❤♦✇ r♦❜✉st ♦✉r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✐s ✇❤❡♥ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ ❧♦✇✲ s❦✐❧❧❡❞

✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♠♠✐❣r❛♥t ✇♦r❦❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s

♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s ✭✐✳❡✳ σ2 → ∞✮✳ ❲❡ ✈❛r② ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡

s❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ s❦✐❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ s❤♦❝❦s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡s ✺✱ ✻ ❛♥❞ ✼ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ♦✉t✲

❝♦♠❡s✱ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡✱ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

♠♦❞❡❧✳

▲❡t ✉s st❛rt ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ s❤♦❝❦ s❝❡♥❛r✐♦ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✮✳ ❚❤❡

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡ ✐s ♠♦st❧② ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ♦❢ σ1 ❛♥❞ σ2 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡

✺❛✮✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❇❡❧❣✐✉♠ ❛♥❞ P♦rt✉❣❛❧ ♥♦t✐❝❡❛❜❧② ❞✐✛❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❡✛❡❝ts✱ t❤♦✉❣❤ ♥♦t

✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❛❣❡ ✐♠♣❛❝ts ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ✈❛r② t❤❡ ♠♦st ❛❝r♦ss

❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺❜✮✱ ❛s σ1 ❛♥❞ σ2 ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t ✇♦r❦❡rs ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡✐r ✇❛❣❡s✳ ❚❤❛t ❜❡✐♥❣ s❛✐❞✱ t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s r❛♥❦✐♥❣ ✐s ♠♦st❧② ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡

✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ♦♥ ♥❛t✐✈❡ ✇❛❣❡s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ✐♠♠✐❣r❛♥t ❛♥❞ ♥❛t✐✈❡ ✇♦r❦❡rs t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❘❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ✜s❝❛❧ ❛♥❞ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡

✐♠♣❛❝t ❛r❡ ❛❧s♦ r❛t❤❡r r♦❜✉st ✭s❡❡ P❛♥❡❧s ✺❝ ❛♥❞ ✺❞✮✱ t❤♦✉❣❤ ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ σ2 = 10000 ②✐❡❧❞s✱

♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❧❡ s❡tt✐♥❣ σ1 = 1.5 ♣r♦❞✉❝❡s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡

♦♣t✐♠✐st✐❝ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥s✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ s❤♦❝❦ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs ✭❋✐❣✉r❡ ✻✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ✉♥✲

❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡ ✐s ❤✐❣❤❧② r♦❜✉st ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs

✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻❛✮✳ ◆❛t✐✈❡ ✇❛❣❡s ❡✛❡❝ts ✈❛r② ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

♦♥❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ♦♣t✐♠✐st✐❝ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻❜✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠❛❣✲

♥✐t✉❞❡s ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❝♦✉♥tr✐❡s r❛♥❦✐♥❣s✱ ✉♥❞❡r ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ✇❡ ✜♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡

♥❛t✐✈❡ ✇❛❣❡ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❋✐s❝❛❧ ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡

✷✶



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭✶✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡✮ ♦♥ ✶✾ s❡❧❡❝t❡❞ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ✲ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✭❛✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡
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Benchmark E.S.Origin=10000 E.S. Skill = 1.5

✭❜✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✇❛❣❡

0
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0.0015
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0.0025
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Benchmark E.S.Origin=10000 E.S. Skill = 1.5

✭❝✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛①

-0.015

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

Benchmark E.S.Origin=10000 E.S. Skill = 1.5

✭❞✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡

-0.004

-0.003

-0.002

-0.001

0

0.001
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0.004

Benchmark E.S.Origin=10000 E.S. Skill = 1.5

◆♦t❡✿ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ sq✉❛r❡✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ σ1 = 10000✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ σ2 = 1.5✳

✷✷



❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭✶✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡✮ ♦♥ ✶✾ s❡❧❡❝t❡❞ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ✲ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✭❛✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡
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Benchmark E.S.Origin=10000 E.S. Skill = 1.5

✭❜✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✇❛❣❡

-0.0035
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-0.0025

-0.002

-0.0015

-0.001
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0

Benchmark E.S.Origin=10000 E.S. Skill = 1.5

✭❝✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛①

-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01
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Benchmark E.S.Origin=10000 E.S. Skill = 1.5

✭❞✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡

-0.004

-0.002

0
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0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

Benchmark E.S.Origin=10000 E.S. Skill = 1.5

◆♦t❡✿ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ sq✉❛r❡✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ σ1 = 10000✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ σ2 = 1.5✳

✷✸



❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❊✛❡❝ts ♦❢ s❦✐❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭✶✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡✮ ♦♥ ✶✾ s❡❧❡❝t❡❞ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ✲ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✭❛✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡

-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01
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0.03

Benchmark E.S.Origin=10000 E.S. Skill = 1.5

✭❜✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✇❛❣❡
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-0.0005

0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

Benchmark E.S.Origin=10000 E.S. Skill = 1.5

✭❝✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛①

-0.025

-0.02

-0.015

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

Benchmark E.S.Origin=10000 E.S. Skill = 1.5

✭❞✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡
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-0.002

-0.001

0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

0.007

0.008

Benchmark E.S.Origin=10000 E.S. Skill = 1.5

◆♦t❡✿ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ sq✉❛r❡✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ σ1 = 10000✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ σ2 = 1.5✳

✷✹



❤✐❣❤❧② r♦❜✉st✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② P♦rt✉❣❛❧ ❛♥❞ ❙♣❛✐♥ ♥♦t✐❝❡❛❜❧② ✈❛r②✐♥❣ ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥

❝❤♦✐❝❡s ✭s❡❡ P❛♥❡❧s ✻❝ ❛♥❞ ✻❞✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ r♦❜✉st ❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s❦✐❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥

s❤♦❝❦ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✮✳ ❲❤✐❧❡ ♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❤✐❣❤❧② r♦❜✉st ✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s

❜✉t P♦rt✉❣❛❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼❛✮✱ ♥❛t✐✈❡ ✇❛❣❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ s❡♥s✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❣r❛♥t ❛♥❞ ♥❛t✐✈❡ ✇♦r❦❡rs✱ σ2 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼❜✮✳ ■♥❞❡❡❞✱

❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s r❛♥❦✐♥❣ ✐s ♠♦st❧② t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ✈❛r②✱ s♦ t❤❛t ✇❤❡♥

σ2 t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ ✺ ♦✉t ♦❢ ✶✾ ❝♦✉♥tr✐❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❛t✐✈❡ ✇❛❣❡ r❛t❡✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥

t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ✇❛❣❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛❢t❡r t❤❡ s❦✐❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞

♠✐❣r❛t✐♦♥ s❤♦❝❦✳ ❆s ❢❛r ❛s ✜s❝❛❧ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✭P❛♥❡❧s ✼❝ ❛♥❞ ✼❞✮✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❜✉t ❧✐♠✐t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s❡tt✐♥❣ σ2 = 10000 ✇❡

✜♥❞ t❤❛t ❛✈❡r❛❣❡ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ✽ ♦✉t ♦❢ ✶✾ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ♦♥❧② ✹ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

✺ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t✇♦ ❦❡②

❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♦ ❢❛r ♠♦st❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ s❡❛r❝❤ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡

✜rst ❢❡❛t✉r❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝❡♥t ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s t❤❛t ♥❛t✐✈❡s t❡♥❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡✐r t❛s❦ s♣❡✲

❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❡❛t✉r❡ r❡❣❛r❞s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❣❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱

❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛ss❡ss ✇❤❡t❤❡r ✐♠♠✐❣r❛♥t ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ✜s❝❛❧ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ ❛❣✐♥❣

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ♦✉r s❡❛r❝❤ ♠♦❞❡❧ ❜② ❡♥❞♦❣❡♥✐③✐♥❣

♥❛t✐✈❡s ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ✇♦r❦❡rs✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦✉r

❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✶✾ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭❊❯✶✺ ♠❡♠❜❡r st❛t❡s✱ ❆✉str❛❧✐❛✱ ❈❛♥❛❞❛✱

❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ❛♥❞ ❯❙❆✮ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ❛♥❛❧②s✐s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢

✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ s❤♦❝❦s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❡rs✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢❡❛t✉r❡s

❛✛❡❝t ✇❡❧❢❛r❡ r❡s✉❧ts✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ♦✉r

❛♥❛❧②s✐s ✜♥❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐rst✱

✇❤❡♥ ②♦✉♥❣ ♥❛t✐✈❡s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❞❡❝✐❞❡ t❤❡✐r ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ♥❛t✐✈❡s ❛r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②

❛❜❧❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡✛❡❝t t❤❛t ❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ s❤♦❝❦ ♠❛② ❣❡♥❡r❛t❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❡①❝❡♣t✐♦♥

✐s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ s❤♦❝❦ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❧② ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛♥ts ✇❤✐❝❤✱ ♦♥

❛✈❡r❛❣❡✱ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❧✐❣❤t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦✛s❡t

❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♥❛t✐✈❡ ✇❛❣❡s t❤❛t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✶✾ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

❙❡❝♦♥❞✱ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥✢✉①❡s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✜s❝❛❧ ❡✛❡❝ts ✇❤❡♥ ❛❣❡

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ✈❡rs✐♦♥s t❤❛t ❛❜str❛❝t ❢r♦♠

r❡t✐r❡❞ ✇♦r❦❡rs ✜♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✜s❝❛❧ ❡✛❡❝ts ✉♥❞❡r ❛❧❧ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ s❤♦❝❦ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡

❢❡❛t✉r❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦✉r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ♠♦r❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ ♥❛t✐✈❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧

s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛✈❡r❛❣❡ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ❜✉t ❇❡❧❣✐✉♠✱ ❉❡♥♠❛r❦✱ ❋r❛♥❝❡ ❛♥❞

❙✇❡❞❡♥ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ s❤♦❝❦ t❤❛t ❞♦❡s♥✬t ❛✛❡❝t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠♠✐❣r❛♥ts ❡❞✉❝❛t✐♦♥

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✢✉① ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♦♥❧②

❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs✱ ❛s ♦♥❧② ✾ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✶✾ ❝♦✉♥tr✐❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡

✷✺



✇❡❧❢❛r❡ ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♠♦st❧② r♦❜✉st t♦ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s

♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✇♦r❦❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❦✐❧❧ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥✳

❖✉r ♣❛♣❡r ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ❛ s❡❛r❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❇❛tt✐st✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥tr♦✲

❞✉❝❡❞ ✐♥t❡r❣❡♥❡r❛t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss s❡✈❡r❛❧

✐ss✉❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐ss✉❡ t♦ ❜❡ ♣✉rs✉❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ♠❛②

❜❡ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ✐♠♠✐❣r❛♥ts ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s

r❡❣❛r❞✐♥❣ s❦✐❧❧ ❛♥❞ ❛❣❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❜✉t t♦t❛❧❧② ❛❜str❛❝ts ❢r♦♠ ✐♠♠✐❣r❛♥ts ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✳ ▲♦♥❣✲

t❡r♠ ✐♠♠✐❣r❛♥ts✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡✐r ♦✛s♣r✐♥❣✱ ♠❛② s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②

❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♥❛t✐✈❡ ✇♦r❦❡rs ✉♥❞❡r ❛❧❧ r❡s♣❡❝ts✳

✷✻



❆♣♣❡♥❞✐①

❆ ●r♦✉♣✲s♣❡❝✐✜❝ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ■♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♠✐❣r❛♥t ✇❡❧❢❛r❡

✭❛✮ ▲♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ♦♥ ♠✐❣r❛♥ts ✇❡❧❢❛r❡
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✭❜✮ ❍✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ♦♥ ♠✐❣r❛♥ts ✇❡❧✲
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✭❝✮ ❙❦✐❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ♦♥ ♠✐❣r❛♥ts ✇❡❧✲
❢❛r❡
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◆♦t❡✿ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♠♠✐❣r❛♥t ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥❞❡①

Wm ≡ (
∑

s

EmsJ
E
ms +

∑

s

UmsJ
U
ms +

∑

s

RmsJ
R
ms) (

∑

s

(Qms +Rms))✳
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❋✐❣✉r❡ ✾✿ ●r♦✉♣✲s♣❡❝✐✜❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭✶✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡✮

✭❛✮ ❍✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ♥❛t✐✈❡s ✇❡❧❢❛r❡
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✭❜✮ ▲♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ♥❛t✐✈❡s ✇❡❧❢❛r❡
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◆♦t❡✿ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥❞❡① Wnh ≡
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❢♦r ♥❛t✐✈❡ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞❀ ✇❡ ✉s❡ Wos ≡

EosJ
E

os
+UosJ

U

os
+RosJ

R

os

(Qos+Ros)
♦t❤❡r✇✐s❡✳

✷✽



❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ●r♦✉♣✲s♣❡❝✐✜❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭✶✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡✮

✭❛✮ ❍✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ♥❛t✐✈❡s ✇❡❧❢❛r❡
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✭❞✮ ▲♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛♥ts ✇❡❧❢❛r❡
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◆♦t❡✿ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥❞❡① Wnh ≡
EnhJ

E
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+UnhJ
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nh
− z

∗
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Qnh+RnhJ
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nh

(Qnh+Rnh)
❢♦r ♥❛t✐✈❡ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞❀ ✇❡ ✉s❡ Wos ≡

EosJ
E

os
+UosJ

U

os
+RosJ

R

os

(Qos+Ros)
♦t❤❡r✇✐s❡✳

✷✾



❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ●r♦✉♣✲s♣❡❝✐✜❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❧♦✇✲s❦✐❧❧❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭✶✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡✮

✭❛✮ ❍✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞ ♥❛t✐✈❡s ✇❡❧❢❛r❡
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◆♦t❡✿ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥❞❡① Wnh ≡
EnhJ

E

nh
+UnhJ

U

nh
− z

∗
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Qnh+RnhJ

R

nh

(Qnh+Rnh)
❢♦r ♥❛t✐✈❡ ❤✐❣❤✲s❦✐❧❧❡❞❀ ✇❡ ✉s❡ Wos ≡

EosJ
E
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+UosJ

U
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+RosJ

R

os

(Qos+Ros)
♦t❤❡r✇✐s❡✳

✸✵



❇ ❯♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❯♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭✶✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡✮ ♦♥ ✶✾ s❡❧❡❝t❡❞ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s

✭❛✮ ❊✛❡❝t ♦♥ ❛✈❣✳ ♥❛t✐✈❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡
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❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❉✐r❡❝t❡❞ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❈❤❛♥❣❡✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✻✾✭✹✮✿✼✽✶✕✽✵✾✳

❆rs❧❛♥✱ ❈✳✱ ❉✉♠♦♥t✱ ❏✳✲❈✳✱ ❑♦♥❡✱ ❩✳✱ ▼♦✉❧❧❛♥✱ ❨✳✱ ❖③❞❡♥✱ ❈✳✱ P❛rs♦♥s✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ❳❡♥♦❣✐❛♥✐✱ ❚✳

✭✷✵✶✹✮✳ ❆ ◆❡✇ Pr♦✜❧❡ ♦❢ ▼✐❣r❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❆❢t❡r♠❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❘❡❝❡♥t ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❈r✐s✐s✳ ❖❊❈❉

❙♦❝✐❛❧✱ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ ▼✐❣r❛t✐♦♥ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs✱ ✶✻✵✭✶✻✵✮✿✼✶✳

❆✉❜r②✱ ❆✳✱ ❇✉r③②♥s❦✐✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❉♦❝q✉✐❡r✱ ❋✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❚❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥

❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✵✶✭❈✮✿✶✕✷✶✳

❇❛rt♦❧✉❝❝✐✱ ❈✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ◆❛t✐✈❡ ✕ ■♠♠✐❣r❛♥t ❲❛❣❡ ●❛♣ ❯s✐♥❣ ▼❛t❝❤❡❞

❊♠♣❧♦②❡r✲❊♠♣❧♦②❡❡ ❉❛t❛✳ ■▲❘ ❘❡✈✐❡✇✱ ✻✼✭✹✮✿✶✶✻✻✕✶✷✵✷✳

❇❛tt✐st✐✱ ▼✳✱ ❋❡❧❜❡r♠❛②r✱ ●✳✱ P❡r✐✱ ●✳✱ ❛♥❞ P♦✉t✈❛❛r❛✱ P✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ■♠♠✐❣r❛t✐♦♥✱ s❡❛r❝❤ ❛♥❞

r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ ❆ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✶✻✭✹✮✿✶✶✸✼✕✶✶✽✽✳

❇❡tts✱ ❏✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❊❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❝r♦✇❞✐♥❣ ♦✉t✿ ❞♦ ✐♠♠✐❣r❛♥ts ❛✛❡❝t t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❛tt❛✐♥♠❡♥t ♦❢

❛♠❡r✐❝❛♥ ♠✐♥♦r✐t✐❡s❄ ✐♥ ❞❛♥✐❡❧ ❤❛♠❡r♠❡s❤ ❛♥❞ ❢r❛♥❦ ❞✳ ❜❡❛♥✱ ❡❞s✳ ❍❡❧♣ ♦r ❍✐♥❞r❛♥❝❡❄ ❚❤❡

❊❝♦♥♦♠✐❝ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ■♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ❢♦r ❆❢r✐❝❛♥✲❆♠❡r✐❝❛♥s✳

❇♦r❥❛s✱ ●✳ ❏✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ ▲❛❜♦r ❉❡♠❛♥❞ ❈✉r✈❡ ✐s ❉♦✇♥✇❛r❞ ❙❧♦♣✐♥❣✿ ❘❡❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ■♠♣❛❝t

♦❢ ■♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ▲❛❜♦r ▼❛r❦❡t✳ ✶✷✷✭✺✻✺✮✿✶✶✼✼✕✶✷✵✺✳

❇♦r❥❛s✱ ●✳ ❏✳✱ ●r♦❣❣❡r✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❍❛♥s♦♥✱ ●✳ ❍✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❈♦♠♠❡♥t✿ ❖♥ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❊❧❛st✐❝✐t✐❡s ❖❢

❙✉❜st✐t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✶✵✭✶✮✿✶✾✽✕✷✶✵✳

❇✉❝❤❡❧✱ ❋✳ ❛♥❞ ❋r✐❝❦✱ ❏✳ ❘✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ■♠♠✐❣r❛♥ts✬ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❝r♦ss ❡✉r♦♣❡✕❞♦❡s

✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ♠❛tt❡r❄ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ P♦❧✐❝② ❘❡✈✐❡✇✱ ✷✹✭✷✮✿✶✼✺✕✷✶✷✳

❇✉r③②♥s❦✐✱ ▼✳✱ ❉♦❝q✉✐❡r✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ❘❛♣♦♣♦rt✱ ❍✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ❚❤❡ ❈❤❛♥❣✐♥❣ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ■♠♠✐❣r❛t✐♦♥

t♦ t❤❡ ❖❊❈❉✿❲❤❛t ❲❡❧❢❛r❡ ❊✛❡❝ts ♦♥ ▼❡♠❜❡r ❈♦✉♥tr✐❡s❄ ■▼❋ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✻✻✭✸✮✿✺✻✹✕

✻✵✶✳

❈❛r❞✱ ❉✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ■♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✾✭✷✮✿✶✕✷✶✳
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