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▲❡ ♣rés❡♥t ❛rt✐❝❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡ s❡❝t❡✉r

✜♥❛♥❝✐❡r ❡t t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❛❝❝é❞❛♥t ❛✉① s②stè♠❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs✱

❞❡s ❢r✐❝t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧✬❡①é❝✉t❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛ts ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡

❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ é❝♦♥♦♠✐❡

❛✈❡❝ tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❝❡✉① ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥

✜♥❛♥❝✐èr❡ ✭s❛♥s ❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r✮✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ✐♥✲

❝❧✉s ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞û ❛✉① ❝♦ûts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té

❞❡s ♣r♦❥❡ts✳ ▲❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❝❝è❞❡♥t ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡t ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛ts ✜♥❛♥❝✐❡rs ❛✉q✉❡❧s ✐❧s

s♦✉s❝r✐✈❡♥t s♦✐❡♥t ❡①é❝✉tés✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s r❡s✲

s♦✉r❝❡s ❝❛♥❛❧✐sé❡ ✈❡rs ❧❡s ✜r♠❡s ❝r♦ît ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❝❧✉s✐❢✳

◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡t ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡t ❡♠♣✐r✐q✉❡s

q✉❛♥t à ❧✬✐♠♣❛❝t ♥é❣❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡ s✉r ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐

q✉❡ ❧❡ rô❧❡ ✈✐t❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳ ◗✉❛♥t à ❧✬❡①é✲

❝✉t❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛ts ✭♣rêts✴❡♠♣r✉♥ts✮ ❝♦♥❝❧✉s s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ❞❡s ❝ré❞✐ts✱ ❡❧❧❡ st✐♠✉❧❡

❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥✈❡st✐❡s ♣❛r ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞❡s tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s✳

▼♦ts ❝❧és ✿ ■♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡✱ ❢r✐❝t✐♦♥s ✜♥❛♥❝✐èr❡s ❡t ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳

✶



❆❜str❛❝t

❚❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐♥t❡❣r❛t❡s t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s❡❝t♦r✱

t❤❡ ♣❛rt ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❝❝❡❞✐♥❣ t♦ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠s✱ ❢r✐❝t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡❛✲

❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

♣r♦❝❡ss❡s✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚❤❡

✜rst ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥✲

❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜✉t ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♣r♦❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛t❡❣♦r② ❛❝❝❡❞❡ ✇✐t❤ ❧❡ss

❝♦♥str❛✐♥t t❤❛♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝❤❛♥❝❡s t❤❛t t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♥tr❛❝ts t♦

✇❤✐❝❤ t❤❡② s✉❜s❝r✐❜❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t②

♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ ✜r♠s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❝❧✉s✐✈❡✳

❖✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡

♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ✈✐t❛❧

r♦❧❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥tr❛❝ts

❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝r❡❞✐t ♠❛r❦❡t✱ ✐t st✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥✈❡st❡❞ ❜②

t❤❡ ❛❣❡♥ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤✳

❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❈✵✷✱ ●✷✳
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r ❡st ❛✉ ❝♦❡✉r ❞❡ t♦✉t❡ é❝♦♥♦♠✐❡✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ♠✐s❡

❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r ▲❡✈✐♥❡ ✭✶✾✾✷❛✮✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❞✐st✐♥❣✉❡ tr♦✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥✲

❝✐❡r ✿ ▲✬❛✉t❛r❝✐❡ ✜♥❛♥❝✐èr❡✱ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s

❞❡r♥✐❡rs ♣♦✉r ❞❡✈❡♥✐r ❞❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♣❤✐st✐q✉és✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝✬❡st ❞✐❢✲

✜❝✐❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠❛✉✈❛✐s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❤♦s❡ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬② ✐♥✈❡st✐r✳ ▲✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs ré❞✉✐t ❧❡s ❝♦ûts ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠❛✉✈❛✐s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ré❞✉✐t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❞❡ ♣❡rt❡ ❞✉ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st✐ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭▲❡✈✐♥❡✱ ✶✾✾✷❛✱ ♣✳✸✾✸✮✳

▲✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥❛♥❝❡ ❡t ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧ ♣r♦❞✉❝t✐❢ ❛ s✉s❝✐té ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉✲

s✐❡✉rs ❝❤❡r❝❤❡✉rs✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ♦♥t ❛❜♦r❞é ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❝❛✉s❛❧✐té t♦✉t ❡♥

❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✭❉❡♠❛♥❞✲❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮ st✐♣✉❧❡

q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡s s❡r✲

✈✐❝❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs ✭❘♦❜✐♥s♦♥✱ ✶✾✺✷ ❀ P❛tr✐❝❦✱ ✶✾✻✻ ❀ ❉❡♠❡tr✐❛❞❡s ❡t ❍✉ss❡✐♥✱ ✶✾✾✻✮✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡

❤②♣♦t❤ès❡ ♦✉ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s❝❤✉♠♣❡tér✐❡♥♥❡ ✭❙✉♣♣❧②✲❧❡❛❞✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮ ♣❧❛✐❞❡ q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣✲

♣❡♠❡♥t ✜♥❛♥❝✐❡r ❢❛✈♦r✐s❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ✭❑✐♥❣ ❡t ▲❡✈✐♥❡✱ ✶✾✾✸ ❀ ▲❡✈✐♥❡ ❡t ❩❡r✈♦s✱

✶✾✾✽ ❀ ▲❡✈✐♥❡✱ ❇❡❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵ ❀ ❋❛s❡ ❡t ❆❜♠❛✱ ✷✵✵✸ ❀ ❈❛❧❞❡r♦♥ ❡t ▲✐✉✱ ✷✵✵✸ ❀ ❈❤r✐st♦♣♦✉❧♦s ❡t

❚s✐♦♥❛s✱ ✷✵✵✹ ❀ ❍❛❜❜✐❜✉❧❧❛❤ ❡t ❊♥❣✱ ✷✵✵✻ ❀ ❆❜✉✲❜❛❞❡r ❡t ❆❜✉✲◗❛r♥✱ ✷✵✵✽✮✳ ❉✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t

tr♦✉✈é q✉❡ ❧❛ ❝❛✉s❛❧✐té ❡st ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❏✉♥❣✱ ✶✾✽✻ ❀ ❆❧✲②♦✉s✐❢✱ ✷✵✵✷ ❀ ❇❧❛♥❝♦✱ ✷✵✵✾✮✳ ▲✬❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❡①❡r❣✉❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ s❡❝t❡✉r ✜♥❛♥❝✐❡r ♣♦✉r ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡

é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳

▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❣❡♥ts ❞✬✉♥❡ é❝♦♥♦♠✐❡✳ ❊❧❧❡ ♦✛r❡ ❛✉①

♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ✈✐❡✱ ❛✉① ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs

❡♥ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡✉r t❛✐❧❧❡ ❡t à ❧✬➱t❛t ❞❡s ❡♠♣r✉♥ts ♣♦✉r ❧❡ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ❞é✜❝✐t ❛✉

♠♦✐♥❞r❡ ❝♦ût✳ ▲✬❛❝❝ès ❛✉① s❡r✈✐❝❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs ❞❡ ❜❛s❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s

♣❛✉✈r❡s ✭❆r❞✐❝ ❡t ❛❧ ✷✵✶✶✮✳ P♦✉r ❇❡❝❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ♠♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s

❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛②s ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ❛❝❝è❞❡ ❛✉① s❡r✈✐❝❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs ❢♦r♠❡❧s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt

❞❡s ♣❛②s ❞✬❆❢r✐q✉❡✱ ♠♦✐♥s ❞✬✉♥ ♠é♥❛❣❡ s✉r ❝✐♥q ② ❛ ❛❝❝ès✳ ▲❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬❛❝❝ès ❛✉ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t

❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ r❡✈❡♥✉ ❡t ✉♥ ❢r❡✐♥ à ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳ ❙❛r♠❛ ❡t P❛✐s

✭✷✵✶✶✮ ♦♥t ❛♥❛❧②sé ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ❊♥

✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❛ t❡♥té ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t

❛ss♦❝✐és à ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t

❤✉♠❛✐♥ ❡t ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣❛②s s♦♥t ❧✐és✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥s✳

❊❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs s♦❝✐♦✲é❝♦♥♦♠✐q✉❡s✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡ r❡✈❡♥✉ ❡t ❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s

❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐és ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡✳

▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡ r❡♥❞ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ ❝❛r ❧✬❛❝❝ès ❛✉ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉①

✸



❛❣❡♥ts é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t à ♣❧✉s ❧♦♥❣

t❡r♠❡✱ ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r ❛✉① ❛❝t✐✈✐tés ❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❞❡s ❝❤♦❝s ✐♥❛tt❡♥❞✉s à ❝♦✉rt t❡r♠❡✳ ❈♦♠✲

♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡✱ ❧❛ ♣❛✉✈r❡té ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡s r❡✈❡♥✉s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s

♣❛②s ❛✐❞❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉✐ é❧❛r❣✐r♦♥t ❧✬❛❝❝ès ❛✉① s❡r✈✐❝❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs ♣♦✉r

ré❞✉✐r❡ ❧❛ ♣❛✉✈r❡té ❡t ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡s r❡✈❡♥✉s✳ P❛r❦ ❡t ▼❡r❝❛❞♦ ✭✷✵✶✺✮✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛s❡

❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✸✼ é❝♦♥♦♠✐❡s ❆s✐❛t✐q✉❡s ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ♦♥t ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r

❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ♣r♦♣r❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛②s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ r❡✈❡♥✉

♣❛r ❤❛❜✐t❛♥t✱ ❧❛ ♣r✐♠❛✉té ❞✉ ❞r♦✐t ❡t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞é♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❛✛❡❝t❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ❞❛♥s ❧✬❆s✐❡ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❝♦♥st❛té é❣❛✲

❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ré❞✉✐t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛✉✈r❡té ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡s r❡✈❡♥✉s✳

❇❡❝❦ ✭✷✵✶✻✮ ❞✐s❝✉t❡ ❧❡s ♣r♦❣rès ré❝❡♥ts ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ❡t ❢❛✐t ❧❡

♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡ s✉r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❡t ❣❧♦✲

❜❛❧✳ ❙❡❧♦♥ ❝❡t ❛✉t❡✉r✱ ❧❡s ét✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ss❡♠❡♥t

✜♥❛♥❝✐❡r ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ❝r✐t✐q✉❡ s✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛✉✈r❡té

❞❛♥s ❧❡s ♣❛②s ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ❊♥ t❡r♠❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs✱ ❧✬é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❝❝ès ❛✉①

s❡r✈✐❝❡s ❞❡ ♣❛✐❡♠❡♥t s❡♠❜❧❡ ❛✈♦✐r ❧✬✐♠♣❛❝t ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♠é❞✐❛t s✉r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧✳ ▲✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❝❛♥❛✉① ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉①

♣r♦❞✉✐ts ❡t ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉és à ❛❝❝r♦îtr❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥

✜♥❛♥❝✐èr❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♣❛②s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞é❝❡♥♥✐❡✳

▲✬❡ss♦r ❞❡ ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥❛♥❝❡ ✐s❧❛♠✐q✉❡ ❛ ♣♦✉ssé ❧❡s ❞é❝✐❞❡✉rs ❡t ❧❡s ❜❛✐❧❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❞s

✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛✉① à ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥❛♥❝❡ ✐s❧❛♠✐q✉❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r é❧❛r❣✐r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥✲

❝✐èr❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❉❡♠✐r❣✉❝✲❑✉♥t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❛ ❡①♣❧♦ré ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡s

✜♥❛♥❝✐❡rs ❢♦r♠❡❧s ❝❤❡③ ❧❡s ❛❞✉❧t❡s ♠✉s✉❧♠❛♥s✳ ❆✈❡❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✻✺ ✵✵✵ ❛❞✉❧t❡s

❞❡ ✻✹ é❝♦♥♦♠✐❡s✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ré✈è❧❡ q✉❡ ❧❡s ♠✉s✉❧♠❛♥s s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ♠♦✐♥s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s q✉❡ ❧❡s

♥♦♥✲♠✉s✉❧♠❛♥s ❞❡ ♣♦ssé❞❡r ✉♥ ❝♦♠♣t❡ ♦✣❝✐❡❧ ♦✉ ❞✬é♣❛r❣♥❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡

♦✣❝✐❡❧❧❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ♠✉s✉❧♠❛♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠♦✐♥s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s q✉❡ ❧❡s ♥♦♥✲♠✉s✉❧♠❛♥s ❞❡

❝♦♥tr❛❝t❡r ❞❡s ❡♠♣r✉♥ts ❢♦r♠❡❧s ♦✉ ✐♥❢♦r♠❡❧s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❤②♣♦t❤é✲

t✐q✉❡s ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧❛ ❝❤❛r✐❛ ♠❛❧❣ré ❧❡s ❝♦ûts é❧❡✈és✳

◆♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r♠❛❞✐❛✐r❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs ✭▲❡✈✐♥❡

✶✾✾✷❛✮✳ ▼❛✐s✱ ❧✬❡①❛♠❡♥ ❞✉ rô❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐ér❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t✱

❧❛ r❡♥t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❡t ❞❛♥s ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✱ ✈✐❛ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♠♣ér✲

❢é❝t✐♦♥s ✜♥❛♥❝✐ér❡s ❡t ét❛♥t ❞♦♥♥é✱ ✉♥❡ ❤étér♦❣é♥é✐té ❞✬❛❝❝és ❞❡s ❛❣❡♥ts é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❛✉ s②stè♠❡

✜♥❛♥❝✐❡r✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❡r❛ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡

à ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❝❡ s✉❥❡t✳ ▲❡s s❡❝t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡

✭s❡❝t✐♦♥ ✷✮✱ ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✮ ❡t ❞❡s r❡♠❛rq✉❡s ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡s

✭s❡❝t✐♦♥ ✹✮✳

✹



✷ ▲❡ ♠♦❞è❧❡

❙✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲❡✈✐♥❡ ✭✶✾✾✷❛✮✱ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡

❝r♦✐ss❛♥❝❡ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡ s❡❝t❡✉r ✜♥❛♥❝✐❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛rt ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♥♦♥ ✐♥❝❧✉s ✜♥❛♥❝✐èr❡♠❡♥t

❡t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ❢r✐❝t✐♦♥s ✜♥❛♥❝✐èr❡s✳ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ r❡❧✐❡❢ ❧❡ rô❧❡ ❞❡

❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲❡✈✐♥❡ ✭✶✾✾✷❛✮ ♥✬❛ ♣❛s ♣r✐s

❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❢r✐❝t✐♦♥s ✜♥❛♥❝✐èr❡s s✉r ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❡s

❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❧✐é❡s ❀ ✭✶✮ ❛✉① ❝♦ûts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡

❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ✭✷✮ ❛✉① ❞❡❣ré ❞✬❡①é❝✉t❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛ts✳ ◆♦tr❡

♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ é❝♦♥♦♠✐❡ ❛✈❡❝ tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❝❡✉①

❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡s ✭s❛♥s ❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r✮✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠♣r❡♥❞

❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❛✈❡❝ ❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡

❝♦♠♣r❡♥❞ ❝❡✉① ❛②❛♥t ✉♥ ❛❝❝ès ♣❛r❢❛✐t ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r✳

✷✳✶ ▲❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s

▲✬é❝♦♥♦♠✐❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ◆ ✐♥❞✐✈✐❞✉s ✶ ❞♦♥t N1 ♥✬❛❝❝è❞❡♥t ♣❛s ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡

♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ n1 =
N1

N
❡t N2 ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♦♥t ✉♥ ❛❝❝ès ✐♠♣❛r❢❛✐t ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r ❛✈❡❝ ❞❡s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞û à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦ûts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r♦❥❡ts✳ ▲❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥

❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐é♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡st n2 =
N2

N
✳ ▲❡ r❡st❡ N3 ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♦♥t ✉♥ ❛❝❝ès ❛✉①

s❡r✈✐❝❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐ér❡ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐é♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡

♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ n3 =
N3

N
✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ✈✐✈❡♥t ♣❡♥❞❛♥t tr♦✐s ♣ér✐♦❞❡s✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡

❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♦♥ ❛ ✿ n1 + n2 + n3 = 1✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ❡st ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ui(c1, c2, c3) = log [c2 + ϕic3] (1)

❆✈❡❝ ϕi ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣r♦♣r❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬❛❣❡♥ts✱ ré✈é❧é❡ à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣ér✐♦❞❡

❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ϕi =







0

1

avec

avec

p(.) = 1− ñi

p(.) = ñi
Avec : i = {1, 2, 3} (2)

▲❡s ϕi r❡♥s❡✐❣♥❡♥t s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ✐ ❞é❝♦✉✈r❡ ❧❡ ❜♦♥ ♣r♦❝❡ss✉s

❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ✐❧ ✈❡✉t ✐♥✈❡st✐r ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ qi ❞❡ s♦♥ r❡✈❡♥✉ wt ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ▲❡

♠♦❞é❧❡ ❡s❝❛♠♦t❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✉r❛♥t ❧❛ ❞❡✉①✐é♠❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ▲✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❞é♣❡♥❞ ❞❡

s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✉r❛♥t ❧❛ ❞❡✉①✐é♠❡ ♣ér✐♦❞❡ (1−qi).wt ❡t s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✉r❛♥t ❧❛ tr♦✐s✐é♠❡

✶✳ ◆❂N1✰N2✰N3✳

✺



♣ér✐♦❞❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥✉❧❧❡ s✐ ♥♦tr❡ ❛❣❡♥t ♥✬❛ ♣❛s ✐❞❡♥t✐✜é ❧❡ ❜♦♥ ♣r♦❝❡s✉s ❞❡

♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

▲❡s ñi s♦♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés q✉✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞❡ ❧❛ ieme ❝❛té❣♦r✐❡ ✭❡①❝❧✉s ❞✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r✱

✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦ûts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r♦❥❡ts

♦✉ ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐ér❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✮ ❞é❝♦✉✈r❡ ✉♥ ❜♦♥ ♣r♦❝❡ss✉s

❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

✷✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❢r✐❝t✐♦♥s ✜♥❛♥❝✐èr❡s

▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ r❛✐s♦♥ q✉✐ ♠♦t✐✈❡ ❧❡ r❡❝♦✉r❡ ❛✉① ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs ❡st ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s ❛✉① ❝♦ûts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝✲

t✐♦♥✳ ❈❡ ❝♦ût ❡st é❣❛❧❡ à Z(wt)✱ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ wt ❡t ❛✈❡❝ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦ût

❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❜♦♥ ♣r♦❥❡t ❞❛♥s ✉♥ s❡❝t❡✉r ❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬❡♥ ❞ét❡r♠✐✲

♥❡r ❞❛♥s ✉♥ s❡❝t❡✉r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡ r❡❝♦✉r❡ ❛✉① ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs ré❞✉✐t ❝❡s ❢r✐❝t✐♦♥s

✜♥❛♥❝✐èr❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r r❡❝✉❡✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

✐♥t❡r✈❡♥❛♥ts ❝❤♦s❡ q✉✐ ré❞✉✐t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❡s ❢r✐❝✲

t✐♦♥s ✜♥❛♥❝✐èr❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s à

❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ✿

Z(wt) = ziqiwt Avec : 0 ∧ zi ∧ 1 (3)

zi ❡st ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥❣❛❣é❡ ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣r♦❥❡ts✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❢r✐❝t✐♦♥s ❡st ❧✐é❡ ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦♥tr❛❝t✉❡❧❧❡s ✭❡♠♣r✉♥t❡r✴♣rêt❡r✮ ❞✉❡s ❛✉①

✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ à ❢♦r❝❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s

❝♦♥tr❛ts ❡t à ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s ❞r♦✐ts ❞❡s ❝♦♥tr❛❝t❛♥ts ✭❇✉❡r❛ ❡t ❛❧ ❀ ✷✵✶✶✱ ♣✳ ✶✾✼✻✮✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❞❡ φi s✉r ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✉ r❡✈❡♥✉ ♣❧❛❝é (1 − qi)wt✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t ✉♥❡ ré♠✉♥ér❛t✐♦♥ ri ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡

✢❡①✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✿

φi ((1 + ri)(1− qi))wt Avec : 0 ≤ φi ≤ 1 (4)

φi r❡♥s❡✐❣♥❡ s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✐♥st✐t✉t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ é❝♦♥♦♠✐❡ à ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❣❛❣❡✲

♠❡♥ts ❝♦♥tr❛❝t✉❡❧s✱ ♦♥ ❛ ✿

φi = ✶ ✿ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡s ❡♥❣❛❣❡♠❡♥ts ❝♦♥tr❛❝t✉❡❧s ❀

φi = ✵ ✿ ▲❛ ♥♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❣❛❣❡♠❡♥ts ❝♦♥tr❛❝t✉❡❧s✳

✻



✷✳✸ ◆♦✉✈❡❛✉ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

✷✳✸✳✶ Pr❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬❛❣❡♥ts ✿ ❧❡s ❡①❝❧✉s ❞✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ n1 ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❛❝❝è❞❡ ♣❛s ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r✳ ❊❧❧❡ s✉♣♣♦rt❡ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ z1 ❡t ❝♦♥❢r♦♥t❡ ❞❡s ❢r✐❝t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧❛

❝❛♣❛❝✐té ✐♥st✐t✉t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ à ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❣❛❣❡♠❡♥ts ❝♦♥tr❛❝t✉❡❧s φ1

✭❆✈❡❝ ✿ φ1 → 0✮✳ ❚♦✉t ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥❛✐t ❡♥ t ♦✛r❡ s❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t r❡ç♦✐t ✉♥ s❛❧❛✐r❡ wt✱ ✐❧ ❡♥ ♣❧❛❝❡

✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ (1− q1) ❞❛♥s ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts ✐♥❢♦r♠❡❧s ✭❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ♣rêt✱ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❛♠✐s✳✳✳✮

❡t rés❡r✈❡ ❧❡ r❡st❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t✳ ❉✉ ♠♦♥t❛♥t ❛❧❧♦✉é à ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥

z1 s❡r❛ ❞é♣❡♥sé ❝♦♠♠❡ ❝♦ût ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❜♦♥s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐ér❡

❧❡ ♠♦♥t❛♥t rés❡r✈é ♣♦✉r ❧❡ ♣❧❛❝❡♠♥t ❡st (1 − q1).wt✱ ❧❡ ♠♦♥t❛♥t ✐♥✈❡st✐t ❡st q1.wt✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st z1.q1.wt ❡t ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❡st (1− z1).q1.wt✳

✷✳✸✳✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡❞✬❛❣❡♥ts ✿ ❛❝❝è❞❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ n2 ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❝❝è❞❡ ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r ♠❛✐s ❝♦♥❢r♦♥t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s

❛✉ ❝♦ût ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐ér❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ z2✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① ❢r✐❝t✐♦♥s ❧✐é❡s

❛✉① ❝❛♣❛❝✐tés ✐♥st✐t✉t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ à ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❣❛❣❡♠❡♥ts ❝♦♥tr❛❝✲

t✉❡❧s φ2✳ ❚♦✉t ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥❛✐t ❡♥ t ♦✛r❡ s❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t r❡ç♦✐t ✉♥ s❛❧❛✐r❡ wt✱ ✐❧ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡

♣r♦♣♦rt✐♦♥ (1− q2) ❞❛♥s ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts ❢♦r♠❡❧s ✭❇❛♥q✉❡s✱ ❛ss✉r❛♥❝❡s✱ s♦❝✐étés ❞✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t✳✳✳✮

❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥têr❡t r2 ❡t rés❡r✈❡ ❧❡ r❡st❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t✳ ❉✉ ♠♦♥t❛♥t ❛❧❧♦✉é à ❧✬✐♥✈❡s✲

t✐ss❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ z2 s❡r❛ ❞é♣❡♥sé ♣♦✉r ♣❛②é ❧❡s s❡r✈✐❝❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs ❧✐é❡s à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡

❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐ér❡ ❧❡ ♠♦♥t❛♥t rés❡r✈é ♣♦✉r ❧❡

♣❧❛❝❡♠♥t ❡st (1 − q2).wt✱ ❧❡ ♠♦♥t❛♥t ✐♥✈❡st✐t ❡st q2.wt✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐ér❡ s✉r

❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡st z2.q2.wt ❡t ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❡st (1− z2).q2.wt✳

✷✳✸✳✸ ❚r♦✐s✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬❛❣❡♥ts ✿ ❛❝❝è❞❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐é♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡

▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ n3 ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛ ✉♥ ❛❝❝ès ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r✱

s✉♣♣♦rt❡ ✉♥ ❝♦ût ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs ❧✐é❡s à ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦♥s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

z3 ♠♦✐♥s é❧❡✈é q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐ér❡ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐é♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✭z3 ∧ z2 ∧ z1✮ ❡t r❡❝♦♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢r✐❝✲

t✐♦♥s ❧✐é❡s ❛✉① ❝❛♣❛❝✐tés ✐♥st✐t✉t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ à ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❣❛❣❡♠❡♥ts

❝♦♥tr❛❝t✉❡❧s φ3 ✭❆✈❡❝ ✿ φ3 → 1✮✳ ❚♦✉t ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥❛✐t ❡♥ t ♦✛r❡ s❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t r❡ç♦✐t ✉♥

s❛❧❛✐r❡ wt✱ ✐❧ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ (1 − q3) ❞❛♥s ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts ❢♦r♠❡❧s ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥têr❡t

✼



r3 ✭❆✈❡❝ ✿ r1 ∧ r2 ∧ r3✮✱ ❡t rés❡r✈❡ ❧❡ r❡st❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t✳ ❉✉ ♠♦♥t❛♥t ❛❧❧♦✉é à ❧✬✐♥✈❡s✲

t✐ss❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ z3 s❡r❛ ❞é♣❡♥sé ♣♦✉r ♣❛②é ❧❡s s❡r✈✐❝❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs ❧✐é❡s à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡

❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐ér❡ ❧❡ ♠♦♥t❛♥t rés❡r✈é ♣♦✉r ❧❡

♣❧❛❝❡♠♥t ❡st (1 − q2).wt✱ ❧❡ ♠♦♥t❛♥t ✐♥✈❡st✐t ❡st q2.wt✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐ér❡ s✉r

❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡st z2.q2.wt ❡t ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❡st (1− z2).q2.wt✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉

❝✐✲❞❡ss♦✉s ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧❡✳

❚❛❜❧❡ ✶ ✕ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❤②♣♦t❤és❡s ❞✉ ♠♦❞é❧❡

✷✳✹ ▲❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡

▲❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❡ ❞é♣❧♦✐t s✉r ❞❡✉① ♣ér✐♦❞❡s✳ ❉✉r❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❧✬❛❣❡♥t

é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❡ s❛ ✜r♠❡ ✭❙t❛❞❡ ✶✮✱ ♣✉✐s✱ ✐❧ ♦✛r❡ s❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐é♠❡

✜r♠❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ s❛❧❛✐r❡ wt ✭❙t❛❞❡ ✷✮✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛

❝❛t❡❣♦r✐❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ✭✐❂✶✱ ✷ ❡t ✸✮✳ ▲✬❛❣❡♥t ré♣❛rt✐t s♦♥ s❛❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ✸ ❡♠♣❧♦✐s✳ ▲❡

♣r❡♠✐❡r ❡♠♣❧♦✐s ❡st ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ♠♦♥ét❛✐r❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts ✐♥❢♦r♠❡❧s ♦✉ ❢♦r♠❡❧s (1−qi)wt✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ziqiwi✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡

❡♠♣❧♦✐s ❡st ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ♣♦✉r ❧❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ (1− zi) .qi.wt✳ ▲❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡

❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ✿

Tt+2 = Γt+1.(1− zi)qiwt

Γt+1 = T avec p(.) = αi

Γt+1 = 0 avec p(.) = 1− αi

(5)

❆✈❡❝ T ❡st ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ ❀ (1− zi)qiwt ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥✈❡st✐❡s ❞❛♥s

❧❛ ✜r♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❀ Γt+1 ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ré✈é❧é à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐ér❡ ♣ér✐♦❞❡✳

αi ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ré✉ss✐t❡ ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ✭0 ≤ αi ≤ 1✮✳ ❚♦✉t ✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é

❞❛♥s ✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ♣r♦❥❡t ❡st ♥♦♥ ❢r✉❝t✉❡✉①✳

✽



❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐é♠❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❡♠❜❛✉❝❤❡♥t ❧❡s tr❛✈❛✐❧❧❡✉rs ❞✬â❣❡✲✶ ❡t ♣r♦✲

❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❜✐❡♥s ✭②✮✳

yt+2 = Tt+2L
1−θ
t+2 0 ∧ θ ∧ 1

⇒ yt+2 = (Γt+1.(1− zi)qiwt)L
1−θ
t+2

⇒ yt+2 = (αi.T.(1− zi)qiwt)L
1−θ
t+2

(6)

❆✈❡❝ ✿

Lt+1 ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉♥✐té ❞✉ tr❛✈❛✐❧ à ❧✬â❣❡ ✶ ❡♠❜❛✉❝❤é❡s ♣❛r ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❡♥ t ✰ ✶ ❀

Tt+2 ❡st ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ✜r♠❡ à t ✰ ✷ ❀

θ ❡st ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡st✐♥é❡ ❛✉① ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✳

✷✳✺ ▲❡ ♠❛r❝❤é ❞✉ tr❛✈❛✐❧

❙❡✉❧s ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞❡ ❧✬â❣❡ ✸ ✈✐✈❡♥t tr♦✐s ♣ér✐♦❞❡s✳ ■❧s r❡ç♦✐✈❡♥t ❧❡s ♣r♦✜ts ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣❛r❝❡

q✉❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ tr♦✐s ♣ér✐♦❞❡s✳ ▲❡ ♠❛r❝❤é ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❝♦♥❝✉rr❡♥t✐❡❧ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ♣❛②é s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ s♦♥ ♣r♦❞✉✐t ♠❛r❣✐♥❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉✬à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ♦♥ ❛ ✿

wt+2 = (1− θ)Tt+2L
−θ
t+2

⇒ wt+2 = (1− θ) ((Γt+1.(1− zi)qiwt))L
−θ
t+2

⇒ wt+2 = (1− θ) (αi.T.(1− zi)qiwt)L
−θ
t+2

(7)

✷✳✻ ▲❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛♣✐t❛❧

▲❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t (1− zi)qi.wt ♣❧❛❝é ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐ ❡st ✷ ✿

rt+2 = θ.Tt+2.L
1−θ
t+2 (8)

❉✬❛♣rès ✭✻✮✱ ✭✼✮ ❡t ✭✽✮ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡s s❛❧❛✐r❡s ❡t ❧❡

r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛♣✐t❛❧✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞é❝r✐t ❧❛ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ✢✉① ❡t ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♣r✐s❡s

♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ✐✳

✷✳

rt+2 = yt+2 − Lt+2.wt+2

⇒ rt+2 = (αi.T.(1− zi)qiwt)L
1−θ
t+2 − Lt+2.(1− θ) (αi.T.(1− zi)qiwt)L

−θ
t+2

⇒ rt+2 = (αi.T.(1− zi)qiwt)L
1−θ
t+2 − (1− θ) (αi.T.(1− zi)qiwt)L

1−θ
t+2

⇒ rt+2 = (1− (1− θ)) (αi.T.(1− zi)qiwt)L
1−θ
t+2

⇒ rt+2 = (1− (1− θ)) (αi.T.(1− zi)qiwt)L
1−θ
t+2

⇒ rt+2 = θ. (αi.T.(1− zi)qiwt)L
1−θ
t+2

⇒ Avec : Tt+2 = αi.T.(1− zi)qiwt

⇒ rt+2 = θ.Tt+2.L
1−θ
t+2

✾



❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❈❤r♦♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ✢✉① ❡t ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♣r✐s❡s ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t é❝♦♥♦♠✐q✉❡

✸ ▲✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡

✸✳✶ ▲✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ❡①❝❧✉s ❞✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❛❣❡♥t r❡♣rés❡♥t❛t✐❢✱ ♥é à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r

❧✬✉t✐❧✐té ❡s♣❡ré❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❞❡ t②♣❡ ✶ ✿

max [1− ñ1] log
[

(φ1(1−q1)wt

(1−ñ1)

]

+ [ñ1] log
[

φ1(1−q1)wt+R1(1−z1)q1wt−z1q1wt

ñ1

]

(9)

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ✭✾✮ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✭❱♦✐r ❛♥♥❡①❡ ✻✳✶✮ ✿

q∗1 =
ñ1

(

R1(1−z1)−z1−
φ1
ñ1

)

(R1(1−z1)−z1−φ1)
(10)

❆✈❡❝ ✿

αiñi ❡st ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❞❡✈❡♥❛✐❡♥t ❞❡s ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ✸✳

Lt = 1/(αiñi) = ψi ❡st ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♠❛✐♥ ❞✬÷✉✈r❡ ♣❛r ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ✹✳

Ri = αiTθψi = E(rt+2) ❡st ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥ts ✺✳

❉✬❛♣rès ✭✶✵✮✱ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭q∗1✮ ❛❧❧♦✉é à ❧❛ ✜r♠❡✱ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ✿

• ▲❛ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡st✐♥é❡ ❛✉① ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs (θ)

• ▲❡ t❛✉① ❞❡ ❧✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡ (α1T )

• ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♠❛✐♥ ❞✬÷✉✈r❡ ♣❛r ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r (ψ1)

• ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✉ ❜♦♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ (ñ1)

✸✳ ▲❛ ré✉ss✐t❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t ❞é♣❡♥❞ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✉ ❜♦♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
ñi ❞❡ ♣r♦❥❡ts q✉✐ s♦♥t ❜♦♥s✳ ❊♥ ❞❡✉①✐é♠❡ ❧✐❡✉✱ ❧✬❛❣❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ré✉ss✐t❡ ❞❡ αi ✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛
♣r♦♣♦rt✐♦♥ αiñi ❡st ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❥❡ts ❢r✉❝t✉❡✉①✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❞❡✈❡♥❛✐t ❞❡s ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs
✭❈❡✉① q✉✐ ♦♥t ré✉ss✐ ❧❡✉r ♣r♦❥❡ts✮

✹✳ ◆♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞❡ ❧❛ ieme ❝❛té❣♦r✐❡ s♦♥t Ni ✳ ♣❛r♠✐ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ñi ❞é❝♦✉✈r❡♥t ✉♥ ❜♦♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❉♦♥❝✱ Niñi ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s q✉✐ ❧❛♥❝❡♥t ❞❡s ✜r♠❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ αi ❛rr✐✈❡♥t ❛ ❢❛✐r❡
ré✉ss✐r ❧❡✉r ♣r♦❥❡ts✱ é✈✐❞❡♠❡♥t✱ Niαiñi ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✜r♠❡s q✉✐ ré✉ss✐ss❡♥t✱ ❧❡s Ni ✐♥❞✐✈✐❞✉s✱ ② ❝♦♠♣r✐s✱ ❧❡s ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs

✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s Niαiñi ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✳ ❉♦♥❝✱ Ni

Niαiñi

= 1
αiñi

❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡✉rs ♣❛r ❡♥tr❡♣r✐s❡✳

✺✳

rt+2 = θ.Tt+2.L
1−θ
t+2

⇒ E(rt+2) = E
[

θ.Tt+2.L
1−θ
t+2

]

⇒ E(rt+2) = E(θ).E(Tt+2).E(L1−θ
t+2 )

Avec : Lt = 1/(αiñ1) = ψi E(θ) = θ E(Tt+2) = αi.T E(L1−θ
t+2 ) = ψi

⇒ E(rt+2) = θαiTψi ⇒ E(rt+2) = αiTθψi = Ri

✶✵



• ▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥❣❛❣é❡ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♠❛✉✈❛✐s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s (z1)✳

• ▲❡ ❞❡❣ré ❞✬❡①é❝✉t❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛ts φ1✳

▲❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❣ré❣é ❞❡s ❡①❝❧✉s ❞✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

▲❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❣ré❣é ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r Qi = Lt+1(1− zi)qiwt✱ r❡♠♣❧❛ç♦♥s qi ❧❛ q✉❛♥t✐té

❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝❛♥❛❧✐sé❡ ✈❡rs ❧❡s ✜r♠❡s ♣❛r s❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✭❱♦✐r ❛♥♥❡①❡ ✻✳✶✮ ✿

Q1 = Lt+1wt.(1− z1)





ñ1

(

R1(1−z1)−z1−
φ1
ñ1

)

(R1(1−z1)−z1−φ1)



 (11)

▲❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❡①❝❧✉s ❞✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

▲❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t (1− z1)q1wt✱ ♣❧❛❝é ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ s✐t✉❛✲

t✐♦♥ ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐ér❡ ❡st ✭❱♦✐r ❛♥♥❡①❡ ✻✳✶✮ ✿

r1,t+2 = θ.αiT (1− z1)wtL
1−θ
t+2 .





ñ1

(

R1(1−z1)−z1−
φ1
ñ1

)

(R1(1−z1)−z1−φ1)



 (12)

▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❡s ❡①❝❧✉s ❞✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ à ❞❡✉① ♣ér✐♦❞❡s ❡st ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

gi,y = E(yt+2/yt) = E(Tt+2/Tt) =
αiT (1−zi)qiwt

Tt
(13)

❘é❝r✐✈❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✸✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s✱ ❞❡ wt✱ Lt ❡t Tt ✱ ❛✈❡❝ Ai = αiT (1 −

θ)(αiñi)
θ ❡st ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✭❱♦✐r ❛♥♥❡①❡ ✻✳✶✮✳

g1,y = A1.(1− z1).





ñ1

(

R1(1−z1)−z1−
φ1
ñ1

)

R1(1−z1)−z1−φ1





⇒ g1,y = A1.(1− z1).q
∗

1 (14)

✸✳✷ ▲✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬✉t✐❧✐té ❡s♣❡ré❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❞❡ t②♣❡ ✷ ✿

max [1− ñ2] log
[

φ2(1+r2)(1−q2)wt

(1−ñ2)

]

+ [ñ2] log
[

φ2(1+r2)(1−q2)wt+R2(1−z2)q2wt−z2q2wt

ñ2

]

(15)

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ✭✶✺✮✱ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❱♦✐r ❛♥♥❡①❡ ✻✳✷✮ ✿

✶✶



q∗2 =
ñ2

[

R2(1−z2)−z2−
φ2(1+r2)

ñ2

]

R2(1−z2)−z2−φ2(1+r2)
(16)

▲❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❣ré❣é ❞❡s ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

▲❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❣ré❣é ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r Qi = Lt+1(1− zi)qiwt ✱ r❡♠♣❧❛ç♦♥s qi ❧❛ q✉❛♥t✐té

❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝❛♥❛❧✐sé❡ ✈❡rs ❧❡s ✜r♠❡s ♣❛r s❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✭❱♦✐r ❛♥♥❡①❡ ✻✳✷✮ ✿

Q2 = Lt+1wt(1− z2).





ñ2

(

R2(1−z2)−z2−
φ2(1+r2)

ñ2

)

R2(1−z2)−z2−φ2(1+r2)



 (17)

▲❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

▲❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t (1− z2)q2wt✱ ♣❧❛❝é ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ s✐t✉❛✲

t✐♦♥ ❞✬❛❝❝és ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ✭❱♦✐r ❛♥♥❡①❡ ✻✳✷✮ ✿

r2,t+2 = θ.αiT (1− z2).wtL
1−θ
t+2





ñ2

(

R2(1−z2)−z2−
φ2(1+r2)

ñ2

)

R2(1−z2)−z2−φ2(1+r2)



 (18)

▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

❆✈❡❝ ❧✬❛❝❝é❡s ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r✱ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❛♣✐t❛❧ ❡st ❝❛♥❛❧✐sé❡ ✈❡rs ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s

❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣❛r ❤❛❜✐t❛♥t ❡st ✭❱♦✐r ❛♥♥❡①❡ ✻✳✷✮ ✿

g2,y = A2.(1− z2).





ñ2

(

R2(1−z2)−z2−
φ2(1+r2)

ñ2

)

R2(1−z2)−z2−φ2(1+r2)





⇒ g2,y = A2.(1− z2).q
∗

2 (19)

❆✈❡❝ ✿ A2 = α2T (1− θ)(α2ñ2)
θ ❡st ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱

✸✳✸ ▲✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐ér❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡t ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s q✉✐ ✉t✐✲

❧✐s❡♥t ❧❡s s❡r✈✐❝❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs ✭❲♦r❧❞ ❇❛♥❦✱ ✷✵✶✹✱ ●❧♦❜❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t r❡♣♦rt✱ ♣✳ ✵✶✮✳

❯♥ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r ✐♥❝❧✉s✐❢ ❞❡✈r❛✐t ❛ss✉r❡r ❧✬❛❝❝é❡s ♣❧✉s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs✱

❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✉♥ ❛❝❝és ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r ✭z3 ∧ z2 ∧ z1✮✳

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬✉t✐❧✐té ❡s♣❡ré❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❞❡ t②♣❡ ✸ ✿

max [1− ñ3] log
[

φ3(1+r3)(1−q3)wt

(1−ñ3)

]

+ [ñ3] log
[

φ3(1+r3)(1−q3)wt+R3(1−z3)q3wt−z3q3wt

ñ3

]

(20)

✶✷



▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ✭✷✵✮✱ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❱♦✐r ❛♥♥❡①❡ ✻✳✸✮ ✿

q∗3 =
ñ3

(

R3(1−z3)−z3−
φ3(1+r3)

ñ3

)

R3(1−z3)−z3−φ3(1+r3)
(21)

▲❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❣ré❣é ❞❡s ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

▲❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❣ré❣é ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r Qi = Lt+1(1− zi)qiwt ✱ r❡♠♣❧❛ç♦♥s qi ❧❛ q✉❛♥t✐té

❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝❛♥❛❧✐sé❡ ✈❡rs ❧❡s ✜r♠❡s ♣❛r s❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✭❱♦✐r ❛♥♥❡①❡ ✻✳✸✮ ✿

Q3 = Lt+1wt(1− z3).





ñ3

(

R3(1−z3)−z3−
φ3(1+r3)

ñ3

)

R3(1−z3)−z3−φ3(1+r3)



 (22)

▲❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥✲

❝✐❡r

▲❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t (1−z3)q3wt✱ ♣❧❛❝é ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥

❞✬❛❝❝és ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ✭❱♦✐r ❛♥♥❡①❡ ✻✳✸✮ ✿

r3,t+2 = θ.αiT (1− z3)wtL
1−θ
t+2





ñ3

(

R3(1−z3)−z3−
φ3(1+r3)

ñ3

)

R3(1−z3)−z3−φ3(1+r3)



 (23)

▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥✲

❝✐❡r

❆✈❡❝ ✉♥ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r ✐♥❝❧✉s✐❢✱ ❛✉❝✉♥ ❝❛♣✐t❛❧ ♥✬é❝❤❛♣♣❡r❛ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡

t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣❛r ❤❛❜✐t❛♥t ❡st ✭❱♦✐r ❛♥♥❡①❡ ✻✳✸✮ ✿

g3,y = A3.(1− z3).





ñ3

(

R3(1−z3)−z3−
φ3(1+r3)

ñ3

)

R3(1−z3)−z3−φ3(1+r3)





⇒ g3,y = A3.(1− z3).q
∗

3 (24)

❆✈❡❝ ✿ A3 = α3T (1− θ)(α3ñ3)
θ ❡st ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱

✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

P♦✉r ❝❛❧✐❜r❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s s♣é❝✐✜❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ s❡♣t ♣❛✲

r❛♠étr❡s zi ❀ φi ❀ Ri ❀ θ ❀ ñi ❀ αi ❡t ri ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✐✳ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s

❤②♣♦t❤és❡s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠étr❡s q✉✐ ❝❛♣t❡♥t

❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s ❛✉① ❝♦ûts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

✶✸



✭zi✮ ❡t ❧❡s ❢r✐❝t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧✬❡①é❝✉t❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛ts (φi)✱ t♦✉t ❡♥ ✜①❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝✐♥q

♣❛r❛♠étr❡s r❡st❛♥t✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t s✉r ✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ✭Ri✮ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡

✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ✈✉❡s q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ é❝♦♥♦♠✐❡✳

▲❛ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡st✐♥é❡ ❛✉① ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs (θ)✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✉ ❜♦♥

♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ (ñi)✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ré✉ss✐t❡ ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ (αi) ❡t ❧❡ t❛✉① ❞❡

ré♠✉♥ér❛t✐♦♥ s✉r ❧✬é♣❛r❣♥❡ ✭ri✮✳

❚❛❜❧❡ ✷ ✕ ❈❛❧✐❜r❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞é❧❡

❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ❋r✐❝t✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐ér❡ ❡t ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥✈❡st✐❡s

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❝♦♥✜r♠❡ ♥♦s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❝❛♥❛❧✐sé❡

✈❡rs ❧❡s ✜r♠❡s ✭q∗i ✮ ❝r♦ît ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❧❡ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❝❧✉s✐❢✳ ▲❡s ❛❣❡♥ts ❛✈❡❝

♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✜♥❛♥❝✐ér❡s ❡♥❣❛❣❡♥t ♣❧✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛❣❡♥ts ❞❡s ❞❡✉①

❛✉tr❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ✭❊①❝❧✉s ❞✉ s②sté♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r ❡t ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s♦✉t✐❡♥t

❉❛s ❡t ❚✉❧✐♥ ✭✷✵✶✼✮ q✉✐ ♦♥t ❡①❛♠✐♥é ❧❡s ❝❛✉s❡s ❞✉ r❛❧❡♥t✐ss❡♠❡♥t ❞✉ r②t❤♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t

❡♥ ■♥❞❡ ❞✉r❛♥t ❧❡s ❞ér♥✐ér❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❢r✐❝t✐♦♥s

✜♥❛♥❝✐ér❡s s✉r ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s✳ ❇❡s❧❡② ❡t ❇✉r❝❤❛r❞✐ ✭✷✵✶✽✮ ♦♥t ♠✐s

✶✹



❡♥ ❡①❡r❣✉❡ ❧❡s ❣❛✐♥s ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐ér❡ ❧✐é❡s à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❢r✐❝t✐♦♥s ✜♥❛♥❝✐ér❡s✱ ♥♦t❛♠✲

♠❡♥t ❡♥ ♠❛t✐ér❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s s❛❧❛✐r❡ ❞❡s tr❛✈❛✐❧❧❡✉rs ♣❛ss❛♥t ❞❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ à ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥

t♦t❛❧❡✳

▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s tr♦✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❝❤❛q✉✬✉♥❡ ❛ss♦❝✐❡r à ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ni q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❛♥s

❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✿

(g1,y = A1.(1− z1).q
∗

1) ∧ (g2,y = A2.(1− z2).q
∗

2) ∧ (g3,y = A3.(1− z3).q
∗

3)

Avec :







z1 ∨ z2 ∨ z3

0 ∧ φ1 ∧ φ2 ∧ φ3 ≤ 1

gy = n1.g1,y + n2.g2,y + n3.g3,y

s.c n1 + n2 + n3 = 1

❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ■♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐ér❡ ❡t ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡

▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐ér❡ ré❞✉✐t ❧❛ ♣❛✉✈r❡té✱ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❡t ♣❡r♠❡t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦✉❝❤❡s ❞❡

❧❛ s♦❝✐été ❞❡ ♣r♦✜t❡r ❞❡s r❡t♦♠❜é❡s ❞✬✉♥❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧❡ ♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉s ✜♥❛♥❝✐ér❡✲

♠❡♥t st✐♠✉❧❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✮✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ét❛②❡r ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉①

✭❙❤❛r♠❛✱ ✷✵✶✻ ❀ ◆✇❛❢♦r ❡t ❨♦♠✐✱ ✷✵✶✽ ❀ ▼✇❛✐t❡t❡ ❡t ●❡♦r❣❡✱ ✷✵✶✽ ❀ ❑✐♠ ❡t ❍❛ss❛♥✱ ✷✵✶✽✮✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ▲❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❛♥s ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛✉✈❛✐s

♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✐♥✈❡st✐r ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❥❡ts à r❡♥❞❡♠❡♥t

✶✺



♥✉❧✱ ❡t ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✈❡rs ❧❡s ❡♠♣❧♦✐s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❞✉❝t✐❢s✳ ■q❜❛❧ ❡t ❙❛♠✐✱ ✭✷✵✶✼✮

♦♥t st✐♣✉❧é q✉❡ ❧❡s ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐ér❡s s♦♥t ❧❡ ♣✐❧❧✐❡r ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡

❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹ ✕ ❊①❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐ér❡ ❡t ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡①❝❧✉s ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞✐♠✉♥✐t✐♦♥

❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✮✱ ❝❡ rés✉❧t❛ts ❝♦rr♦❜♦r❡ ❛✈❡❝ ◆❦✇❡❞❡ ✭✷✵✶✺✮✱ q✉✐

♦♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐ér❡ ❡st ❧❛ ♣r✐❝✐♣❛❧❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ♥é❣❛t✐❢ ❞✉

s②sté♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r s✉r ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡♥ ◆✐❣ér✐❛ ❡t ❡♥ ❆❢r✐q✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺ ✕ ❉❡❣ré ❞✬❡①é❝✉t❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛ts ❡t ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥✈❡st✐❡s

▲❡s ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❣❛❣❡♠❡♥ts ❝♦♥tr❛❝t✉❡❧s s♦♥t

❞❡✈❡♥✉❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡

✭❘♦❝❧r✐❦✱ ✷✵✵✵ ❀ ❉✐❛s ❡t ❚❡❜❛❧❞✐✱ ✷✵✶✷ ❀ ◆❛✇❛③✱ ✷✵✶✺ ❀ ▲❛✇✱ ▲✐♠ ❡t ■s♠❛✐❧✱ ✷✵✶✸ ❀ ❆❤♠❡❞ ❡t

▼❛s♦♦❞✱ ✷✵✶✸✮✳ ▲✬❡①é❝✉t❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛ts ❛✛❡❝t❡ ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s

✐♥✈❡st✐❡s✱ ❝❡❧❛ ❡st ❞û à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ à ❢♦r❝❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛ts

✶✻



✭♣rêts✴❡♠♣r✉♥ts✮ ❝♦♥❝❧✉s s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ❞❡s ❝ré❞✐ts ❡t ❣❛r❛♥t✐❡ ❧❡s ❞r♦✐ts ❞❡s ❝♦♥tr❛❝t❛♥ts✳ ❈❡ ré✲

s✉❧t❛t ❝♦rr♦❜♦r❡ ❛✈❡❝ ❈❧❛❡ss❡♥s✱ ❯❡❞❛ ❡t ❨❛❢❡❤ ✭✷✵✶✵✮✱ q✉✐ ♦♥t ❝♦♥s✐❞éré ❧❡s ❢r✐❝t✐♦♥s ✜♥❛♥❝✐èr❡s

❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r q✉✐ ❛✛❡❝t❡ ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ré❢♦r♠❡s ✐♥s✲

t✐t✉t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❛r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣♦✉✈❡r♥❛♥❝❡ ❞✬❡♥tr❡♣r✐s❡s ❡t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❣❛❣❡♠❡♥ts

❝♦♥tr❛❝t✉❡❧s ré❞✉✐s❡♥t ❧❡s ❢r✐❝t✐♦♥s ✜♥❛♥❝✐èr❡s✳ ❆♠❛r❛❧ ❡t ◗✉✐♥t✐♥ ✭✷✵✶✵✮ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ♠♦✲

❞è❧❡ q✉✐ ♣ré❞✐t q✉❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t❛❜✐❧✐té

❞❡s ❝♦♥tr❛ts✳

✶✼



✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ♣❛♣✐❡r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♠♦✲

t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t✱ ❧❛ r❡♥t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❡t ❞❛♥s ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✱ ✈✐❛

❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✜♥❛♥❝✐èr❡s ❡t ❞❛♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❤étér♦❣é♥é✐té ❞✬❛❝❝ès ❛✉

s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r✳ P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②✲

t✐q✉❡ q✉✐ ♠❡t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❧❡ s❡❝t❡✉r ✜♥❛♥❝✐❡r✱ ❧❡s ❢r✐❝t✐♦♥s ✜♥❛♥❝✐èr❡s ❡t ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ s✉❣❣èr❡♥t q✉❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ❛✛❛✐❜❧✐t ❧❡ r②t❤♠❡

❞❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡

é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐ér❡ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✈❡rs ❧❡s

❡♠♣❧♦✐s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❞✉❝t✐❢s✱ ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝❛♥❛❧✐sé❡ ✈❡rs ❧❡s ✜r♠❡s✱ ❡♥

r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r

❧❡s ✜r♠❡s ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♠❛✉✈❛✐s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t

ré❞✉✐r❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✐♥✈❡st✐r ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❥❡ts à r❡♥❞❡♠❡♥t ♥✉❧✳ ◗✉❛♥t ❛✉ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡

é❝♦♥♦♠✐q✉❡✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝r♦ît ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❧❡ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❝❧✉s✐❢✳

◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ✐❧ ♦✛r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡t ❡♠♣✐r✐q✉❡s q✉❛♥t

❛✉ rô❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ❞❛♥s ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✱ t♦✉t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t

❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❢r✐❝t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧✬❡①é❝✉t❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛ts s✉r ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t✱

❡t ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

s✉r ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳

✶✽



✻ ❆♥♥❡①❡s

✻✳✶ ▲✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ❡①❝❧✉s ❞✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

Soit max [1− ñ1] log
[

(φ1(1−q1)wt

(1−ñ1)

]

+ [ñ1] log
[

φ1(1−q1)wt+R1(1−z11)q1wt−z11q1wt

ñ1

]

(9)

∂
∂q1

= 0 ⇒ [1− ñ1] ∗

(

(φ1(1−q)wt
(1−ñ1)

)

′

(φ1(1−q)wt
(1−ñ1)

+ ñ1 ∗

(

φ(1−q)wt+R1(1−z1)qwt−z1qwt
ñ1

)

′

φ1(1−q)wt+R1(1−z1)qwt−z1qwt
ñ1

= 0

⇒ [1− ñ1] ∗
−φ1wt
(1−ñ1)

φ1(1−q)wt
(1−ñ1)

+ ñ1 ∗
−φ1wt+R1(1−z1)wt−z1wt

ñ1
φ1(1−q)wt+R1(1−z1)qwt−z1qwt

ñ1

= 0

⇒
−[1−ñ1]
(1−q1)

+ ñ1(−φ1+R(1−z1)−z1)
φ1(1−q1)+R1(1−z1)q1−z1q1

= 0

⇒ ñ1 (1− q) (−φ1 +R1(1− z1)− z1) = [1− ñ1] (φ1 (1− q) +R1(1− z1)q − z1q)

⇒ (ñ1 − ñ1q1) (R(1− z1)− φ1 − z1) = [1− ñ1] (φ1 + q1 (+R1(1− z1)− φ1 − z1))

⇒ ñ1 (R1(1− z1)− φ1 − z1)− ñ1q (R1(1− z1)− φ1 − z1)

= [(φ1 + q1 (+R1(1− z1)− φ1 − z1)) (−ñ1φ1 − ñ1q (+R1(1− z1)− φ1 − z1))]

⇒ ñ1 (R1(1− z1)− φ1 − z1)− ñ1q (R1(1− z1)− φ1 − z1)

= [(φ1 + q (+R(1− z1)− φ1 − z1)) (−ñ1q (+R1(1− z1)− φ1 − z1))]

⇒ ñ1 (R1(1− z1)− φ1 − z1) + ñ1φ1 − φ1 = q (R1(1− z1)− φ1 − z1)

⇒ R1ñ1(1− z1)− ñ1z1 − φ1 = q (R1(1− z1)− φ1 − z1)

⇒ q∗1 =
ñ1

(

R1(1−z1)−z1−
φ1
ñ1

)

(R1(1−z1)−φ1−z1)
(10)

▲❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❣ré❣é ❞❡s ❡①❝❧✉s ❞✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

Q1 = Lt+1.(1− z1)q1.wt

Avec : q1 =
ñ1

(

R1(1−z1)−z1−
φ1
ñ1

)

(R1(1−z1)−φ1−z1)

⇒ Q1 = Lt+1wt.(1− z1).





ñ1

(

R1(1−z1)−z1−
φ1
ñ1

)

(R1(1−z1)−φ1−z1)



 (11)

▲❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❡①❝❧✉s ❞✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

rt+2 = θ.Tt+2L
1−θ
t+2 (6)

Avec : Tt+2 = α1T (1− z1).q1wt

⇒ rt+2 = θ.α1T (1− z1).q1wtL
1−θ
t+2

⇒ rt+2 = θ.α1T (1− z1)wtL
1−θ
t+2 .





ñ1

(

R1(1−z1)−z1−
φ1
ñ1

)

(R1(1−z1)−φ1−z1)



 (12)

✶✾



▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❡s ❡①❝❧✉s ❞✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

⇒ gi,y = E(yt+1/yt) = E(Tt+1/Tt) =
α1T (1−z1)q1wt

Tt

Avec : q1 =
ñ1

(

R1(1−z1)−z1−
φ1
ñ1

)

R1(1−z1)−z1−φ1

et Lt = 1/(α1ñ1) = ψ1 wt = (1− θ)TtL
−θ
t A1 = α1T (1− θ)(α1ñ1)

θ

⇒ g1,y =
α1T (1−θ)Tt(α1ñ1)

θ(1−z1)q1
Tt

⇒ g1,y = α1T (1− θ)(α1ñ1)
θq1 Avec : A1 = α1T (1− θ)(α1ñ1)

θ

⇒ g1,y = A1.(1− z1).





ñ1

(

R1(1−z1)−z1−
φ1
ñ1

)

R1(1−z1)−z1−φ1



 (13)

✻✳✷ ▲✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

Soit max [1− ñ2] log
[

φ2(1+r2)(1−q2)wt

(1−ñ2)

]

+ [ñ2] log
[

φ2(1+r2)(1−q2)wt+R2(1−z2)q2wt−z2q2wt

ñ2

]

(15)

∂
∂q2

= 0 ⇒ [1− ñ2] ∗

(

(φ2(1+r2)(1−q2)wt
(1−ñ2)

)

′

(φ2(1+r2)(1−q2)wt
(1−ñ2)

+ ñ2 ∗

(

φ2(1+r2)(1−q2)wt+R2(1−z2)q2wt−z2q2wt
ñ1

)

′

φ2(1+r2)(1−q2)wt+R2(1−z2)q2wt−z2q2wt
ñ2

= 0

⇒ [1− ñ2] ∗
−φ2(1+r2)wt

(1−ñ2)

φ2(1+r2)(1−q2)wt
(1−ñ2)

+ ñ1 ∗
−φ2(1+r2)wt+R2(1−z2)wt−z2wt

ñ2
φ2(1+r2)(1−q2)wt+R2(1−z2)q2wt−z2q2wt

ñ2

= 0

⇒
−[1−ñ2]
(1−q2)

+ ñ2(−φ2(1+r2)+R2(1−z2)−z2)
φ2(1+r2)(1−q2)+R2(1−z2)q2−z2q2

= 0

⇒ ñ2 (1− q2) (−φ2(1 + r2) +R2(1− z2)− z2) = [1− ñ2] (φ2(1 + r2) (1− q2) +R2(1− z2)q2 − z2q2)

⇒ ñ2 (1− q2) (+R2(1− z2)− φ2(1 + r2)− z2) = [1− ñ2] (φ2(1 + r2) (1− q2) +R2(1− z2)q2 − z2q2)

⇒ ñ2 (1− q2) (R2(1− z2)− φ2(1 + r2)− z2) = [1− ñ2] (φ2(1 + r2)− φ2(1 + r2)q2 +R2(1− z2)q2 − z2q2)

⇒ (ñ2 (R2(1− z2)− φ2(1 + r2)− z2)− q2ñ2 (R2(1− z2)− φ2(1 + r2)− z2))

= ([1− ñ2]φ2(1 + r2) + q2 [1− ñ2] (R2(1− z2)− φ2(1 + r2)− z2))

⇒ (ñ2 (R2(1− z2)− φ2(1 + r2)− z2)− q2ñ2 (R2(1− z2)− φ2(1 + r2)− z2))

= ([1− ñ2]φ2(1 + r2) + q2 (R2(1− z2)− φ2(1 + r2)− z2)− ñ2q2 (R2(1− z2)− φ2(1 + r2)− z2))

⇒ ñ2 (R(1− z)− φ2(1 + r2)− z2) = [1− ñ2]φ2(1 + r2) + q2 (R2(1− z2)− φ2(1 + r2)− z2)

⇒ (Rñ2(1− z2)− φ2ñ2(1 + r2)− z2ñ2) = φ2(1 + r2)− φ2(1 + r2)ñ2 + q2 (R2(1− z2)− φ2(1 + r2)− z2)

⇒ (Rñ2(1− z2)− z2ñ2 − φ2(1 + r2)) = q2 (R2(1− z2)− φ2(1 + r2)− z2)

⇒ q∗2 =
ñ2

(

R2(1−z2)−z2−
φ2(1+r2)

ñ2

)

R2(1−z2)−z2−φ2(1+r2)
(16)

▲❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❣ré❣é ❞❡s ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

✷✵



⇒ Q2 = Lt+1.(1− z2).q2.wt

Avec : q2 =
ñ2

(

R2(1−z2)−z2−
φ2(1+r2)

ñ2

)

R2(1−z2)−z2−φ2(1+r2)

⇒ Q2 = Lt+1wt(1− z2).





ñ2

(

R2(1−z2)−z2−
φ2(1+r2)

ñ2

)

R2(1−z2)−z2−φ2(1+r2)



 (17)

▲❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

rt+2 = θ.Tt+2L
1−θ
t+2 (6)

Avec : Tt+2 = α2T (1− z2).q2wt

⇒ rt+2 = θα2T (1− z2).q2wtL
1−θ
t+2

⇒ rt+2 = θα2T (1− z2)wtL
1−θ
t+2 .





ñ2

(

R2(1−z2)−z2−
φ2(1+r2)

ñ2

)

R2(1−z2)−z2−φ2(1+r2)



 (18)

▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

⇒ gi,y = E(yt+2/yt) = E(Tt+2/Tt) =
α2T (1−z2)q2wt

Tt

Avec : q2 =
ñ2

(

R2(1−z2)−z2−
φ2(1+r2)

ñ2

)

R2(1−z2)−z2−φ2(1+r2)

et Lt = 1/(α2ñ2) = ψ2 wt = (1− θ)TtL
−θ
t A2 = α2T (1− θ)(α2ñ2)

θ

⇒ g2,y =
α2T (1−θ)Tt(α2ñ2)

θ(1−z2)q2
Tt

⇒ g2,y = α2T (1− θ)(α2ñ2)
θq2 Avec : A2 = α2T (1− θ)(α2ñ2)

θ

⇒ g2,y = A2.(1− z2).





ñ2

(

R2(1−z2)−z2−
φ2(1+r2)

ñ2

)

R2(1−z2)−z2−φ2(1+r2)



 (19)

✷✶



✻✳✸ ▲✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

Soit max [1− ñ3] log
[

φ3(1+r3)(1−q3)wt

(1−ñ3)

]

+ [ñ3] log
[

φ3(1+r3)(1−q3)wt+R3(1−z3)q3wt−z3q3wt

ñ3

]

(20)

∂
∂q3

= 0 ⇒ [1− ñ3] ∗

(

(φ3(1+r3)(1−q3)wt
(1−ñ3)

)

′

(φ3(1+r3)(1−q3)wt
(1−ñ3)

+ ñ3 ∗

(

φ3(1+r3)(1−q3)wt+R3(1−z3)q3wt−z3q3wt
ñ1

)

′

φ3(1+r3)(1−q3)wt+R3(1−z3)q3wt−z3q3wt
ñ3

= 0

⇒ [1− ñ3] ∗
−φ3(1+r2)wt

(1−ñ3)
φ3(1+r3)(1−q3)wt

(1−ñ3)

+ ñ1 ∗
−φ3(1+r3)wt+R3(1−z3)wt−z3wt

ñ3
φ3(1+r3)(1−q3)wt+R3(1−z3)q3wt−z3q3wt

ñ3

= 0

⇒
−[1−ñ3]
(1−q3)

+ ñ3(−φ3(1+r3)+R3(1−z3)−z3)
φ3(1+r3)(1−q3)+R3(1−z3)q3−z3q3

= 0

⇒ ñ3 (1− q3) (−φ3(1 + r3) +R3(1− z3)− z3) = [1− ñ3] (φ3(1 + r3) (1− q3) +R3(1− z3)q3 − z3q3)

⇒ ñ3 (1− q3) (+R3(1− z3)− φ3(1 + r3)− z3) = [1− ñ3] (φ3(1 + r3) (1− q3) +R3(1− z3)q3 − z3q3)

⇒ ñ3 (1− q3) (R3(1− z3)− φ3(1 + r3)− z3) = [1− ñ3] (φ3(1 + r3)− φ3(1 + r3)q3 +R3(1− z3)q3 − z3q3)

⇒ (ñ3 (R3(1− z3)− φ3(1 + r3)− z3)− q3ñ3 (R3(1− z3)− φ3(1 + r3)− z3))

= ([1− ñ3]φ3(1 + r3) + q3 [1− ñ3] (R3(1− z3)− φ3(1 + r3)− z3))

⇒ (ñ3 (R3(1− z3)− φ3(1 + r3)− z3)− q3ñ3 (R3(1− z3)− φ3(1 + r3)− z3))

= ([1− ñ3]φ3(1 + r3) + q3 (R3(1− z3)− φ3(1 + r3)− z3)− ñ3q3 (R3(1− z3)− φ3(1 + r3)− z3))

⇒ ñ3 (R(1− z)− φ3(1 + r3)− z3) = [1− ñ3]φ3(1 + r3) + q3 (R3(1− z3)− φ3(1 + r3)− z3)

⇒ (Rñ3(1− z3)− φ3ñ3(1 + r3)− z3ñ3) = φ3(1 + r3)− φ3(1 + r3)ñ3 + q3 (R3(1− z3)− φ3(1 + r3)− z3)

⇒ (Rñ3(1− z3)− z3ñ3 − φ3(1 + r3)) = q3 (R3(1− z3)− φ3(1 + r3)− z3)

⇒ q∗3 =
ñ3

(

R3(1−z3)−z3−
φ3(1+r3)

ñ3

)

R3(1−z3)−z3−φ3(1+r3)
(21)

▲❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❣ré❣é ❞❡s ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥❝✐❡r

⇒ Q3 = Lt+1.(1− z3).q3.wt

Avec : q3 =
ñ3

(

R3(1−z3)−z3−
φ3(1+r3)

ñ3

)

R3(1−z3)−z3−φ3(1+r3)

⇒ Q3 = Lt+1.(1− z3).wt.





ñ3

(

R3(1−z3)−z3−
φ3(1+r3)

ñ3

)

R3(1−z3)−z3−φ3(1+r3)



 (22)

▲❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥✲

❝✐❡r

rt+2 = θ.Tt+2L
1−θ
t+2 (8)

Avec : Tt+2 = α3T (1− z3).q3wt

⇒ rt+2 = θ.α3T (1− z3).q3wtL
1−θ
t+2

⇒ rt+2 = θ.α3T (1− z3)wtL
1−θ
t+2 .





ñ3

(

R3(1−z3)−z3−
φ3(1+r3)

ñ3

)

R3(1−z3)−z3−φ3(1+r3)



 (23)

✷✷



▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ s②stè♠❡ ✜♥❛♥✲

❝✐❡r

⇒ gi,y = E(yt+2/yt) = E(Tt+2/Tt) =
α3Tq3wt

Tt

Avec : q3 =
ñ3

(

R3(1−z3)−z3−
φ3(1+r3)

ñ3

)

R3(1−z3)−z3−φ3(1+r3)

et Lt = 1/(α3ñ3) = ψ3 wt = (1− θ)TtL
−θ
t A3 = α3T (1− θ)(α3ñ3)

θ

⇒ g3,y =
α3T (1−θ)Tt(α3ñ3)

θ(1−z3)q3
Tt

⇒ g3,y = α3T (1− θ)(α3ñ3)
θ(1− z3)q3 Avec : A3 = α3T (1− θ)(α3ñ3)

θ

⇒ g3,y = A3.(1− z3).





ñ3

(

R3(1−z3)−z3−
φ3(1+r3)

ñ3

)

R3(1−z3)−z3−φ3(1+r3)



 (24)

✷✸
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