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❚❛① ♣♦❧✐❝② ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧s t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢

s♠♦♦t❤ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r❡s❡♥t t❛① ❧❛✇ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡✲

❢♦r♠s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❛① ❞❡t❛✐❧ ♦♠✐tt❡❞ ✉♥❞❡r

t❤✐s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♣♦❧✐❝② ❛♥❛❧✲

②s✐s✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛①

❝❛❧❝✉❧❛t♦r ✐♥t♦ ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♠♦❞❡❧ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣

♦♥ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧s ❦❡② ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡

■♥t❡r♥❛❧ ❘❡✈❡♥✉❡ ❈♦❞❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ❢♦r ❛ ❞❡❜t✲❝♦♥st❛♥t

st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t❛① ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✱ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❣❡♥❡r❛t❡ s✐♠✐❧❛r

♣♦❧✐❝②✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❞❡s♣✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r✲

❧②✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t❛①✲♣r❡❢❡rr❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t q✉❛♥t✐✲

t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛❧♦♥❣ ❛ ❞❡❜t✲✜♥❛♥❝❡❞

tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤

t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ s♠♦♦t❤ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✐♠✲

♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❛① ♣♦❧✐❝②✱ ❝❛✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢♦r t❤❡✐r

✉s❡ ✐♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧s✳

❏❊▲ ❈♦❞❡s✿ ❈✻✸✱ ❊✻✷✱ ❍✸✵
❑❡②✇♦r❞s✿ ❞②♥❛♠✐❝ s❝♦r✐♥❣❀ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t♦rs❀ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛❣❡♥ts

∗❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❡♠❜♦❞✐❡s ✇♦r❦ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ❢♦r t❤❡ st❛✛ ♦❢ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛s
♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛rt✐❡s ❛♥❞ ❜♦t❤ ❤♦✉s❡s ♦❢ ❈♦♥❣r❡ss ❝♦♠♣r✐s❡ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥✱ t❤✐s
✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥str✉❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♠✐tt❡❡✳ ❚❤✐s ✇♦r❦
✐s ✐♥t❡❣r❛❧ t♦ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥ st❛✛✬s ✇♦r❦ ❛♥❞ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❛① ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳
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❚❛① ♣♦❧✐❝② ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛① s②st❡♠
t❤❛t ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r❡s❡♥t t❛① ❧❛✇ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
✐s t❤❛t ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❛✛❡❝t ❡❛❝❤ t❛①♣❛②❡r ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳ ❉❡s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❤❡t✲
❡r♦❣❡♥❡✐t② ❢❡❛t✉r❡❞ ✐♥ ❡❛r❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ t❛① s②st❡♠ ✐s ♦❢t❡♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s♠♦♦t❤❧② ♠❛♣s ❤♦✉s❡❤♦❧❞
✐♥❝♦♠❡ ✐♥t♦ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ t❛① r❛t❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❊❛st❡r❧② ❛♥❞
❘❡❜❡❧♦ ✭✶✾✾✸✮✱ ●♦✉✈❡✐❛ ❛♥❞ ❙tr✉❛ss ✭✶✾✾✹✮✱ ❇é♥❛❜♦✉ ✭✷✵✵✷✮✱ ❛♥❞ ▲✐ ❛♥❞ ❙❛rt❡ ✭✷✵✵✹✮✳✶

❲❤✐❧❡ t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦❢ ❉❡❇❛❝❦❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ ❜✉✐❧❞s ✉♣♦♥ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛
❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛❣❡✱ t✇♦ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ♦❢ t❤✐s
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡♠❛✐♥✿ ❋✐rst✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
s♠♦♦t❤♥❡ss ♦♥ t❤❡ t❛① s②st❡♠ ❛r❡ q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ t❛① s②st❡♠
t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐t✐❡s✳✷ ❙❡❝♦♥❞✱ ❢❛✐❧✐♥❣ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝
❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s✉❝❤ ❛s ✜❧✐♥❣ st❛t✉s✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts✱ ❛♥❞ t❛①✲♣r❡❢❡rr❡❞
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s ✐❣♥♦r❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❡❛r♥✐♥❣ s✐♠✐❧❛r
✐♥❝♦♠❡s✳ ●r♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❛① ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r
t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ✇❛rr❛♥ts ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s✳✸

❚♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛✈❡
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❛① ♣♦❧✐❝② ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ❲✐t❤✐♥
❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ✭❖▲●✮ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❡♠❜❡❞ ❛ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r t❤❛t ❡①✲
♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡✈❡♥✉❡ ❈♦❞❡ ✭■❘❈✮
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❤❡♥
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❧❛✇✹ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✲
✉❧❡✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❡❛r♥❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ❝r❡❞✐t✱ ❝❤✐❧❞ t❛① ❝r❡❞✐t✱ ❤♦♠❡ ♠♦rt❣❛❣❡ ✐♥t❡r❡st
❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ s❛❧❡s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt② t❛① ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣
❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♥❡t ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ▼❡❞✐❝❛r❡ s✉rt❛①❡s✱ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛r❡ ❝r❡❞✐t✳
❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❣❡♥❡r❛t❡s ❞❡✈✐❛t✐♦♥s
❢r♦♠ t❤❡ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❡✐t❤❡r ❜② ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❝❤♦✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t
t❛① ❝r❡❞✐ts✱ ♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✳✺ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
❜❡❝❛✉s❡ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦❧✐❝② ♣r♦♣♦s❛❧s ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❡❛s✉r❡s ✇✐t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♦✛s❡tt✐♥❣ ❡✛❡❝ts
♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✇❤✐❝❤ ✈❛r② ❛❝r♦ss ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✭●r❛✈❡❧❧❡ ❛♥❞ ▼❛r♣❧❡s✱ ✷✵✶✺✮✱ ♦r ♠❛② ❤❛✈❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t❛① ❝♦❞❡✳ ❇② ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ❦❡② t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✐♥ ❧✐❡✉ ♦❢ ♣❛rs✐♠♦♥②✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❛① ♣♦❧✐❝②
❝❤❛♥❣❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❧❛r❣❡✱ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛r❡ ♥♦t
✇❛s❤❡❞ ♦✉t ❛s ❛ s♠❛❧❧❡r ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ✇✐❞❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❲❡ ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧②✲✉s❡❞ s♠♦♦t❤ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ●✉♥❡r ❡t ❛❧✳

✶◆♦♥✲s♠♦♦t❤ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❱❡♥t✉r❛ ✭✶✾✾✾✮ ❛♥❞ ❆❧t✐❣ ❛♥❞ ❈❛r❧str♦♠ ✭✶✾✾✾✮✳
✷❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❆❦❤❛♥❞ ✭✶✾✾✻✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐ss♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ●♦✉✈❡✐❛ ❛♥❞ ❙tr✉❛ss ✭✶✾✾✹✮

t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥✳
✸■♥ ✷✵✶✺ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❍♦✉s❡ ♦❢ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ❛❞♦♣t❡❞ ❛ ❵❞②♥❛♠✐❝ s❝♦r✐♥❣✬ r✉❧❡✱ ❳■■■✭✽✮✭❜✮✱

✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❥♦✐♥t ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❇✉❞❣❡t ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ 114th ❈♦♥❣r❡ss ❛♥❞ r❡❛✣r♠❡❞
✐♥ t❤❡ ❍♦✉s❡ ❢♦r t❤❡ 115th ❈♦♥❣r❡ss✳ ❚❤✐s r✉❧❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❢♦r ❝❡rt❛✐♥
♣r♦♣♦s❡❞ ❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❙❡❡ ❏❈❚ ✭✷✵✶✼✮ ❢♦r ❛
♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t❧② ❡♥❛❝t❡❞ P▲ ✶✶✺✲✾✼✳

✹❖✉r ✉s❛❣❡ ♦❢ ❵♣r❡s❡♥t ❧❛✇✬ r❡❢❡rs t♦ ✷✵✶✽ t❛① ❧❛✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤♦s❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ■❘❈ ❢r♦♠
♣❛ss❛❣❡ ♦❢ P▲ ✶✶✺✲✾✼✱ ❝♦❧❧♦q✉✐❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❵❚❛① ❈✉ts ❛♥❞ ❏♦❜s ❆❝t ♦❢ ✷✵✶✼✬✳

✺❋♦r ❛♥ ❡❛r❧② ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✉s❡ ♦❢ st❛t✉t♦r② ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s✱ s❡❡
❇❛rr♦ ❛♥❞ ❙❛❤❛s❛❦✉❧ ✭✶✾✽✸✮ ❛♥❞ ❊❛st❡r❧② ❛♥❞ ❘❡❜❡❧♦ ✭✶✾✾✸✮✳

✷



✭✷✵✶✹✮✱ t❤❡ ❇é♥❛❜♦✉ ✭✷✵✵✷✮ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤✐s✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
♦✛❡rs t✇♦ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✿ ❋✐rst✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❝❛♥ t❛r❣❡t s♣❡❝✐✜❝ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳ ❍♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ ✐s ❛ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ s♦ ✐❢ t❤❡ ❤♦♠❡
♠♦rt❣❛❣❡ ✐♥t❡r❡st ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✇❡r❡ r❡♣❡❛❧❡❞ ♦r ✐ts ✈❛❧✉❡ ✇❡r❡ t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❝❤❛♥❣❡ t♦ t❤❡ t❛① ❝♦❞❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❧② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❝❧❛✐♠✐♥❣
t❤❛t ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡✐r t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ t❛①
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ s❤✐❢t ❢♦r ❡✈❡r② ❤♦✉s❡❤♦❧❞✱ ✐♥❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❧②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡
t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ✐s t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ r❡❛❝t ♦♣t✐♠❛❧❧② t♦ t❤❡ ♣♦❧✐❝②
❝❤❛♥❣❡✳ ■❢ t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s r❡♣❡❛❧❡❞ ♦r ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✱ r❡♥t❡rs
✇❤♦ ✇♦✉❧❞ ♣✉r❝❤❛s❡ ❛ ❤♦✉s❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ ✉♥❞❡r ♣r❡s❡♥t ❧❛✇ ♠❛② ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ r❡♥t✱
♦r ❞❡❝✐❞❡ t♦ ♣✉r❝❤❛s❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ♣r♦♣❡rt②✳ ❯♥❞❡r t❤❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤
❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡❞✳

❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ t✇♦ t❛① ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ s♠♦♦t❤
t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ✭✐✮ ❛ t❡♥ ♣❡r❝❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡s ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡❀ ❛♥❞
✭✐✐✮ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❛r♥❡❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❝r❡❞✐t ❢♦r ❝❤✐❧❞❧❡ss ❛❞✉❧ts✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ❢♦r ❛
❞❡❜t✲❝♦♥st❛♥t st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r
❛❝r♦ss t❛① s②st❡♠s ❢♦r ❜♦t❤ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢
❤♦✉s❡❤♦❧❞ t❛①✲♣r❡❢❡rr❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❜❡❤❛✈✐♦r s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❛① ❝♦❞❡ ❝❛♣t✉r❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s ❛♥❞ ❜❡tt❡r
t❛r❣❡ts s♣❡❝✐✜❝ t❛①♣❛②❡rs✳ ❚❤✐s ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t q✉❛♥✲
t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛❧♦♥❣ ❛ ❞❡❜t✲✜♥❛♥❝❡❞
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t
✇❤✐❧❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ s♠♦♦t❤ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡② ❛r❡ ❧❡ss s✉✐t✲
❛❜❧❡ ❢♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❛① ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❖✉r ✜♥❞✐♥❣s ♣r♦✈✐❞❡ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡
✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t t❛① ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❧✐❡✉ ♦❢ ♣❛rs✐♠♦♥② ❢♦r ♣✉r♣♦s❡s t❛① ♣♦❧✐❝② ❛♥❛❧②s✐s
✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳

✷ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s♣❡❝✐❢② ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❖▲● ♠♦❞❡❧ ✖✇❤❡r❡ ♠❛r❦❡t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❛❦❡
♣❧❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ✜r♠s✱ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②✱ ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✖✐♥ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❡♠❜❡❞ ❛ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧ ■❘❈ ♣r♦✈✐s✐♦♥s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t❛①
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✿ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s ♠❛❦❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ s❛✈✐♥❣✱ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✱ ❛♥❞
r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❋✐r♠s ❤✐r❡ ❧❛❜♦r ❛♥❞ r❡♥t ❝❛♣✐t❛❧ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦✉t♣✉t ❣♦♦❞
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❡✐t❤❡r ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦r r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❣♦♦❞✱ ♦r ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧
❛ss❡t✳ ❚❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② t❛❦❡s ✐♥ ❞❡♣♦s✐ts ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t❡s t❤❡ ❢✉♥❞s t♦ ❝♦♥s✉♠❡r ❛♥❞ ♠♦rt❣❛❣❡ ❧♦❛♥s✱ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞s✱
r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧✱ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣r✐✈❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝❛♣✐t❛❧✱ r❡♠✐tt✐♥❣ t❤❡ r❡t✉r♥ ♦♥
t❤✐s ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❜❛❝❦ t♦ ❞❡♣♦s✐t✲❤♦❧❞✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❋❡❞❡r❛❧✱ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts
❝♦❧❧❡❝t t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ♦✇❡❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ✜r♠s✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✱
♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛♥❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts✳ ❲❤✐❧❡ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ♣❡r❢❡❝t
❢♦r❡s✐❣❤t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ♣r✐❝❡s✱ ❛♥❞ ✜s❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦❧✐❝②✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢❛❝❡ ♠♦rt❛❧✐t② r✐s❦✳

❚❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s❡❝t♦r ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❡①❤✐❜✐t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛❧♦♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢❡❛t✉r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡t✳ ❚❤✐s ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s
♥❡❝❡ss❛r② s♦ t❤❛t t❤❡ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❝❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ■❘❈ ♣r♦✈✐s✐♦♥s✳ ❲❡

✸



✐♥❝❧✉❞❡ ❡① ❛♥t❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❛❣❡✱ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡❛❧t❤
❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧② ❡① ♣♦st ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ t❡♥✉r❡✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✇❡❛❧t❤✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞❡t❛✐❧ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡
❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳ ❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞ t❛r❣❡ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤♦s❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r✱ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡❧✐❡s
❤❡❛✈✐❧② ♦♥ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥✬s ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❚❛① ▼♦❞❡❧ ✭■❚▼✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s
✉s❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛① r❡t✉r♥s ✜❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡✈❡♥✉❡ ❙❡r✈✐❝❡ ✭■❘❙✮ ❛♥❞
❝♦♠♣✐❧❡❞ ❜② t❤❡ ■❘❙ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ■♥❝♦♠❡ ❉✐✈✐s✐♦♥✳✻ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳

❊①♦❣❡♥♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❛r❡ ❜♦t❤ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ str✉❝t✉r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❇❛❧❛♥❝❡❞
●r♦✇t❤ P❛t❤ ✭❇●P✮✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝♦♠✲
♣✉t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ tr❡♥❞✲st❛t✐♦♥❛r② ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❇●P ✐s
s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢❛❝❡ ❛ s❡t
♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦♥✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡
♦✈❡r s♦♠❡ s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✱ ✇❡ r❡❧② ♦♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✲ ❞✐r❡❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❤②❜r✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳

✷✳✶ ❉❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s

❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② J =| J | ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ✜♥✐t❡❧②✲❧✐✈❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
✇❤❡r❡ J ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣❡ ♦❢ J ✳ ❋♦r
✇♦r❦✐♥❣ ❛❣❡s j = {1, . . . , R} ∈ J✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t♦ ✇♦r❦✱
s❛✈❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡ ♦♥ ❤♦✉s✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❤♦✉s✐♥❣ ❣♦♦❞s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s✳ ❆❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠✉st
r❡t✐r❡ ❜② ❛❣❡ R✱ ❜✉t ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ♠❛❦❡ s❛✈✐♥❣✱ ❤♦✉s✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❤♦✉s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❝❤♦✐❝❡s ❢♦r ❛❣❡s j = {R + 1, . . . , J} ∈ J✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ s✉r✈✐✈❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
✇♦r❦✐♥❣ ❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② πj = 1✱ ❛♥❞ ❜❡❣✐♥ t♦ ❢❛❝❡ ♠♦rt❛❧✐t② r✐s❦ ✉♣♦♥ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ r❡t✐r❡♠❡♥t ❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉r✈✐✈✐♥❣ ❢r♦♠
❛❣❡ j t♦ j + 1 ♦❢ 1 > πj > 0 ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣❡ ♦❢ J ✱ ✇❤❡r❡ πJ = 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞✐❡s ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✳

❊❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❤♦rt ♦❢ ❛❣❡ j ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❣r♦✉♣s✱ ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜②
❛❣❡✲✈❛r②✐♥❣ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ ③zj ✐♥❞❡①❡❞ ❜② z ∈ {1, . . . , nz} ≡ Z✱ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧②
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ f = s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ f = m ❢♦r ❛ ♠❛rr✐❡❞ ❝♦✉♣❧❡✳ ■♥ ❡❛❝❤
♣❡r✐♦❞✱ J × nz × 2 ❞✐st✐♥❝t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♠❛❦❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✉♥✐t②✿ P0 = 1✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇s ❡①♦❣❡✲
♥♦✉s❧② ❛t r❛t❡ υp✳ ▲❡tt✐♥❣ ΥP = (1 + υp)✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t♦t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❛♥② t✐♠❡ t
✐s Pt = ΥPPt−1 = Υt

P ✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ f ✱ ❛❣❡ j ❛♥❞ ❧❛❜♦r
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ z ✐s Ωe,f

t,j ✱ s♦ t❤❛t ❛t ❛♥② t✐♠❡ t✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❜r♦❦❡♥ ❞♦✇♥
❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡s ❛♥❞ ♠❛rr✐❡❞ ❝♦✉♣❧❡s ❜② ❛❣❡ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✿

Pt =

∫

Z

∫

J

(

Ωz,s
t,j + Ωz,m

t,j

)

dj dz ✭✷✳✶✮

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❛❣❡✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✲❢❛♠✐❧② ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s r❡♠❛✐♥s
❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ❣r♦✇s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧②
❛t t❤❡ ❣r♦ss r❛t❡ ΥP ✳

✻❋♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥✬s ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❚❛① ▼♦❞❡❧✱ s❡❡ ❏❈❚ ✭✷✵✶✺✮✳

✹



✷✳✷ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s

❍♦✉s❡❤♦❧❞s ♠❛❦❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❧❛❜♦r✱ ❛♥❞ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡✐r ❧✐❢❡t✐♠❡ ✉t✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♥♦♥✲❤♦✉s✐♥❣
❛♥❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❣♦♦❞s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s✱ ❛♥❞ ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞ ❢r♦♠ ♠❛r❦❡t ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r
❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♦❢ ❛❣❡ j✱ ✇✐t❤ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ z✱ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ f ✱ ❛t t✐♠❡ t✱
✐s V z,f

t,j (aj, h
o
j)✱ ✇❤❡r❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts✱ aj✱ ❛♥❞ ❤♦✉s✐♥❣ st♦❝❦✱ hoj ✱ ❛r❡

st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳✼ ❊❛❝❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❝❤♦♦s❡s ❢✉t✉r❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts aj+1✱ ♦✇♥❡r✲
♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s hoj+1✱ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② nj✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ✐♥tr❛t❡♠♣♦r❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ cij✱ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ cgj ✱ ❛♥❞ r❡♥t❛❧

❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s hrj ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ U z,f
t,j ✳ ❖r❞✐♥❛r②

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❛r❦❡t✲♣r♦❞✉❝❡❞ ❣♦♦❞s cMj ♦r ❤♦♠❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ chj ✳

❖r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ❛r❡ ❝♦♠♣❧✐♠❡♥t❛r②✱ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦♥✲
❤♦✉s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞ cj✳ ❖✇♥❡r ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❛♥❞ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣
s❡r✈✐❝❡s ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s✱ ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞
hsj✱ ❛s ✐♥ ●❡r✈❛✐s ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❈❤♦ ❛♥❞ ❋r❛♥❝✐s ✭✷✵✶✶✮✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✇♦r❦✱ ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t
❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❛s t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s st♦❝❦ ♦❢ ❞✉r❛❜❧❡ ❣♦♦❞s ♣❧✉s t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧
❝❛♣✐t❛❧✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇♦r❦✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢❛❝❡ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦st ξHj ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❝❤❛♥❣✐♥❣ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ st❛t✉s ❢r♦♠ ❛ r❡♥t❡r t♦ ❛ ❤♦♠❡✲♦✇♥❡r ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ st❛t✉s ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞s ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ♥❡st❡❞ ✐♥t♦ ❛ t❤✐r❞
❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞ xj ✐♥ ❛ ❈❊❙ ❢❛s❤✐♦♥✳ ▲❡✐s✉r❡ lj ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t❛r②
t✐♠❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ♥♦t s♣❡♥t ♦♥ ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r ♦r ♥♦♥✲♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r nh

j ✳
❚♦ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t♦ ♠❛❦❡ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐❢ts✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❵✇❛r♠✲❣❧♦✇✬ ♠♦t✐✈❡

✭❆♥❞r❡♦♥✐✱ ✶✾✽✾✮✳ ❈❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐❢ts ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❛❣❡♥ts ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳✽ ❚❤❡ ❈❊❙ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦✉s✐♥❣
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦t❤ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐❢ts ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱
✐s ❝❤♦s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✉s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ (f, z) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✉♥❞❡rst❛t❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

▼❛r❦❡t ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ♦♣❡r❛t❡s ❛❧♦♥❣ ❜♦t❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ s♦ t❤❛t
❝❤❛♥❣❡s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❦❡♥ ❞♦✇♥ ✐♥t♦ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✐♥t♦ ♦r
♦✉t ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❤♦✉rs ♣❡r ✇♦r❦❡r✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❞r✐✈❡r ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✭❑②❞❧❛♥❞✱ ✶✾✾✺❀ ❋✐♦r✐t♦ ❛♥❞ ❩❛♥❡❧❧❛✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡
♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② nj ∈ N ≡ {0, nPT , nFT} s✉❝❤ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠❛② ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥
♥♦ ✇♦r❦✱ ♣❛rt✲t✐♠❡ ✇♦r❦✱ ♦r ❢✉❧❧✲t✐♠❡ ✇♦r❦✳ ❲❤✐❧❡ s♦♠❡✇❤❛t r❡str✐❝t✐✈❡✱ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs t❡♥❞ t♦ ❜✉♥❝❤ ❛r♦✉♥❞ ♣❛rt✲t✐♠❡
❛♥❞ ❢✉❧❧✲t✐♠❡ ❧❡✈❡❧s ✭❑❡❛♥❡ ❛♥❞ ❲❛s✐✱ ✷✵✶✻✮✳

❉r❛✇✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s♣❡♥❞ ❧❡ss t✐♠❡ ♦♥ ❤♦✉s❡✇♦r❦
t❤❛♥ t❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✭❑r✉❡❣❡r ❛♥❞ ▼✉❡❧❧❡r✱ ✷✵✶✷✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✲
✉❛❧ s♣❡♥❞s ♦♥ ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ✈❛r✐❡s ✐♥✈❡rs❡❧② ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝❤♦s❡♥ q✉❛♥t✐t② ♦❢

✼■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷✱ ✇❡ r❡❞❡✜♥❡ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ t♦ ♣❡r♠✐t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ s✐♥❣❧❡ st❛t❡
✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♥❡t ✇♦rt❤ yj ≡ ho

j + aj ✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♦❢ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ (z, f, j)✱ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② ho
j ❛♥❞ aj ❛s

❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❜② ❜❛❝❦✇❛r❞s ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❈✱ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧t❡r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳

✽❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐❢ts ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❡r♠s ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡
t❤❡♥ s♣❡♥t ♦♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ❜② t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♦✉r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐❢ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞
t❤❛t t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts ❛r❡ ♥♦♥✲t❛①❛❜❧❡ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t❡ ❝♦st❧❡ss❧② s✉❜❥❡❝t t♦ ❛♥ ✐♥tr❛✲♣❡r✐♦❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜✉❞❣❡t✳

✺



♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤♦♠❡ ✇♦r❦ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❛r❦❡t
✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ nh

j (nj)✳ ❙✐♥❝❡ ❤♦✉s❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❧❛r❣❡❧② ❜❡ ♦✉ts♦✉r❝❡❞✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r
❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❞❡r✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤♦♠❡✲♣r♦❞✉❝❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢r♦♠
❡❛❝❤ ♥♦♥✲♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r ❤♦✉r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ chj (n

h
j )✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s s✐♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡

♦❢ ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐ts ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❤❡❧♣s ❣❡♥❡r❛t❡ ❧✐❢❡❝②❝❧❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ♠❛r❦❡t
❧❛❜♦r ❤♦✉rs ❛❝r♦ss ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❑✉❤♥ ❛♥❞ ▲♦③❛♥♦ ✭✷✵✵✽✮✿ ❋✐rst✱ ❤✐❣❤❡r
❡❛r♥✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❡♥❞ t♦ s✉♣♣❧② r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ❤♦✉rs ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t t❤❛♥
❧♦✇❡r ❡❛r♥✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛s ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛❣❡ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✐♥
t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t r❡t✉r♥ t♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❞r✐✈❡s ❣r❡❛t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥
♠❛r❦❡t ❤♦✉rs ❛t ♦❧❞❡r ❛❣❡s✳

❚♦t❛❧ ❝♦sts t♦ ♠❛r❦❡t ✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ✉t✐❧✐t② ❝♦st✱ ❛ ♠♦♥❡t❛r② ❝♦st✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❝♦st✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍♦❧t❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✱ s✐♥❣❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢❛❝❡ ❛ ✜①❡❞ ✉t✐❧✐t② ❧♦ss ♦❢ F s ✐❢
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡♥t❡rs t❤❡ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢❛❝❡ ❛ ✜①❡❞ ✉t✐❧✐t② ❧♦ss
♦❢ Fm ✐❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❛r♥❡r ✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ❝♦st κz,fj ❝❛♣t✉r❡s ❝❤✐❧❞✲❝❛r❡ ❝♦sts
✭●✉♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱ ❛♥❞ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛❧✐❢②✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❛t
❤♦✉s❡❤♦❧❞✱ νz,fj ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇♦r❦ ❤♦✉rs ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♦r s❡❝♦♥❞❛r② ✇♦r❦❡r✳ ❚❤✐s
❝♦st ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✐❢❡❝②❝❧❡ ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❢♦r❡❣♦♥❡
❡❛r♥✐♥❣s ❞✉❡ t♦ ❝❤✐❧❞✲r❡❛r✐♥❣ ✭❆❞❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❤♦♠❡✲♣r♦❞✉❝❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s✱ ♦✉r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡
✉s❡ ❢♦r ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢❛❝❡ ❛ ❧♦ss ✐♥ ♦r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r ❤♦✉rs✳ ❘♦❣❡rs♦♥ ❛♥❞ ❲❛❧❧❡♥✐✉s ✭✷✵✶✸✮ s❤♦✇
t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦st ❤❡❧♣s t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ♠♦st❧② ❛❜r✉♣t ♥❛t✉r❡ ♦❢ r❡t✐r❡♠❡♥t
♦❜s❡r✈❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦st ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❢✉❧❧ r❡t✐r❡♠❡♥t ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡s ♣r✐♦r t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
r❡t✐r❡♠❡♥t ❛❣❡✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❤❡❧♣ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①t❡♥t
❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣s✱ ✇✐t❤♦✉t
✐♠♣♦s✐♥❣ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❧✐❢❡❝②❝❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❛❜♦r ❞✐s✉t✐❧✐t②✱ s❡❡ ✭❈♦❣❛♥✱ ✶✾✽✶✮✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r ❛ ❦♥♦✇♥ ♣♦❧✐❝② r❡❣✐♠❡ ✐s✿✾

V z,s
t,j (aj, h

o
j) = max

aj+1,h
o
j+1

;

xj ,nj∈N

U z,s
t,j (xj, nj) + βπjV

z,s
t+1,j+1(aj+1, h

o
j+1) ✭✷✳✷✮

U z,s
t,j (xj, nj) ≡ max

hr
j ,c

i
j ,c

g
j

log(xj)− ψs
n1+ζs

j

1 + ζs
− F s ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡✿

yj ≡ hoj + aj ✭✷✳✹✮

xj ≡
(

σcηj + (1− σ)hsηj
)1/η

✭✷✳✺✮

cj ≡ (cij)
θz,s(cgj )

(1−θz,s) ✭✷✳✻✮

hsj ≡ max{hoj , h
r
j} ✭✷✳✼✮

✾❲❤✐❧❡ ♣r✐❝❡s✱ t❛①❡s ❛♥❞ ✉t✐❧✐t② ❛r❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❦❡❡♣s tr❛❝❦ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✈❡r
t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❛❣❡✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝❧✉tt❡r✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ t✐♠❡ s✉❜s❝r✐♣t ✇❤❡r❡ ❛❜❧❡ ✉♥t✐❧ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳

✻



nj =

{

1− lj − nh
j (nj) ∀j ≤ R

0 ∀j > R
✭✷✳✽✮

F s =

{

φs ✐❢ nj > 0

0 ✐❢ nj = 0
✭✷✳✾✮

cij ≡ cMj + chj (n
h
j ) ✭✷✳✶✵✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❢♦r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✉t✐❧✐t② ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❇●P ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✜①❡❞ ✉t✐❧✐t② ❝♦sts ❢r♦♠ ✇♦r❦✐♥❣✳✶✵

❆❧❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡t r❡str✐❝t❡❞ ❜② ❛ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✿ ❚❤❡
s✉♠ ♦❢ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ♦♥ ♠❛r❦❡t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ cMj ✱ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ cgj ✱ ❛♥❞ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣
prth

r
j ✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t✲♣❡r✐♦❞ st♦❝❦ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts aj+1 ❛♥❞ ♦✇♥❡r✲

♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ hoj+1✱ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡
❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡ ❣r♦ss r❡t✉r♥ ♦♥ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧
❛ss❡ts (1 + rpt )aj ❤❡❧❞ ❜② ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②✱ t❤❡ ❛❢t❡r✲t❛① ❜❡q✉❡sts r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠
t❤♦s❡ ✇❤♦ ❞✐❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞ beqt✱ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞
♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❧❡ss ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦sts ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ (1− δo)hoj ✱ t❤❡
✢♦✇ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ iz,st,j ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ njwt③

z
j ❞✉r✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ②❡❛rs ❛♥❞ ❡q✉❛❧

t♦ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ♣❛②♠❡♥ts ssz,sj ❞✉r✐♥❣ r❡t✐r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ r❡s♦✉r❝❡s ♠❛② ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜②
♥❡t t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s T z,s

t,j ✱ ❝❤✐❧❞✲❝❛r❡ ❝♦sts κz,sj ✱ ❛♥❞ ❤♦✉s✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ξHj ✳ ❋♦r♠❛❧❧②
t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠✿

cMj +cgj +p
r
th

r
j +aj+1+h

o
j+1 ≤ (1+rpt )aj+beqt+(1−δo)hoj + i

z,s
t,j −T z,s

t,j −κz,sj −ξHj ✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡✿

iz,st,j ≡ njwt③
z,s
j + ssz,sj ✭✷✳✶✷✮

κz,sj = ccz,sνz,sj nj ✭✷✳✶✸✮

ξHj =

{

φohoj+1 ✐❢ hoj = 0

φrhrj+1 ✐❢ hoj > 0
✭✷✳✶✹✮

❛♥❞ ccz,s ✐s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❝♦st ♣❡r ❝❤✐❧❞✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡t
t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s T z,f

t,j ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳
❍♦✉s❡❤♦❧❞s ❛r❡ ♣❡r♠✐tt❡❞ t♦ ❜♦rr♦✇ ❛♥❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❞❡❜t ✐♥ ❡①❝❡ss ♦❢ s❛✈✐♥❣s s✉❜❥❡❝t

t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥s✿

yj ≥

{

②z,s ✐❢ hoj = 0

γhoj ✐❢ hoj > 0
✭✷✳✶✺✮

✇❤❡r❡ ②z,s < 0 ✐s t❤❡ ❧♦✇❡r✲❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥❡t ✇♦rt❤ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r 0 ≤ γ ≤ 1
❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❞♦✇♥✲♣❛②♠❡♥t r❛t✐♦✱ ♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡q✉✐t② ✇❤✐❝❤ ❛ ❤♦♠❡♦✇♥❡r
♠❛② ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡✐r ❤♦♠❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❤✐❧❡ r❡♥t❡rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡

✶✵❙❡❡ ❍♦❧t❡r✱ ❑r✉❡❣❡r✱ ❛♥❞ ❙t❡♣❛♥❝❤✉❦ ✭✷✵✶✼✮ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣r♦✇t❤ ♣❛t❤ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳

✼



✉♥s❡❝✉r❡❞ ❞❡❜t ✉♣ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ②z,s✱ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ♠✉st ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡q✉✐t②
❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ γhoj ✳ ❍♦♠❡♦✇♥❡rs ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❧❛r❣❡r ❧♦❛♥s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ❤♦♠❡ ❛s ❝♦❧❧❛t❡r❛❧
❢♦r ❜♦rr♦✇✐♥❣ ✉♣ t♦ (1− γ)hoj ✳

❇♦t❤ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ❛♥❞ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ♠✐♥✐♠✉♠ s✐③❡s✱ ✇❤❡r❡
❤r < ❤o ♠❛❦✐♥❣ r❡♥t❛❧s r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ❛✛♦r❞❛❜❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♦r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠✉st
❜❡ ❛t ❧❡❛st ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ❛ s✉❜s✐st❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❝i✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❞♦ ♥♦t
♠❛❦❡ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐❢ts ✐❢ ♦r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛t t❤✐s s✉❜s✐st❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✿

hsj ≥ ❤r, cij ≥ ❝i ✭✷✳✶✻✮

hoj ≥ ❤o ✐❢ hoj > 0 ✭✷✳✶✼✮

cj = cij ✐❢ cij = ❝i ✭✷✳✶✽✮

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✱ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❡❧❢❛r❡
tr❛♥s❢❡r t♦ ❛♥② ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❛✛♦r❞ ❜♦t❤ ❝i ❛♥❞ ❤r✳

■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❡♥t❡r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ♦❢ a1 ❛♥❞
③❡r♦ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣✳ ❙❤♦✉❧❞ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣❡ J ✱ t❤❡② ❛r❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❞✐❡ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♥❡t✲✇♦rt❤✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t♦ s❛② t❤❛t s❛✈✐♥❣s✱ aJ+1✱ ❡q✉❛❧ ③❡r♦ ❛t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❧✐❢❡✱ ❛s ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛❣❡♥ts t♦
❞✐❡ ✇✐t❤ ♠♦rt❣❛❣❡ ❞❡❜t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r r❡✈❡rs❡ ♠♦rt❣❛❣❡s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱
✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

y1 = a1 ✭✷✳✶✾✮

ho1 = yJ+1 = 0 ✭✷✳✷✵✮

V z,s
t,J+1 = 0 ✭✷✳✷✶✮

▼❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢❛❝❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❛t ♦❢ s✐♥✲
❣❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❚❤❡② ♠❛❦❡ ❝❤♦✐❝❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛r❣✐♥s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✉t✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

V z,m
t,j (aj, h

o
j) = max

aj+1,h
o
j+1

;

xj ,n
1
j ,n

2
j∈N

U z,m
t,j (xj, n

1
j , n

2
j) + βπjV

z,m
t+1,j+1(aj+1, h

o
j+1)

✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t✇♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡❛r♥❡rs✿

U z,m
t,j (xj, n

1
j , n

2
j) ≡ max

aj ,h
r
j ,h

o
j ,

cij ,c
g
j

log(xj)− ψm,1
(n1

j)
1+ζm,1

1 + ζm,1
− ψm,2

(n2
j)

1+ζm,2

1 + ζm,2
− Fm

▼❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s s✐♠✐❧❛r❧② ❢❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✹✮ t❤r♦✉❣❤ ✭✷✳✷✶✮✱ ✐♥❞❡①❡❞ f = m
✐♥st❡❛❞ ♦❢ f = s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✽✮✲✭✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✷✮✲✭✷✳✶✸✮✳ ❋✐rst✱
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡❛r♥❡rs
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✱ s♦ t❤❛t n1

j ❛♥❞ n2
j ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ✇❤❡r❡

❡❛❝❤ ✇♦r❦❡r ❣✐✈❡s ✉♣ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❤♦✉rs t♦ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳

✽



❙❡❝♦♥❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✇♦r❦✐♥❣ ❛♣♣❧② ♦♥❧② t♦ t❤❡
s❡❝♦♥❞❛r② ❡❛r♥❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

nǫ
j =

{

1− lǫj − nh
j (n

ǫ
j) ∀j ≤ R, ǫ = 1, 2

0 ∀j > R

Fm =

{

φm ✐❢ n2
j > 0

0 ✐❢ n2
j = 0

κz,mj = ccz,mνz,mj n2
j

❍♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛❜♦r ♦❢ ❜♦t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✿

cij ≡ cMj + ch,2j (nh,1
j ) + ch,1j (nh,2

j )

iz,mt,j ≡ (n1
j + µzn2

j)wt③
z,m
j + ssz,mj

✇❤❡r❡ 0 < µz ≤ 1 ✐s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r②
✇♦r❦❡rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❛r♥❡r✬s ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛❣❡ r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✲
t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝ t❡r♠ ③z,mj ✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✇♦r❦❡r✬s ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛❣❡ r❛t❡
❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ♠❛r❦❡t r❡❛❧ ✇❛❣❡ r❛t❡ wt✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡
❜♦t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡❛r♥✐♥❣s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡
❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t✐♥❣ ✭●r❡❡♥✇♦♦❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✱ ✷✵✶✹❀ ❊✐❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❝❛♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧② ❞✐❡ ✇❤❡♥ ❛❣❡❞ R < j < J ✱ t❤❡② ♠❛② ❧❡❛✈❡
❜❡❤✐♥❞ ✇❡❛❧t❤ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡✐r ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❙❤♦✉❧❞ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞✐❡
❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣❡ J ✱ ❛ Λ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♥❡t ✇♦rt❤ ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦
❡♥❞✲♦❢✲❧✐❢❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ (1 − Λ) ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐s ❝♦st❧❡ss❧②
❧✐q✉✐❞❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ t❛①❡❞✱ ❛♥❞ r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠
❢❛s❤✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧✐✈✐♥❣✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ♣r✐♠❛r✐❧② s♦ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❜❡q✉❡sts ❝❛♥ ❜❡ t❛r❣❡t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Λ✱ ✐t ❛❧s♦ ❝❛♣t✉r❡s
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❧✐❢❡ ✭❋r❡♥❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦✉r ♣❡r❢❡❝t✲❢♦r❡s✐❣❤t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ♣r❡❞✐❝t t❤❡
q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✇❡❛❧t❤ ❧❡❢t ❜❡❤✐♥❞ ❜② t❤❡ ❞❡❛❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ✉s t♦ s♣❡❝✐❢② ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s
r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✿

beqt = (1− Λ)

∫

Z

∫

J

(1− πj)
∑

f=s,m

yt+1,j+1Ω
z,f
t,j dj dz − T beq

t ✭✷✳✷✷✮

✇❤❡r❡ T beq
t ✐s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❛①❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦♥ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧

❜❡q✉❡sts ❧❡❢t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♣❡r✐♦❞ t✳

✷✳✸ ❋✐r♠s

■❞❡♥t✐❝❛❧ ✜r♠s ❤✐r❡ ❧❛❜♦r ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t
❛♥❞ r❡♥t ❝❛♣✐t❛❧ ❢r♦♠ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥❞ s❡❧❧ ♦✉t♣✉t ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡
❣♦♦❞s ♠❛r❦❡t ❛t ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡
❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ❢♦r♠✿

Yt = Gg
tK

α
t (AtNt)

1−α−g ✭✷✳✷✸✮

✾



✇❤❡r❡ Gt = Gfed
t +Gsl

t t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ♦✇♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✱ Kt ❛♥❞ Nt ❛r❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞
♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣r✐✈❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r ✉♥✐ts ✉s❡❞ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ At

✐s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❧❛❜♦r✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✇❤✐❝❤ ❡✈♦❧✈❡s ❛s At+1 = ΥAAt ✱
✇❤❡r❡ ΥA = (1+υA) ✐s t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❛♥♥✉❛❧ ❣r♦ss r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧
♦✉t♣✉t ❣♦♦❞ Yt ✐s t❤❡ ♥✉♠ér❛✐r❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❝♦st❧❡ss❧② ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥t♦
❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞✱ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s✱ ♦r ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡t ❛s ✐♥ ●❡r✈❛✐s
✭✷✵✵✷✮✱ ❋❡r♥á♥❡③✲❱✐❧❧❛✈❡r❞❡ ❛♥❞ ❑r✉❡❣❡r ✭✷✵✶✵✮✱ ❛♥❞ ❈❤♦ ❛♥❞ ❋r❛♥❝✐s ✭✷✵✶✶✮✱ ♦r ✐♥t♦ ❛
❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐❢t✳

❆❣❣r❡❣❛t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r Nt ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs✿

Nt =

∫

Z

∫

J

③z,sj nz,s
t,jΩ

z,s
t,j + ③z,mj (nz,1

t,j + µznz,2
t,j )Ω

z,m
t,j dj dz ✭✷✳✷✹✮

✇❤❡r❡ Ωz,s
t,j ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ❢♦r s✐♥❣❧❡s ❛t t✐♠❡ t✱ Ωz,m

t,j ✐s
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ❢♦r s✐♥❣❧❡s✱ ♠❛rr✐❡❞
♣r✐♠❛r② ❛♥❞ ♠❛rr✐❡❞ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❛r♥❡rs ❛r❡ nz,s

t,j ✱ n
z,1
t,j ❛♥❞ nz,2

t,j r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❯♥❞❡r t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢

❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜r♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥♣✉ts Kt ❛♥❞ Nt

❛t ❢❛❝t♦r ♣r✐❝❡s rt ❛♥❞ wt t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♦✉t♣✉t Yt ❛t ❛ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ❛❢t❡r✲t❛① ♣r♦✜ts
❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ Gt ❛s ❣✐✈❡♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✇❛❣❡ ❡①♣❡♥s❡s
❛r❡ ❢✉❧❧② ❞❡❞✉❝t✐❜❧❡ ❢r♦♠ ❛❧❧ ❜✉s✐♥❡ss✲❧❡✈❡❧ t❛①❡s✱ ♣r♦✜ts Πt ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜r♠ ❛r❡
❣✐✈❡♥ ❜②✿

Πt = max
Kt,Nt

{

(1− τ bust )(1− τ slbt )
(

Gg
tK

α
t (AtNt)

1−α−g − wtNt

)

+ τ bust lsdbust − rtKt

}

✭✷✳✷✺✮

✇❤❡r❡ τ bust ❛♥❞ τ slbt ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❜✉s✐♥❡ss✲❧❡✈❡❧ t❛① r❛t❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❛①❛❜❧❡ ♣r♦✜ts ❛t t❤❡
❢❡❞❡r❛❧ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ st❛t❡✲❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ lsdbust ✐s ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠
❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❙t❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❜✉s✐♥❡ss✲❧❡✈❡❧ t❛①❡s ❛r❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ❞❡❞✉❝t✐❜❧❡ ❢r♦♠ ❢❡❞❡r❛❧ ❜✉s✐♥❡ss✲❧❡✈❡❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡♥ts✱ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✜r♠s ✇✐❧❧ ❡❛r♥ ③❡r♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣r♦✜ts ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚♦
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❤❛s s✉✣❝✐❡♥t ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r
♦✈❡r t❤❡ ✜r♠ t♦ ❡①tr❛❝t t❤✐s r❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝r✉❡s t♦ t❤❡ ♦✇♥❡rs ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❋✐r♠s t❤❡♥ ❤✐r❡
♣r✐✈❛t❡ ❢❛❝t♦rs ❛t t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r✐❝❡s s✉❝❤ t❤❛t✿

wt = (1− α− g)Gg
tK

α
t (AtNt)

−α−g ✭✷✳✷✻✮

rt =
1

Kt

(

(1− τ bust )(1− τ slbt )(α + g)(Gg
tK

α
t (AtNt)

1−α−g) + τ bust lsdbust

)

✭✷✳✷✼✮

✷✳✹ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ■♥t❡r♠❡❞✐❛r②

❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ♣♦♦❧s t❤❡ ♥❡t st♦❝❦ ♦❢ s❛✈✐♥❣s ❝❤♦s❡♥ ❜② ❤♦✉s❡✲
❤♦❧❞s ✐♥t♦ ❞❡♣♦s✐ts t♦ ❜❡ ✐♥✈❡st❡❞ ✐♥ ❝❛♣✐t❛❧ ♠❛r❦❡ts✳ ❇❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡
❞❡♣♦s✐ts ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

✶✵



Dt =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

az,ft,j Ω
z,f
t,j dj dz ✭✷✳✷✽✮

❊❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ♣❛②s ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♣❧✉s ❛ ♣♦rt❢♦❧✐♦ r❡t✉r♥ ♦♥
t❤❡✐r s❛✈✐♥❣s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞✱ (1 + rpt )Dt✱ ❛♥❞ t❛❦❡s ✐♥ ♥❡✇ ❞❡♣♦s✐ts Dt+1✱
❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ❞❡❝✐❞❡s ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❝❛♥ ✐♥✈❡st ✐♥
♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣r✐✈❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝❛♣✐t❛❧✱ Kt+1✱ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣H

r
t ✱ ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞s Bt+1✳

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ st♦❝❦s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Kt+1 = (1− δK)Kt + IKt − Ξt ✭✷✳✷✾✮

Hr
t = (1− δr)Hr

t−1 + Irt ✭✷✳✸✵✮

Bt+1 = Bt +NBt ✭✷✳✸✶✮

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❝❛♣✐t❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st Ξt ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❵❜r❡❛❦✲❡✈❡♥✬ ❧❡✈❡❧
♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❦❡❡♣ ❣r♦✇t❤✲❛❞❥✉st❡❞ ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ❝♦♥st❛♥t✿

Ξt =
ξK

2
(
Kt+1

Kt

−ΥPΥA)
2Kt ✭✷✳✸✷✮

◆❡t ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❜✉s✐♥❡ss ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡✲
❞✐❛r② ❛r❡ IKt ❛♥❞ Irt ✱ ✇❤✐❧❡ ♥❡✇ ❜♦♥❞ ✐ss✉❡s ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❜② t❤❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ NBt✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❜✉s✐♥❡ss ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❜♦♥❞s ❛t t✐♠❡ t ②✐❡❧❞s r❡t✉r♥s (rt+1 + δK) ❛♥❞ ρt+1 ❛t t✐♠❡ t + 1✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ r❡♥t❛❧
❤♦✉s✐♥❣ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ t❤✉s ②✐❡❧❞s ❝♦♥t❡♠♣♦✲
r❛♥❡♦✉s r❡t✉r♥ prt ✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✐♥❝✉rs ❡①♣❡♥s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡✐r st♦❝❦s ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜✉s✐♥❡ss
❝❛♣✐t❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st ❡①♣❡♥s❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❛ss❡ts ❛♥❞ ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❤❡❧❞ ❜②
t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♣❡r✐♦❞ t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞
❡①♣❡♥s❡ ✢♦✇s ♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss ❝❛♣✐t❛❧
❛♥❞ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ♥❡t ❝❛s❤ ✢♦✇✿

It = max
Ks+1,Hr

s

∞
∑

s=t

(1 + rs − δK)Ks + (1− δr)Hr
s−1 + prsH

r
s + (1 + ρs)Bs +Ds+1

− (1 + rps)Ds −Ks+1 − Ξs −Hr
s − Bs+1 ✭✷✳✸✸✮

s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿

Ds+1 ≥ Ks+1 +Hr
s +Bs+1 ∀s ✭✷✳✸✹✮

❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦s✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✾✮ t❤r♦✉❣❤ ✭✷✳✸✶✮✱ ✇✐t❤ Ks✱
Bs✱ ❛♥❞ H

r
s−1 ❣✐✈❡♥✳

❚❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✷✳✸✹✮ st❛t❡s t❤❛t ❜✉s✐♥❡ss ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞s ❛t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣❡r✐♦❞ ♣❧✉s ❝✉rr❡♥t r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ st♦❝❦ ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②
♠✉st ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥❞✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ st♦❝❦ ♦❢ s❛✈✐♥❣s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ✐s s❡t s♦ t❤❛t
t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✈❡st✐♥❣ ✐♥ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ♦r ❜✉s✐♥❡ss ❝❛♣✐t❛❧✱
✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

✶✶



prt = rt+1 − δK + δr −

(

∂Ξt

∂Kt+1

+
∂Ξt+1

∂Kt+1

)

✭✷✳✸✺✮

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❧ ❤❡❧❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②✱
❡♥❥♦② ❛ ❧♦✇ ✏s❛❢❡✑ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ρt r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡t✉r♥ ♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s✱
t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ✇❡❞❣❡ ̟ ❜❡t✇❡❡♥ ρt ❛♥❞ rt✳

ρt ≡ rt −̟ ✭✷✳✸✻✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❡①♣❡♥s❡s ❛t t✐♠❡ t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡
st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ③❡r♦✲
♣r♦✜t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s r❡❝❡✐✈❡ ❛ r❡t✉r♥ ♦♥
t❤❡✐r ❞❡♣♦s✐ts ❡q✉❛❧ t♦✿

rpt =
(rt − δK)Kt − Ξt + prtH

r
t − δrHr

t−1 + ρtBt

Dt

✭✷✳✸✼✮

✷✳✺ ●♦✈❡r♥♠❡♥t

✷✳✺✳✶ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ■♥❝♦♠❡ ❚❛①❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❡❞❡r❛❧ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛①✱ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①✱ ♣❛②r♦❧❧ t❛①✱ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧
t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ❜❡♥❡✜ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛①❡s✳ ❲❡ s♣❡❝✐❢②
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ✭■❚❈✮
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥❞✱ ❢♦r ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❇é♥❛❜♦✉ ❚❛① ❋✉♥❝t✐♦♥
✭❇❚❋✮ ✭❇é♥❛❜♦✉✱ ✷✵✵✷✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ t❛① ❞❡t❛✐❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ■❚❈ ❢♦r t❤❡ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
s❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❧❧ ♦t❤❡r t❛①❡s r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ■❚❈ ♦r t❤❡ ❇❚❋
✐s ✉s❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❚♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥t♦ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❛①❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡
❝♦♥❝❡♣t✱ ❛ ❵❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦✬ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✢♦✇ ♦❢
❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❝♦♠❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❛①❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ ✲ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❢♦r ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ χi,z,f ✱ ❛♥❞ r❛t✐♦ ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ χa✱
❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t t❛① ❜❛s❡✳ ❆ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ îz,ft,j ✱ ❛♥❞ ❛❞❥✉st❡❞

❣r♦ss ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ rpt â
z,f
t,j ✱ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦✱

s✉❝❤ t❤❛t✿

îz,ft,j ≡ χi,z,f iz,ft,j

âz,ft,j ≡ χaaz,ft,j

✭✷✳✸✽✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✾✮ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ◆❡t t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t②
T z,f
t,j ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❛①❡s ♦✇❡❞ ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ taxz,ft,j ✖ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡✐t❤❡r

❜② t❤❡ ■❚❈ ♦r t❤❡ ❇❚❋ ✖ ♣❧✉s t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ τat r
p
t â

z,f
t,j ✱ ♣❧✉s t❛① ❧✐❛❜✐❧✲

✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙♦❝✐❛❧ ❙❡❝✉r✐t② s②st❡♠ ❢♦r r❡t✐r❡❡s✱ τ prt,j î
z,f
t,j ✱ ❧❡ss ❢❡❞❡r❛❧ tr❛♥s❢❡r

♣❛②♠❡♥ts✱ trsz,ft,j ✱ ♣❧✉s st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✱ sltz,ft,j ✳

T z,f
t,j = taxz,ft,j + τat r

p
t â

z,f
t,j + τ prt,j î

z,f
t,j − trsz,ft,j + sltz,ft,j ✭✷✳✸✾✮

✶✷



❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜s❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥t✳

❚❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❛♣✐t❛❧ ■♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❘❡t✐r❡♠❡♥t ❆✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡
❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✲ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡❛❝❤ ❢♦r ✇♦r❦✐♥❣ s✐♥❣❧❡✱ ✇♦r❦✐♥❣ ♠❛rr✐❡❞✱ r❡t✐r❡❞ s✐♥❣❧❡✱ ❛♥❞ r❡t✐r❡❞
♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✇♦r❦✐♥❣✲❛❣❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s s❡♣❛r❛t❡❧② ❢r♦♠ r❡t✐r❡❡s t♦ ♠♦r❡
❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✱ s✐♥❝❡ ✇♦r❦❡rs
t❡♥❞ t♦ s❛✈❡ t❤r♦✉❣❤ t❛①✲❞❡❢❡rr❡❞ s❛✈✐♥❣s ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❛✈❡r❛❣❡
t❛① r❛t❡ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❛ss❡t ❤♦❧❞✐♥❣s
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛ss❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ f(at|f, j)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐s ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ❛❣❡ ♦r r❡t✐r❡❞✿✶✶

τat = q
(

az,ft,j ,f(at|f, j)
)

✭✷✳✹✵✮

❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r ♦♥❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣r♦✲
❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ss❡t ✐♥❝♦♠❡ t❡♥❞s t♦ ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❧✐❢❡❝②❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤
r❛✐s❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t♦ ♠♦✈❡ ✐♥ ❛♥❞ ♦✉t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss❡t ✐♥❝♦♠❡
q✉❛♥t✐❧❡s ♦✈❡r t❤❡✐r ❧✐❢❡t✐♠❡✳

❲♦r❦✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♣❛② ✐♥t♦ t❤❡ ❙♦❝✐❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ♣r♦❣r❛♠ ❛t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♣❛②r♦❧❧ t❛①
r❛t❡ ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛❧❧ t❛①❛❜❧❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✉♣ t♦ ❛
s♣❡❝✐✜❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❘❡t✐r❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♣❛② ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t❛① ♦♥ t❤❡✐r r❡❝❡✐♣ts ♦❢ ❙♦❝✐❛❧
❙❡❝✉r✐t② ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❙♦❝✐❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ✐♥❝♦♠❡ ✐ts❡❧❢✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

τ prt,j =







p
(

îz,ft,j

)

j ≤ R

r
(

ssz,ft,j

)

j > R
✭✷✳✹✶✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❛①❡s ♦♥ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❜❡q✉❡sts ❧❡❢t ❜② ❞❡❝❡❛s❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❙✐♥❝❡
❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❜❡q✉❡sts ❛r❡ r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠ ❢❛s❤✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❧✐✈✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱
✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❛t t❤❡ t❛① r❛t❡ τ beqt ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ❜❡q✉❡sts ❛♥❞ ✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❜❡♥❡❢❛❝t♦r
♦r ❜❡♥❡✜❝✐❛r② ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ♦t❤❡r ✐♥❝♦♠❡✳

❚❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❜♦r ■♥❝♦♠❡✿ ■♥t❡r♥❛❧ ❚❛① ❈❛❧❝✉❧❛t♦r ❯♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ t❛① s②st❡♠✱
❤♦✉s❡❤♦❧❞ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ taxz,ft,j ✱ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t✉t♦r②
♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝r❡❞✐ts✳ ❚❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t♦ ❛ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❜❡ ❛s
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ■❘❈ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛①
r❛t❡ ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t t❤❡ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡✱ ❜✉t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❛❜✐❧✐t② ♦♥
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛❢t❡r t❤❡s❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝r❡❞✐ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❜❡❢♦r❡ t❛① ❝r❡❞✐ts✱ τ it ✱ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥ t❤❡ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r✱ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ îz,ft,j ✱ ❛❞❥✉st❡❞

❣r♦ss ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ krdz,ft,j ✱ ❛♥❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s dedz,ft,j ✳ ❉❡❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ ❛♥❞ t❛①✲♣r❡❢❡rr❡❞
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ❈r❡❞✐ts crdz,ft,j ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❜✉t ♦❢ ♦t❤❡r t❛① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ✇❡❧❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡
r❡❢✉♥❞❛❜✐❧✐t②✱ ♦r ❧❛❝❦ t❤❡r❡♦❢✱ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝r❡❞✐ts✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

✶✶❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡t✉r♥ ♦♥ t❤❡✐r s❛✈✐♥❣s✱ rpt ✱ ❛♥❞ ❢❛❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦
χa✱ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❜② t❤❡✐r ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡t ❤♦❧❞✐♥❣s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ t❛①❛❜❧❡
✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❛ss❡ts✳

✶✸



taxz,ft,j = max
{

τ it î
z,f
t,j , 0

}

− crdz,ft,j − traz,ft ✭✷✳✹✷✮

τ it = τ (̂iz,ft,j + krdz,ft,j − dedz,ft,j ) ✭✷✳✹✸✮

krdz,ft,j = k(rpt â
z,f
t,j ) ✭✷✳✹✹✮

dedz,ft,j = d(̂iz,ft,j , krd
z,f
t,j , h

o
t,j, c

g
t,j) ✭✷✳✹✺✮

crdz,ft,j = c(̂iz,ft,j , krd
z,f
t,j , κ

z,f
t,j , ded

z,f
t,j ) ✭✷✳✹✻✮

traz,ft











6= 0 ✐❢ nj > 0 ❛♥❞ f = s

6= 0 ✐❢ n1
j > 0 ❛♥❞ f = m

= 0 ♦t❤❡r✇✐s❡

✭✷✳✹✼✮

✇❤❡r❡ ❜♦❧❞ ❡♠♣❤❛s✐s ❞❡♥♦t❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✷✮✱ ✐s ❛ ♣r♦✲
❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ ✲ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥t traz,ft ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛
♥♦♥✲❞✐st♦rt✐♦♥❛r② ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ (z, f) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝
❣r♦✉♣ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢❛❝❡ ❛ t❛r❣❡t ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢❡r ♠❛② ❜❡
♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❣r♦✉♣s✱ ❛♥❞ ✐s ♦♥❧② ♥♦♥③❡r♦ ❢♦r ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉s❡✲
❤♦❧❞s✳ ❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✷✮ ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✾✮ ❣✐✈❡s ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❤❡♥ t❤❡
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❧❛❜♦r t❛①❛t✐♦♥ ✐s ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ■❚❈ t❛① s②st❡♠✳ ❯♥❞❡r t❤✐s t❛① s②st❡♠✱
❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❛① ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r r❡❛❧✐③❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣
t❤❡✐r ❥♦✐♥t ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛♥❞ s❛✈✐♥❣s ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

❚❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❜♦r ■♥❝♦♠❡✿ ❇é♥❛❜♦✉ ❚❛① ❋✉♥❝t✐♦♥ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
❇❚❋ t❛① s②st❡♠ ❢♦r ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❛s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ■❚❈✳
❚❤❡ ❇❚❋ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥❧②✲✉s❡❞ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭●✉♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❀ ❍❡❛t❤❝♦t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀
❍♦❧t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s s♠♦♦t❤ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛①
r❛t❡s ♦✈❡r ✐♥❝♦♠❡✳ ▲✐❦❡ ♦t❤❡r ❝♦♠♠♦♥❧②✲✉s❡❞ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s✱✶✷ t❤❡ ❇❚❋ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡❢✉♥❞❛❜❧❡
t❛① ❝r❡❞✐ts✱ ❛♥❞ ✐s ❡❛s✐❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳

▲❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ✉♥❞❡r t❤✐s t❛① s②st❡♠ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠✿

taxz,ft,j =
(

îz,ft,j − λf1 (̂i
z,f
t,j )

1−λf
2

)

− traz,ft ✭✷✳✹✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t❡❞ t❡r♠s ❛r❡ t❤❡ ❇❚❋✱ λf1 ❛♥❞ λf2 ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❧❛❜♦r
✐♥❝♦♠❡ ❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ traz,ft tr❛♥s❢❡rs ✉s❡❞ ❛s ❛ ♥♦♥✲❞✐st♦rt✐♦♥❛r②
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ (z, f) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡
❢❛❝❡ ❛ t❛r❣❡t ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✼✮✳
❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✽✮ ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✾✮ ❣✐✈❡s ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❇❚❋
t❛① s②st❡♠ ❢♦r ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✳

✶✷❖t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♠♦♦t❤ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❊❛st❡r❧② ❛♥❞ ❘❡❜❡❧♦ ✭✶✾✾✸✮✱ ●♦✉✈❡✐❛ ❛♥❞ ❙tr✉❛ss
✭✶✾✾✹✮✱ ▲✐ ❛♥❞ ❙❛rt❡ ✭✷✵✵✹✮✱ ❛♥❞ ❉❡❇❛❝❦❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✳

✶✹



✷✳✺✳✷ ❋❡❞❡r❛❧ ●♦✈❡r♥♠❡♥t

❚❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝ts t❛①❡s ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ✜r♠s t♦ ✜♥❛♥❝❡ ♥♦♥✲✈❛❧✉❡❞
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✱ Cfed

t ✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧✱
Ifedt ✱ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ♣❛②♠❡♥ts ❢♦r r❡t✐r❡❡s✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳
❇✉❞❣❡t ❞❡✜❝✐ts ❛r❡ ✜♥❛♥❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛❧❡ ♦❢ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ ❜♦♥❞s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ρt✳
❚♦t❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ♠✉st ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t♦t❛❧ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ♥❡t ♦❢
tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts T fed

t ✱ ♣❧✉s ♥❡✇ ❞❡❜t ✐ss✉❡s✱ ❧❡ss ✐♥t❡r❡st ♣❛✐❞ ♦♥ ♦❧❞ ❞❡❜t✿

Ifedt + Cfed
t ≤ T fed

t +Bt+1 − (1 + ρt)Bt ✭✷✳✹✾✮

✇❤❡r❡ Bt ✐s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ st♦❝❦ ♦❢ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ ❜♦♥❞s✳ ❚♦t❛❧ ❢❡❞❡r❛❧
t❛① r❡❝❡✐♣ts T fed

t ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❢❡❞❡r❛❧ ♥❡t t❛① r❡❝❡✐♣ts ❢r♦♠
❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ T hh

t ✱ t❛①❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦♥ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❜❡q✉❡sts✱ T beq
t ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢❡❞❡r❛❧ t❛①

r❡❝❡✐♣ts ❢r♦♠ ✜r♠s✱ T bus
t ✱ s♦ t❤❛t T fed

t ≡ T hh
t +T beq

t +T bus
t ✳ ❚❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ❢❡❞❡r❛❧

♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s✿

Gfed
t+1 = (1− δg)Gfed

t + Ifedt ✭✷✳✺✵✮

❚❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✾✮ ✐♠♣❧✐❡s✿ (i) ✐♥ ❛ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ st❡❛❞② st❛t❡✱
t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t r♦❧❧s ♦✈❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡❜t s♦ t❤❛t ♦♥❧② ✜♥❛♥❝❡ ❝❤❛r❣❡s ρB ❛r❡
♣❛✐❞ ❡❛❝❤ ②❡❛r✱ ❛♥❞ (ii) ❞✉r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤s✱ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞❡❜t ♠❛② ❣r♦✇ ♦r s❤r✐♥❦✳
❚♦ r✉❧❡ ♦✉t ❡①♣❧♦s✐✈❡ ❞❡❜t ♣❛t❤s✱ ✇❡ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♥♦✲P♦♥③✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

lim
k→∞

Bt+k
∏k−1

s=0(1 + ρt+s)
= 0 ✭✷✳✺✶✮

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t st♦❝❦ ♦❢ ❞❡❜t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t✲❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢
❛❧❧ ❢✉t✉r❡ ♣r✐♠❛r② s✉r♣❧✉s❡s ❛❧♦♥❣ ❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✳

❘❡t✐r❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❣❡t ❛♥ ❛♥♥✉❛❧ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ♣❛②♠❡♥t ssz,ft,j ❢r♦♠ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈✲
❡r♥♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❖❆❙❉■✲t❛①❛❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❛r♥✐♥❣s ♦✈❡r
✇♦r❦✐♥❣ ②❡❛rs ❢♦r t❤❡✐r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ ✲ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢❡❞❡r❛❧
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛❧s♦ ✉t✐❧✐③❡s t❤r❡❡ ♦t❤❡r tr❛♥s❢❡r ✐♥str✉♠❡♥ts✿ ❋✐rst✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✉♥✐❢♦r♠❧②
r❡❝❡✐✈❡ ❧✉♠♣✲s✉♠ tr❛♥s❢❡rs trlt✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ s❤❛r❡ ♦❢
❝✉rr❡♥t ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t tr❛♥s❢❡rs✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❧❡✈✐❡s ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠ t❛① lstt
♦♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤♦s❡ t❛①❡s s♣❡❝✐✜❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛♥ ✐♥❝♦♠❡ ❡✛❡❝t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡t ♦✈❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥❡t ✇♦rt❤ st❛t❡ s♣❛❝❡
❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❤♦✉s✐♥❣ ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❡
s♣❡❝✐❢② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢❡rs trwz,f

t,j ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❛ss✐st❛♥❝❡ t♦
❧♦✇✲✐♥❝♦♠❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ▲❡tt✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ bdgtz,ft,j ✿

trwz,f
t,j = max

{

0, ❝i + prt❤
r − bdgtz,st,j

}

✭✷✳✺✷✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❡st r❡q✉✐r❡s ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜♦t❤ t♦ ❜❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❛✛♦r❞ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞
❤♦✉s✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❤❛✈❡ ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡t ✇♦rt❤ ✐♥ t❤❡✐r ♥❡①t ②❡❛r ♦❢ ❧✐❢❡ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛ r❡❝✐♣✐❡♥t ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ tr❛♥s❢❡rs✳

❋r♦♠ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❜✉❞❣❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♥❡t ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥✲
♠❡♥t ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ T hh

t ❝♦♥s✐st ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ♣❛②r♦❧❧ ❛♥❞
r❡t✐r❡♠❡♥t ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❧❡ss tr❛♥s❢❡rs ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ♣❛②♠❡♥ts✿

✶✺



T hh
t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

(

taxz,ft,j + τat r
p
t â

z,f
t,j + τ prt î

z,f
t,j − trsz,ft,j − ssz,ft,j

)

Ωz,f
t,j dj dz ✭✷✳✺✸✮

✇❤❡r❡✿

trsz,ft,j = trwz,f
t,j + trlt − lstt

❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐❜✐❧✐t② ♦❢ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛①❡s✱ ❜✉s✐♥❡ss✲❧❡✈❡❧
❢❡❞❡r❛❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s T bus

t t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠✿

T bus
t = τ bust

(

(1− τ slbt )(Yt − wtNt)− lsdbust

)

✭✷✳✺✹✮

❚❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t ❛❧❧ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❜❡q✉❡sts ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤
♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ r❡❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡♠ ✐♥ ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠ ❢❛s❤✐♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣
❛ t❛①✳ ❚❛①❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦♥ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❜❡q✉❡sts ❧❡❢t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞ ❛r❡
t❤❡r❡❢♦r❡✿

T beq
t = τ beqt (1− Λ)

∫

Z

∫

J

(1− πj)
∑

f=s,m

yt+1,j+1Ω
z,f
t,j dj dz ✭✷✳✺✺✮

✷✳✺✳✸ ❙t❛t❡ ❛♥❞ ▲♦❝❛❧ ●♦✈❡r♥♠❡♥t

❚❛①❛t✐♦♥ ❛t ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❜♦t❤ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡✐r ❞✐s✲
t♦rt✐♦♥❛r② ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❢♦r t❤❡✐r ❞❡❞✉❝t✐❜✐❧✐t② ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ❛♥❞ ✜r♠s✬ ❢❡❞❡r❛❧ t❛① ❧✐✲
❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ♦✇❡❞ ❛t t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞
❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❛①❛❜❧❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞
❤♦✉s✐♥❣✿

sltz,ft,j ≡ τ slt î
z,f
t,j + τ slpt hot,j ✭✷✳✺✻✮

✇❤❡r❡ τ slt ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r t❛① r❛t❡ t❛❦❡♥ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❞✉❝t✐❜❧❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧
✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ s❛❧❡s t❛① ❛♥❞ τ slpt ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ♣r♦♣❡rt②✳
❆❣❣r❡❣❛t❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

T slh
t ≡

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

sltz,ft,j Ω
z,f
t,j dj dz ✭✷✳✺✼✮

❆❣❣r❡❣❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① r❡❝❡✐♣ts ❛r❡✿

T slb
t = τ slbt (Yt − wtNt) ✭✷✳✺✽✮

✇❤❡r❡ τ slbt ✐s t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❜✉s✐♥❡ss t❛① r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ❜✉s✐♥❡ss ♣r♦✜ts
❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✺✮✳ ❚♦t❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛①❡s T sl

t ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❛①❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞
❢r♦♠ ❜✉s✐♥❡ss❡s ❛♥❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✿ T sl

t ≡ T slb
t +T slh

t ✳ ❚❤❡s❡ r❡❝❡✐♣ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♣❡♥t
♦♥ ♥♦♥✲✈❛❧✉❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s Csl

t ❛♥❞
✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ Islt s✉❜❥❡❝t t♦ ❛♥ ✐♥tr❛♣❡r✐♦❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞✲❜✉❞❣❡t
❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

Islt + Csl
t = T sl

t ✭✷✳✺✾✮

✶✻



✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s✿

Gsl
t+1 = (1− δg)Gsl

t + Islt ✭✷✳✻✵✮

✷✳✻ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣r♦✇t❤ ♣❛t❤ ✐♥ st❡❛❞② st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠✉st ❜❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ tr❡♥❞ st❛t✐♦♥❛r② ❢♦r♠✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✶
❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛ st❛t✐♦♥❛r② r❡❝✉rs✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷✳
❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❛① s②st❡♠ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✸ ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ✉t✐❧✐t② s✉❜❥❡❝t t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜✉❞❣❡t
❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜② ✜r♠s✱ ❛
s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❝❧❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❢❛❝t♦r✱ ❛ss❡t ❛♥❞ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡ts✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
s❡t ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❛❣❣r❡❣❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ ❛
st❡❛❞② st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛r❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t r❛t❡ ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✳

✸ ❇❛s❡❧✐♥❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❲❡ s♣❡❝✐❢② t❤❛t ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛ss❡s ❛t ❛♥ ❛♥♥✉❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ ♥♦♥✲t❛① ❛♥❞ t❛① ♣♦❧✐❝② ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜♦t❤ ♦❢
✇❤✐❝❤ r❡❧② ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥✬s ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❚❛① ▼♦❞❡❧
✭■❚▼✮ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛① r❡t✉r♥s ✜❧❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡✈❡♥✉❡ ❙❡r✈✐❝❡ ✭■❘❙✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❜② t❤❡ ■❘❙ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ■♥❝♦♠❡ ✭❙❖■✮
❉✐✈✐s✐♦♥✳ ❲❡ ✈❛r② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ r❡❝❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
t♦ ❝♦♥str✉❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❛r❣❡t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t❛① ❧❛✇
❛s ❝❧♦s❡❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss✉♠❡
t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✇✐t❤ ❝❛❧❡♥❞❛r ②❡❛r ✷✵✶✽✳ ❲❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❛s
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❇é♥❛❜♦✉ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜②
✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡ts ♦♥ ❡❛❝❤✱ t❤❡ ❦❡② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s
❆✶ ❛♥❞ ❆✷✳ ❚♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ t❛① ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
str❛t❡❣② ❢♦r ♥♦♥✲t❛① ♣♦❧✐❝② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆❀ s❡❧❡❝t ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞
❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❆✸✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❛① ♣♦❧✐❝② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✶ ❚❛① P♦❧✐❝② P❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❚❛r❣❡ts

❲❡ ❧❡t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ❛❣❡s j = {1, . . . , R} ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧ ❛❣❡s ✷✺ t❤r♦✉❣❤
✻✹✳ ❛♥❞ r❡t✐r❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛❣❡❞ j = {R+1, . . . , J} ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧ ❛❣❡s ✻✺ t❤r♦✉❣❤
✾✵✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✸✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡s z = {1, . . . , 5} t♦
r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ q✉✐♥t✐❧❡s ❢♦r ❜♦t❤ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡✲
❤♦❧❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ t❛❦❡ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ f = m t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ♠❛rr✐❡❞
❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✜❧✐♥❣ t❛①❡s ❥♦✐♥t❧② ❛♥❞✱ t❛❦❡ f = s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ s✐♥❣❧❡✲ ❛♥❞ ♥♦♥✲❥♦✐♥t ✜❧✐♥❣
❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✜❧✐♥❣ ❥♦✐♥t❧② t♦
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✜❧❡r✳

❚♦ ♠❛♣ t❤❡ ✢♦✇s ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t♦ t❤❡✐r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✿ (i) ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ◆■P❆✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡

✶✼



✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✸ ❛♥❞ ❛ (1 − α − g) s❤❛r❡ ♦❢ ♣❛ss✲
t❤r♦✉❣❤ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥❝♦♠❡✱ ❛♥❞ (ii) ❣r♦ss ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢
✐♥t❡r❡st ✐♥❝♦♠❡✱ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✱ r❡❛❧✐③❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✱ ❛♥❞ ❛♥ (α + g) s❤❛r❡ ♦❢ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤
❜✉s✐♥❡ss ✐♥❝♦♠❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss✲❧❡✈❡❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡
❞✉❡ ❜② ❈✲❝♦r♣♦r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦s ❢♦r ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ χi,z,f ❛♥❞ χa✱ tr❛♥s❢♦r♠ ❡❛❝❤
❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❝♦♠❡ ✢♦✇ ✐♥t♦ ❛ t❛①❛❜❧❡ ❜❛s❡ ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✽✮✳ ❲❡
❛❧❧♦✇ ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ ✲ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦s ❢♦r ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡
t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥t❛①❛❜❧❡ ❧❛❜♦r ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦✈❡r
❧✐❢❡t✐♠❡ ✐♥❝♦♠❡ q✉✐♥t✐❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ s❡t ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❛①❛❜❧❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡
t♦ ◆■P❆✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
r❛t✐♦ ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢
❢❡❞❡r❛❧ r❡❝❡✐♣ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡
❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✵✮✳ ■t ✐s s❡t ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② s♦ t❤❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① r❡❝❡✐♣ts r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ♣r❡s❡♥t✲❧❛✇ st❡❛❞②
st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✷✳✵✹✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t♦t❛❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡
t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ●❉P ✐♥ ✷✵✶✽ ❛s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
❈♦♥❣r❡ss✐♦♥❛❧ ❇✉❞❣❡t ❖✣❝❡✶✸ ✭❈❇❖✮✳

✸✳✶✳✶ ❋❡❞❡r❛❧ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ❚❛①❛t✐♦♥ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ■♥❝♦♠❡

❚❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❛♣✐t❛❧ ■♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❢♦r ❘❡t✐r❡♠❡♥t ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢❛❝❡ t❤❡
s❛♠❡ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ♦♥ ❞❡♣♦s✐ts ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣
♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❜② ❝❛♣✐t❛❧ ❛ss❡ts ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❜② t❛①❛❜❧❡ ❝❛♣✐t❛❧
✐♥❝♦♠❡✳ ❲❡ ❡①♣❧♦✐t t❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧
✐♥❝♦♠❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❛ss❡t ❤♦❧❞✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss✲
s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ss❡ts✱ ❡❛❝❤ ❢♦r ✇♦r❦✐♥❣ s✐♥❣❧❡✱ ✇♦r❦✐♥❣ ♠❛rr✐❡❞✱ r❡t✐r❡❞ s✐♥❣❧❡✱
❛♥❞ r❡t✐r❡❞ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✵✮✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬
t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✈❛r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r t❤❡✐r ❧✐❢❡❝②❝❧❡✱ t♦ ❜❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡✐r ♣❡r♠❛♥❡♥t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦❡s ❛
q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠✿

τat = q0
f
j + q1

f
j (a

z,f
t,j ) + q2

f
j (a

z,f
t,j )

2

❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✜t t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r❡s❡♥t✲❧❛✇ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❛①✲
❛❜❧❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✲ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛ss❡ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✱ r❡str✐❝t✐♥❣ t❛① r❛t❡s t♦ ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳
❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤✐s
♠❛♣♣✐♥❣ ❛t t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛ss❡t ❤♦❧❞✐♥❣s ❛♥❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣ (f, j)✳

❚❛①❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡t✐r❡♠❡♥t s②st❡♠ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❖❆❙❉■ ♣♦rt✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❛②r♦❧❧ t❛①✱ ✇❤✐❝❤ ✜♥❛♥❝❡s t❤❡ ❙♦❝✐❛❧ ❙❡❝✉r✐t② s②st❡♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♣❡❝✐❛❧ t❛①
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② r❡t✐r❡❡s✳ ❚❤❡ ❖❆❙❉■ ♣❛②r♦❧❧ t❛① ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛❧❧ ❧❛❜♦r
✐♥❝♦♠❡ ✉♣ t♦ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ s♣❡❝✐✜❡❞ ✉♥❞❡r ♣r❡s❡♥t✲❧❛✇ ❛t ❛ r❛t❡ ♦❢ ✶✷✳✹✪✳✶✹ ❚❤❡ r❛t✐♦
❢♦r t❤❡ t❛①❛❜❧❡ ❜❛s❡ ♦❢ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛❞❥✉sts ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠❧②
❛❝r♦ss t❛①♣❛②❡rs s♦ t❤❛t t♦t❛❧ ♣❛②r♦❧❧ t❛① r❡❝❡✐♣ts r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦✉t♣✉t ❛r❡ ❛❜♦✉t 4.3%✱ ❛s

✶✸❚❤❡ ❇✉❞❣❡t ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❖✉t❧♦♦❦✿ ✷✵✶✽ t♦ ✷✵✷✽✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✽
✶✹❲❤✐❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❡♠♣❧♦②❡rs ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❡s ❡❛❝❤ r❡♠✐t ♣❛②♠❡♥t ♦❢ ❤❛❧❢ t❤❡ ♣❛②r♦❧❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡

❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ r❡♠✐ts t❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳

✶✽



✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❈❇❖ ❢♦r ✷✵✶✽✳ ❚♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢
❙♦❝✐❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ✐♥❝♦♠❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ ❜❡♥❡✜ts ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✶✮ ❢♦r r❡t✐r❡❡s ✐s
s❡t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ ✲ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✐♥❝♦♠❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼✳

❉✉❡ t♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❧✐❢❡s♣❛♥s✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐❧❧ ❞✐❡ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❜❡q✉❡sts ❜❡❤✐♥❞✳ ❚♦
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❞✲♦❢✲❧✐❢❡ ❝♦sts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❡❞✐❝❛❧ ❡①♣❡♥s❡s✱ ❛ Λ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
❛ss❡ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ✇✐❧❧ ❜❡ t❛①❡❞ ❛t t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ r❛t❡ τ beqt ❛♥❞ t❤❡♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② t♦ t❤❡ ❧✐✈✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
Λ ❛♥❞ τ beqt ❛r❡ ❥♦✐♥t❧② ❛♥❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s♦ t❤❛t ❛✈❡r❛❣❡ ❛❢t❡r✲t❛① ❜❡q✉❡sts
r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 0.9% ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t✶✺ ✇❤✐❧❡ ❡st❛t❡ ❛♥❞
❣✐❢t t❛① r❡✈❡♥✉❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 0.12% ♦❢ ●❉P✱ ❛s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❈❇❖ ❢♦r ✷✵✶✽✳

❚❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❜♦r ■♥❝♦♠❡✿ ■♥t❡r♥❛❧ ❚❛① ❈❛❧❝✉❧❛t♦r ❯s✐♥❣ t❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐❛
st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ■❘❈✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦✈✐s✐♦♥s✿ t❤❡ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱
❡❛r♥❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ❝r❡❞✐t✱ ❝❤✐❧❞ t❛① ❝r❡❞✐t✱ ❤♦♠❡ ♠♦rt❣❛❣❡ ✐♥t❡r❡st ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧
✐♥❝♦♠❡✱ s❛❧❡s✱ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt② t❛① ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♥❡t ✐♥✈❡st♠❡♥t
✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ▼❡❞✐❝❛r❡ s✉rt❛①❡s✱ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛r❡ ❝r❡❞✐t✳ ■♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛♥② ♣❤❛s❡✲✐♥ ❛♥❞✴♦r ✲♦✉t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❝❛✉s❡
s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✉t♦r② ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛①
r❛t❡ ❢♦r s♦♠❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❚♦ ❝♦♥str✉❝t ❡❛❝❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❜❛s❡✱ ✇❡ ❛❞❞
❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❛①❛❜❧❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t♦ t❤❡✐r t❛①❛❜❧❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡❀ t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❛①❛❜❧❡
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ♦r❞✐♥❛r② ✐s s❡t t♦ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ♦✈❡r r❡❛❧✐③❡❞ t❛①❛❜❧❡
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ■❚▼✳ ❚❛① ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ♣r♦✈✐s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡❞✉❝❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s t❛❦❡♥✲✉♣✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐t❡♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ✭❢♦r st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛①❡s✱ ❤♦♠❡ ♠♦rt❣❛❣❡ ✐♥t❡r❡st✱
❛♥❞ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣✮ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts ❝❧❛✐♠❡❞ ❜② ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♠❛tt❡rs ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❝r❡❞✐ts✳ ❲❤✐❧❡
❛♥② q✉❛❧✐❢②✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐s ❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡❛r♥❡❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❝r❡❞✐t ✭❊■❚❈✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱
t❤❡ ❝❤✐❧❞ t❛① ❝r❡❞✐t ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✶✼✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛r❡
❝r❡❞✐t ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✶✸✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❛✈❡r❛❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡
t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ■❚▼ ❛♥❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
(j, z, f) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r s♦♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛❧✐❢②✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐s
❛❧s♦ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❊■❚❈ ❛s
✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧②✳

❇② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛♥♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❛t ②♦✉♥❣✱ s✐♥❣❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❤❛✈❡ ❢❡✇❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥ts ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❛♥ ②♦✉♥❣✱ ♠❛rr✐❡❞
❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ■❢ ❜♦t❤ ②♦✉♥❣✱ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❊■❚❈ ♣❤❛s❡✲✐♥
r❛♥❣❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡❛r♥✐♥❣s✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❡r
❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛s t❤❡ ❊■❚❈ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛r❣❡r ❢♦r
t❤❡ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❣✐✈❡♥ ♠♦r❡ q✉❛❧✐❢②✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts✳ ■❢ t❤❡ ❊■❚❈ ❛♠♦✉♥t ✐s t❤❡♥
❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤ ③❡r♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✇✐❧❧
❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛♥❞
❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❝r♦ss t❤❡s❡ t✇♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳

✶✺❚❤✐s ♥✉♠❜❡r r❡✢❡❝ts ❜❡q✉❡sts t❤❛t ❛r❡ ❧❡❢t t♦ r❡❝✐♣✐❡♥ts ♦t❤❡r t❤❛♥ ❛ s♣♦✉s❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❯❙
❢r♦♠ ✶✾✾✻✲✷✵✶✷✳ ❙❡❡ ❲❛♥❣ ✭✷✵✶✻✮ ❢♦r ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❯❙ ❜❡q✉❡st ❞❛t❛✳

✶✾



❚♦ ✐♠♣♦s❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♦♥ t❤❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r✱
✇❡ ✉s❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ ✲ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ tr❛♥s❢❡rs traz,f ✱ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t
✐♥❝♦♠❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❡✐t❤❡r
t❤❡ ♣r❡s❡♥t✲❧❛✇ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦r ✐♥ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✲❧❛✇ s❝❡♥❛r✐♦✱ ATRz,f ✱ ♠❛t❝❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡✲

✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ t❛r❣❡ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼✱ ATR
z,f

✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠❡✲✇❡✐❣❤t❡❞
❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ ✲ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s✿

ATRz,f
t =

∫

J
taxz,ft,j Ω̂

z,f
t,j dj

∫

J
îz,ft,j Ω̂

z,f
t,j dj

=

∫

J

(

max
{

τ it î
z,f
t,j , 0

}

− crdz,ft,j − traz,ft

)

Ω̂z,f
t,j dj

∫

J
îz,ft,j Ω̂

z,f
t,j dj

✇❤❡r❡ Ω̂z,f
j ✐s ❛ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ✇❡✐❣❤ts ❤♦✉s❡✲

❤♦❧❞s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ r❡t✐r❡❞ ❤♦✉s❡✲
❤♦❧❞s✿

Ω̂z,f
j =











Ωz,s
j ✐❢ nj > 0 ❛♥❞ f = s

Ωz,m
j ✐❢ n1

j > 0 ❛♥❞ f = m

0 ♦t❤❡r✇✐s❡

✭✸✳✶✮

❙❡tt✐♥❣ ATRz,f = ATR
z,f

s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r traz,f ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❡✈❡❧
♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ ✲ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts✿✶✻

traz,f =

∫

J

(

max
{

τ it î
z,f
t,j , 0

}

− crdz,ft,j − ATR
z,f
îz,fj

)

Ω̂z,f
j dj

∫

J
Ω̂z,f

j dj
✭✸✳✷✮

❚❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❜♦r ■♥❝♦♠❡✿ ❇é♥❛❜♦✉ ❚❛① ❋✉♥❝t✐♦♥ ❚❤❡ ❇é♥❛❜♦✉ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs {λf1 , λ

f
2} ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝♦♠❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡

♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ f ✱ ATR
f
❛♥❞ MTR

f
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♠❛t❝❤

t❤♦s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❇❚❋ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✽✮✱ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ❢♦r ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ f
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

ATRf =

∫

Z

∫

J
taxz,ft,j Ω̂

z,f
t,j dj dz

∫

Z

∫

J
îz,ft,j Ω̂

z,f
t,j dj dz

=

∫

Z

∫

J

(

îz,fj − λf1 (̂i
z,f
j )1−λf

2

)

Ω̂z,f
j dj dz

∫

Z

∫

J
îz,fj Ω̂z,f

j dj dz

✇❤❡r❡ Ω̂z,f
j ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✳ ❙❡tt✐♥❣ ATRf = ATR

f
❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ❢♦r

λf1 ②✐❡❧❞s✿

λf1 = (1− ATR
f
)

(
∫

Z

∫

J
(̂iz,fj )Ω̂z,f

j dj dz
∫

Z

∫

J
(̂iz,fj )1−λf

2 Ω̂z,f
j dj dz

)

✭✸✳✸✮

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❢♦r ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
f ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

✶✻❚✐♠❡ s✉❜s❝r✐♣ts ❛r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❢♦r st❡❛❞② st❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

✷✵



MTRf =

∫

Z

∫

J

(

∂taxz,ft,j /∂î
z,f
t,j

)

îz,ft,j Ω̂
z,f
t,j dj dz

∫

Z

∫

J
îz,ft,j Ω̂

z,f
t,j dj dz

= 1− (1− λf2)(1− ATRf )

❙❡tt✐♥❣ MTRf = MTR
f
❛♥❞ ATRf = ATR

f
✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r λf2

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦♥❧② ❡①♦❣❡♥♦✉s t❛① r❛t❡ t❛r❣❡ts✿

λf2 =
MTR

f
− ATR

f

1− ATR
f

✭✸✳✹✮

■♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡s❡♥t✲❧❛✇ ❜❛s❡❧✐♥❡✱ ✇❡ s❡t traz,f = 0 ✉♥❞❡r t❤❡ ❇❚❋ t❛① s②st❡♠✳

❆ ❇r✐❡❢ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ t❤❡ ❇❚❋✿ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛ttr✐❜✉t❡❞
t♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ■❚❈ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ t❤❡ ❇❚❋ ✭❜♦tt♦♠✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡s❡♥t✲❧❛✇
st❡❛❞② st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳✶✼ ❚❤❡ ❇❚❋ s♠♦♦t❤❧② ♠❛♣s t❛①❛❜❧❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✐♥t♦ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ■❚❈✱
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ❛ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r s♦✉r❝❡s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❛❜♦r
✐♥❝♦♠❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ t❛①❛❜❧❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤❡ ■❘❈ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❧②
♠♦❞❡❧❡❞ ✉♥❞❡r t❤✐s t❛① s②st❡♠ ❛❧❧♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s t❛①❛❜❧❡ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧
✐♥❝♦♠❡✱ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❛❣❡ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts✱ ❛♥❞ t❛①✲♣r❡❢❡rr❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s ❛❧❧ t♦
❛✛❡❝t t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❧❛❜♦r✳

❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t❛① s②st❡♠s ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② st❛r❦ ❛t t❤❡ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❡♥❞s
♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❞✱ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ ✲✩✺✱✵✵✵ ❢♦r s♦♠❡
❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ ❜✉t ♥❡✈❡r ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ ✲✩✷✱✺✵✵ ✉♥❞❡r t❤❡ ❇❚❋✳ ❆t t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❞✱
♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ ❛❜♦✉t ✩✸✺✺✱✵✵✵✱ ❤❛✈❡ t❛①
❧✐❛❜✐❧✐t② r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✩✻✵✱✵✵✵ t♦ ✩✼✶✱✵✵✵ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✳ ❚❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
❧✐♥❡❛r ✐♥ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛t t❤✐s r❛♥❣❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❇❚❋✳

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✸✱ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t❡r♠s
③z,fj ❛r❡ s❡t s♦ t❤❛t ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥♥✉❛❧ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ♦✈❡r ✇♦r❦✐♥❣ ❛❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤ (z, f) ❞❡♠♦✲
❣r❛♣❤✐❝ ♠❛t❝❤❡s t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s
❛✈❡r❛❣❡ ❛♥♥✉❛❧ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✽✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤♦s❡
❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✉♥❞❡r ❜♦t❤
t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ t❤❡ ❇❚❋✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✲♣r♦❞✉❝❡❞ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡❧② ♠❛t❝❤❡s t❤❡ t❛r❣❡t
✈❛❧✉❡✳ ❚❛❜❧❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡
❧❡✈❡❧s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ■❚❈ ✉s❡s t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts traz,f t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡s❡ t❛r❣❡ts ❢♦r ❡❛❝❤
❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✱ t❤❡ ❇❚❋ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞
❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ■❚❈ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ t❛r❣❡t ❛t s✐♠✐❧❛r
❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛s t❤❡ ❇❚❋✳

✸✳✶✳✷ ❋❡❞❡r❛❧ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ❚❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ■♥❝♦♠❡

❲❡ ♠♦❞❡❧ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜✉s✐♥❡ss s❡❝t♦r ✇✐t❤♦✉t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♣❛ss✲
t❤r♦✉❣❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❧② ❈✲❝♦r♣♦r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜✉s✐♥❡ss✲❧❡✈❡❧ t❛①
❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✼✸✳✹✹✪ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜✉s✐♥❡ss s❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥ts ❝♦r♣♦r❛t❡
❡♥t✐t✐❡s ♦✇✐♥❣ t❛①✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ❡♥t✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ✐s t❤❡

✶✼❚❤❡s❡ ✜❣✉r❡s ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ♣❛②r♦❧❧ t❛①❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✳

✷✶



❛✈❡r❛❣❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ s❤❛r❡ ♦❢ t♦t❛❧ ✈❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r ✷✵✵✼✲✷✵✶✻ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❆❝❝♦✉♥ts✳

❲❡ t❛❦❡ ❛ ❧✐♥❡❛r t❛① r❛t❡ τ bust t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦r♣♦r❛t❡
t❛① r❛t❡✱ ❛♥❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② s❡t ✐t t♦ ✼✸✳✹✹✪ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❛t❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❏❈❚✬s
❈♦r♣♦r❛t❡ ❚❛① ▼♦❞❡❧✳✶✽ ❲❡ t❤❡♥ s❡t t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❧✉♠♣✲s✉♠ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ lsdbust ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧②
s♦ t❤❛t ❢❡❞❡r❛❧ ❜✉s✐♥❡ss t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ♣r❡s❡♥t✲
❧❛✇ st❡❛❞② st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1.19%✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❢❡❞❡r❛❧ ❝♦r♣♦r❛t❡
t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ●❉P ❛s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❈❇❖ ❢♦r ✷✵✶✽✳

✸✳✶✳✸ ❋❡❞❡r❛❧ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ❚r❛♥s❢❡r P❛②♠❡♥ts

❆ r❡t✐r❡❡✬s ❝✉rr❡♥t ❙♦❝✐❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ❜❡♥❡✜ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡✐r ♣❛st ❖❆❙❉■✲❝♦✈❡r❡❞ ❧❛❜♦r
✐♥❝♦♠❡✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤✐s ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② r❡✲
q✉✐r❡s ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦✛✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ❜❡♥❡✜ts
✇❤❡♥ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❛❞❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❞❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞❧②✲r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥ t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❡♠♣❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡✐r ❢✉t✉r❡ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ❜❡♥❡✜ts ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣
❝✉rr❡♥t ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❝❤♦✐❝❡s ✖❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♣❛st ❖❆❙❉■✲
❝♦✈❡r❡❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✖❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧ s♦❝✐❛❧ ❝✉rr❡♥t s❡❝✉r✐t② ❜❡♥❡✜ts ♦♥❧② ❢♦r
t❤❡ ♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤ ❢♦r ❡❛❝❤ ✭z, f) ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✲
❤♦rt✳ ❖❆❙■ r❡t✐r❡♠❡♥t ❜❡♥❡✜ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❡❛r♥✐♥❣s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❙♦❝✐❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥✳✶✾

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ tr❛♥s❢❡rs trwz,f
t,j ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ✈❡r② ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝♦♥s✉♠❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s
♦♥ ❤♦✉s✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❤♦✉s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥s❢❡rs ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡❛♥s t❡st
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✇✐t❤♦✉t s❛✈✐♥❣s✱ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡
✐s ♥♦t ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛✛♦r❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♥t ♠✐♥✐♠✉♠s✱ t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ❝ ❛♥❞ ❤r✳ ❚❤❡
❧✉♠♣✲s✉♠ tr❛♥s❢❡r trlt ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ s❡t ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② t♦ ❛❜♦✉t
3.07% ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❈❇❖✬s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✷✵ ❢♦r t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t
❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t tr❛♥s❢❡rs ✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ tr❛♥s❢❡rs ❢♦r ❖❆❙■ ❛♥❞ ▼❡❞✐❝❛r❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ♦✉t❧❛② ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ r❡❢✉♥❞❛❜❧❡ t❛① ❝r❡❞✐ts ❢♦r ✷✵✶✽✳ ▲❛st❧②✱ t❤❡ ❧✉♠♣✲s✉♠ t❛①❡s lstt
❛r❡ s❡t ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② t♦ ❛❜♦✉t 0.71% ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❈❇❖✬s ✷✵✶✽
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✐s❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♠✐s❝❡❧❧❛♥❡♦✉s ♣❡♥❛❧t✐❡s✳

✸✳✶✳✹ ❙t❛t❡ ❛♥❞ ▲♦❝❛❧ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ❚❛①❛t✐♦♥

❲❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❛① r❛t❡ τ slt
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❛① r❛t❡ τ slpt ❛♣♣❧✐❡❞
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r r❛t❡ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② s❡t t♦ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ♦❢ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① ✐♥❝♦♠❡ ♦r s❛❧❡s t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r
❡❛❝❤ t❛① ✉♥✐t ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼ ❢♦r ✷✵✶✽✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r r❛t❡ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② s❡t t♦
0.0105× 0.7174 = 0.0075✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦♣❡rt② t❛① r❛t❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ st❛t❡✲❧❡✈❡❧ ❡st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❍♦♠❡❜✉✐❧❞❡rs ❢♦r
✷✵✶✵✲✷✵✶✹✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦♥s✉♠❡r

✶✽❋♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥✬s ❈♦r♣♦r❛t❡ ▼♦❞❡❧✱ s❡❡ ❏❈❚ ✭✷✵✶✶✮
✶✾❲❤✐❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❖❆❙❉■ ❝♦✈❡r❡❞ ❡❛r♥✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✸✺ ②❡❛rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ❝❛❧✲

❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❜❡♥❡✜ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ✹✵ ②❡❛rs ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ❧✐❢❡ ❢♦r
❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❙❡❡ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳ss❛✳❣♦✈✴♣✉❜s✴❊◆✲✵✺✲✶✵✵✼✵✳♣❞❢ ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

✷✵❆♥ ❯♣❞❛t❡ t♦ t❤❡ ❇✉❞❣❡t ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❖✉t❧♦♦❦✿ ✷✵✶✼✲✷✵✷✼

✷✷



❞✉r❛❜❧❡s ❛s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ◆■P❆ ❢♦r ✷✵✵✼✲✷✵✶✻✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞
t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❢❛❝❡ t❤❛t ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦♥s✉♠❡r ❞✉r❛❜❧❡s✳

❋♦r ❜✉s✐♥❡ss✲❧❡✈❡❧ t❛①❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❛① r❛t❡ τ slbt

❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② s♦ t❤❛t st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❜✉s✐♥❡ss t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t
✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ♣r❡s❡♥t✲❧❛✇ st❡❛❞② st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ 0.38%✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
❤✐st♦r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦r♣♦r❛t❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ●❉P ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥❝♦♠❡ ❛♥❞ Pr♦❞✉❝t ❆❝❝♦✉♥ts ♦✈❡r ✷✵✵✼✲✷✵✶✻✳

✹ P♦❧✐❝② ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❧❛❜♦r
✐♥❝♦♠❡ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t✇♦ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t✉r♥✿ (i) ❛ t❡♥✲♣❡r❝❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ st❛t✉t♦r②
t❛① r❛t❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡✱ ❛♥❞ (ii) ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❛r♥❡❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛①
❝r❡❞✐t ✭❊■❚❈✮ ❢♦r ❝❤✐❧❞❧❡ss ❛❞✉❧ts✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t
❛♥② t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥ s❡t t♦ ❡①♣✐r❡ ❛❢t❡r ✷✵✶✽ ❛r❡ ✐♥st❡❛❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛❥♦r
♣r♦✈✐s✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ P✳▲✳ ✶✶✺✲✾✼ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡t t♦ ❡①♣✐r❡ ✐♥ ✷✵✷✻✳✷✶

❙t❡❛❞② ❙t❛t❡ ❆♥❛❧②s✐s✿ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡s❡♥t✲❧❛✇ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✲❧❛✇ st❡❛❞② st❛t❡s ❛❝r♦ss ❡❛❝❤ t❛① s②st❡♠✿
❈❤❛♥❣❡s t♦ ❦❡② ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛❝r♦ss st❡❛❞② st❛t❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛s ♣❡r❝❡♥t
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ st❡❛❞② st❛t❡✳ ■♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t♦
✇❡❧❢❛r❡ ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ t♦ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ xj ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❜♦r♥ ✐♥ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ st❡❛❞② st❛t❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞
❜❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❜❡✐♥❣ ❜♦r♥ ✐♥ ❡✐t❤❡r st❡❛❞② st❛t❡✳ ❋♦r ❛
s✐♥❣❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t❤✐s ✐s✿
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j
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(1 + ωz,f )x❆j , n
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j

)

=
J
∑

j=1

(βj−1πj)U
z,f
j

(

x■j, n
■

j

)

✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ ωz,f ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥
✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ st❡❛❞② st❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❆ ❛♥❞ ■ s✉♣❡rs❝r✐♣ts ❞❡♥♦t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳✷✷ ❆
♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ωz,f ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ (z, f) ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r ❜✐rt❤ ✐♥
t❤❡ ✜♥❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡
✇❡❧❢❛r❡✱ ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ❢♦r ❜♦t❤ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
♦✈❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ ❛♥❞ ❛❣❡✿

∫

Z

J
∑

j=1

βj−1πj

{

U z,s
j

(

(1 + ω̄)x❆j , n
❆

j

)

Ωz,s
j + U z,m

j

(

(1 + ω̄)x❆j , n
1,❆
j , n2,❆

j

)

Ωz,m
j

}

dz

=

∫

Z

J
∑

j=1

βj−1πj

{

U z,s
j

(

x■j, n
■

j

)

Ωz,s
j + U z,m

j

(

x■j, n
1,■, n2,■

j

)

Ωz,m
j

}

dz ✭✹✳✷✮

✷✶❙❡❡ ❏❈❚ ✭✷✵✶✽✮ ❢♦r ❛ ❧✐st ♦❢ ❡①♣✐r❡❞ ❛♥❞ ❡①♣✐r✐♥❣ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s ❢♦r ②❡❛rs ✷✵✶✻ t❤r♦✉❣❤ ✷✵✷✼✳
✷✷❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ xj ♥❡sts ❤♦✉s✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✐♥ ❛

✉♥✐t❛r② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❢❛s❤✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t ωz,f ❛s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛❧❧ ♥❡st❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳

✷✸



✇❤❡r❡ ω̄ ✐s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦
♠❛❦❡ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ✖ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✖ t♦ ❜❡✐♥❣ ❜♦r♥ ✐♥ ❡✐t❤❡r st❡❛❞② st❛t❡✳

❋♦r ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ♦✉r st❡❛❞②✲st❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❢❡❞❡r❛❧ ❞❡❜t ✐s ❤❡❧❞ ✜①❡❞ ✇❤✐❧❡ ♥♦♥✲✈❛❧✉❡❞
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛❞❥✉st t♦ ❢✉❧❧② ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❜✉❞❣❡t✳ ❚❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥str✉♠❡♥t ♦✈❡r ❧✉♠♣✲s✉♠ tr❛♥s❢❡rs ❛✈♦✐❞s t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞
❧❛❜♦r ❝❤♦✐❝❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ✐❢ ❧✉♠♣✲s✉♠ tr❛♥s❢❡rs ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❜✉❞❣❡t✳
■♥ ❤♦❧❞✐♥❣ ❢❡❞❡r❛❧ ❞❡❜t ✜①❡❞ ❛❝r♦ss st❡❛❞② st❛t❡s✱ ✇❡ ❛❜str❛❝t ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ❝r♦✇❞✐♥❣✲♦✉t ✭❝r♦✇❞✐♥❣✲✐♥✮ t❤❛t ♠❛② ♦❝❝✉r ✉♥❞❡r ❡❛❝❤ t❛① s②st❡♠ ❞✉❡
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤s ♦❢ ❞❡❜t ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❞❡❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡s❡ ❞❡❜t✲❝♦♥st❛♥t ❵❝♦♠♣❛r✲
❛t✐✈❡ st❛t✐❝✬ st❡❛❞② st❛t❡s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s r❡❛❝❤❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ ❛♥❛❧②s✐s ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❆♥❛❧②s✐s✿ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❛① ♣♦❧✐❝② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ♣r❡s❡♥t t❛① ❧❛✇ ✐♥ ✷✵✶✽✳ ❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ r❡s♣♦♥s❡s ❛❝r♦ss t❛① s②st❡♠s ✇❡ r❡♣♦rt ❝❤❛♥❣❡s
t♦ ❦❡② ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ♦✈❡r t❤❡ ✜rst t❡♥ ②❡❛rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡ t♦
❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❵❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇✬ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❈♦♥❣r❡ss t♦ ✐♥❢♦r♠ ❧❡❣✲
✐s❧❛t✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t❛① s②st❡♠✱ t❤❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧
st❡❛❞② st❛t❡ ❧❡✈❡❧s✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❵②❡❛r 1✬✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❵②❡❛r 0✬ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡✱ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❤❛✈❡ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ ♣❛t❤ ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❆♥②
♣♦❧✐❝②✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢❡❞❡r❛❧ ❜✉❞❣❡t ❞❡✜❝✐ts ♦r s✉r♣❧✉s❡s ❛r❡ ✜♥❛♥❝❡❞ ❜② ❜♦rr♦✇✐♥❣ ♦r ✉s❡❞
t♦ ♣❛② ❞♦✇♥ ❡①✐st✐♥❣ ❞❡❜t ❢♦r t❤❡ ✜rst ✸✵ ②❡❛rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳ ◆♦♥✲✈❛❧✉❡❞
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛♥❞ ❧✉♠♣✲s✉♠ tr❛♥s❢❡rs s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛❞❥✉st ❜②
❡q✉❛❧ ❛♠♦✉♥ts t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✜s❝❛❧ s✉st❛✐♥❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❤❛s❡❞ ✐♥ ♦✈❡r ②❡❛rs ✸✶
t❤r♦✉❣❤ ✹✵✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❜✉❞❣❡t ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ t❤❡r❡❛❢t❡r✳ ❆ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡
♣❡r✐♦❞s ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② r❡❛❝❤❡s ❛ ♥❡✇ st❡❛❞② st❛t❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❛① ❧❛✇✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❞❡❜t t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ st❡❛❞② st❛t❡s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❞❡❜t✲❝♦♥st❛♥t st❡❛❞② st❛t❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✹✳✶ ❚❛① ■♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ P♦❧✐❝② ❈❤❛♥❣❡s

❇♦t❤ t❛① s②st❡♠s ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❢♦r ❛ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡ ❜② ❤♦❧❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞
❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ♣r❡s❡♥t✲❧❛✇ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ ❛❞✲
❥✉st✐♥❣ t❛① ✐♥str✉♠❡♥ts t♦ t❛r❣❡t t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ♦✈❡r ✷✵✶✾✲✷✵✷✹ ❛s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼✳✷✸ ❈❤❛♥❣❡s t♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❇❚❋✱
❝❤❛♥❣❡s t♦ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛r❡ ♠❛❞❡ ❜②
♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♠❛t❝❤ t❤♦s❡ ❝❤❛♥❣❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼ ❢♦r ❡❛❝❤ f
❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✳ ■♥ ❜♦t❤ t❛① s②st❡♠s✱ tr❛♥s❢❡rs traz,f ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ t❛r❣❡t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❛❝r♦ss (z, f) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼✳
❋♦r ❜♦t❤ t❛① s②st❡♠s✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ✐s r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❛✈❡r❛❣❡
t❛① r❛t❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼ ❢♦r t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ q✉✐♥t✐❧❡

✷✸❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❛① r❡❝❡✐♣ts ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✉♥❞❡r ❛
♣r❡s❡♥t ❧❛✇ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❢♦r❡❝❛st✱ ❤♦❧❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❣r♦ss ♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✳ ❙❡❡ ❏❈❚ ✭✷✵✶✶✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

✷✹



s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❡❛❝❤ (f, j) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ s❝❛❧❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝❤❛♥❣❡
t♦ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦❧✐❝②
❝❤❛♥❣❡ ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ t❛① s②st❡♠✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❛①
r❛t❡s ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s t♦ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❝❤❛♥❣❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼✳ ■♥
❚❛❜❧❡ ✹✱ ✇❡ r❡♣♦rt ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ✐♥❝♦♠❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
t❛① r❛t❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ ❤♦❧❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡s❡♥t✲❧❛✇ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞
✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❡rr♦rs ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❜♦t❤ t❛① s②st❡♠s
❝♦♠♣❛r❛❜❧② r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ t❛① r❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ✇❡
❤❛✈❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ t❛① ✐♥str✉♠❡♥ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❜♦t❤ t❛① s②st❡♠s ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞
✇❡❧❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳

✹✳✷ P♦❧✐❝② ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶✿ ✶✵✪ ❙t❛t✉t♦r② ❚❛① ❘❛t❡ ❘❡❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✜rst ♣♦❧✐❝② ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t t❡♥ ♣❡r❝❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡s
❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ✕ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡✱ ✐♥t❡r❡st ✐♥❝♦♠❡✱ s❤♦rt✲t❡r♠ ❝❛♣✐t❛❧
❣❛✐♥s✱ ♥♦♥q✉❛❧✐✜❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✱ ❛♥❞ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥❝♦♠❡✳ ❲❤✐❧❡ ❛ s♠❛❧❧ ♣♦rt✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❢r♦♠ t❤✐s ♣♦❧✐❝② ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ ♥❡❛r❧② ❛❧❧ ♦❢ ✐t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✳

✹✳✷✳✶ ❙t❡❛❞② ❙t❛t❡ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛❝r♦ss st❡❛❞② st❛t❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥s
♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺ ❢♦r ❜♦t❤ t❛① s②st❡♠s✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✭♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✲✇❡✐❣❤t❡❞✮ ❧❛❜♦r
s✉♣♣❧② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ✜r♠s r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❜②
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡✐r ✉s❡ ♦❢ ✐t ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t♣✉t✱ ❛❧❧ ✐♥ s✐♠✐❧❛r ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✳
❙✐♥❝❡ ❜✉❞❣❡t s❤♦rt✲❢❛❧❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✜♥❛♥❝❡❞ ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥✲✈❛❧✉❡❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ st❡❛❞② st❛t❡✱ ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s ♥♦t ❝r♦✇❞❡❞✲♦✉t ❜② ♣✉❜❧✐❝
❞❡❜t ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛❢t❡r✲t❛① ✇❛❣❡ r❛t❡ r❡s✉❧ts✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤
s✉✣❝✐❡♥t r❡s♦✉r❝❡s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❛r❦❡t ❣♦♦❞s ❛♥❞ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s✳

❲❤✐❧❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ■❚❈ ♦r ❇❚❋ ✐s ✉♥✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❛① s②st❡♠ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❛①✲♣r❡❢❡rr❡❞
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s r❡♣♦rt❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳ ❙✐♥❝❡ t❛① ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦❞✲
❡❧❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♥❧② ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡s ✐♥ t❤✐s t❛① s②st❡♠
✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡s❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦✈✐s✐♦♥s✱ ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐t❡♠✐③❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s
❢♦r ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣✱ ❤♦♠❡✲♠♦rt❣❛❣❡ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② t❛①❡s✳ ❙♦♠❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
t❤❡r❡❢♦r❡ ❢❛❝❡ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡✛❡❝t t❤❛t ❛❝ts ❛s ❛ ❞✐s✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r ❝❤❛r✐t②✷✹ ❛♥❞ ❤♦♠❡♦✇♥❡r✲
s❤✐♣✷✺✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❡✈✐❞❡♥t ✉♥❞❡r ■❚❈ ✇❤❡r❡ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣✱ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣
❛♥❞ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ ❛r❡ ❛❧❧ r❡❞✉❝❡❞✱ ❜✉t ♥♦t ✉♥❞❡r t❤❡ ❇❚❋ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✉❡
t♦ t❤❡ s♦❧❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞
❤♦✉s✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ♦❝❝✉rs ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢r♦♠ ②♦✉♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ♣✉r❝❤❛s❡
♦❢ ❛ ❤♦♠❡✳ ❆s ❝❤♦♦s✐♥❣ t♦ r❡♥t ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t♦ ✉s❡ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞
❤♦✉s✐♥❣ ❛s ❝♦❧❧❛t❡r❛❧ ❢♦r ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❛♥❞ ❛s ❛ t❛①✲❞❡❢❡rr❡❞ s❛✈✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡✱ t❤❡r❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧❛r❣❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✳

✷✹❙❡❡ ❆♥❞r❡♦♥✐ ❛♥❞ P❛✐♥❡ ✭✷✵✶✸✮ ❢♦r ❛ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣✳
✷✺❍✐❧❜❡r ❛♥❞ ❚✉r♥❡r ✭✷✵✶✹✮ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❤♦♠❡✲♠♦rt❣❛❣❡ ✐♥t❡r❡st ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ♣r♦♠♦t❡s ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣

❢♦r ❤✐❣❤✲✐♥❝♦♠❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ s✉♣♣❧② ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣✳ ●❡r✈❛✐s ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❈❤♦ ❛♥❞
❋r❛♥❝✐s ✭✷✵✶✶✮ ✜♥❞ t❤❛t r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡s t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣✳

✷✺



❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❛① s②st❡♠ ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❝❤❛♥❣❡s t♦ ✭♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✲✉♥✇❡✐❣❤t❡❞✮
♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r ❤♦✉rs✳ ❉❡s♣✐t❡ s✐♠✐❧❛r❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✱ ❤♦✉rs ❢❛❧❧ s❧✐❣❤t❧②
✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ✇❤✐❧❡ t❤❡② ✐♥❝r❡❛s❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❇❚❋✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♥❡t
❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ❤♦✉rs ❢r♦♠ ❤✐❣❤✲
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❡ss ❤♦✉rs ❢r♦♠ ❧♦✇✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇♦r❦❡rs✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ♥❡t ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❇❚❋ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛❝r♦ss ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
t②♣❡s✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ✐s ❧❛r❣❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❜♦r ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ s✐♥✲
❣❧❡ ✇♦r❦❡rs✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❇❚❋ ✭r✐❣❤t✮✱ s✐♥❣❧❡ ✇♦r❦❡rs ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡s t✇♦ t❤r♦✉❣❤
❢♦✉r ❝❤♦♦s❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❧❛r❣❡ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ♣❛rt✲t✐♠❡ ✇♦r❦ ✐♥t♦ ❜♦t❤ ❢✉❧❧✲t✐♠❡ ✇♦r❦ ❛♥❞
✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ❛s ❡❛r❧② r❡t✐r❡♠❡♥t✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥t♦ ❢✉❧❧✲t✐♠❡ ✇♦r❦ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ✭❧❡❢t✮✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦❧✐❝②✲✐♥❞✉❝❡❞ ❡❛r❧② r❡t✐r❡✲
♠❡♥t✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♠♦♥❣ s✐♥❣❧❡ ✇♦r❦❡rs ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ ❛♥❞ ♠❛rr✐❡❞ ✇♦r❦❡rs ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡✱ ✇❤❡r❡ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦
❝❤❛♥❣❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❝❤♦♦s❡ ❧❡ss ❤♦✉rs ♣r✐♦r t♦ r❡t✐r❡♠❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✳ ■♥❞✐❝❛t✐✈❡
♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❛①✲♣r❡❢❡rr❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs✱ t❤❡s❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛r❡
❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❢❛❝❡❞ ❛ ♣♦❧✐❝②✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❧❛② ✐♥ ❤♦♠❡ ♣✉r❝❤❛s❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤✉s ❛❝❝✉✲
♠✉❧❛t❡❞ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r st♦❝❦ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t♦ ❞r❛✇ ❞♦✇♥ ✉♣♦♥ ❢♦r
♥♦♥✲❤♦✉s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✻ r❡♣♦rts ♣♦❧✐❝②✲✐♥❞✉❝❡❞ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧✐❢❡✲
t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ st❡❛❞② st❛t❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
✐♥❞✐✛❡r❡♥t t♦ ❜❡✐♥❣ ❜♦r♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❆t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧ ❜♦t❤ t❤❡ ■❚❈
❛♥❞ t❤❡ ❇❚❋ s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❈❊❱✮ ♦❢ −0.7% ❛♥❞ −0.8%✳ ❲❤✐❧❡ s✐♠✐❧❛r✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❈❊❱ ❜② ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
t②♣❡ ❞♦ s❤♦✇ s♦♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss t❛① s②st❡♠s ❞✉❡ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t t❛① ❞❡t❛✐❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞
✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st t✇♦ ❧❛❜♦r✲
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ s✐♥❣❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ r❡✢❡❝ts t❤❛t t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❧❡❛✈❡s t❤❡s❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ ♦r ♥♦ t❛①❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡✱ r❡♥❞❡r✲
✐♥❣ t❤❡♠ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤✐s ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✇❡❧❢❛r❡
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ s✐♥❣❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ r❡✢❡❝ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❇❚❋ ❢❛✐❧s t♦ ❝❛♣t✉r❡✳

✹✳✷✳✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ❞❡❝❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❜t✲✜♥❛♥❝❡❞ r❛t❡✲❝✉t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❛❝r♦ss t❛① s②st❡♠s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r
s✉♣♣❧② ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ ❞✉❡ ✐♥ ♣❛rt t♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② str♦♥❣ r❡s♣♦♥s❡ ❢r♦♠ ❤✐❣❤✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
✇♦r❦❡rs✱ ✜r♠s ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ r❡s♣♦♥❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡✐r ✉s❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♠♦r❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s ✜♥❛♥❝❡❞
❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❤♦✉s✐♥❣
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥
❛❝r♦ss t❛① s②st❡♠s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡
■❚❈ r❡✢❡❝ts t❤✐s t❛① s②st❡♠ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s
❤♦✉s❡❤♦❧❞s t♦ ❤♦❧❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts✳ ❆s t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r
t❛①❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ❜❛s❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ❧♦ss ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧❡r ❛♥❞
t❤❡r❡ ✐s ❧❡ss ❞❡❜t ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ❞❡❝❛❞❡✳

❖✈❡r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❞❡❝❧✐♥❡s ✇❤✐❧❡ ❧❛❜♦r
❤♦✉rs r❡♠❛✐♥ ❤✐❣❤ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡ss✲

✷✻



♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✇♦r❦❡rs ♦✈❡r t✐♠❡ ✉♥❞❡r t❤✐s t❛① s②st❡♠✳ ❚❤✐s ♦❝❝✉rs ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢❛❧❧ ❛♥❞
s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❛❢t❡r✲t❛① ✇❛❣❡ r❛t❡ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❞✉❡ t♦
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝❛♣✐t❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst
❞❡❝❛❞❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ♣❛tt❡r♥ ✐♥❞✉❝❡s ❤✐❣❤✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇♦r❦❡rs ❝✉t ❜❛❝❦ ♦♥ ❤♦✉rs ❢r♦♠
❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② str♦♥❣❡r ✐♥❝♦♠❡ ❡✛❡❝t✱ ✐t ✐♥❞✉❝❡s ❛♥❞ ❧♦✇✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇♦r❦❡rs t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
❧❛❜♦r ❤♦✉rs ❢r♦♠ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② str♦♥❣❡r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳

❚❤❡ r❛♥❦✲♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ r❡s♣♦♥s❡s ❛❝r♦ss t❛① s②st❡♠s ♦✈❡r t❤❡ ✜rst
❞❡❝❛❞❡ ❤❛✈❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t✇♦ ②❡❛rs ❛❢t❡r t❤❡ ♣♦❧✲
✐❝② ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❡ ■❚❈ ♣r♦❥❡❝ts t❤❛t ♥♦♠✐♥❛❧ ●❉P ✇✐❧❧ ❜❡ ✩✶✸✻ ❜✐❧❧✐♦♥ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t
♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❇❚❋❀ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❣r♦✇s t♦ ✩✶✺✷ ❜✐❧❧✐♦♥ ❜② t❤❡ ✜❢t❤ ②❡❛r✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ❛♠♦✉♥t t♦ ✷✳✶ ❜✐❧❧✐♦♥ ♠♦r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤♦✉rs ✉♥❞❡r
t❤❡ ■❚❈ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❛❝❤ ②❡❛r ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ❞❡❝❛❞❡✳ ❖♥ t❤❡ ✜s❝❛❧ s✐❞❡✱ t❤❡ ■❚❈ ♣r♦❥❡❝ts
t❤❛t ❢❡❞❡r❛❧ r❡✈❡♥✉❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✩✶✸✷ ❜✐❧❧✐♦♥ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜② ❇❚❋ ♦✈❡r ✜rst ❞❡❝❛❞❡✳
❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢❡❞❡r❛❧ ❞❡❜t ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
✶✵✲②❡❛r ✇✐♥❞♦✇ ✐s ✩✸✸✻ ❜✐❧❧✐♦♥ ❧♦✇❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✳✷✻

✹✳✸ P♦❧✐❝② ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷✿ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❊■❚❈

❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊■❚❈ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝r❡❞✐t
❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♣❤❛s❡✲✐♥ ❛♥❞ ♣❤❛s❡✲♦✉t r❡❣✐♦♥s ❢♦r ❧♦✇✲✐♥❝♦♠❡✱ ❝❤✐❧❞❧❡ss ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝r❡❞✐t ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ✷✵✶✽ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✩✺✶✾ t♦ ✩✷✱✵✵✵ ❢♦r
❜♦t❤ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠❛rr✐❡❞ ❝❤✐❧❞❧❡ss ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ ❝r❡❞✐t✱ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s ❢✉❧❧② r❡❢✉♥❞❛❜❧❡✱
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣❤❛s❡❞✲✐♥ ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦❢ ❡✐t❤❡r ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛t ❛ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ✩✶✵✱✶✽✵✳ ■t ❜❡❣✐♥s t♦ ♣❤❛s❡ ♦✉t ❛t ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✩✶✻✱✷✺✵ ❛♥❞ ✩✷✶✱✾✸✵ ❢♦r
s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣❤❛s❡❞✲♦✉t ❛t ✩✸✷✱✼✺✵
❛♥❞ ✩✸✽✱✹✸✵✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✱ ❥✉①t❛♣♦s❡❞ ❛❣❛✐♥st
t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❧❛✇ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ❝❤✐❧❞❧❡ss ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❝❤✐❧❞✳

❙✐♥❣❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❜♦t❤ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝❤✐❧❞❧❡ss t❤❛♥ ♠❛rr✐❡❞ ❝♦✉♣❧❡s ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❢❛❧❧ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ r❛♥❣❡ t♦ q✉❛❧✐❢② ❢♦r t❤❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❝r❡❞✐t✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ♣r❡s❡♥t✲❧❛✇ s❝❤❡❞✲
✉❧❡✱ t❤❡ ❧♦✇❡st✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s✐♥❣❧❡ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❝r❡❞✐t r❡❝✐♣✐❡♥ts✳ ❯♥❞❡r t❤❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✲❧❛✇ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ❤♦❧❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ t❤❡ ❧♦✇❡st t❤r❡❡ ♣r♦❞✉❝✲
t✐✈✐t② t②♣❡s ✇♦✉❧❞ ❧❛r❣❡❧② q✉❛❧✐❢② ❢♦r t❤❡ ❝r❡❞✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ q✉❛❧✲
✐❢②✐♥❣ ♦♥❧② ❛t ②♦✉♥❣❡r ❛♥❞ ♦❧❞❡r ❛❣❡s ❞✉❡ t♦ ❧✐❢❡❝②❝❧❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts ❛♥❞ ❧❛❜♦r
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s✐♥❣❧❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡✲
✐♥ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✲❧❛✇ s❝❤❡❞✉❧❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤r♦✉❣❤ ❢♦✉rt❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡s
✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥ t❤❡ ✢❛t ♦r ♣❤❛s❡✲♦✉t r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❝r❡❞✐t r❡❣✐♦♥ ❛s t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡ r✐s❡s✳ ❚❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✲❧❛✇
s❝❤❡❞✉❧❡ ❝r❡❛t❡s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r t❤❡s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝r❡❞✐t r❡❣✐♦♥✳✷✼

✷✻❚❤❡s❡ ✜❣✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❈♦♥❣r❡ss✐♦♥❛❧ ❇✉❞❣❡t ❖✣❝❡✬s ❜❛s❡❧✐♥❡ ❢♦r❡❝❛st ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❚❤❡ ❇✉❞❣❡t ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❖✉t❧♦♦❦✿ ✷✵✶✽ t♦ ✷✵✶✽ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐s
✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳

✷✼■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❊❛r♥❡❞ ■♥❝♦♠❡ ❚❛① ❈r❡❞✐t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♦✈❡r❝❧❛✐♠s
✭■❘❙✱ ✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t❛❦❡✲✉♣ ✭P❧✉❡❣❡r✱ ✷✵✵✾✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❞♦❧❧❛r t❡r♠s ❤❛✈❡ ♦✛s❡tt✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦♥ t♦t❛❧
❝r❡❞✐t ♦✉t❧❛②s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❢✉❧❧✲❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❛❦❡✲✉♣ ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦ t❤❛t t❤❡ ■❚❈
❛♥❞ ❇❚❋ t❛① s②st❡♠s ❝❛♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❢❛s❤✐♦♥✳

✷✼



✹✳✸✳✶ ❙t❡❛❞② ❙t❛t❡ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

❈❤❛♥❣❡s t♦ s❡❧❡❝t ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛❝r♦ss st❡❛❞② st❛t❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥ ♦❢
❚❛❜❧❡ ✺ ❢♦r ❜♦t❤ t❛① s②st❡♠s✳ ❆s ✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ t❛① s②st❡♠
♣r♦❞✉❝❡s s✐♠✐❧❛r ❝❤❛♥❣❡s t♦ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ st❡❛❞② st❛t❡✳ ■♥
❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ ♦✉t♣✉t✱ ❜✉s✐♥❡ss ❝❛♣✐t❛❧✱ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛❧❧ ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♠✐❧❛r❧② s♠❛❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❝♦✐♥❝✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡s ✐♥ ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ✐♠♣❧② s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡s♣♦♥s❡s ❛❝r♦ss
t❛① s②st❡♠s✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ♦❢ ✵✳✹✪ ✐s ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ s✉❜st❛♥✲
t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ❜② ❧♦✇✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇♦r❦❡rs ♦✉t✇❡✐❣❤✐♥❣ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧❛❜♦r
❤♦✉rs ♦❢ ♠✐❞❞❧❡✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇♦r❦❡rs t♦ q✉❛❧✐❢② ❢♦r t❤❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❝r❡❞✐t✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛sts
✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❇❚❋✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❡t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
③❡r♦ r❡✢❡❝ts ❛ r♦✉❣❤❧② ❡q✉❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❤♦✉rs ❜② ❧♦✇✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ❞❡✲
❝r❡❛s❡ ✐♥ ❤♦✉rs ♦❢ ♠✐❞❞❧❡✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚❤✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❤♦✉rs
✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡t
❤♦✉rs r❡s♣♦♥s❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ ❧❛❜♦r ❛❞❥✉st♠❡♥t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳✷✽ ❯♥✲
❞❡r ❜♦t❤ t❛① s②st❡♠s✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❤♦✉s✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛r❦❡t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❞r✐✈❡♥
❜② ❧♦✇✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s✐♥❣❧❡ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇♦r❦✐♥❣ ♠♦r❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❢❡❞❡r❛❧ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ✉♥❞❡r ■❚❈✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ r❡✢❡❝ts
❛ ❧❛r❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ♦❢ t❤❡s❡ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦ t❛❦❡ ✉♣ t❤❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❝r❡❞✐t✳

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛① s②st❡♠ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✺✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ❛♠♦♥❣ s✐♥❣❧❡ ✇♦r❦❡rs ❛❝r♦ss ♣r♦❞✉❝t✐✈✲
✐t② t②♣❡s ❢♦r t❤❡ ■❚❈ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ t❤❡ ❇❚❋ ✭❜♦tt♦♠✮✳ ❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❊✐ss❛ ❛♥❞ ▲✐❡❜♠❛♥
✭✶✾✾✻✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❢♦r ❜♦t❤ t❛① s②st❡♠s s✐♥❣❧❡ ✇♦r❦❡rs ❡①❤✐❜✐t ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♠♦✈❡✲
♠❡♥t ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡
❇❚❋ ♥❡t ♠♦✈❡♠❡♥t ♦✉t ♦❢ ❢✉❧❧✲t✐♠❡ ✇♦r❦ ❞♦♠✐♥❛t❡s ♥❡t ♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥t♦ ❢✉❧❧✲t✐♠❡ ✇♦r❦✱
❧❡❛✈✐♥❣ ❤♦✉rs ❛♠♦♥❣ s✐♥❣❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡
♠❛r❣✐♥ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ ■❚❈ ✐♥st❡❛❞ ❡①❤✐❜✐ts ❛ r❡s♣♦♥s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥t♦ ❢✉❧❧✲t✐♠❡
✇♦r❦ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❤♦✉rs ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r ❝♦♥s✐s✲
t❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❈❤❡tt② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
✇♦r❦❡rs✳ ❲❤✐❧❡ ❤✐❣❤✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s✐♥❣❧❡s s❤♦✇ ❛❧♠♦st ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✉♥❞❡r
t❤❡ ■❚❈✱ t❤❡✐r ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✉♥❞❡r t❤❡ ❇❚❋✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❣r♦✉♣ ❡❛r♥s
❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✇❡❧❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❡❧✐❣✐❜✐❧✐t② t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤✐s r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❇❚❋ t♦ t❛r❣❡t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤✐s ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳

❲❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❈❊❱ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼ ❛❝r♦ss st❡❛❞② st❛t❡s✳ ❆t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ■❚❈
t❛① s②st❡♠ ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❇❚❋ t❛① s②st❡♠✱
✇✐t❤ ❈❊❱ ♦❢ ✲✵✳✷✪ ❛♥❞ ✲✵✳✺✪ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r
♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡ ❧❡❛✈❡s ♠♦st ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♠❛rr✐❡❞
❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❤❛✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❛r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❜❡❧♦✇ t❤❛t ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❆s
t❤❡ ❧❛r❣❡st ❜❡♥❡✜❝✐❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❝r❡❞✐t ❛r❡ t❤❡ ❧♦✇❡st t✇♦ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✲t②♣❡ s✐♥❣❧❡s
❢♦r ❜♦t❤ t❛① s②st❡♠s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❧❛r❣❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛♠♦♥❣ t❤✐s ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✲t②♣❡ s✐♥❣❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐s t❤❡ ♣r✐♠❛r② s♦✉r❝❡
♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❈❊❱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❛s t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❇❚❋ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ■❚❈✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤✐r❞✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s✐♥❣❧❡s ✇❤♦ ❤❛✈❡
✐♥✐t✐❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡❧✐❣✐❜✐❧✐t② t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s s♠❛❧❧✱ t❤✐s r❡s✉❧t r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❇❚❋ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❘❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ■❚❈✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛♥ ♦✈❡rst❛t❡♠❡♥t ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t s✉✣❝✐❡♥t❧②

✷✽❙❡❡ ◆✐❝❤♦❧s ❛♥❞ ❘♦t❤st❡✐♥ ✭✷✵✶✻✮ ❢♦r ❛ r❡❝❡♥t s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛♥❞ t❤❡ ❊■❚❈✳

✷✽



str♦♥❣ t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ❈❊❱ ❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧✳

✹✳✸✳✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

❆❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ✐♥❝r❡❛s❡s ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ✜✈❡ ②❡❛rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡❜t✲✜♥❛♥❝❡❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡❛r♥❡❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❝r❡❞✐t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❞✐✛❡rs q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛❝r♦ss t❛①
s②st❡♠s✿ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ❜② ✶✳✶✪
❛♥❞ ✵✳✶✪ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ✜✈❡ ②❡❛rs ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ ❇❚❋ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss t❛① s②st❡♠s ✐s ♥❡❛r❧② ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s✱ ❛s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉r✈❡②❡❞ ❜②
◆✐❝❤♦❧s ❛♥❞ ❘♦t❤st❡✐♥ ✭✷✵✶✻✮ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❊■❚❈ ❤❛s ♥♦♥♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t
♦♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r t❛① ❜❛s❡s t❤❛t
r❡s✉❧t ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧❡r ❢❡❞❡r❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❧♦ss ❛♥❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡❜t ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛❞❡✳

❖✈❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞❡❝❛❞❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❤✐❢t ✐♥ r❛♥❦ ♦r❞❡r ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡
r❡s♣♦♥s❡s ❛❝r♦ss t❛① s②st❡♠s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r♦✲
❞✉❝t✐✈✐t②✱ ♠✐❞❞❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇♦r❦❡rs r❡❞✉❝❡ ❤♦✉rs t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❝r❡❞✐t✱ ❛♥❞
t❤❡ t❛① ❜❛s❡ s❤r✐♥❦s ❛s ❝r❡❞✐t ♣❛②♠❡♥ts ✐♥❝r❡❛s❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝
❞❡❜t ♦✈❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛❞❡✳ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡✜❝✐ts ❜❡❣✐♥ t♦ ❝r♦✇❞ ♦✉t ♣r✐✈❛t❡
❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ✉♥❞❡r ❡❛❝❤ t❛① s②st❡♠ ♦✈❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✜✈❡ ②❡❛rs✳ ❋✐r♠s ✐♥ ❜♦t❤ t❛①
s②st❡♠s r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r✐s✐♥❣ ❝♦st ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❜② ✉s✐♥❣ ❧❡ss ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤✐s ♣❡r✐♦❞✳

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t t❛① s②st❡♠ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❛r❣❡t❡❞ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s
s✉❝❤ ❛s t❤✐s ✐s ❢✉rt❤❡r r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ②❡❛rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✜♥❞ ✶✳✺ ❜✐❧❧✐♦♥ ♠♦r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❛❝❤ ②❡❛r ❢♦r t❤❡
✜rst ❞❡❝❛❞❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ t❤❛♥ t❤❡ ❇❚❋✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❧♦✇❡st ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
✇♦r❦❡rs ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♠♦r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❝r❡❛t❡❞
❢♦r ♠✐❞❞❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇♦r❦❡rs✳ ❆s t❤❡ ❣r♦ss ✇❛❣❡ r❛t❡ ❢❛❧❧s ♦✈❡r t✐♠❡✱ s♦♠❡ ✇♦r❦❡rs
❞❡❝r❡❛s❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ❝r❡❞✐t✱ ♦r ❛ ❧❛r❣❡r ❝r❡❞✐t✱ ❛♥❞ ❊■❚❈ ♣❛②♦✉ts ✐♥❝r❡❛s❡✳
❆s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ♠♦r❡ ✇♦r❦❡rs ❛❞❥✉st✐♥❣ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥❞❡❞
❊■❚❈✱ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s ❣r♦✇s t♦ ✩✷✹ ❜✐❧❧✐♦♥
♦✈❡r t❤❡ ✜rst ❞❡❝❛❞❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢❡❞❡r❛❧ ❞❡❜t ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ■❚❈ ✐s ✩✷✹✶ ❜✐❧❧✐♦♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❇❚❋ ❜② t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞❡❝❛❞❡✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t t❛① ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲
❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧s ❤❛s ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❛① ♣♦❧✐❝② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ❤❛✈❡
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❖▲● ♠♦❞❡❧ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧②
♠♦❞❡❧s ❦❡② ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡✈❡♥✉❡ ❈♦❞❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝
❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s t❛①
s②st❡♠ ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ s♠♦♦t❤ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t✉r♥ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✱ ✇❡
❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❛① ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❛❧❧♦✇s ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t♦
❛❞❥✉st t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ r❡❛❝t ♦♣t✐♠❛❧❧② t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✇❤✐❧❡ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❛♠♦♥❣ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❛① ❝♦❞❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r t❤❡ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❤❡r❡✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛❞❥✉st t❤❡✐r t❛①✲♣r❡❢❡rr❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥
r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❛① ❞❡t❛✐❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❜❡tt❡r ❝❛♣t✉r❡s t❛r❣❡t❡❞ ♣♦❧✐❝② ♣r♦♣♦s❛❧s✳ ❋♦r t❤❡ ❊■❚❈ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ♦♥❧②

✷✾



❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❝r❡❞✐t s❝❤❡❞✉❧❡ ❛❞❥✉st ❤♦✉rs t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❝r❡❞✐t✳
◆❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛ s♠♦♦t❤ t❛①
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐❡✉ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r✳

■♥ t❤❡ ❞❡❜t✲❝♦♥st❛♥t st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❛❧②s❡s✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝②✲✐♥❞✉❝❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡s
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t t❛① ♣♦❧✐❝② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ✇❡r❡
✉♥✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❝❤❛♥❣❡s t♦ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❆❧♦♥❣ ❛ ❞❡❜t✲✜♥❛♥❝❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥
♣❛t❤ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦t❤ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✱ ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡❜t ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛❝r♦ss
t❛① s②st❡♠s✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ s♠♦♦t❤ t❛①
❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r st❡❛❞②✲st❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ♠♦❞✲
❡❧s✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t t❛① ❞❡t❛✐❧ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❛① ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ t♦ ✉s❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ s♠♦♦t❤ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❛
♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s s❤♦rt❝✉t ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥ ❡♥t✐r❡ t❛① s②st❡♠ ❤❛s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s
❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛① ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳

✸✵



✻ ❚❛❜❧❡s ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡s

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ■♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❇❛❧❛♥❝❡ ❙❤❡❡t ❛♥❞ ■♥❝♦♠❡ ❙t❛t❡♠❡♥t

❆ss❡ts ▲✐❛❜✐❧✐t✐❡s ■♥❝♦♠❡ ❊①♣❡♥s❡s

Dt+1 rptDt

Kt+1 rtKt δKKt + Ξt
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❊❝♦♥♦♠✐❝s ▲❡tt❡rs ✺✶✱ ✶✾✕✷✺✳

❆❧t✐❣✱ ❉✳ ❛♥❞ ❈✳ ❚✳ ❈❛r❧str♦♠ ✭✶✾✾✾✮✳ ▼❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❛ ❧✐❢❡✲❝②❝❧❡

♠♦❞❡❧✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✽✾ ✭✺✮✱ ✶✶✾✼✕✶✷✶✺✳

❆♥❞r❡♦♥✐✱ ❏✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ●✐✈✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♠♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❝❤❛r✐t② ❛♥❞ r✐❝❛r❞✐❛♥ ❡q✉✐✈✲

❛❧❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✾✼ ✭✻✮✱ ✶✹✹✼✕✶✹✺✽✳

❆♥❞r❡♦♥✐✱ ❏✳ ❛♥❞ ❆✳ ❆✳ P❛✐♥❡ ✭✷✵✶✸✮✳ ❈❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣✳ ■♥ ❆✳ ❆✉❡r❜❛❝❤✱ ❘✳ ❈❤❡tt②✱ ▼✳ ❋❡❧❞st❡✐♥✱

❛♥❞ ❊✳ ❙❛❡③ ✭❊❞s✳✮✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❊❧s❡✈✐❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ▲t❞✳

❇❛rr♦✱ ❘✳ ❏✳ ❛♥❞ ❈✳ ❙❛❤❛s❛❦✉❧ ✭✶✾✽✸✮✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ✺✻ ✭✹✮✱ ✹✶✾✕✹✺✷✳

❇é♥❛❜♦✉✱ ❘✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❚❛① ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ❡❝♦♥♦♠②✿ ❲❤❛t ❧❡✈❡❧s

♦❢ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③❡ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✼✵ ✭✷✮✱ ✹✽✶✕✺✶✼✳

❇r✐❞❣♠❛♥✱ ❇✳ ✭✷✵✶✻✱ ❋❡❜r✉❛r②✮✳ ❆❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝♦✉♥ts✿

❆♥ ✉♣❞❛t❡✱ ✶✾✻✺✲✷✵✶✹✳ ❙✉r✈❡② ♦❢ ❈✉rr❡♥t ❇✉s✐♥❡ss ✾✺ ✭✺✮✱ ✶✕✾✳

❈❤❛♥❣✱ ❨✳✱ ❙✳✲❇✳ ❑✐♠✱ ❑✳ ❑♦✇♥✱ ❛♥❞ ❘✳ ❘♦❣❡rs♦♥ ✭✷✵✶✶✮✳ ■♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② r❡❣r❡ss✐♦♥s

✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❢✉❧❧✲ ❛♥❞ ♣❛rt✲t✐♠❡ ✇♦r❦✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✶✵✶ ✭✸✮✱ ✹✼✻✕✹✽✶✳

❈❤❡tt②✱ ❘✳✱ ❏✳ ◆✳ ❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ❙❛❡③ ✭✷✵✶✸✮✳ ❯s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❝r♦ss ♥❡✐❣❤❜♦r✲

❤♦♦❞s t♦ ✉♥❝♦✈❡r t❤❡ ✐♠♣❛❝ts ♦❢ t❤❡ ❡✐t❝ ♦♥ ❡❛r♥✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✶✵✸ ✭✼✮✱

✷✻✽✸✕✷✼✷✶✳

❈❤♦✱ ❙✳✲❲✳ ❛♥❞ ❏✳ ▲✳ ❋r❛♥❝✐s ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♦✇♥❡r ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡❛❧t❤

✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s ✸✸✱ ✹✷✕✻✵✳

❈♦❣❛♥✱ ❏✳ ❋✳ ✭✶✾✽✶✮✳ ❋✐①❡❞ ❝♦sts ❛♥❞ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✹✾ ✭✹✮✳

❈♦♦❧❡②✱ ❚✳ ❋✳ ❛♥❞ ❊✳ Pr❡s❝♦tt ✭✶✾✾✺✮✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s✳ ■♥ ❚✳ ❋✳ ❈♦♦❧❡②

✭❊❞✳✮✱ ❋r♦♥t✐❡rs ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❉❡❇❛❝❦❡r✱ ❏✳✱ ❘✳ ❲✳ ❊✈❛♥s✱ ❛♥❞ ❑✳ ▲✳ P❤✐❧❧✐♣s ✭✷✵✶✽✮✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢

t❛① ♣♦❧✐❝② ✐♥t♦ ❛ ❞❣❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳

❊❛st❡r❧②✱ ❲✳ ❛♥❞ ❙✳ ❘❡❜❡❧♦ ✭✶✾✾✸✮✳ ▼❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① r❛t❡s ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣

❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✸✼✱ ✹✵✾✕✹✶✼✳

❊✐❦❛✱ ▲✳✱ ▼✳ ▼♦❣st❛❞✱ ❛♥❞ ❇✳ ❩❛❢❛r ✭✷✵✶✹✮✳ ❊❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❛ss♦rt✐✈❡ ♠❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡

✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ◆❡✇ ❨♦r❦ ❙t❛✛ ❘❡♣♦rts ✭✻✽✷✮✳

❊✐ss❛✱ ◆✳ ❛♥❞ ❏✳ ❇✳ ▲✐❡❜♠❛♥ ✭✶✾✾✻✮✳ ▲❛❜♦r s✉♣♣❧② r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ❡❛r♥❡❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❝r❡❞✐t✳

◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✶✶ ✭✷✮✱ ✻✵✺✕✻✸✼✳

❋❡r♥á♥❡③✲❱✐❧❧❛✈❡r❞❡✱ ❏✳ ❛♥❞ ❉✳ ❑r✉❡❣❡r ✭✷✵✶✵✮✳ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ s❛✈✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡✿ ❍♦✇

✐♠♣♦rt❛♥t ❛r❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❞✉r❛❜❧❡s❄ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ✶✺✳

✹✵



❋✐♦r✐t♦✱ ❘✳ ❛♥❞ ●✳ ❩❛♥❡❧❧❛ ✭✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡ ❛♥❛t♦♠② ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❘❡✈✐❡✇

♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ✶✺✱ ✶✼✶✕✶✽✼✳

❋r❡♥❝❤✱ ❊✳✱ ▼✳ ❉❡ ◆❛r❞✐✱ ❏✳ ❏♦♥❡s✱ ❖✳ ❇❛❦❡r✱ ❛♥❞ P✳ ❉♦❝t♦r ✭✷✵✵✻✮✳ ❘✐❣❤t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥❞✿ ❛ss❡t

❞❡❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❧✐❢❡✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✭◗ ■■■✮✱ ✷✕✶✸✳

●❡r✈❛✐s✱ ▼✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❍♦✉s✐♥❣ t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝s ✹✾✱ ✶✹✻✶✕✶✹✽✾✳

●♦✉✈❡✐❛✱ ▼✳ ❛♥❞ ❘✳ P✳ ❙tr✉❛ss ✭✶✾✾✹✮✳ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❢❡❞❡r❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ❆♥ ❡①♣❧♦r❛t♦r②

❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❚❛① ❏♦✉r♥❛❧ ✹✼ ✭✷✮✱ ✸✶✼✕✸✾✳

●r❛✈❡❧❧❡✱ ❏✳ ●✳ ❛♥❞ ❉✳ ❏✳ ▼❛r♣❧❡s ✭✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜❛s❡✲❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②

❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t✿ ❈♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❛① r❡❢♦r♠✳ ❈♦♥❣r❡ss✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙❡r✈✐❝❡✳

●r❡❡♥✇♦♦❞✱ ❏✳✱ ◆✳ ●✉♥❡r✱ ●✳ ❑♦❝❤❛r❦♦✈✱ ❛♥❞ ❈✳ ❙❛♥t♦s ✭✷✵✶✹✮✳ ▼❛rr② ②♦✉r ❧✐❦❡✿ ❆ss♦rt✐✈❡

♠❛t✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭r❡✈✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥✮✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✿ P❛♣❡rs ✫ Pr♦✲

❝❡❡❞✐♥❣s ✶✵✹ ✭✺✮✱ ✸✹✽✕✸✺✸✳

●r❡❡♥✇♦♦❞✱ ❏✳✱ ◆✳ ●✉♥❡r✱ ●✳ ❑♦❝❤❛r❦♦✈✱ ❛♥❞ ❈✳ ❙❛♥t♦s ✭✷✵✶✻✮✳ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣

❢❛♠✐❧②✿ ❆ ✉♥✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠❛rr✐❛❣❡✱ ❞✐✈♦r❝❡✱ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❛tt❛✐♥♠❡♥t ❛♥❞ ♠❛rr✐❡❞ ❢❡♠❛❧❡

❧❛❜♦r✲❢♦r❝❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✿ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s ✽ ✭✶✮✱ ✶✕✹✶✳

●r✉❜❡r✱ ❏✳ ❲✳ ❛♥❞ ❘✳ ❋✳ ▼❛rt✐♥ ✭✷✵✵✸✮✳ ❉♦❡s ❤♦✉s✐♥❣ ✇❡❛❧t❤ ♠❛❦❡ ✉s ❧❡ss ❡q✉❛❧❄ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢

❞✉r❛❜❧❡ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❧t❤✳ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇♦❛r❞ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳

●✉♥❡r✱ ◆✳✱ ❘✳ ❑❛②❣✉s✉③✱ ❛♥❞ ●✳ ❱❡♥t✉r❛ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②✳ ❚❤❡

❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s ✼✾ ✭✸✮✱ ✶✶✶✸✕✶✶✹✾✳

●✉♥❡r✱ ◆✳✱ ❘✳ ❑❛②❣✉s✉③✱ ❛♥❞ ●✳ ❱❡♥t✉r❛ ✭✷✵✶✹✮✳ ■♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ✉✳s✳ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✿ ❋❛❝ts ❛♥❞

♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ✶✼ ✭✹✮✱ ✺✺✾✕✺✽✶✳

❍❡❛t❤❝♦t❡✱ ❏✳✱ ❑✳ ❙t♦r❡s❧❡tt❡♥✱ ❛♥❞ ●✳ ▲✳ ❱✐♦❧❛♥t❡ ✭✷✵✶✼✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ t❛① ♣r♦❣r❡ss✐✈✐t②✿ ❆♥ ❛♥❛✲

❧②t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✸✷ ✭✹✮✱ ✶✻✾✸✕✶✼✺✹✳

❍✐❧❜❡r✱ ❈✳ ❆✳ ▲✳ ❛♥❞ ❚✳ ▼✳ ❚✉r♥❡r ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ ♠♦rt❣❛❣❡ ✐♥t❡r❡st ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥

❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s ✾✻ ✭✹✮✱ ✻✶✽✕✻✸✼✳

❍♦❧t❡r✱ ❍✳ ❆✳✱ ❉✳ ❑r✉❡❣❡r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❙t❡♣❛♥❝❤✉❦ ✭✷✵✶✼✮✳ ❍♦✇ ❞♦❡s t❛① ♣r♦❣❡ss✐✈✐t② ❛♥❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛✛❡❝t ❧❛✛❡r ❝✉r✈❡s❄ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳

❍✉❣❣❡t✱ ▼✳✱ ●✳ ❱❡♥t✉r❛✱ ❛♥❞ ❆✳ ❨❛r♦♥ ✭✷✵✶✶✮✳ ❙♦✉r❝❡s ♦❢ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✶✵✶✱ ✷✾✷✸✕✷✾✺✹✳

■❘❙ ✭✷✵✶✹✮✳ ■♥t❡r♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ s❡r✈✐❝❡✿ ❈♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❡❛r♥❡❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❝r❡❞✐t

❝❧❛✐♠❡❞ ♦♥ ✷✵✵✻✲✷✵✵✽ r❡t✉r♥s✳ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ❆♥❛❧②s✐s ✫ ❙t❛t✐st✐❝s ❘❡♣♦rt✳ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✺✶✻✷✳

❏❈❚ ✭✷✵✶✶✮✳ ❏♦✐♥t ❝♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ t❛①❛t✐♦♥✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣r❛❝✲

t✐❝❡s ♦❢ t❤❡ st❛✛ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❝♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ t❛①❛t✐♦♥✳ ❏❈❳✲✹✻✲✶✶ ✳

❏❈❚ ✭✷✵✶✺✮✳ ❏♦✐♥t ❝♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ t❛①❛t✐♦♥✿ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡

t❛①✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛① ♠♦❞❡❧✳ ❏❈❳✲✼✺✲✶✺ ✳

❏❈❚ ✭✷✵✶✼✮✳ ❊st✐♠❛t❡❞ ❜✉❞❣❡t ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r ❤✳r✳ ✶✱ t❤❡✏t❛① ❝✉ts ❛♥❞

❥♦❜s ❛❝t✧✳ ❏❈❳✲✻✼✲✶✼ ✳

✹✶



❏❈❚ ✭✷✵✶✽✮✳ ❏♦✐♥t ❝♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ t❛①❛t✐♦♥✿ ▲✐st ♦❢ ❡①♣✐r✐♥❣ ❢❡❞❡r❛❧ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✷✵✶✻✲✷✵✷✼✳

❏❈❳✲✶✲✶✽ ✳

❑❡❛♥❡✱ ▼✳ ❛♥❞ ❘✳ ❘♦❣❡rs♦♥ ✭✷✵✶✷✮✳ ▼✐❝r♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✿ ❆ r❡❛ss❡ss♠❡♥t

♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✇✐s❞♦♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ✺✵ ✭✷✮✱ ✹✻✹✕✹✼✻✳

❑❡❛♥❡✱ ▼✳ P✳ ❛♥❞ ◆✳ ❲❛s✐ ✭✷✵✶✻✮✳ ▲❛❜♦✉r s✉♣♣❧②✿ ❚❤❡ r♦❧❡s ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡

♠❛r❣✐♥✳ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ✶✷✻✱ ✺✼✽✕✻✶✼✳

❑✐♥❣✱ ❘✳ ●✳✱ ❈✳ ■✳ P❧♦ss❡r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❚✳ ❘❡❜❡❧♦ ✭✷✵✵✷✮✳ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s✿

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣❡♥❞✐①✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✷✵✱ ✽✼✕✶✶✻✳

❑r✉❡❣❡r✱ ❆✳ ❇✳ ❛♥❞ ❆✳ ■✳ ▼✉❡❧❧❡r ✭✷✵✶✷✱ ▼❛②✮✳ ❚✐♠❡ ❯s❡✱ ❊♠♦t✐♦♥❛❧ ❲❡❧❧✲❇❡✐♥❣✱ ❛♥❞ ❯♥❡♠✲

♣❧♦②♠❡♥t✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❉❛t❛✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✿ P❛♣❡rs ✫ Pr♦✲

❝❡❡❞✐♥❣s ✶✵✷ ✭✸✮✱ ✺✾✹✕✺✾✾✳

❑✉❤♥✱ P✳ ❛♥❞ ❋✳ ▲♦③❛♥♦ ✭✷✵✵✽✱ ❆♣r✐❧✮✳ ❚❤❡ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ ❲♦r❦✇❡❡❦❄ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❚r❡♥❞s ✐♥

▲♦♥❣ ❲♦r❦ ❍♦✉rs ❛♠♦♥❣ ❯✳❙✳ ▼❡♥✱ ✶✾✼✾✲✷✵✵✻✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▲❛❜♦r ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✷✻ ✭✷✮✱ ✸✶✶✕✸✹✸✳

❑②❞❧❛♥❞✱ ❋✳ ❊✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❇✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❚✳ ❋✳ ❈♦♦❧❡②

✭❊❞✳✮✱ ❋r♦♥t✐❡rs ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

▲❡❞❜❡tt❡r✱ ▼✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❜❡❛ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ✐rs ❡st✐♠❛t❡s ♦❢

❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ✐♥❝♦♠❡✳ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆♥❛❧②s✐s✿ ❙✉r✈❡② ♦❢ ❈✉rr❡♥t ❇✉s✐♥❡ss✳

▲✐✱ ❲✳✱ ❍✳ ▲✐✉✱ ❋✳ ❨❛♥❣✱ ❛♥❞ ❘✳ ❨❛♦ ✭✷✵✶✻✮✳ ❍♦✉s✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ♦✈❡r t❤❡ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡✿ ❆

str✉❝t✉r❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✺✼ ✭✹✮✱ ✶✷✸✼✕✶✷✻✵✳

▲✐✱ ❲✳ ❛♥❞ P✳✲❉✳ ❙❛rt❡ ✭✷✵✵✹✮✳ Pr♦❣r❡ss✐✈❡ t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❣r♦✇t❤✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❘❡✈✐❡✇ ✾✺ ✭✺✮✱ ✶✼✵✺✕✶✼✶✻✳

▲✐st✱ ❏✳ ❆✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✷✺ ✭✷✮✱

✶✺✼✕✶✽✵✳

◆✐❝❤♦❧s✱ ❆✳ ❛♥❞ ❏✳ ❘♦t❤st❡✐♥ ✭✷✵✶✻✮✳ ❚❤❡ ❡❛r♥❡❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❝r❡❞✐t✳ ■♥ ❘✳ ❆✳ ▼♦✣tt ✭❊❞✳✮✱

❊❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ▼❡❛♥s✲❚❡st❡❞ ❚r❛♥s❢❡r Pr♦❣r❛♠s ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✱ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②

♦❢ ❈❤✐❝❛❣♦ ❇♦♦❦s✳

P❡♥❝❡✱ ❑✳ ▼✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✇❡❛❧t❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✿ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t

♦❢ t❛① ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦♥ s❛✈✐♥❣✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ P♦❧✐❝② ✺ ✭✶✮✳

P❧✉❡❣❡r✱ ❉✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❊❛r♥❡❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❝r❡❞✐t ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r t❛① ②❡❛r ✷✵✵✺✳ ■♥t❡r♥❛❧

❘❡✈❡♥✉❡ ❙❡r✈✐❝❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ❇✉❧❧❡t✐♥✳

❘♦❣❡rs♦♥✱ ❘✳ ❛♥❞ ❏✳ ❲❛❧❧❡♥✐✉s ✭✷✵✵✾✮✳ ▼✐❝r♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ✐♥ ❛ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

t❛①❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r② ✶✹✹✱ ✷✷✼✼✕✷✷✾✷✳

❘♦❣❡rs♦♥✱ ❘✳ ❛♥❞ ❏✳ ❲❛❧❧❡♥✐✉s ✭✷✵✶✸✱ ❏✉♥❡✮✳ ◆♦♥❝♦♥✈❡①✐t✐❡s✱ ❘❡t✐r❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢

▲❛❜♦r ❙✉♣♣❧②✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✶✵✸ ✭✹✮✱ ✶✹✹✺✕✶✹✻✷✳

❘✉♣❡rt✱ P✳ ❛♥❞ ●✳ ❩❛♥❡❧❧❛ ✭✷✵✶✺✮✳ ❘❡✈✐s✐t✐♥❣ ✇❛❣❡✱ ❡❛r♥✐♥❣s✱ ❛♥❞ ❤♦✉rs ♣r♦✜❧❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✼✷✱ ✶✶✹✕✶✸✵✳

❱❡♥t✉r❛✱ ●✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❋❧❛t t❛① r❡❢♦r♠✿ ❆ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s

✫ ❈♦♥tr♦❧ ✷✸✱ ✶✹✷✺✕✶✹✺✽✳

❲❛♥❣✱ ❑✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❇❡q✉❡sts ✐♥ t❤❡ ❯❙✿ P❛tt❡r♥s✱ ▼♦t✐✈❡s ❛♥❞ ❚❛① P♦❧✐❝②✳ P❤✳ ❉✳ t❤❡s✐s✱ ❚❡①❛s

❆▼ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳

✹✷



❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ❋♦r ❖♥❧✐♥❡ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥

❆ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❆✳✶ ◆♦♥✲❚❛① P♦❧✐❝② P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡s ❛♥❞ ❚❛r❣❡ts

❆✳✶✳✶ ❉❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s

❉✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛ss❡s ❛t ❛♥ ❛♥♥✉❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✱
❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❣❡❞ j = R = 40 r❡t✐r❡ ❛♥❞ ❜❡❣✐♥ t♦ ❢❛❝❡ ♠♦rt❛❧✐t② r✐s❦ ✇❤✐❧❡ t❤♦s❡ ❛❣❡❞
j = J = 66 ❞✐❡ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✳ ▼♦❞❡❧ ❛❣❡ j = 1 ✐s s❡t t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧ ❛❣❡ ✷✺ s♦
t❤❛t ♠♦❞❡❧ ❛❣❡ j = 40 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧ ❛❣❡ ✻✹✱ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❛❣❡ j = 66 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧ ❛❣❡ ✾✵✳

❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s s❡t t♦ υP = 0.0075✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥♥✉❛❧ ❯✳❙✳
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❈❡♥s✉s ❇✉r❡❛✉ ❢♦r ②❡❛rs ✷✵✶✽✲✷✵✷✽✳ ❚❤❡ r❛t❡
♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐s s❡t s♦ t❤❛t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥♥✉❛❧ r❡❛❧ ●❉P ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ 1.93% ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
❈♦♥❣r❡ss✐♦♥❛❧ ❇✉❞❣❡t ❖✣❝❡✶ ✭❈❇❖✮ ❢♦r ②❡❛rs ✷✵✶✽✲✷✵✷✽✳ ❙✐♥❝❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇s
❛t r❛t❡ υP + υA ✐♥ ❛ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ st❡❛❞② st❛t❡✱ ✇❡ s❡t υA = 0.0118✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ s✉r✈✐✈❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s πj ❛r❡ s❡t t♦ πj = 1 ❢♦r ❛❣❡s j < R✱ ❛s ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ❜❡❣✐♥ t♦ ❢❛❝❡ ♠♦rt❛❧✐t② r✐s❦ ✉♣♦♥ r❡t✐r❡♠❡♥t✳ ❲❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❧❛tt❡r
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ s✉r✈✐✈❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙♦❝✐❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥✬s ✷✵✶✸ ❆❝t✉✲

❛r✐❛❧ ▲✐❢❡ ❚❛❜❧❡✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❣✐✈❡♥
❛❣❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡✲✈❛r✐❛♥t s❡r✐❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛♣♣❧② t♦ ❛❧❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s Ωz,f
j ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❢♦✉r st❡♣s✳✷ ❋✐rst✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t

r❛t❡ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦rt❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❛❣❡
♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛s Ωj+1 = (Ωjπj)/Υ

P ✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞❡♥s✐t② Ωf
j ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞

❞✐r❡❝t❧② ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❤❛r❡s ♦❢ ❥♦✐♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲❥♦✐♥t t❛① ✉♥✐ts ♦✉t ♦❢ t♦t❛❧ ✉♥✐ts ♦✈❡r
❡❛❝❤ ❛❣❡ ✷✺ t❤r♦✉❣❤ ✾✵ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❢♦r ✷✵✶✽ ✉s✐♥❣ t❤❡ ■❚▼✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② Ωz ✐s
❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❛❣❡ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡
♠❛ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡ ✲ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❣r♦✉♣ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ nz ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
t②♣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s Ωz = 1/nz ∀z ∈ Z✳✸ ❋✐♥❛❧❧②✱ Ωz,f

j = Ωf
jΩ

z ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡
♣r♦♣❡rt②✿

∫

J

∫

Z

∑

f=s,m

Ωz,f
j = 1

❈♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ ♦✈❡r t❤❡ ❛❣❡✲
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡✴♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐s ❛❣❡✲✈❛r✐❛♥t✳

❆✳✶✳✷ ❋✐r♠ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❍♦✉s✐♥❣

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
✇❡ ❜♦rr♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❈♦♦❧❡② ❛♥❞ Pr❡s❝♦tt ✭✶✾✾✺✮ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦❝❛t❡s t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✲

✶❯♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦♥❣r❡ss✐♦♥❛❧ ❇✉❞❣❡t ❖✣❝❡ ❛r❡ ❢r♦♠ ❚❤❡ ❇✉❞❣❡t

❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❖✉t❧♦♦❦✿ ✷✵✶✽ t♦ ✷✵✷✽✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✽
✷❚❤❡ t✐♠❡ s✉❜s❝r✐♣t ✐s ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r ❛ ❝❧❡❛♥❡r ❡①♣♦s✐t✐♦♥✳
✸❚❤✐s ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✳✸✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✉♣s ✇✐❧❧ ❜❡

t❛❦❡♥ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❧✐❢❡t✐♠❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ q✉✐♥t✐❧❡s✳
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♦✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ t♦ ❡❛❝❤ ❢❛❝t♦r✬s s❤❛r❡ ✐♥ ♠❡❛s✉r❡❞
♦✉t♣✉t✳✹✬✺ ❯s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥❝♦♠❡ ❛♥❞ Pr♦❞✉❝t ❆❝❝♦✉♥ts ✭◆■P❆✮ ♦❢ t❤❡
❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ❢♦r ✷✵✵✼✲✷✵✶✻✱ ✇❡ ✜rst ❝❛❧❝✉❧❛t❡ 36.17% ❛s t❤❡ ❥♦✐♥t s❤❛r❡
♦❢ ●❉P ❢♦r ❜♦t❤ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ♥♦♥✲r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❲❡ t❤❡♥ r❡♣❡❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛✲
t✐♦♥ ♣r✐✈❛t❡ ♥♦♥✲r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ♦♥❧②✱ ✇❡ ②✐❡❧❞s ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧✬s s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
α = 0.3265✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ t❛❦❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧✬s s❤❛r❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡
❥♦✐♥t s❤❛r❡ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧✬s s❤❛r❡ s♦ t❤❛t g = 0.0352✳

❆s ✐♥ ❋❡r♥á♥❡③✲❱✐❧❧❛✈❡r❞❡ ❛♥❞ ❑r✉❡❣❡r ✭✷✵✶✵✮✱ r❛t❡s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦♥
♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t t♦ ❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✳ ❋♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s IK/K =
(ΥAΥP − 1 + δK)✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ②✐❡❧❞s δK =

(

(IK/K)−ΥAΥP + 1
)

✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥♥✉❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✢♦✇s ❛♥❞ st♦❝❦s ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ♥♦♥✲r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧
❛s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ◆■P❆ ❢♦r ②❡❛rs ✷✵✵✼✲✷✵✶✻ ②✐❡❧❞s δK = 0.0799✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ t❛❦❡ ❤❡r❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❢❡❞❡r❛❧✱ st❛t❡✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧
❝❛♣✐t❛❧✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ δG = 0.0317 ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❋♦r ❤♦✉s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥♥✉❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✢♦✇s ❛♥❞ st♦❝❦s ♦❢ ♣r✐✈❛t❡
r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡r ❞✉r❛❜❧❡s ❛s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ◆■P❆ ❢♦r ②❡❛rs ✷✵✵✼✲✷✵✶✻✳ ❚❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ❢♦r
♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ♦❜t❛✐♥s δo = 0.0555✳ ❚❤❡ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦♥ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣
❝❛♣✐t❛❧ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ✐♥✈❡st♠❡♥t
✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❛❜❧❡ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✢♦✇s✳ ❋♦r r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣
❝❛♣✐t❛❧✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t t♦ ❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ ✐s Ir/Hr = (ΥAΥP − 1 + δr)/(ΥAΥP )✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s
t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ δr = ΥAΥP ((Ir/Hr)− 1) = 0.0570✳

❚❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❢❛❝❡s q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦sts ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❡q✉❛❧ t♦ Ξt =
ξK

2
(Kt+1

Kt
− ΥPΥA)

2Kt✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ r❛t❡s ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱

t❤✐s ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ξK ✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ✐s s❡t t♦ ✻✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ●❡r✈❛✐s ✭✷✵✵✷✮✱ ❋❡r♥á♥❡③✲❱✐❧❧❛✈❡r❞❡ ❛♥❞ ❑r✉❡❣❡r ✭✷✵✶✵✮✱ ❛♥❞ ❈❤♦ ❛♥❞ ❋r❛♥✲
❝✐s ✭✷✵✶✶✮✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞♦✇♥✲♣❛②♠❡♥t r❡q✉✐r❡❞ ♦♥ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦♠❡ ♣✉r✲
❝❤❛s❡s t♦ γ = 0.20✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ❛❧s♦ ❝❧♦s❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❧♦❛♥✲t♦✲✈❛❧✉❡ r❛t✐♦
♦❢ ✼✼✪ ❢♦r ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ✉♥✐ts ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵✶✵✲✷✵✶✺ ❛s r❡♣♦rt❡❞
✐♥ t❤❡ ❈❡♥s✉s ❇✉r❡❛✉✬s ✷✵✶✺ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❍♦✉s✐♥❣ ❙✉r✈❡②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ✐♥ ●r✉❜❡r ❛♥❞
▼❛rt✐♥ ✭✷✵✵✸✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ②♦✉r ❤♦✉s✐♥❣ st❛t✉s
✉♥✐t ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r ❜✉②✐♥❣ ❛♥❞ s❡❧❧✐♥❣✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✜♥❞ ♠❡❞✐❛♥ ❝♦sts ♦❢ 7% ❛♥❞
2.5% ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❢♦r s❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣✉r❝❤❛s✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧② ❝❤♦♦s❡
t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ✈❛❧✉❡ s♦ t❤❛t φo = φr = 0.05✳

❚♦ r❡str✐❝t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢r♦♠ ♣✉r❝❤❛s✐♥❣ ✉♥❢❡❛s✐❜❧② s♠❛❧❧ r❡s✐❞❡♥❝❡s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡r❡
✐s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ❤r ❛♥❞ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❤o s✉❝❤
t❤❛t 0 < ❤r ≤ ❤o✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ✐s s❡t t♦ t❛r❣❡t
❛ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ r❛t✐♦ ♦❢ ✵✳✻✸✼ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r ✷✵✶✺ ❜② t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❍♦✉s✐♥❣ ❙✉r✈❡②✳
❘❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ t♦ ❢♦♦❞ s♣❡♥❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ❞❡❝✐❧❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥
✷✵✶✻ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ▲❛❜♦r ❙t❛t✐st✐❝s ✭❇▲❙✮ ✐♥ t❤❡ ❈♦♥s✉♠❡r ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡

✹❲❤✐❧❡ ❈♦♦❧❡② ❛♥❞ Pr❡s❝♦tt ✭✶✾✾✺✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❢❛❝t♦r ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡ ♦❢ ●◆P✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
t♦ ✐♥st❡❛❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❢❛❝t♦r ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡s ✐♥ ●❉P✳

✺❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ❜❡ ♣r♦♣r✐❡t♦r✬s ✐♥❝♦♠❡✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✱ t❛①❡s ♦♥
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣♦rts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✉r♣❧✉s ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❡♥t❡r♣r✐s❡s ❧❡ss s✉❜s✐❞✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r
t❤r❡❡ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✇❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡s✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡♠ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡
✐♥❝♦♠❡✲♦✉t♣✉t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡❞ ●❉P✳

✹✹



❙✉r✈❡②✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ✐s s❡t t♦ ❜❡ ✷✳✺✷✺ t✐♠❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛❝r♦ss ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❆✳✶✳✸ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s

❚❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❞✐s❝♦✉♥t ❢✉t✉r❡ ✉t✐❧✐t② ✐s s❡t t♦ t❛r❣❡t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r✐✈❛t❡
❜✉s✐♥❡ss ✐♥✈❡st♠❡♥t t♦ ●❉P r❛t✐♦ ♦❢ ✵✳✶✻✷ ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ◆■P❆ ❢♦r ✷✵✶✻✳ ❲❡ s❡t t❤❡
s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❛s β = 0.94 t♦ t❛r❣❡t t❤✐s ✜❣✉r❡ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❛① s②st❡♠s✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ③z,fj ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❝♦♥s✐st ♦❢ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts✿ (i) ❛♥ ❛❣❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ③j ❛♥❞ (ii) ❛♥ ❛❣❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s

❜♦t❤ ♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ③z,f ✱ s♦ t❤❛t ③z,fj ≡ ③j③
z,f ✳ ❲❡ ❧❡t t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡s nz = 5 s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ t②♣❡ z ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥♥✉❛❧
❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ q✉✐♥t✐❧❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ z r❡♠❛✐♥s t❤❛t
t②♣❡ ♦✈❡r t❤❡✐r ❧✐❢❡t✐♠❡✱ ♦✉r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❵❧✐❢❡t✐♠❡✬ ❧❛❜♦r
❡❛r♥✐♥❣s q✉✐♥t✐❧❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥❛t✉r❛❧ s♦rt✐♥❣ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❜② t❤❡✐r ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t♦ ❜❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ◆■P❆✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇❛❣❡
✐♥❝♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ❛ (1− α− g) s❤❛r❡ ♦❢ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥❝♦♠❡✳✻,✼

❚♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❛❣❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ s♠♦♦t❤❡❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✇❛❣❡ ♣r♦✜❧❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ❘✉♣❡rt ❛♥❞ ❩❛♥❡❧❧❛ ✭✷✵✶✺✮ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ♥♦r✲
♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ t♦ ✉♥✐t②✳ ❋♦r t❤❡ ❛❣❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✇❡ s❡t
③z,f ❢♦r z = {1, . . . , 5} ❛♥❞ f = {s,m} ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② s♦ t❤❛t ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥♥✉❛❧ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡
♦✈❡r ❛❣❡s j = {1, . . . , R} ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ■❚▼✬s ✷✵✶✽ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢
❛✈❡r❛❣❡ ❛♥♥✉❛❧ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ♦✈❡r ❛❣❡s ✷✺✲✻✹ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣✱ ✇❤❡♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥t✲
❧❛✇ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳✽ ❲❤✐❧❡ ❜♦t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇♦r❦❡rs ✐♥ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢❛❝❡ t❤❡
s❛♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t❡r♠ ③z,fj ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇❡❞❣❡
µz ❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤✐s ✇❡❞❣❡ ✐s t❛❦❡♥ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❤♦✉r❧②
❡❛r♥✐♥❣s ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ✇♦r❦❡rs r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♣r✐♠❛r② ✇♦r❦❡rs✱ ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
t♦t❛❧ ✇❛❣❡ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥❝♦♠❡ q✉✐♥t✐❧❡s ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✜❧❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r s♣♦✉s❡s ❛s r❡♣♦rt❡❞
❜② t❤❡ ▼❡❞✐❝❛❧ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡s P❛♥❡❧ ❙✉r✈❡② ✭▼❊P❙✮ ❢♦r ✷✵✶✺✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② n ✐s ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❢✉❧❧✲
t✐♠❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t nFT ✱ ♣❛rt✲t✐♠❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t nPT ✱ ♦r ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❇▲❙✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢✉❧❧✲t✐♠❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ✸✺ ✇❡❡❦❧② ❤♦✉rs ♦❢ ✇♦r❦ ❛♥❞
♣❛rt✲t✐♠❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ✶ ❜✉t ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✹ ✇❡❡❦❧② ❤♦✉rs
♦❢ ✇♦r❦✳ ❯s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❇▲❙✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ✐♥ ✷✵✶✻ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❢✉❧❧✲t✐♠❡ ❛♥❞ ♣❛rt✲
t✐♠❡ ❡♠♣❧♦②❡❡s ✇♦r❦ ✹✹✳✹ ❛♥❞ ✷✷✳✹ ❤♦✉rs ♣❡r ✇❡❡❦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
❛❜♦✉t ✷✸✶✵ ❛♥❞ ✶✶✻✸ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ♣❡r ②❡❛r✳ ❆s t❤❡ ❇▲❙ r❡♣♦rts ✐♥ t❤❡ ✷✵✶✻ ❆♠❡r✐❝❛♥

❚✐♠❡ ❯s❡ ❙✉r✈❡② t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♣❡♥❞s ❛❜♦✉t ✸✷✵✽✳✹ ❤♦✉rs s❧❡❡♣✐♥❣ ♣❡r
②❡❛r✱ ❢✉❧❧✲t✐♠❡ ❛♥❞ ♣❛rt✲t✐♠❡ ✇♦r❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✇✐t❤ 41.6% ❛♥❞ 21.0% ♦❢ ✇❛❦✐♥❣ ❤♦✉rs
s♣❡♥t ✇♦r❦✐♥❣✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦t❛❧ t✐♠❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts t♦ ✉♥✐t②✱ ❛♥❞

✻❚❤❡ ❇❊❆ ❞♦❡s ♥♦t r❡♣♦rt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ◆■P❆ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ◆■P❆ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ q✉✐♥t✐❧❡s✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❵◆■P❆✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✬ ♠❡❛s✉r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ■❚▼ ❜②
❛❞❞✐♥❣ t♦ ❆●■ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ (i) ❝♦♠❜❛t ♣❛②✱ (ii) ❡♠♣❧♦②❡rs✬ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❋■❈❆ t❛①✱ (iii) ❞❡❢❡rr❡❞ ✹✵✶❦
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ (iv) ❡♠♣❧♦②❡rs s❤❛r❡ ♦❢ ✹✵✶❦ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ (v) ❡♠♣❧♦②❡r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛r❡✱ (vi)
❡♠♣❧♦②❡r ❤❡❛❧t❤✲✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ (vii) ❡♠♣❧♦②❡r ❍❙❆ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ (viii) ❡♠♣❧♦②❡r ❧✐❢❡✲
✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ❙❡❡ ▲❡❞❜❡tt❡r ✭✷✵✵✼✮ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❆●■ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ◆■P❆ ✐♥❝♦♠❡✳

✼❚❤❡ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥❝♦♠❡ ✢♦✇s ❢r♦♠ s♦❧❡ ♣r♦♣r✐❡t♦rs❤✐♣✱
♣❛rt♥❡rs❤✐♣s✱ ❙✲❝♦r♣♦r❛t✐♦♥s✱ ❡st❛t❡s ❛♥❞ tr✉sts✱ ❛♥❞ r❡♥ts ❛♥❞ r♦②❛❧t✐❡s✳

✽❚♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧❡❞✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦❢ t❤❡s❡ ❛❣❡s
✇❤♦ ❛r❡ ♥♦t r❡❝❡✐✈✐♥❣ r❡t✐r❡♠❡♥t ✐♥❝♦♠❡✱ ❡✳❣✳ ✹✵✶✭❦✮✱ ■❘❆✱ ♣❡♥s✐♦♥✱ ♦r s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ✐♥❝♦♠❡✳

✹✺



s❡t nFT = 0.416 ❛♥❞ nPT = 0.210✳
❚❤❡ ❧❛❜♦r ❞✐s✉t✐❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ψs, ψm,1, ψm,2✱ ❛♥❞ ✜①❡❞ ❝♦st ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♣❛r❛♠✲

❡t❡rs φs, φm✱ ❛r❡ s❡t s♦ t❤❛t ♠♦❞❡❧✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ❧✐❢❡❝②❝❧❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ❜② ❡❛r♥❡r t②♣❡ ✖ s✐♥❣❧❡✱ ♠❛rr✐❡❞ ♣r✐♠❛r②✱ ♦r ♠❛rr✐❡❞
s❡❝♦♥❞❛r② ✖ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼❊P❙ ❢♦r ✷✵✶✺ ❛♥❞ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❆✶✳✾ ❚❤❡ ✜①❡❞
❝♦st ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❧❛r❣❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✇♦r❦❢♦r❝❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❚❤❡
❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ✇♦r❦❡rs ♠♦✈✐♥❣ ✐♥t♦ ♦r
♦✉t ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❛❢t❡r✲t❛① ✇❛❣❡ r❛t❡✱ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡♥✲
❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❜② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ✐ts❡❧❢ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
✜①❡❞ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✇♦r❦✐♥❣✳

❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ✇♦r❦❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣
t♦ s✉♣♣❧② ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❤♦✉rs ♦❢ ✇♦r❦ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❛❢t❡r✲t❛① ✇❛❣❡ r❛t❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛❧r❡❛❞② ❜❡✐♥❣ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ζs, ζm,1, ζm,2 ♦♥❧② ✐♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧❛❜♦r ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡
❧❛❜♦r ❝❤♦✐❝❡ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡✱ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❘♦❣❡rs♦♥ ❛♥❞ ❲❛❧❧❡♥✐✉s ✭✷✵✵✾✮
❛♥❞ ❑❡❛♥❡ ❛♥❞ ❘♦❣❡rs♦♥ ✭✷✵✶✷✮ s❤♦✇ t❤❛t ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♠♣❧② t❤❛t
❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♠♦r❡ ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢
✇♦r❦✐♥❣ ❧✐❢❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❤♦✉rs ✇♦r❦❡❞ ✇❤✐❧❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❊st✐♠❛t❡❞ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s
❢♦r s❡❝♦♥❞❛r② ❡❛r♥❡rs ❢r♦♠ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ❞❡s♣✐t❡ ❤❛✈✲
✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❡❛r♥❡r✳ P❡r❤❛♣s ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧② ❢♦r
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ♠♦✈❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ s❤♦✉❧❞ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♦♥❡✲t❤✐r❞
♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ✶✾✼✵✲✷✵✵✾✱ s❡❡ ❋✐♦r✐t♦ ❛♥❞ ❩❛♥❡❧❧❛
✭✷✵✶✷✮✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ✈❛❧✉❡
❢♦r ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ s❡t ζs = ζm,1 = ζm,2 = 5✳

❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤♦✉rs s♣❡♥t ♦♥ ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛ ✜①❡❞✱ ✐♥✈❡rs❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✷✵✶✻ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❚✐♠❡ ❯s❡ ❙✉r✈❡②✶✵ t♦ ✜♥❞ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❤♦✉s❡✇♦r❦ ❤♦✉rs✶✶ ❢♦r ❢✉❧❧ t✐♠❡✱ ♣❛rt t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❋✉❧❧ t✐♠❡
✇♦r❦❡rs r❡♣♦rt❡❞ s♣❡♥❞✐♥❣ ✵✳✻✷ ❤♦✉rs ♣❡r ❞❛②✱ ♣❛rt t✐♠❡ ✇♦r❦❡rs r❡♣♦rt❡❞ ✶✳✺✷ ❤♦✉rs ♣❡r
❞❛②✱ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s r❡♣♦rt❡❞ ✶✳✼✸ ❤♦✉rs✳ ◆♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭♥♦♥✲s❧❡❡♣✮
t✐♠❡ t♦ ✉♥✐t② ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢♦r ❤♦♠❡ ✇♦r❦ t✐♠❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r
❤♦✉rs ❢♦r s✐♥❣❧❡s ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♠❛rr✐❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✿

N = [0.000, 0.210, 0.416] → N
h = [0.114, 0.100, 0.041]

❊♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❤♦✉rs

✾▼❊P❙ r❡♣♦rts t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ ❛ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✐❢②
✇❤♦ ✐s t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❡❛r♥❡r✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❡rr♦♥❡♦✉s❧② ✉s✐♥❣ ❣❡♥❞❡r ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ♣r✐♠❛r② ♦r s❡❝♦♥❞❛r②
❡❛r♥✐♥❣s st❛t✉s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤♦✉rs ✇♦r❦❡❞✳ ■❢ ❜♦t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❡❛r♥❡r t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤♦ ✐s ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞✳ ■❢ ❜♦t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛rt t✐♠❡✱ ♦r ♦♥❡
✐s ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛rt t✐♠❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐s ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❡❛r♥❡r t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♥❡ ❡♠♣❧♦②❡❞
♣❛rt t✐♠❡✳ ▲❛st❧②✱ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡❛r♥❡r ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢✉❧❧ t✐♠❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❡❛r♥❡r t♦ ❜❡ t❤❡
♦♥❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢✉❧❧ t✐♠❡✳ ❇▲❙ ❝♦♥s✐st❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❢✉❧❧✲t✐♠❡✱ ♣❛rt✲t✐♠❡ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t❛r❣❡ts✳

✶✵❙❛♥❞r❛ ▲✳ ❍♦✛❡rt❤✱ ❙❛r❛❤ ▼✳ ❋❧♦♦❞✱ ❛♥❞ ▼❛tt❤❡✇ ❙♦❜❡❦✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❚✐♠❡ ❯s❡ ❙✉r✈❡② ❉❛t❛ ❊①tr❛❝t
❇✉✐❧❞❡r✿ ❱❡rs✐♦♥ ✷✳✻✳ ❈♦❧❧❡❣❡ P❛r❦✱ ▼❉✿ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼❛r②❧❛♥❞ ❛♥❞ ▼✐♥♥❡❛♣♦❧✐s✱ ▼◆✿ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢
▼✐♥♥❡s♦t❛✱ ✷✵✶✼✳ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✽✶✷✽✴❉✵✻✵✳❱✷✳✻✳

✶✶❲❡ s✉♠♠❡❞ ❢♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❤♦♠❡ ✇♦r❦ ❛✈❡r❛❣❡s✿ ❤♦✉s❡✇♦r❦✱ ❢♦♦❞ ♣r❡♣ ❛♥❞ ❝❧❡❛♥✉♣✱ ✐♥t❡r✐♦r
♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡①t❡r✐♦r ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳ ❲❡ ❝❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ♦✉ts♦✉r❝❡❞ ❢♦r ♣❛②✱
❛♥❞ s♦✉♥❞❡❞ ♠♦st ❧✐❦❡ ❝❤♦r❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❤♦❜❜✐❡s ♦r ❧❡✐s✉r❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳

✹✻



s♣❡♥t ♦♥ ❤♦✉s❡✇♦r❦ ❜② t❤❡ ✇❛❣❡ r❛t❡ ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ✇♦r❦❡rs✱ s❡❡ ❇r✐❞❣♠❛♥ ✭✷✵✶✻✮✳ ❲❡ t❛❦❡
❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲✇♦r❦
❤♦✉rs✿

ch(nh
j ) =

{

wt③̄
1,snh

j ✐❢ f = s

wt③̄
1,s(nh,1

j + nh,2
j ) ✐❢ f = m

✇❤❡r❡ wt③̄
1,s ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛❣❡ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ s✐♥❣❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳

❈❤✐❧❞❝❛r❡ ❡①♣❡♥s❡s t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠ κz,fj ≡ ccz,fνz,fj nj✱ ✇❤❡r❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t② s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ✇♦r❦❡r ❢♦r ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts ✉♥❞❡r ✶✸ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ νz,fj ✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ❝❤✐❧❞❝❛r❡ ❝♦st

s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ccz,f ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② s♦ t❤❛t ❝❤✐❧❞❝❛r❡ ❡①♣❡♥s❡s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r ❡❛❝❤ (z, f)
❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✇❤❡♥ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t t❛r❣❡ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡
♠❛t❝❤ t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ✐♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼ ❢♦r ✷✵✶✽✳

●✐✈❡♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦✉s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✮✱
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❢♦r t❤♦s❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♥♦t ✐t❡♠✐③✐♥❣ t❛① ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❛s✿

cgj
cij

=

(

1− θz,f

θz,f

)

▲❡t (c̄g/̄i)z,f ❞❡♥♦t❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ❛s ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛r❣❡ts ❢♦r
❡❛❝❤ (z, f) ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ■❚▼ ❢♦r ✷✵✶✽✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❜② s❡tt✐♥❣ θz,f s✉❝❤ t❤❛t✿

θz,f =

(

1 + (c̄g/̄i)z,f
∑R

j=1 i
z,f
j

∑R
j=1 c

i;z,f
j

)

−1

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡♣r♦❞✉❝❡s ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ t❛r❣❡ts
♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣✲❛❣❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦
❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❯✲s❤❛♣❡❞ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❣✐✈✐♥❣ ♦✈❡r ✐♥❝♦♠❡ ✭▲✐st✱ ✷✵✶✶✮✱ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❣✐✈✐♥❣ ❛♠♦♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥❞❡rst❛t❡❞✳

❚❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦✉s✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❤♦✉s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s s❡t
t♦ η = 0.487 ❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ▲✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❤♦✉s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡
♣❛r❛♠❡t❡r σ ✐s s❡t t♦ t❛r❣❡t t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥✈❡st♠❡♥t t♦ t♦t❛❧ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥✈❡st✲
♠❡♥t ♦❢ ✵✳✹✻✺ ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✷✵✶✻ ◆■P❆✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ♣❡r♠✐ss✐❜❧❡ ♦r❞✐♥❛r②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❝i ✐s s❡t t♦ ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② 5% ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❝❤♦♦s✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♦
t❤❛t t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜✐♥❞✳

❆✳✶✳✹ ●♦✈❡r♥♠❡♥t✿ P✉❜❧✐❝ ❈❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❉❡❜t

Pr♦❞✉❝t✐✈❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥✲
♠❡♥t ❛r❡ ❜♦t❤ s❡t ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② s♦ t❤❛t ✐♥ ♣r❡s❡♥t✲❧❛✇ ❜❛s❡❧✐♥❡ t❤❡② ❡①❤✐❜✐t ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢
18.4% ❛♥❞ 55.1% r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ r❡✢❡❝ts ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r
✷✵✵✼✲✷✵✶✻ ❢r♦♠ ◆■P❆✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s t❛r❣❡t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ r❡♠❛✐♥s
✜①❡❞ ✉♥❞❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ❧❛✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳

❚❤❡ ❈❇❖ ♣r♦❥❡❝ts t❤❛t ❢❡❞❡r❛❧ ❞❡❜t ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❧❡ss ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts r❡❧❛t✐✈❡ t♦

✹✼



●❉P ✇✐❧❧ ❣r♦✇ ❢r♦♠ 65.7% ✐♥ ✜s❝❛❧ ②❡❛r ✷✵✶✽ t♦ 84.0% ✐♥ ✜s❝❛❧ ②❡❛r ✷✵✷✽✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s
❧❛r❣❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❞❡❜t ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t✲❧❛✇
❜❛s❡❧✐♥❡ s♦ t❤❛t ✐s ✐t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 74.6% ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
✈❛❧✉❡ ♦✈❡r ✜s❝❛❧ ②❡❛rs ✷✵✷✽✲✷✵✷✽✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❚r❡❛s✉r② r❡♣♦rts ✐♥
t❤❡ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✼ ❚r❡❛s✉r② ❇✉❧❧❡t✐♥ t❤❛t 21.7% ♦❢ ❞❡❜t ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ✇❛s ❤❡❧❞ ❜②
❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ✜s❝❛❧ ②❡❛r ✷✵✶✽✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝
❞❡❜t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝r♦✇❞ ♦✉t ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧✱ ✇❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② s❡t t❤❡ ♥❡t st♦❝❦
♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞❡❜t✱ B✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t✲❧❛✇ ❜❛s❡❧✐♥❡ s♦ t❤❛t ✐ts ❧❡✈❡❧ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡
♦✉t♣✉t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 58.4%✳

■t ✐s ❛❧s♦ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❈❇❖ t❤❛t ♥❡t ✐♥t❡r❡st ♣❛②♠❡♥ts ♦♥ ❢❡❞❡r❛❧ ❞❡❜t r❡❧❛t✐✈❡
t♦ ●❉P ✇✐❧❧ ❜❡ ❣r♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ✜s❝❛❧ ②❡❛rs ✷✵✶✽✲✷✵✷✽✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② s❡t t❤❡
✇❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ t♦ ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞❡❜t✱ ̟✱ s♦ t❤❛t ♥❡t
✐♥t❡r❡st ♣❛②♠❡♥ts r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦✉t♣✉t ♠❛t❝❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✳✻✵✪ ♦✈❡r
t❤✐s t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✳

❆✳✷ ❊♥❞♦✇♠❡♥t ❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❍✉❣❣❡t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❢♦r ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❡❛❧t❤
❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣♦rt✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✇❡❛❧t❤✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✇❡❛❧t❤ a1 ♦✈❡r ❡❛❝❤
❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② e = {1, . . . , ne} ∈ E✳

❚♦ s♣❡❝✐❢② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛t
❛❣❡ j = 1✱ ✇❡ ❞r❛✇ r❛t✐♦s ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✇❡❛❧t❤ t♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ Af ✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿✶✷

sinh−1
(

A
f
)

∼ N
(

µf , σ2;f
)

✇❤❡r❡ µf ❛♥❞ σ2;f ❛r❡ t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❤②✲
♣❡r❜♦❧✐❝ s✐♥❡ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✇❡❛❧t❤ t♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ r❛t✐♦s ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠❛rr✐❡❞ ❢❛♠✐❧✐❡s
❤❡❛❞❡❞ ❜② ❛ ✷✺ ②❡❛r ♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ❙✉r✈❡② ♦❢ ❈♦♥s✉♠❡r ❋✐♥❛♥❝❡s ❢♦r ✷✵✶✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
x̄f = {−0.0439, 0.0045} ❛♥❞ s2;f = {0.7464, 0.6153}✳✶✸ ▲❡tt✐♥❣ īz,f ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❧✐❢❡t✐♠❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛r❣❡ts✱ ❛♥❞ zj ❜❡ t❤❡ ❛❣❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❛❜♦r
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t īz,fz1 ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r
t❤❡ ②♦✉♥❣❡st ❝♦❤♦rt ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❚r❡❛t✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛s s❡♣❛r❛t❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❡ t❛❦❡ ne = 40 r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇s ♦❢ Af ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✇❡❛❧t❤✿

ae,z,f1 = A
fz1

(

īz,f

īnz,f

)

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡s ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❜② t❤❡ ❛✈✲
❡r❛❣❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

✶✷ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❧♦❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✇❤✐❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❙❡❡ P❡♥❝❡ ✭✷✵✵✻✮ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

✶✸❲❡ ❞❡✜♥❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✇❡❛❧t❤ ❛s ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ✭❜❛❧❛♥❝❡s ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥ts✱ s❛✈✐♥❣s ❛❝❝♦✉♥ts✱ ♠♦♥❡②
♠❛r❦❡t ♠✉t✉❛❧ ❛❝❝♦✉♥ts✱ ❝❛❧❧ ❛❝❝♦✉♥ts ❛t ❜r♦❦❡r❛❣❡s✱ ♣r❡♣❛✐❞ ❝❛r❞s✱ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ♦❢ ❞❡♣♦s✐ts✱ t♦t❛❧ ❞✐r❡❝t❧②✲
❤❡❧❞ ♠✉t✉❛❧ ❢✉♥❞s✱ st♦❝❦s✱ s❛✈✐♥❣s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❜♦♥❞s✱ ■❘❆s✱ t❤r✐❢t ❛❝❝♦✉♥ts✱ ❢✉t✉r❡ ♣❡♥s✐♦♥s✱ ❝❛s❤ ✈❛❧✉❡
♦❢ ✇❤♦❧❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ tr✉sts✱ ❛♥♥✉✐t✐❡s✱ ♠❛♥❛❣❡❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛❝❝♦✉♥ts ✇✐t❤ ❡q✉✐t② ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ♠✐s❝❡❧✲
❧❛♥❡♦✉s ♦t❤❡r ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts✮ ❧❡ss ❞❡❜t ✭❝r❡❞✐t ❝❛r❞ ❜❛❧❛♥❝❡s✱ ❡❞✉❝❛t✐♦♥s ❧♦❛♥s✱ ✐♥st❛❧❧♠❡♥t ❧♦❛♥s✱ ❧♦❛♥s
❛❣❛✐♥st ♣❡♥s✐♦♥s ❛♥❞✴♦r ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ♠❛r❣✐♥ ❧♦❛♥s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠✐s❝❡❧❧❛♥❡♦✉s ❧♦❛♥s✮✳

✹✽



❞r❛✇♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ z ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ f
❛s t❤❡ ❧♦✇❡r✲❜♦✉♥❞ ♦❢ ✇❡❛❧t❤ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✿

②z,f = argmin(ae,z,f1 )

❲❤✐❧❡ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❧❡✈❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✱ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❞♦❡s ❛❞❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t
❢♦r ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡ ①✿

①z,ft,j =

∫

E

①z,f,et,j Ωe de

✇❤❡r❡ Ωe = 1
ne

✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❧❡✈❡❧ e✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ②❡❛r ♦❢ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ nf×nz×ne ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❡♥t❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✸✳

✹✾



❇ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠

❇✳✶ ❙t❛t✐♦♥❛r✐t②

❆❧♦♥❣ ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣r♦✇t❤ ♣❛t❤✱ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡
❣r♦✇✐♥❣ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t r❛t❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r st❛t✐♦♥❛r②
❡❝♦♥♦♠✐❡s ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ tr❡♥❞✲st❛t✐♦♥❛r② ❢♦r♠ t♦ ❛❞❥✉st ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡
♦❢ ❣r♦✇t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱ ♦r ❜♦t❤✳✶✹

▲❡tt✐♥❣ t❤❡ t✐❧❞❡ ❛❝❝❡♥t ❞❡♥♦t❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ st❛t✐♦♥❛r② ❢♦r♠✱ ❚❛❜❧❡ ❆✹ ❧✐sts
s❡❧❡❝t❡❞ ❣r♦✇t❤✲❛❞❥✉st❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✱ N ✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❞✉❡ t♦
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤✳ ❲❤✐❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❛t ❛ r❛t❡
♦❢ υP ✱ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡ Ñ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❊✈❡r② ♦t❤❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐❧❧
❜❡ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❞✉❡ t♦ ❜♦t❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ st❛t✐♦♥❛r② ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t AP✳ ❲❤✐❧❡
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ υP +υA ✐♥ ❛ st❡❛❞②
st❛t❡✱ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ❛❣❡ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ Ω✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❛t ❛ r❛t❡ ♦❢ υP
❞✉❡ s♦❧❡❧② t♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ st❛t✐♦♥❛r② ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜② t❤❡
t♦t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❊✈❡r② ♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣r♦✇s ❛t ❛ r❛t❡ ♦❢ υA ✐♥ ❛ st❡❛❞② st❛t❡
❞✉❡ s♦❧❡❧② t♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♠❛❞❡ st❛t✐♦♥❛r② ❜②
❞✐✈✐❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

❇✳✷ ❙t❛t✐♦♥❛r② ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❲❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❛s ❛ tr❡♥❞ st❛t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠✱
✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ■♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ✜rst ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♠✐t✐✲
❣❛t❡ t❤❡ ❝✉rs❡✲♦❢✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ st❛t❡
s♣❛❝❡ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✿ ❘❡❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ V z,f

t,j (ãj, h̃
o
j)

t♦ V z,f
t,j (ỹj)✱ ✇❤❡r❡ st❛t✐♦♥❛r② ♥❡t ✇♦rt❤ ỹj ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② st♦❝❦ ♦❢ ✜♥❛♥✲

❝✐❛❧ ❛ss❡ts ãj ❛♥❞ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s h̃oj ✱ ✇❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡①♣❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢

❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ {ãj+1, h̃
o
j+1; x̃j, nj, c̃

i
j, c̃

g
j , h̃

r
j} t♦ {ỹj+1; x̃j, nj, c̃

i
j, c̃

g
j , h̃

r
j , h̃

o
j , ãj}✳

❈❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ♥❡t ✇♦rt❤ ✉♥❞❡r ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❦♥♦✇
✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t② ✐ts ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝r♦ss ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ❛♥❞ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✲
✈✐❝❡s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡② ♠❛② t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ♥❡t ✇♦rt❤ ❛❝r♦ss t❤❡s❡ s❛♠❡ ❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛
t✐♠❡✲❝♦♥s✐st❡♥t ❢❛s❤✐♦♥✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ❜② ❜❛❝❦✇❛r❞s ✐♥❞✉❝t✐♦♥
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ r❡✢❡❝ts t❤✐s str✉❝t✉r❡✳

❚❛❦✐♥❣ ♣r✐❝❡s✱ ❜❡q✉❡sts✱ ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣♦❧✐❝② ❛s ❣✐✈❡♥✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡
✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦✇♥✐♥❣ ❛ ❤♦♠❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡♥t✐♥❣✿

V
z,f
t,j (ỹj) = max{V o;z,f

t,j ,V
r;z,f
t,j } ✭❇✳✶✮

✇❤❡r❡ V
o;z,f
t,j ❛♥❞ V

r;z,f
t,j ❛r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦✇♥✐♥❣

❛♥❞ r❡♥t✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♦❢ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ (j, z, f)✳

✶✹❙❡❡ ❑✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ tr❡♥❞ st❛t✐♦♥❛r✐t②✳

✺✵



❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❤♦♠❡♦✇♥❡r ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t ✐s✿

V
o;z,f
t,j (ỹj) =











max
ỹj+1;x̃j ,nj∈N

U
o;z,s
t,j (x̃j, nj) + βπjV

z,s
t+1,j+1(ỹj+1) ✐❢ f = s

max
ỹj+1;x̃j ,n1

j ,n
2
j∈N

U
o;z,m
t,j (x̃j, n

1
j , n

2
j) + βπjV

z,m
t+1,j+1(ỹj+1) ✐❢ f = m

✭❇✳✷✮

✇❤❡r❡✿

U
o;z,f
t,j ≡















max
c̃ij ,c̃

g
j ,h̃

o
j

log(x̃j)− ψs n
1+ζs

j

1+ζs
− F s ✐❢ f = s

max
c̃ij ,c̃

g
j ,h̃

o
j

log(x̃j)− ψm,1 (n
1
j )

1+ζm,1

1+ζm,1 − ψm,2 (n
2
j )

1+ζm,2

1+ζm,2 − Fm ✐❢ f = m
✭❇✳✸✮

x̃j ≡
(

σc̃ηj + (1− σ)(h̃oj)
η
)1/η

✭❇✳✹✮

❆s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ❛ ❤♦♠❡♦✇♥❡r ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t ❢❛❝❡s✿

c̃Mj + c̃gj +(rpt + δo) h̃oj + ỹj+1ΥA ≤ (1 + rpt ) ỹj + ˜beqt+ ĩ
z,f
t,j −T̃ z,f

t,j − κ̃z,fj −φrh̃rj+1ΥA ✭❇✳✺✮

h̃oj ≥ ❤̃
o

✭❇✳✻✮

ỹj ≥ γh̃oj ✭❇✳✼✮

h̃rj = 0 ✭❇✳✽✮

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ r❡♥t❡r t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠✿

V
r;z,f
t,j (ỹj) =











max
ỹj+1;x̃j ,nj∈N

U
r;z,s
t,j (x̃j, nj) + βπjV

z,s
t+1,j+1(ỹj+1) ✐❢ f = s

max
ỹj+1;x̃j ,n1

j ,n
2
j∈N

U
r;z,m
t,j (x̃j, n

1
j , n

2
j) + βπjV

z,m
t+1,j+1(ỹj+1) ✐❢ f = m

✭❇✳✾✮

✇❤❡r❡✿

U
r;z,f
t,j ≡















max
c̃ij ,c̃

g
j ,h̃

r
j

log(x̃j)− ψs n
1+ζs

j

1+ζs
− F s ✐❢ f = s

max
c̃ij ,c̃

g
j ,h̃

r
j

log(x̃j)− ψm,1 (n
1
j )

1+ζm,1

1+ζm,1 − ψm,2 (n
2
j )

1+ζm,2

1+ζm,2 − Fm ✐❢ f = m
✭❇✳✶✵✮

x̃j ≡
(

σc̃ηj + (1− σ)(h̃rj)
η
)1/η

✭❇✳✶✶✮

❆s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ❛ r❡♥t❡r ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t ❢❛❝❡s✿

c̃Mj + c̃gj + prt h̃
r
j + ỹj+1ΥA ≤ (1 + rpt ) ỹj + ˜beqt + ĩz,ft,j − T̃ z,f

t,j − φoh̃oj+1ΥA − κ̃z,fj ✭❇✳✶✷✮

✺✶



h̃rj ≥ ❤̃
r

✭❇✳✶✸✮

ỹj ≥ ②̃z,f ✭❇✳✶✹✮

h̃oj = 0 ✭❇✳✶✺✮

❘❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ st❛t✉s✱ ❛❧❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢❛❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✲
✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✜①❡❞ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦sts✱ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

ỹj ≡ h̃oj + ãj ✭❇✳✶✻✮

c̃j ≡ (c̃ij)
θz,f (c̃gj )

(1−θz,f ) ✭❇✳✶✼✮

nǫ
j =

{

1− lǫj − nh
j (n

ǫ
j) ∀j ≤ R

0 ∀j > R
ǫ = 1, 2 ✭❇✳✶✽✮

ĩz,ft,j ≡

{

njw̃t③
z,s
j + s̃sz,sj ✐❢ f = s

(n1
j + µzn2

j)w̃t③
z,m
j + s̃sz,mj ✐❢ f = m

✭❇✳✶✾✮

κ̃z,fj =

{

c̃cz,sνz,sj nj ✐❢ f = s

c̃cz,mνz,mj n2
j ✐❢ f = m

✭❇✳✷✵✮

F s =

{

φs nj > 0

0 nj = 0
✭❇✳✷✶✮

Fm =

{

φm n2
j > 0

0 n2
j = 0

✭❇✳✷✷✮

c̃ij ≡

{

c̃Mj + c̃hj (n
h
j ) ✐❢ f = s

c̃Mj + c̃h,2j (nh,1
j ) + c̃h,1j (nh,2

j ) ✐❢ f = m
✭❇✳✷✸✮

T̃ z,f
t,j ≡ ˜tax

z,f
t,j + τat r

p
t
ˆ̃az,ft,j + τ prt

ˆ̃iz,ft,j − ( ˜trw
z,f
t,j + ˜trlt − ˜lstt) + (τ slt

ˆ̃iz,ft,j + τ slpt h̃ot,j) ✭❇✳✷✹✮

c̃ij ≥ ❝̃i ✭❇✳✷✺✮

c̃j = c̃ij ✐❢ c̃ij = ❝̃i ✭❇✳✷✻✮

ỹ1 = ã1 ✭❇✳✷✼✮

h̃o1 = ỹJ+1 = 0 ✭❇✳✷✽✮

V
z,f
t,J+1 = 0 ✭❇✳✷✾✮

✺✷



❇✳✸ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❋♦r ❡❛❝❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛❣❡ ❝♦❤♦rt✱ j✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡✱ z✱ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ f ✱ ❤♦✉s❡✲
❤♦❧❞s ❤❛✈❡ ♦r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ c̃i✱ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣✱ c̃g✱ ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r ❤♦✉rs✱ n✱ n1✱ ❛♥❞
n2✱ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ h̃o✱ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❝♦♥s✉♠♣✲
t✐♦♥ h̃r✱ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ♥❡t ✇♦rt❤ ỹ′✱ ❛s ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s ❤❛✈❡ ❝✉rr❡♥t ♥❡t ✇♦rt❤
ỹ ❛s t❤❡✐r ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❣❡✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡✱ ❛s ❢❛♠✲
✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛s t❤❡✐r ❡①♦❣❡♥♦✉s st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ❛❣❣r❡❣❛t❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② Ñ ✱ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ H̃o✱ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣
❝❛♣✐t❛❧ H̃r✱ ❞❡♣♦s✐ts D̃✱ ♣r✐✈❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝❛♣✐t❛❧ K̃✱ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ G̃✱ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❞❡❜t B̃✱ ❛♥❞ ❢❡❞❡r❛❧✱ st❛t❡✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① ✐♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ t❛① s②st❡♠✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② T✳ ❚❤❡♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆ ♣❡r❢❡❝t✲❢♦r❡s✐❣❤t st❛t✐♦♥❛r② r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❝♦♠♣r✐s❡❞

♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s Ω̃z,f
t,j ✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V z,f

t,j (ỹ)✱ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡✲

❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s {c̃i;z,ft,j (ỹ)✱ c̃g;z,ft,j (ỹ)✱ nz,s
t,j (ỹ)✱ n

z,m,1
t,j (ỹ)✱ nz,m,2

t,j (ỹ)✱ h̃o;z,ft,j (ỹ)✱ h̃r;z,ft,j (ỹ)✱ ỹz,ft+1,j+1(ỹ)❀

ãz,ft,j (ỹ)✱ c̃
h;z,f
t,j (ỹ) }✱ ♣r✐❝❡s {w̃t, rt, p

r
t , ρt, r

p
t }✱ ❛❣❣r❡❣❛t❡s {Ñt, H̃

o
t , H̃

r
t , D̃t, K̃t, G̃t, B̃t; C̃t, Ĩt, G̃t}✱

❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ t❛① ✐♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs T ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ t❛① s②st❡♠ s✉❝❤ t❤❛t✿

✶✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❇✳✶✮✲✭❇✳✷✾✮✳

✷✳ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜❡❤❛✈✐♦r s✉❝❤ t❤❛t✿

Ñt =

∫

Z

∫

J

Ω̃z,s
t,j ③

z,s
j nz,s

t,j (ỹ) + Ω̃z,m
t,j ③

z,m
j

(

nz,1
t,j (ỹ) + nz,2

t,j (ỹ)
)

dj dz

H̃o
t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j h̃

o;z,f
t,j (ỹ) dj dz

H̃r
t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j h̃

r;z,f
t,j (ỹ) dj dz

D̃t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j ã

z,f
t,j (ỹ) dj dz

C̃t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j

(

(c̃i;z,ft,j (ỹ)− c̃h;z,ft,j (ỹ)) + c̃g;z,ft,j (ỹ) + κz,ft,j

)

dj dz + c̃eolt

✸✳ ❋✐r♠s ❤✐r❡ ♣r✐✈❛t❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♦✉t♣✉t ❛t ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❧❡✈❡❧s

✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❢❛❝t♦r ♣r✐❝❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s ❣✐✈❡♥✿

w̃t = (1− α− g)G̃g
t K̃

α
t Ñ

−α−g
t

rt = K̃−1
t

(

(1− τ bust )(1− τ slbt )(α + g)(G̃g
t K̃

α
t (AtNt)

1−α−g) + τ bust
˜lsd

bus

t

)

✹✳ ❚❤❡ ❛ss❡t ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛rs s✉❝❤ t❤❛t✿

D̃t+1 = K̃t+1 + H̃r
t (ΥPΥA)

−1 + B̃t+1

✺✸



✇❤❡r❡ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ♦♣t✐♠❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t❡s ❞❡♣♦s✐ts ✐♥t♦ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣r✐✈❛t❡

❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ s♦ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✿

prt = rt+1 − δK + δr −

(

∂Ξ̃t

∂K̃t+1

+
∂Ξ̃t+1

∂K̃t+1

)

❛♥❞ ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❛❝❝❡♣t ❵s❛❢❡✲❛ss❡t✬ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞s s♦ t❤❛t✿

ρt = rt −̟

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ♣❛✐❞ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦♥ ❞❡♣♦s✐ts ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ③❡r♦ ♣r♦✜t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♦ t❤❛t✿

rpt = D̃−1
t

(

(rt − δK)K̃t − Ξ̃t + ptH̃
r
t − δrH̃r

t−1(ΥPΥA)
−1 + ρtB̃t

)

✺✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛rs s✉❝❤ t❤❛t✿

F (G̃, K̃t, Ñt) = C̃t + Ĩt + G̃t

✇❤❡r❡ ♣r✐✈❛t❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Ĩt ≡ ĨKt + Ĩot + Ĩrt + Φ̃H
t

✇✐t❤✿

ĨKt = K̃t+1(ΥPΥA)− (1− δK)K̃t + Ξt

Ĩot = H̃o
t+1(ΥPΥA)− (1− δo)H̃o

t

Ĩrt = H̃r
t − (1− δr)H̃r

t−1(ΥPΥA)
−1

Φ̃H
t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j

(

φoh̃o;z,ft+1,j+1(ỹ) + φrh̃r;z,ft+1,j+1(ỹ)
)

dj dz

❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

G̃t ≡ C̃fed
t + C̃sl

t + Ĩfedt + Ĩslt

✇✐t❤✿

Ĩfedt = G̃fed
t+1(ΥPΥA)− (1− δg)G̃sl

t

Ĩslt = G̃sl
t+1(ΥPΥA)− (1− δg)G̃sl

t

✻✳ ❚❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❞❡❜t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✿

B̃t+1(ΥPΥA) = C̃fed
t + Ĩfedt − (T̃ hh

t + T̃ bus
t + T̃ beq

t ) + (1 + ρt)B̃t

❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ✜s❝❛❧❧② s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ♣❛t❤ s♦ t❤❛t✿

✺✹



lim
k→∞

B̃t+k
∏k−1

s=0(1 + ρt+s)
= 0

✇❤❡r❡ ♥❡t ❢❡❞❡r❛❧ t❛① r❡❝❡✐♣ts ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ✜r♠s✱ ❛♥❞ ❜❡q✉❡sts ❛r❡✿

T̃ hh
t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j

(

˜tax
z,f
t,j +τ

a
t r

p
t
ˆ̃az,ft,j +τ

pr
t
ˆ̃iz,ft,j −( ˜trw

z,f
t,j +

˜trlt− ˜lstt)−s̃s
z,f
t,j

)

dj dz

T̃ bus
t = τ bust

(

(1− τ slbt )(Ỹt − w̃tÑt)− ˜lsd
bus

t

)

T̃ beq
t = τ beqt (1− Λ) (ΥA)

∫

Z

∫

J

(1− πj)
∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j ỹt+1,j+1 dj dz

✼✳ ❚❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜✉❞❣❡t✿

T̃ slh
t + T̃ slb

t = C̃sl
t + Ĩslt

✇❤❡r❡ ♥❡t st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① r❡❝❡✐♣ts ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ✜r♠s ❛r❡✿

T̃ slh
t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j (τ

sl
t
ˆ̃iz,ft,j + τ slpt h̃ot,j) dj dz

T̃ slb
t = τ slbt

(

Ỹt − w̃tÑt

)

✽✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐s t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t✿

Ω̃z,f
t+1,j = Ω̃z,f

t,j

✾✳ ❚❤❡ ♥❡t ✇♦rt❤ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t❤❛t ❞✐❡ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣❡ J ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞

t♦ ❡♥❞✲♦❢✲❧✐❢❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s t♦ ❜❡q✉❡sts ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧✐✈✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t✿

c̃eolt = Λ (ΥA)

∫

Z

∫

J

(1− πj)
∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j ỹt+1,j+1 dj dz

˜beqt = (1− τ beqt )(1− Λ) (ΥA)

∫

Z

∫

J

(1− πj)
∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j ỹt+1,j+1 dj dz

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❆ st❡❛❞②✲st❛t❡ ♣❡r❢❡❝t✲❢♦r❡s✐❣❤t st❛t✐♦♥❛r② r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t✲❢♦r❡s✐❣❤t st❛t✐♦♥❛r② r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② ❣r♦✇t❤✲❛❞❥✉st❡❞ ❛❣❣r❡✲

❣❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳

✺✺



❈ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❈✳✶ ❙t❡❛❞② ❙t❛t❡

✶✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ t❛① ✐♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs T ❛♥❞ ❛ st❛rt✐♥❣ ❣✉❡ss ❢♦r ❛❝❝✐✲
❞❡♥t❛❧ ❜❡q✉❡sts ˜beqt✱ ♠❛❦❡ ❛ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❛❣❣r❡❣❛t❡ st❛t❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s {Ñt, H̃

o
t , H̃

r
t , D̃t, K̃t, G̃t, B̃t}✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡s❡ ❣✉❡ss❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦❢ ♣r✐❝❡s

{w̃t, rt, p
r
t , ρt, r

p
t }✳

✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ f = s,m ❛♥❞ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ z ∈ Z✱
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✮ ❛t ❡❛❝❤ ❛❣❡ j ∈ J ❜② ❜❛❝❦✇❛r❞s r❡❝✉rs✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ s✉❜❥❡❝t t♦
❡q✉❛t✐♦♥s ✭❇✳✷✮✲✭❇✳✷✾✮✿

✭❛✮ ❇❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣❡ J ✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡s
♦❢ ❤♦✉s✐♥❣✱ ♦r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❣r✐❞ ♦❢
❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❝✉rr❡♥t ♥❡t ✇♦rt❤ ỹJ ✱ ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞ r❡♥t❡rs ❛♥❞ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
❇✳✷✳✶✺ ❯s❡ t❤❡s❡ ❝❤♦✐❝❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡♥t❡rs
❛♥❞ ❤♦♠❡♦✇♥❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
♥✉♠❜❡r ❢♦r t❤♦s❡ ❝❤♦✐❝❡s t❤❛t ✈✐♦❧❛t❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♥❡t
✇♦rt❤ ♥♦❞❡✱ s❡t V

z,f
t,J (ỹJ) ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ V o;z,f

t,J ❛♥❞ V
r;z,f
t,J ✳ ❙t♦r❡

t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❤♦✐❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ st❛t✉s ❛t ❡❛❝❤ ♥❡t
✇♦rt❤ ♥♦❞❡✳

✭❜✮ ❋♦r ❛❣❡s j ∈ {J − 1, . . . , 1}✱ r❡♣❡❛t ♣❛rt ✭❛✮ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ (ỹj, ỹj+1) ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡t ✇♦rt❤ ♥♦❞❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❤♦✐❝❡s ❡❛❝❤ ❛❣❡✳

✸✳ ❯s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
❧✐❢❡❝②❝❧❡ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♥❡t ✇♦rt❤ ♦❢
ỹ1 = ã1 ❛♥❞ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ h̃o1 = 0✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ne ❡♥❞♦✇♠❡♥t
❧❡✈❡❧s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♦❢ nf ×nz×J ×ne s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t❡
❛❧❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❡❞ ♣r✐❝❡s✳

✹✳ ❈♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡s {Ñt, H̃
o
t , H̃

r
t , D̃t, K̃t, G̃t, B̃t} ❛♥❞ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❜❡✲

q✉❡sts ˜beqt t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss❡s✳ ■❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡✇ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧②
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❣✉❡ss❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡♥ ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✲
❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ t❡r♠✐♥❛t❡❞✳ ■❢ ♥♦t✱ ✉♣❞❛t❡ ❡❛❝❤ ❣✉❡ss ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣✉❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❯s❡ t❤❡s❡ ♥❡✇ ❣✉❡ss❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s
{w̃t, rt, p

r
t , ρt, r

p
t }✳ ❘❡t✉r♥ t♦ st❡♣ ✷✳

✶✺❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜❛❝❦✇❛r❞s✱ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛❣❡❞ j + 1 ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❜❡❢♦r❡
t❤♦s❡ ♦❢ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛❣❡❞ j✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ h̃o

t,j+1 ❛♥❞ c̃
g
t,j+1

❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ♣r♦①✐❡s ❢♦r h̃o
t,j ❛♥❞ c̃

g
t,j ❢♦r ♣✉r♣♦s❡s ♦❢

❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐t❡♠✐③❡❞ t❛① ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥
✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ❜② ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❛ s❡❛r❝❤ ♦✈❡r s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❡❞ s✉♣♣♦rt ❢♦r h̃o ❛♥❞ c̃g ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡
s❡❛r❝❤ ♥❡❡❞❡❞ ♦✈❡r ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦♥♦✇ i

z,f
t,j ❢♦r t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣✲❛❣❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❡rr♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s ♣r♦①② ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜♦t❤ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤✐❝❤ ✐t❡♠✐③❡ t❛① ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞
t❤❡ ❧✐❢❡❝②❝❧❡ s♠♦♦t❤ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✺✻



❈✳✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ P❛t❤

✶✳ ❈❤♦♦s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞s✱ tp✱ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
r❡❛❝❤❡s ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳

✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ st❡❛❞② st❛t❡
✉♥❞❡r t❤❡ ♥❡✇ ♣♦❧✐❝②✳

✸✳ Pr♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✹✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤✳

✭❛✮ ❋♦r ②❡❛rs ❜❡❢♦r❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✱ ✉s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s ❢r♦♠ st❡❛❞② st❛t❡✳

✭❜✮ ❙t❛rt✐♥❣ t❤❡ ✜rst ②❡❛r ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✱ ❝♦♠♣✉t❡ ♥❡✇ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ❛❣❡♥ts
♦❢ ❡❛❝❤ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❢♦r t❤❡ ♣r✐❝❡ ❣✉❡ss❡s ❢♦r t❤❛t t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✳

✭❝✮ ❘✉♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ J ②❡❛rs ❜❡❢♦r❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡ s♦ t❤❛t ❜② t❤❡ ✜rst tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ ②❡❛r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ J ❛❣❡s✳ ❯s❡ ♥❡✇ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ❣✉❡ss❡s t♦
s✐♠✉❧❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ tp ♣❡r✐♦❞s✳

✭❞✮ ❈♦♠♣✉t❡ ♥❡✇ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞ ♣r✐❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✳

✺✳ ❈♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ t❤❡✐r ♥❡✇
t✐♠❡ ♣❛t❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✳ ■❢ t✐♠❡ ♣❛t❤s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡✱
t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ■❢ ♥♦t✱ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❣✉❡ss❡s ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥❡✇ t✐♠❡ ♣❛t❤ ❛♥❞ t❤❡ ♦❧❞ t✐♠❡ ♣❛t❤✳ ❘❡t✉r♥ t♦ ❙t❡♣ ✹✳

✺✼



❉ ❚❛❜❧❡s

❚❛❜❧❡ ❆✶✿ ❚❛r❣❡t❡❞ ❛♥❞ ❇❛s❡❧✐♥❡ ❆❝t✉❛❧ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t ❙t❛t✉s ❜② ❚②♣❡ ♦❢ ❲♦r❦❡r

❚②♣❡ ♦❢ ❲♦r❦❡r ❉❛t❛ ▼♦❞❡❧✿ ■❚❈ ▼♦❞❡❧✿ ❇❚❋

❋❚ P❚ ❯ ❋❚ P❚ ❯ ❋❚ P❚ ❯

❙✐♥❣❧❡ ✵✳✻✶ ✵✳✷✹ ✵✳✶✺ ✵✳✻✶ ✵✳✷✹ ✵✳✶✺ ✵✳✻✷ ✵✳✷✹ ✵✳✶✺
▼❛rr✐❡❞ Pr✐♠❛r② ✵✳✾✵ ✵✳✵✽ ✵✳✷✺ ✵✳✾✵ ✵✳✶✵ ✵✳✵✵ ✵✳✾✶ ✵✳✵✾ ✵✳✵✵
▼❛rr✐❡❞ ❙❡❝♦♥❞❛r② ✵✳✹✷ ✵✳✸✷ ✵✳✷✻ ✵✳✹✷ ✵✳✸✷ ✵✳✷✻ ✵✳✹✸ ✵✳✸✸ ✵✳✷✺

❚♦t❛❧s ♠❛② ♥♦t s✉♠ t♦ ✶ ❞✉❡ t♦ r♦✉♥❞✐♥❣

❚❛❜❧❡ ❆✷✿ ❚❛r❣❡t❡❞ ❛♥❞ ❇❛s❡❧✐♥❡ ❆❝t✉❛❧ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ❘❛t✐♦s

❚❛r❣❡t ❘❛t✐♦ ❉❛t❛ ▼♦❞❡❧✿ ■❚❈ ▼♦❞❡❧✿ ❇❚❋

❍♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ r❛t✐♦ ✵✳✻✹ ✵✳✻✺ ✵✳✻✺

Pr✐✈❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥✈❡st♠❡♥t t♦
t♦t❛❧ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t r❛t✐♦ ✵✳✹✼ ✵✳✹✼ ✵✳✹✼

Pr✐✈❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥✈❡st♠❡♥t t♦
♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ✵✳✶✻ ✵✳✶✼ ✵✳✶✼

✺✽



❚❛❜❧❡ ❆✸✿ ❙❡❧❡❝t ❊①♦❣❡♥♦✉s P❛r❛♠❡t❡rs

❉❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s

❚❡r♠✐♥❛❧ ❛❣❡s R✱ J ✹✵✱ ✻✻
❘❛t❡ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤ υP ✵✳✵✵✼✺

Pr♦❞✉❝t✐♦♥

❘❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss υA ✵✳✵✶✶✽
Pr✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t α ✵✳✸✷✻✺
P✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t g ✵✳✵✸✺✷
Pr✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ δK ✵✳✵✼✾✾
Pr✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡r ξK ✻

❍♦✉s✐♥❣

❖✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞♦✇♥✲♣❛②♠❡♥t γ ✵✳✷✵
❍♦✉s✐♥❣ st❛t✉s ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st φo✱ φr ✵✳✵✺✱ ✵✳✵✺
❍♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ δo✱ δr ✵✳✵✺✺✺✱ ✵✳✵✺✼✵
❖✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭■❚❈✮ ❤o ✶✳✷✷
❖✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠✭❇❚❋✮ ❤o ✶✳✶✹

Pr❡❢❡r❡♥❝❡s

❙✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r β ✵✳✾✹✵
◆♦♥✲❤♦✉s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s❤❛r❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ σ ✵✳✶✽✼
❍♦✉s✐♥❣✴♥♦♥✲❤♦✉s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② η ✵✳✹✽✼
❯t✐❧✐t② ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ζf,ǫ ✺
■♥t❡♥s✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❣✐♥ ❞✐s✉t✐❧✐t② ✭■❚❈✮ ψs✱ψm,1✱ψm,2 395.1, 264.6, 176.7
■♥t❡♥s✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❣✐♥ ❞✐s✉t✐❧✐t② ✭❇❚❋✮ ψs✱ψm,1✱ψm,2 396.3, 279.9, 177.6
❊①t❡♥s✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❣✐♥ ✜①❡❞ ❝♦st ✭■❚❈✮ φs✱ φm 0.354, 0.155
❊①t❡♥s✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❣✐♥ ✜①❡❞ ❝♦st ✭❇❚❋✮ φs✱ φm 0.393, 0.151
●♦✈❡r♥♠❡♥t

P✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ δg ✵✳✵✸✶✼

✺✾



❚❛❜❧❡ ❆✹✿ ❚r❡♥❞ ❙t❛t✐♦♥❛r② ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦r ❙❡❧❡❝t❡❞ ❱❛r✐❛❜❧❡s

❆❣❣r❡❣❛t❡ ❱❛r✐❛❜❧❡s✿

C̃ i
t ≡

C i
t

AtPt

H̃o
t ≡

Ho
t

AtPt

H̃r
t ≡

Hr
t

AtPt

D̃t ≡
Dt

AtPt

K̃t ≡
Kt

AtPt

C̃g
t ≡

Cg
t

AtPt

B̃t ≡
Bt

AtPt

G̃t ≡
Gt

AtPt

T̃t ≡
Tt
AtPt

Ñt ≡
Nt

Pt

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❱❛r✐❛❜❧❡s✿

c̃it ≡
ct
At

h̃ot ≡
hot
At

h̃rt ≡
hrt
At

c̃gt ≡
cgt
At

ãt ≡
at
At

ỹt ≡
yt
At

ĩt ≡
it
At

T̃t ≡
Tt

At

˜trst ≡
trst
At

s̃st ≡
sst
At

˜taxt ≡
taxt
At

˜beqt ≡
beqt
At

w̃t ≡
wt

At

Ω̃t ≡
Ωt

Pt
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